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RESUMO

O presente trabalho apresenta uma descri¢do sistemdtica acerca do que significa, segundo
Skemp (1980,1989), compreensdo relacional e compreensdo instrumental, no ambito da
aprendizagem matemadtica, sendo que tivemos como norte a sua compreensao sobre esquema.
Sobretudo, analisamos alguns trabalhos académicos, na area de Educagdo Matemdtica, que
fizeram uso das categorias de compreensao relacional e compreensdo instrumental enquanto
instrumento avaliativo e detectamos que na maioria dos casos a andlise € pontual. Diante
disso, considerando que o esquema inerente a compreensao relacional apresenta uma rede de
ideias conectadas e ndo isoladas, investigamos se a andlise global, na qual considera-se a
compreensdo da diversidade de conceitos contributivos a formag¢do do conceito a ser
aprendido, € mais apropriada que a pontual, na qual considera a compreensdo de conceitos de
modo isolado. Para tanto, aplicamos um médulo de ensino, tendo como contetdo principal os
quaternos pitagoricos utilizando a Histéria da Matemadtica e a obra de Bahier (1916). Com o
referido médulo de ensino obtivemos os dados para realizarmos tanto a andlise global quanto
a pontual, utilizando como modalidade de pesquisa o Estudo de Caso, e consequentemente
realizamos nossas inferéncias acerca dos niveis de compreensao apresentados pelos sujeitos o
que nos possibilitou investigarmos a apropriacdo da andlise global em detrimento da anélise
pontual. Na oportunidade, comprovamos a tese que defendemos no decorrer do estudo e, além
disso, apontamos como contribui¢do da nossa pesquisa a evidéncia da necessidade de um
ensino de Matemdtica que promova a compreensao relacional e que avaliacdo a ser realizada
deve ser global, sendo necessdrio levar em consideracio a no¢do de esquema e
consequentemente conhecer o diagrama esquematico do conceito a ser avaliado.

Palavras-chave: Compreensao Relacional; Compreensdo Instrumental; Esquema; Quaternos
Pitagoricos.
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ABSTRACT

The thesis presents a systematic description about the meaning, as Skemp, relational
understanding and understanding instrumental, in the context of mathematics learning, being
that we had as a guide his understanding of the schema. Especially, we analyze some
academic productions, in the area of Mathematics Education, who used the categories of
understanding relational and instrumental understanding how evaluative instrument and we
see that in most cases the analysis is punctual. Being so, whereas the inherent understanding
relational schema has a network of connected ideas and non-insulated, we investigated if the
global analysis, where it is the understanding of the diversity of contributory concepts for
formation of the concept to be learned, is more appropriate than the punctual, where does the
understanding of concepts so isolated. For this, we apply a teaching module, having as main
content the Quaternos Pythagoreans using History of Mathematics and the work of Bahier
(1916). With the data we obtained the teaching module to use the global analysis and the
punctual analysis, using research methodology the Case Study, and consequently we conduct
our inferences about the levels of understanding of the subject which has made it possible for
us to investigate the ownership of global analysis at the expense of punctual analysis. On the
opportunity, we prove the thesis that we espouse in the course of the study and, in addition,
we highlight as a contribution of our research evidence of need for a teaching of
mathematics that entices the relational understanding and that evaluation should be global,
being necessary to consider the notion of schema and therefore know the schematic diagram
of the concept that will be evaluated.

Keywords: Relational Understanding; Instrumental Understanding; Schema; Quaternos
Pythagoreans.
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O psicélogo e matemdtico inglés Richard Skemp em sua obra intitulada Psicologia del
aprendizaje de las matemdticas (1980) autodenomina-se matematico convertido em psicélogo
porque que iniciou sua carreira profissional como professor de matematica e a partir da sua
pratica docente, gradualmente se interessou pelos problemas relacionados a aprendizagem e
ao ensino de matematica. Tal interesse o conduziu a graduacgdo de psicologia.

Com o intuito de justificar sua necessidade em se deter a aspectos psicoldgicos, Skemp
(1980, p. 18) afirma que Os problemas de ensino e aprendizagem sdo psicolégicos, e antes
que possamos fazer um grande progresso no ensino da matemdtica, necessitamos nos
aprofundar mais sobre como se aprende. Todavia, ao ministrar aulas de psicologia na
Universidade de Manchester, seu interesse de investigacdo centrou-se nos problemas da
aprendizagem da matematica.

Skemp (1989) categoriza a aprendizagem dos conceitos matematicos em dois niveis, a
saber: o nivel de compreensdo instrumental e o nivel de compreensado relacional. Sendo que
enquanto que na compreensao instrumental ocorre a assimilacio de algo novo sob um
esquema simples, na compreensdo relacional ocorre a assimilacdo de novos conceitos sob
esquemas mais ricos, consequentemente, nao tao simples.

Todavia, na compreensdo instrumental, o aluno domina uma colecao isolada de regras
e algoritmos aprendidos por meio da repeticdo, sem estabelecer relacdes entre conceitos. Ja na
compreensdo relacional o aluno é capaz de realizar uma grande variedade de atividades com
criatividade e inteligéncia, permitindo relacionar diferentes conceitos em um sé esquema.

Entretanto, € valido ressaltar que compreensao instrumental e compreensao relacional
ndo correspondem a dois tipos disjuntos de compreensdo, mas sim, conforme destaca Fossa
(2001), dois estdgios de um mesmo processo de conhecimento, havendo uma sequéncia
gradativa em que a compreensdo instrumental se torna relacional. Sendo assim, no capitulo
destinado a discussao tedrica discutiremos detalhadamente os dois niveis de compreensao.

Diante do exposto, em nosso estudo, nos detivemos ao problema de como detectar se
houve compreensdo relacional ou compreensdo instrumental tendo como base as ideias de
Skemp (quando trata o que é compreensdo e como adquiri-la), ou seja, focaremos a avaliacdo.
Porém, como Skemp nao deixa explicito como devemos proceder na avaliacdo, a partir das
suas ideias acreditamos que se nos detivermos na nocdo de esquema, poderemos ter maior
clareza se houve ou ndo compreensao relacional.

Para tanto, aplicamos um médulo de ensino cujo contetido central foi os quaternos
pitagoéricos, evidenciando sua completude e aspectos histéricos. Por sua vez, a escolha dos

quaternos pitagdricos se deveu a sua completude e riqueza de conexdes entre diversos
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conceitos matematicos. Na oportunidade, analisamos se os participantes do médulo de ensino
compreenderam relacionalmente ou instrumentalmente os quaternos pitagdricos.

Em relacdo a estrutura textual, esta pesquisa serd configurada por meio de seis
capitulos que se apresentardo conectados entre si, com o intuito de compor um esquema
relacional de ideias contributivas a nossa investigacdo. Sendo assim, no capitulo introdutério
apresentamos nossa questio de estudo, bem como sua relevancia para a Educacdo Matematica
e a metodologia de pesquisa utilizada. O capitulo II destinamos a apresentacdo dos
pressupostos tedricos que norteiam nossa investigacao.

No capitulo III apresentaremos uma discussao tedrica especificamente sobre a tese que
ora defendemos, a saber: para inferir quanto aos niveis de compreensdo relacional ou
instrumental, destacados pelo psicélogo da matematica Richard Skemp, a andlise global €
mais apropriada que a pontual. Por sua vez, o capitulo IV serd destinado a retomada da teoria
a luz da pratica através da descricdo da aplicacio do médulo de ensino intitulado Quaternos
Pitagoricos: aplicacdo do Teorema de Pitdgoras em trés dimensées, o referido capitulo nos
servird para construir os dados que necessitamos para realizar a andlise global e a andlise
pontual.

O capitulo V apresentard tanto a andlise global quanto a andlise pontual dos dados da
avaliagdo escrita, aplicada no final do médulo de ensino, com a finalidade de sustentar a nossa

tese. Por conseguinte, o sexto e ultimo capitulo serd destinado as consideragdes finais.

1.1 Justificativa

Na nossa dissertagcdo de mestrado intitulada Estudo Historico e Pedagdgico sobre
Ternos Pitagoricos a luz de Eugene Bahier (2009), ao analisarmos a obra Recherche
méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers, publicada em 1916, do
francés Eugene Bahier, tendo como objeto do nosso estudo os ternos pitagéricos € como
categorias utilizadas no processo de avaliacdo as categorias de compreensao dadas por Skemp
(1980, 1989), evidenciou-se certa dificuldade em entender bem esse instrumento de avaliagdo.

Particularmente, acreditamos que o referido instrumento avaliativo também ndo € bem
explicado por outros estudiosos que se propuseram a utilizd-lo em suas respectivas
investigagdes. Por exemplo, diversos trabalhos académicos produzidos no dmbito da UFRN
que fizeram uso das categorias de compreensdo relacional e compreensdo instrumental
difundidas por Skemp para avaliarem se houve ou ndo compreensdo relacional apresentam
uma andlise contemplando critérios especificos para cada questdo contida na avaliacdo escrita

elaborada pelos mesmos, a qual denominamos andlise pontual.
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Contudo, desconfiamos que as categorias de compreensdo instrumental e compreensao
relacional dadas por Skemp (1980, 1989) ndo sdo apropriadas no campo pontual. Todavia,
acreditamos que para ser apropriada é necessario um maior entendimento da aquisicdo do
conhecimento obtida pelo sujeito avaliado.

Com isso, considerando que para investigar se houve ou ndo compreensdo do conceito
€ necessdrio uma andlise do todo, e ndo isoladamente, acreditamos que a andlise global, a qual
contempla critérios gerais, pode ser mais apropriada que a andlise pontual. Sobretudo, dado
que os esquemas inerentes a compreensao relacional sdo ricos em uma diversidade de pontes
entre conceitos, nos parece equivocado a realizacdo da andlise pontual para inferir quanto ao
nivel de compreensao.

Portanto, posto as evidéncias supracitadas, acreditamos que se faz necessario
investigar de forma mais contundente as categorias de compreensdo relacional e de
compreensdo instrumental enquanto instrumento avaliativo, no ambito da Educagdo
Matemitica. Nesse contexto, emerge nossa pergunta diretriz, a saber: o que podemos inferir
quanto aos niveis de compreensao relacional ou instrumental, destacados pelo psicélogo da
matematica Richard Skemp, acerca da andlise global e da anélise pontual?

Para tanto, utilizaremos a extensdo do Teorema de Pitdgoras, em trés dimensdes,
denominados por nds, quaternos pitagéricos, como laboratdrio para nossa investigacdo, dado
que possivelmente os alunos conhecem o Teorema de Pitdgoras, mas ndo sua extensdo em trés
dimensdes. Todavia, por levarmos em considera¢do a completude e a diversidade de conceitos
conectados que compde o esquema relacionado aos quaternos pitagoricos, dispomos da
pergunta secundaria: Como o esquema relacionado aos quaternos pitagdricos pode ser nosso
aliado na busca de, a titulo de exemplo, responder nossa pergunta diretriz?

Por fim, conforme a andlise prévia da obra Recherche méthodique et propriétés des
triangles rectangles en nombres entiers, de Bahier (1916), que realizamos no decorrer do
mestrado, evidenciou-se que sua estrutura e suas ideias apresentadas, podem ser consideradas
como uma importante contribuicdo nas reflexdes acerca dos problemas relacionados aos
triangulos retdngulos em nimeros inteiros e, por sua vez, a Educacdo Matematica. Logo,
emerge a necessidade de responder a mais uma pergunta, a saber: qual o potencial pedagdgico
da obra Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entier, no
que diz respeito aos quaternos pitagdéricos?. No mais, isto nos permitird utilizar atividades
estruturadas baseadas na Historia da Matematica e na obra de Bahier (1916), como feito na

dissertacdo.
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1.2 Objetivos

Na presente sessdo, apresentaremos 0s objetivos tracados para nosso estudo.

1.2.1 Objetivo Geral
° Investigar se a andlise global é mais apropriada que a andlise pontual para

inferir o nivel de compreensdo de um conceito matematico.

1.2.2 Objetivos Especificos

o Elaborar e aplicar um mdédulo de ensino sobre os quaternos pitagdricos, junto a
um grupo de alunos do curso de Licenciatura em Matematica, utilizando a Histoéria da
Matematica e a obra de Bahier (1916);

° Avaliar a compreensao dos sujeitos em termos globais e em termos pontuais;

° Comparar as inferéncias provenientes da andlise global e da andlise pontual

com a finalidade de verificar qual é a mais apropriada.

1.3 Estudo de caso: metodologia de investigacio que nos norteou para definir os
instrumentos e os procedimentos para analise dos dados

A metodologia utilizada ndo serviu para validar a intervengao pedagdgica e sim para
apresentar de forma mais rica a concepcdo tedrica da compreensdo relacional como
propriedade global em detrimento da pontual. Ou seja, nossa intengdo maior nao era indicar
como proceder no ensino dos quaternos pitagdricos e sim investigar a andlise global e a
andlise pontual como elementos para realizar inferéncias quanto aos niveis de compreensao
relacional e instrumental destacados por Skemp (1980,1989).

Nesse contexto, na presente sessdo discorreremos acerca do estudo de caso enquanto
metodologia que utilizamos para realizar nossa investigagdo em consonincia com os objetivos
delineados. Todavia, por corroboramos com (LUDKE e ANDRE, 1986), ao afirmar que para
se realizar uma pesquisa € preciso promover o confronto entre os dados, as evidéncias, as
informagdes coletadas sobre determinado assunto € o conhecimento tedrico acumulado a
respeito dele, descreveremos como a referida metodologia nos auxiliou para definir tanto os
instrumentos quanto os procedimentos para andlise dos dados.

Com o intuito de apresentar uma comparacdo entre as abordagens metodoldgicas
qualitativas e quantitativas, Bogdan e Biklen (1994) apontam algumas vantagens da primeira

em detrimento da segunda, dentre as quais destacamos que as propostas qualitativas sdo muito
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mais flexiveis do que as propostas quantitativas, sendo que as qualitativas representam
especulacdes ponderadas acerca da estruturacdo da investigacdo e da direcdo em que se
orientard o estudo. Com isso, posta a necessidade de que nosso plano de investigacao fizesse
parte de um processo evolutivo, no qual as perguntas que fossem colocadas e os dados que
fossem construidos decorressem do proprio processo da investigacdo, nossa abordagem
metodoldgica assumiu um carater qualitativo.

No mais, corroboramos com Borba e Aratjo (2006), ao afirmarem que pesquisar

[...] ndo se resume a listar uma série de procedimentos destinados a
realizagdo de uma coleta de dados, que, por sua vez, serdo analisados por
meio de um quadro tedrico estabelecido antecipadamente para responder a
uma dada pergunta. (BORBA, ARAUIJO, 2006, p- 45)

Com isso, a0 nos preocuparmos com as praticas inerentes a educagdo, nao podemos recorrer a
simples métodos estdticos para quantificar as agdes, mas sim priorizar a atribuicdo de
significado as acOes através do entendimento e da explicacdo dos fendmenos.

Particularmente, ao caracterizar a pesquisa qualitativa, Bogdan e Biklen (1994)
apontam que as abordagens de pesquisa dessa natureza contemplam alguns aspectos, tais
como: (i) preocupacdo do pesquisador com o processo mais do que com o produto; (ii) 0s
dados coletados sdo predominantemente descritivos; (iii) a andlise dos dados tende a seguir
um processo indutivo. Sobretudo, D’ Ambrosio (2006, p.21) afirma que a pesquisa qualitativa
“[...] € o caminho para escapar da mesmice. Lida e d4 atengcdo as pessoas e as suas ideias,
procura fazer sentido de discursos e narrativas que estariam silenciosas. E a andlise dos
resultados permitird propor 0s préximos passos’.

Hé varias formas que uma pesquisa qualitativa pode assumir, tais como: Pesquisa
Participante, Pesquisa-acdo, Pesquisa Etnogréfica, Pesquisa Bibliografica, Pesquisa Histdrica
e Estudo de Caso. No entanto, conforme descreveremos a seguir, o estudo de caso foi o tipo
de estudo mais indicado aos nossos objetivos.

Segundo Ventura (2007), ha diferentes posicionamentos que relatam as origens do

estudo de caso, como, por exemplo, o evidenciado a seguir.

O estudo de caso tem origem na pesquisa médica e na pesquisa psicoldgica,
com a andlise de modo detalhado de um caso individual que explica a
dindmica e a patologia de uma doenca dada. Com esse procedimento se
supde que se pode adquirir conhecimento do fendmeno estudado a partir da
exploragdo intensa de um unico caso. (BECKER 1994, apud VENTURA,
2007, p. 384)
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Porém, independente da sua origem, atualmente, nota-se que o estudo de caso € aplicado em
diversos ramos do conhecimento, tais como Medicina, Direito, Economia e Educagdo se
configurando como importante modalidade de pesquisa.

Com isso, nesse contexto, dada a potencialidade do estudo de caso para investigacdes
inerentes a pritica educacional, nos detemos especificamente a Educacdo Matematica.
Sobretudo, no ambito da Educacao Matemdtica, Ponte (2006) destaca que o Estudo de Caso
tem se configurado de modo significativo no desenvolvimento do conhecimento em Educagdo
Matemadtica. No mais, em especial, Ludke e André (1986, p. 58) evidenciam que, “no calor da
corrente vital apreendida pelo caso, o pesquisador propde suas proprias explicagdes, baseadas
em tudo o que sabia antes de comegd-lo, mas, sobretudo em tudo o que aprendeu ao realiza-
lo”.

Segundo Ludke e André (1986), o estudo de caso como estratégia de pesquisa € o
estudo de um caso, simples e especifico ou complexo e abstrato. Porém, o caso deve ser bem
delimitado de modo que possibilite a busca circunstanciada de informacdes. Todavia, mesmo
realizando o estudo de uma unidade, é imprescindivel, no estudo de caso, perceber o que o
caso sugere a respeito do todo. Além disso, considerando que € possivel adquirir
conhecimento do fendmeno estudado a partir da exploracdo intensa de um unico caso,
optamos desenvolver o estudo de caso de trés avaliagdes as quais analisaremos de modo

global e pontual com a finalidade de verificarmos a tese que ora defendemos.

Com relacdo as vantagens do estudo de caso, Ventura (2007) destaca algumas, a saber:

[...] estimulam novas descobertas, em funcdo da flexibilidade do seu
planejamento; enfatizam a multiplicidade de dimensdes de um problema,
focalizando-o como um todo e apresentam simplicidade nos procedimentos,
além de permitir uma andlise em profundidade dos processos e das relagdes

entre eles. (VENTURA, 2007, p.386)

Como o estudo de caso que realizamos estd inserido na pesquisa qualitativa, o cunho
descritivo foi preservado. Contudo, em nosso estudo, foi necessdrio haver um profundo
delineamento analitico, posto que corroboramos com Bogdan e Biklen (1994) ao afirmarem
que a tendéncia € seguir um processo indutivo, pois eles ndo sdo, e ndo podem ser,
recolhidos apenas para confirmar hipdteses elaboradas previamente. Ao contrdrio, a
compreensdo dos dados € construida pelo pesquisador a medida que os mesmos vao se

agrupando e dando sentido ao objeto de andlise. Além disso, Ponte (2006) destaca que s@o os 19
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estudos de cunho mais analitico os que podem proporcionar avango mais significativo do
conhecimento pelo fato de que segundo Yin (1984, apud PONTE 2006, p.119) os estudos de
casos “ndo generalizam para um universo, ou seja, nao fazem uma generalizacdo em extensao,
mas sim para a teoria, isto €, ajudam a fazer surgir novas teorias ou a confirmar ou infirmar as
teorias existentes”.

Particularmente, o estudo contemplou trés etapas, a saber: 1. Fase exploratdria
consistindo a aplicacdo do médulo de ensino; 2. Constru¢ao dos dados; 3. Andlise dos dados.
Entretanto, ao descrevermos as andlises global e pontual das trés avaliacdes escritas e
posteriormente indutivamente realizarmos nossas inferéncias, além de verificarmos nossa
tese, consequentemente contribuimos para constru¢do de novos conhecimentos.

Com relagdo aos instrumentos metodolégicos, consideramos que estes dependem do
tipo de problema a ser estudado. Logo, para o estudo de caso que realizamos, em consonancia
com 0s objetivos da nossa investigacdo, fizemos uso do registro escrito (avaliagdo escrita) e
para realizarmos a anélise global da mesma, também recorremos a entrevista por permitir um
maior aprofundamento das informacdes obtidas, complementando os dados.

Todavia, na andlise global, os estudos de cada caso sdo de natureza qualitativa sendo
que os critérios para interpretar os dados e realizar nossas inferéncias foram elaborados tendo
como base a no¢do de esquema. Por sua vez, na andlise pontual, os estudos de cada caso
recorreram a cardter misto, ou seja, qualitativamente categorizamos todas as respostas e
quantitativamente, conforme a incidéncia dos niveis de compreensdo realizamos nossas
inferéncias.

Por fim, Ludke e André (1986, p.49), ao discutirem sobre a andlise de dados baseada
na perspectiva interpretativa, consideram ser necessario entender que “a andlise interpretativa
ndo pode limitar-se ao que estd explicito no material, precisa aprofundar-se para desvelar
mensagens subentendidas e as dimensdes contraditérias existentes”. Sendo assim, se faz
necessario que o pesquisador va além, ultrapassando a mera descri¢do, buscando realmente

acrescentar algo a discussdo ja existente sobre o assunto focalizado.
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O presente capitulo é destinado a apresentar as ideias que contribuem para sustentar a nossa
tese. Para tanto, discorreremos acerca do que significa, segundo Skemp, compreensdo
relacional e compreensao instrumental, sendo que teremos como norte a sua compreensao
sobre esquema.

Por sua vez, consideramos que, no ambito da educacdo, para obtermos resultados
satisfatorios em atividades avaliativas necessitamos de metodologias de ensino que subsidiem
o ensino. Particularmente, na Educacdo Matematica, hd tendéncias metodoldgicas que
contribuem para o entendimento e a solu¢do de problemas relacionados ao ensino de
Matemitica, proporcionando a efetivacdo de uma Educagcdo Matemdtica com significado.
Dentre elas, Mendes (2006) destaca seis, a saber: 1. O uso de materiais concretos € jogos no
ensino de matematica; 2. Etnomatemdtica; 3. Resolu¢do de problemas; 4. Modelagem
Matemadtica; 5. Histéria da Matematica; 6. Computadores e calculadoras no ensino de
matemadtica.

E evidente a importincia de cada uma das tendéncias metodoldgicas supracitadas, uma
vez que nao existe um caminho que possa ser identificado como tnico e melhor. Em relacdo
as caracteristicas, principios pedagédgicos e modos de abordagens, Mendes (2006) destaca que
cada tendéncia apresenta suas particularidades, cabendo ao professor analisar as
possibilidades de uso de cada uma delas. Entretanto, no presente estudo, proporcionaremos
uma discussdo acerca da participagdo da Histéria no ensino de Matemdtica como agente
cognitivo através de atividades via redescoberta, posto que para cada conceito matematico ha
uma evolugdo histdérica que nos revela uma rede de conceitos contributivos.

Por fim, posta a diversidade de conceitos contributivos inerentes a formacdo do
conceito de quaternos pitagoricos, apresentaremos uma discussdo acerca do referido conceito
matematico, o que posteriormente nos subsidiard para realizar tanto uma andlise global como
uma andlise pontual, ambas com o intuito de realizar inferéncias quanto ao nivel de
compreensdo e, assim, comprovar ou nao a tese que ora defendemos.

Diante do exposto, intencionamos, no presente capitulo, proporcionar uma discussao
relacional, cujas ideias a serem discutidas serdo conectadas através de uma rede cujas pontes

conectoras s30 as sessdes que apresentaremos a seguir.

2.1 Compreensao Relacional e Compreensao Instrumental a luz de Skemp
Em decorréncia das suas investigagdes na Universidade de Manchester, Skemp
inicialmente se deteve a distin¢do entre aprendizagem habitual e aprendizagem inteligente. A

aprendizagem habitual, foco de muitos psicélogos anteriores a ele, corresponde a
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aprendizagem que pode ser verificada em animais ditos de laboratdrios, pautada na
memorizacdo. Por sua vez, aprendizagem inteligente € intrinseca ao homem e significa a
formacdo de estruturas conceituais, comunicadas e manipuladas por meio de simbolos.
Sobretudo, a aprendizagem inteligente emerge como meio de destacar a devida relevancia da
interacdo entre inteligéncia e aprendizagem.

Para definir o que € inteligéncia, Skemp (1980) recorre a definicdo dada por Vernon
(1969, apud SKEMP 1980, p. 20), a saber: “Inteligéncia B é a acumulacdo total dos planos ou
esquemas mentais construidos através da intera¢ao do individuo com seu ambiente na medida
em que sua equipe constitucional o permite”. Todavia, a Matematica é um exemplo claro de
inteligéncia B dado as aplicagdes da matemadtica a uma infinidade de problemas inerentes aos
diversos ramos do conhecimento como instrumento altamente desenvolvido para tratar com o
ambiente fisico. A titulo de exemplo, Skemp (1980) menciona os problemas de ciéncias
naturais, de tecnologia e de comércio.

Para Skemp (1980), considerando que a aprendizagem inteligente € a aprendizagem
que implica compreensdo, € evidente que a aprendizagem da matemadtica deve ser com
compreensdo. Para tanto, Skemp assume o seguinte problema bésico: o que € compreensao e
por quais meios podemos adquiri-la?

Sobretudo, Skemp aponta que, no ensino da matemdtica, se faz necessario
compreender o que é compreensdo, dado que correntemente ha dois significados para o
referido termo. Segundo o autor, para muitos alunos e professores a posse de regras sem
motivo, e a capacidade de uséd-las, € o que eles querem dizer por compreensdo. Em
contrapartida, o referido autor defende que compreensao significa saber tanto o que fazer e o
porqué. Para distinguir esses dois significados, Skemp faz uso do termo compreensio
instrumental para o primeiro sentido e compreensao relacional para o segundo sentido.

Segundo o préprio Skemp, os termos compreensdo relacional e compreensio
instrumental, bem como as primeiras inferéncias acerca da necessidade de refletir acerca do
uso devido da palavra compreensdo, se devem a Stieg Mellin-Olsen, da Universidade de
Bergen. A primeira vez em que Skemp publicou sobre os termos compreensdo relacional e
compreensdo instrumental foi em 1976, em um artigo na revista Mathematics Teaching.

Skemp nos convida a experimentar o exercicio de procurar e identificar exemplos de
explicagcdes que conduzem a compreensdo instrumental (uso de regras sem razdes), tanto em
textos como em sala de aula. Segundo o autor, isto nos trard trés beneficios, a saber: (i)
Fornece evidéncias de qudo disseminada é a abordagem instrumental; (ii) Através de

exemplos repetidos nos ajuda a consolidar os dois conceitos contrastantes; (iii) E uma boa
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preparacdo para tentar formular a diferenca em termos gerais entre compreensao relacional e
compreensao instrumental.

O ensino que promove a compreensdo instrumental envolve uma multiplicidade de
regras, ou melhor, habilita o aluno em uma série de técnicas matemdticas baseada na
memoriza¢do em detrimento do entendimento do que estd sendo feito. Logo, se o professor
fizer uma pergunta que ndo se encaixa perfeitamente a regra, € necessario a inser¢ao de mais
de uma regra para obter a resposta correta.

Se o que se quer € uma pagina de respostas corretas o ensino ideal é aquele que
prioriza a compreensdo instrumental. Sobretudo, na compreensdo instrumental, € possivel,
muitas vezes, obter a resposta de certa forma mais rdpida e confidvel fazendo com que as
recompensas sejam mais imediatas e aparentes. No entanto, se o propdsito do ensino for
proporcionar um entendimento do funcionamento das regras memorizadas, a compreensao
instrumental se torna limitada, sendo necessdrio um ensino baseado na compreensdo
relacional, ou seja, que envolva mais conhecimento € promova um melhor entendimento do
que estd sendo feito.

Todavia, o ensino que prioriza a compreensdo relacional demanda mais tempo e torna
mais dificil a ocorréncia da prendizagem. Porém, uma vez aprendido, é mais facil de lembrar.

Essa vantagem € exemplificada por Skemp pelo ensino da area do triangulo, dado que €
e . oA
certamente mais facil para os alunos aprenderem que a drea de um tridngulo € 5 base x altura,

do que aprender porque € assim. Mas entdo eles tém de aprender regras distintas para os
tridngulos, retangulos, paralelogramos, trapézios. Contudo, no caso da drea do triangulo, a
compreensao relacional consiste em parte em ver tudo isso em relagdo a drea de um retangulo.

Ainda € desejavel conhecer as regras especificas para ndo ter que derivé-las
novamente toda vez. Mas saber também como elas estdo inter-relacionadas capacita recorda-
las como partes de um todo unido, que € mais fécil. Logo, ha mais para aprender - as
conexdes, bem como as regras distintas - mas o resultado, uma vez aprendido, € mais
duradouro. Portanto, hd menos que aprender a fazer; e, em longo prazo, o tempo necessario
pode ser bem menor.

Outra vantagem € que a compreensao relacional pode ser eficaz como um fim em si
mesmo. Este € um fato empirico, baseado em evidéncias de experimentos controlados
utilizando materiais ndo matemadticos. A necessidade de recompensas e puni¢des externas €
bastante reduzida, fazendo o que é frequentemente chamado de motivacional - o trabalho de

um professor € muito mais facil. Segundo Skemp (1989), esta vantagem esta relacionada com 24
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o fato de que esquemas relacionais sdo organicos de qualidade. Sobretudo, a satisfacdo do
entendimento relacional, ndo estd apenas na tentativa de entender relacionalmente novo
material, mas também buscar ativamente novos materiais € explorar novas dreas, muito
parecido com uma arvore que estende as suas raizes.

Um professor individual pode fazer uma escolha de ensinar, fundamentada na
promocdao da compreensdo instrumental ou da compreensdo relacional. Para tanto, se faz
necessdrio considerar as metas alternativas de compreensao instrumental e relacional nos seus
méritos e em relagdo a uma situagdo particular. Para fazer uma escolha informada deste tipo
implica a consciéncia da distincdo, e na compreensdo relacional da prdpria matematica.
Assim, Skemp evidencia quatro fatores situacionais que contribuem para a dificuldade dos
professores em priorizar a compreensao relacional ao ensinar matematica, a saber: 1. O efeito
retroativo dos exames; 2. Curriculos sobrecarregados; 3. Dificuldade de avaliar se o sujeito
compreende relacionalmente ou instrumentalmente; 4. A grande dificuldade psicoldgica para
os professores de acomodagdo (reestruturacio) dos seus esquemas existentes e de longa data,
mesmo para a minoria que conhece a necessidade de, querer fazé-lo e ter tempo para estudar.

Particularmente, com base no terceiro fator situacional, destacado por Skemp,
direcionaremos nossa investigacdo a tentativa de preencher essa lacuna. Com isso, na préxima
sessdo, considerando que o ideal € um ensino de matemadtica com significado, que promova a
compreensdo relacional, discutiremos acerca dos esquemas existentes quando o nivel de
compreensdo € instrumental e quando o nivel de compreensdo € relacional, com o intuito de

obtermos fundamentos que nos auxiliem em nossa investigacao.

2.1.1 Estrutura do esquema e suas implicacées nos niveis de compreensao

Quando uma pessoa pensa em determinado conceito, hd outros conceitos que sdo
habitualmente associados com este, posto que dois conceitos quaisquer podem ser concebidos
como ligados por algum tipo de relacdo. Sobretudo, Skemp (1980) destaca que, para construir
a compreensdo de uma ideia, se faz necessdrio relaciond-la com outras ideias, emergindo,
assim, a formacdo de estruturas conceituais denominadas esquemas. Todavia, considerando
que certos conjuntos de ideias sdo organizados por vdrias hierarquias e/ou classificacoes,
constituindo assim um esquema, também convém definir esquema como sendo uma rede de
ideias inter-relacionadas.

Com base em Skemp, Fossa (2001), assegura que a respeito da constru¢do de

esquemas, a unido de vdrios conceitos ultrapassa a soma de todas as partes implicando em um
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salto qualitativo. Sobretudo, as principais funcdes do esquema sdo integrar conhecimento
existente e servir como instrumento mental para aquisi¢do de novo conhecimento.

Sendo assim, como uma primeira aproximagao podemos dizer que:

1. A compreensdo de conceitos € a assimilacdo destes em esquemas apropriados. O
esquema pode ser considerado apropriado quando permite que o sujeito atue com sucesso no
seu meio.

Desse modo, até o ponto em que o esquema atende as necessidades ele € estdvel. Por
sua vez, o surgimento de alguma novidade impulsiona a necessidade de mudanca, o que
requer acomodacao. Piaget afirma que a novidade causa desequilibrio sendo que o equilibrio é
conquistado novamente na acomodacdo por um novo esquema. Contudo, defendemos a
extensao do esquema e nao necessariamente a substitui¢ao.

2. A aprendizagem de novos conceitos consiste na integragdo de conceitos novos em
esquemas ja existentes, ou seja, na integracdo de mais um elemento na rede de ideias inter-
relacionadas. Sobretudo, a rede estd sempre em construcao através de um processo dinamico.

Em geral, o conceito ndo € formado primeiro e s6 depois integrado em um esquema. A
formacdo e a integracdo do conceito sao processos que interagem mutuamente em um
processo tnico de aprendizagem.

Contudo, a diversifica¢do de conceitos e as ligacdes existentes entre eles determinam a
estrutura do esquema, podendo ela ser pobre ou rica. Em especial, a estrutura do esquema esta
atrelada com o nivel de compreensdo, sendo esquema com estrutura pobre apresentada na
compreensdo instrumental € esquema com estrutura rica apresentada na compreensao
relacional.

Particularmente, no caso das criancgas e/ou principiantes os esquemas sao pobres, ou
ainda, o nivel de compreensdo € instrumental. No entanto, dado que a compreensdo
instrumental € uma etapa natural na constru¢cdo da compreensdo relacional, ao adquirir
esquemas ricos o nivel de compreensdo instrumental se torna insuficiente, sendo assim,
estendido pelo nivel de compreensao relacional. No mais, o processo que leva a compreensao
faz parte de um caminho continuo, sendo possivel existir esquema intermediério, no qual a
compreensao relacional estd em construcao.

Um bom exemplo € a atividade de resolucdo de problemas. O aluno que aprende a
resolver certo tipo de problema por um dado método, ao se deparar com uma pequena
modificacdo no problema, percebe que o método € inapropriado, e sé obterd sucesso se for

capaz de procurar outro caminho, ou melhor, se o esquema for ampliado.
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Particularmente, a proposta dos PCNs (BRASIL, 1998), tem como linha estrutural
levar o aluno a ampliar seus esquemas de compreensdo. Sobretudo, o esquema rico, com
muitos conceitos e muitas ligacdes, permite o desenvolvimento de outros caminhos.

Em termos de compreensao, o que ocorre quando os esquemas sdo ricos ou pobres ha
equivaléncia com o exemplo supracitado. Segundo Skemp (1980), na compreensao relacional,
ndo sabendo apenas que o método funciona, mas também o porqué, possibilita relacionar o
método a novos problemas. Na compreensdo instrumental, necessita-se memorizar para quais
problemas o método funciona e ndo para que, além de aprender um método diferente para
cada nova classe de problemas.

A seguir discutiremos sobre trés principios que consideramos serem fortes
implicadores na estrutura do esquema e, por consequéncia, nos niveis de compreensdo, ou
seja, na compreensao instrumental ou na compreensao relacional.

1. Assimilag@o dos conceitos

Segundo Skemp (1980), pode ser que a prépria assimilacdo de um conceito a um
determinado esquema ou constitui uma ponte com outro esquema onde o conceito ja existe ou
provoca a constru¢do de uma ponte por apontar para uma relacdo até entdo despercebida,
sendo que o contrdrio também pode acontecer.

Logo, acreditamos que na assimilagdo de um grande nimero de conceitos, o esquema
¢ considerado rico, o que implica na compreensao relacional; caso contrdrio o esquema sera
pobre, implicando na compreensao instrumental.

ii. Inter-relagdes entre as ideias que compde o esquema

As pontes entre 0s conceitos sd3o mais importantes do que o nimero de conceitos.
Sobretudo, Skemp destaca que se faz necessdrio a posse de um nimero grande de esquemas
com muitas pontes entre si para que o sujeito seja capaz de enfrentar situacdes novas com
sucesso.

Logo, quanto maior for o nimero de pontes entre 0s conceitos, mais rico serd o
esquema. No mais, acreditamos que o termo compreensdo relacional tenha se originado
levando em consideragdo a capacidade de conectar/relacionar os conceitos.

iii. Organizagao interna

Visto que é sempre possivel fazer vdrias relacdes entre quaisquer dois conceitos, a
quantidade delas ndo é tudo. Pode até ser empecilho se leva a pessoa a pensar em conceitos
que ndo sdo relevantes ao problema, ou seja, ha ligacdes entre os conceitos mas a maneira de
filtrar as indmeras ligagdes leva o sujeito a um caminho impréprio contendo obstdculos que

ndo levam a lugar nenhum.
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Contudo, quando o esquema € rico, as relagdes existentes entre os conceitos sio
frutiferas por permitirem o desenvolvimento de uma compreensdo que faz com que o sujeito
possa agir no mundo com sucesso, enfrentando as novidades de modo reflexivo. Logo, se faz
necessdrio promover a fertilidade das pontes estabelecidas com outros esquemas, com 0
proposito de alcangar o nivel de compreensao relacional.

Em suma, podemos inferir que no nivel de compreensdo instrumental os esquemas
existentes apresentam estrutura pobre, compostos com poucos conceitos, poucas pontes e
poucas relacdes frutiferas. Em contrapartida, no nivel de compreensao relacional os esquemas
sd0 mais ricos, apresentando muitos conceitos, muitas pontes e muitas relagdes frutiferas. A

seguir, um quadro comparativo (Quadro 1) para ilustrar essas inferéncias.

Quadro 1: Estruturas dos esquemas associados aos dois niveis de compreensio (CR e CI)'

ESTRUTURA POBRE <« CI ESTRUTURA RICA «+—> CR
poucos conceitos muitos conceitos

poucas pontes muitas pontes

poucas relagdes frutiferas muitas relacdes frutiferas

No que diz respeito ao esquema ser rico ou pobre, hd certa relagdo com a ampliacio ou
ndo do mapa cognitivo. Segundo Skemp, o tipo de aprendizagem que leva a matematica
instrumental consiste no conhecimento de um ndmero crescente de planos fixos, porém
limitado, pelos quais os alunos podem encontrar sua maneira particular de pontos de partida
(os dados) para requeridos pontos de terminacdo (as respostas as perguntas). O plano lhe diz o
que fazer em cada ponto de escolha, e o que tem de ser feito em seguida é determinado
puramente pela situagdo local, por simplesmente haver um conjunto limitado de planos fixos.

Em contrapartida, o aprendizado da matemaética relacional consiste na construcdo de
uma estrutura conceitual (esquema) na qual o possuidor pode (em principio) produzir um
nimero significativo de planos para comecar a partir de qualquer ponto de partida dentro de
seu esquema para qualquer ponto de chegada, ampliando, assim, o mapa cognitivo. Skemp
apresenta alguns beneficios que contribuem para defesa de que este tipo de aprendizagem €
diferente em vdrias maneiras de aprender instrumentalmente, a saber:

1. Os meios tornam-se independentes dos fins particulares a serem alcancados.

! Abreviamos os termos compreensio relacional e compreensio instrumental, respectivamente por CR e CI.
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2. A construcio de um esquema dentro de uma determinada drea do conhecimento se
torna uma meta intrinsecamente satisfatéria em si mesmo.

3. Quanto mais completo o esquema de um aluno, maior o seu sentimento de
confianca em sua prépria capacidade de encontrar novas formas de chegar 14, sem ajuda
externa.

4. Um esquema nunca é completo. A medida que nossos esquemas se ampliam, nossa
consciéncia das possibilidades € alargada. Assim, o processo muitas vezes se torna
autocontinuo, e autogratificante.

Diante do exposto, em oposicdo ao ensino que prioriza a memoria, ou seja, a
manipulagdo de simbolos e regras de modo memoristico, emerge a aprendizagem esquematica
como meio para promover a compreensdo relacional. A aprendizagem esquemadtica ¢é
caracterizada pela prética de constru¢do de esquemas relacionais, ou seja, esquemas onde os
conceitos estdo inter-relacionados. Todavia, na aprendizagem baseada na memorizacdo a
recompensa € imediata e tempordria, porém, na aprendizagem esquemadtica a recompensa,
mesmo que tardia, quando conquistada € duradoura.

Conforme o propésito do ensino, a aprendizagem memoristica pode ser suficiente ou
ndo. Na Educagdo Matemadtica sdo varios os exemplos que podem ilustrar tal fato. Por
exemplo, se no ensino de equagdes, logaritmos, progressao aritmética, progressdo geométrica,
entre outras, € esperado que o aluno simplesmente aprenda a manipular € memorizar as regras
para responder um elenco de exercicios repetitivos, a aprendizagem memoristica satisfaz. No
entanto, se o objetivo do ensino for fazer com que o aluno aprenda os conceitos matematicos
de modo significativo, entendendo ndo sé o como mas também o porqué dos métodos e regras
utilizadas para ensinar tais conceitos, promovendo, assim, a possibilidade de enfrentar
situagdes novas com sucesso, a aprendizagem esquemadtica se torna imprescindivel.

Logo, corroboramos com Skemp sobre a necessidade da elaboracdo de estratégias de
ensino que promovam a aprendizagem esquemdtica com a finalidade de promover a
compreensdo relacional. Com isso, na proxima sessdo discorreremos acerca da viabilidade do
uso da Histéria da Matemadtica como metodologia para auxiliar na promocdo da compreensao

relacional.

2.2 Histéria da Matematica enquanto aliada na promocao da compreensao relacional
Na presente sessdo, evidenciaremos o quanto a Histéria da Matematica contribui para

a promoc¢do da compreensdo relacional. Além disso, também discorreremos acerca da
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potencialidade pedagégica do uso da Histéria da Matematica como fonte para ampliacdo do
conhecimento matematico do aluno.

A ideia de que a Matemdtica € linear, pronta e acabada ainda é corrente. Porém, se nos
detivermos ao desenvolvimento historico da Matematica, seremos conduzidos a inferéncia de
que o conhecimento matemadtico € vivo, dindmico, sendo construido e modificado ao longo do
tempo, e, por conseguinte a referida ideia é desmistificada.

Também como contribuicdo a desmistificacdo da ideia supracitada, com relagdo a
Histéria da Matemadtica, os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) apresentam
que através dela a Matemadtica é expressa como uma criacdo humana, ao mostrar necessidades
e preocupagdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos. Sendo assim, a
nosso ver, a Historia da Matematica € de vital importancia para entendermos a propagacao do
pensamento matemdatico em diferentes contextos culturais e, consequentemente, para
entendermos o pensamento matematico difundido nos tempos de hoje.

Particularmente, a estrutura historica e continua do conhecimento matematico nos
revela que para a composi¢cdo de muitos conceitos matemadticos foi imprescindivel a
recorréncia de conceitos matemadticos instituidos anteriormente. Sobretudo, ao considerar que
quando cada individuo constréi novos conceitos hda uma rede de conceitos j4 estabelecidos e
que se estruturam sob a forma de esquema, Skemp (1980) denomina conceito contributivo
como sendo todo conceito que se faz necessario para formar um novo conceito.

Desse modo, através das ideias direcionadas a psicologia da Matematica, € notdria a
contribui¢do de Skemp a desmistificacdo da ideia que enunciamos no inicio da presente

sessdo. Especialmente, Skemp (1980) destaca que

Na aprendizagem da matemdtica, mesmo que tenhamos de criar todos os
conceitos novamente em nossas proprias mentes, s6 somos aptos para faze-
los mediante o emprego dos conceitos construidos por matemadticos
anteriores. (SKEMP, 1980, p. 39).

Tal evidéncia destaca que os conceitos do passado, trabalhosamente abstraidos e acumulados
lentamente por geragdes sucessivas, podem ajudar a cada novo individuo a formar seu préprio
sistema conceitual. Sobretudo, a titulo de exemplo, Skemp (1980) destaca o conceito de
gravidade, que fora desenvolvido por Newton, o qual necessitou das estruturas conceituais
desenvolvidas por matematicos e cientistas que o antecederam.

Particularmente, Mendes (2009), apresenta argumentos que convergem aos de Skemp

(1980), ao destacar a manipulagdo de ideias matematicas ja estabelecidas socialmente como 3
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uma forma de buscar estabelecer novas ideias matemadticas. Na oportunidade, dentre os
exemplos apresentados pelo referido autor, destaca-se a percepcao de Euler com relagdo a
utilizagdo da trigonometria como elemento de apresentacio das fun¢des complexas.

Logo, considerando que a evolugdo histérica dos conceitos matemadticos nos revela
diversas redes de conceitos contributivos, destacamos a viabilidade da promocdo da
compreensdo relacional da Matematica através do uso da Histéria da Matemadtica. Sobretudo,
consideramos que para que a Matematica seja compreendida relacionalmente, se faz
necessdrio saber estabelecer as relagdes entre os conceitos contributivos a formacdo do
conceito a ser compreendido, relagdes estas que foram constituidas historicamente.

Diante das consideragdes supracitadas julgamos necessdrio nos detivermos a
potencialidade pedagdgica do uso da Histéria da Matemdtica enquanto metodologia de
ensino. Todavia, corroboramos com Mendes (2009, p.76) ao afirmar que “E prudente discutir
de que maneira a histéria poderd ser usada como um recurso favordvel a construcao das
no¢des matemadticas pelos estudantes, durante as suas atividades escolares”.

Sendo assim, posta a diversidade de possibilidades de abordagem do uso da Historia
da Matemadtica no ensino de Matemadtica, no presente estudo discorreremos acerca de duas
possibilidades, as quais conforme seus respectivos objetivos, atribui a Histéria da Matematica
o papel de ser: (i) elemento motivador e (ii) agente de cognic¢ao.

Particularmente, vérios autores consideram que os textos histéricos exercem um papel
motivador no processo de ensino e aprendizagem da Matemadtica. Sobretudo, a Histéria como
fonte de motivacdo para o ensino-aprendizagem da Matemética € justificada por promover o
despertar do interesse do aluno em estudar o contetido matematico que lhe estd sendo
ensinado.

Entretanto, por provocar certo distanciamento do aspecto formal e rigoroso do
conhecimento matemadtico, o poder motivador € questionado por diversos autores. Miguel e
Miorim (2004), por exemplo, se contrapdem a existéncia de um suposto potencial motivador
inerente a Histdria, a partir de duas consideracdes. A primeira delas destaca que se fosse esse
0 caso, o ensino da propria Historia seria automotivador. A segunda considera¢iao € de cunho
psicoldgico, a qual aborda que a motivagio tem carater individual e ndo universal e o que é
motivador para um individuo pode nao ser para outro.

Por sua vez, Nobre e Baroni (1999), refutam a simples fun¢do de motivagdo atribuida

a Histdria da Matemadtica ao afirmarem que
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Sua amplitude extrapola o campo da motivacdo e engloba elementos cujas
naturezas estdo voltadas a uma interligacio entre o conteido e sua atividade
educacional. Essa interligacdo se fortalece a partir do momento que o
professor de matemaética tem o dominio da histéria do conteido que ele
trabalha em sala de aula. (NOBRE; BARONI, 1999, p.132)

Com isso, é imprescindivel ter cautela para ndo incorrer no erro de simplesmente assumir a
Histéria da Matemadtica como elemento motivador ao desenvolvimento do conteido, posto
que a motivacdo ndo € o unico fator responsdvel para a insercdo da histéria no ensino da
Matematica.

Particularmente, Fossa (2001), designa como Uso Ornamental quando as informagdes
histdricas sao utilizadas como meros acessorios ou ornamentos através da simples acumulagdo
de fatos. Todavia, para o referido autor, no Uso Ornamental, por apenas enfocar notas
historicas, requer a delimitacdo do seu papel para evitar falsas expectativas e, a0 mesmo
tempo, aproveitar a0 maximo tudo que seu o uso nos tem a oferecer.

Com isso, em vez de utilizar a Histéria da Matemadtica apenas como elemento
motivador, se faz necessario considerar a Histéria da Matemdtica como um instrumento que
pode promover significado e compreensdo no processo de ensino-aprendizagem da
Matematica, e, consequentemente, contribuir para ampliacdo do proprio conhecimento
matemadtico. Diante disso, em especial, norteados pela funcdo geradora de conhecimento
matemadtico atribuido a Histéria da Matematica, diversos autores apontam o potencial
pedagdgico existente na relacdo entre a Historia da Matematica, a cogni¢cdo matemadtica e a
aprendizagem matemadtica. Dentre esses autores destacamos Fossa (2008) e Mendes (2009),
0s quais nos apresentam uma discussio rica acerca do uso da Histéria da Matemética como
fonte para ampliagdo do conhecimento matemético, atuando, assim, como agente de cognic¢ao.

Segundo Fossa (2008),

O ser humano aprende na medida em que ele constréi, de forma ativa, o seu
préprio conhecimento e, portanto, as metodologias mais eficazes de ensino
serdo as que estdo de acordo com a natureza dos processos cognitivos
humanos. (FOSSA, 2008, p.11)

Todavia, a compreensdo de conceitos matemdticos promovida pelo uso da Historia da
Matemitica quando utilizada enquanto agente de cognicdo, por estarem em consonincia com
0s processos cognitivos, € uma compreensdo que ocorre através de relagcdes entre conceitos
contributivos que foram constituidos historicamente. Sendo assim, hd a constru¢do de

conhecimento via compreensao relacional.
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Para tanto, considerando a potencialidade do uso de atividades como recurso para a
aprendizagem da Matemadtica, Fossa (2008) e Mendes (2009) discutem com muita
propriedade acerca do uso de atividades centradas na investigacdo historica. Particularmente,

Mendes (2009) destaca que

A investigacdo histérica como agdo empreendida em sala de aula pode
implicar em aprendizagem com significado e materializa-se por meio de
atividades centradas no desenvolvimento histérico dos conceitos
matemdticos. (MENDES, 2009, p.14)

Sendo assim, posto que a investigacdo histérica pode ser considerada como alternativa
pedagégica para a concretizacdo de um ensino de Matemdtica com significado, devemos
destacar a potencialidade da proposta de uso didatico da histéria da Matematica tendo como
suporte a investiga¢ao historica via atividades.

Ainda acerca das atividades investigatdrias, Mendes (2009) afirma que as mesmas se

configuram como sendo

[...] o encaminhamento diddtico dado ao processo de geracdo de
conhecimento matematico, que provoca a criatividade e o espirito desafiador
do aluno para encontrar respostas as suas indagacdes cognitivas e construir
suas ideias sobre o que pretende aprender (MENDES, 2009, p. 7)

Nesse contexto, as atividades histdricas investigatorias assumem a natureza da redescoberta
inerente as atividades construtivistas.

Sobretudo, Fossa (2008) aponta que a consondncia com 0O preceito construtivista
existente nas atividades estruturadas via redescoberta promovidas através da investigacdo
histérica se deve ao fato de que tais atividades levam o aluno a construir estruturas
matematicas por si mesmo, e ainda elucida que o termo ‘redescoberta’ é devido ao fato de que
os alunos sdo conduzidos a redescobrir estruturas matematicas ja conhecidas pela comunidade
matematica.

Ainda sobre o cardter investigativo proprio das atividades histéricas estruturadas via

redescoberta, Fossa (2008) aponta que ao participar dessas atividades o aluno

[...] estd fazendo pesquisa sobre a matemadtica, pois estd investigando —
geralmente num esfor¢co colaborativo com seus colegas — questdes
problemadticas sobre as quais ndo sabe a resposta, nem o modo correto de
proceder; sdo exatamente esses aspectos que serdo descobertos nas
atividades. (FOSSA, 2008, p.11)
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Por sua vez, Mendes (2009), ao discorrer acerca da concepc¢do de redescoberta, afirma

que a mesma

[...] baseia-se no pressuposto de que a aprendizagem do aluno torna-se plena,
significativa e s6lida na medida em que ele é provocado intelectualmente, o
que significa despertar sua curiosidade, levando-o em busca de (re)
constru¢do da Matemadtica ja elaborada historicamente. (MENDES, 2009,

p-15)

Desse modo, é possivel conduzir o aprendiz a uma constru¢do constante dos conceitos
matemadticos presentes em cada atividade.

Diante do exposto, destacamos que o cardter investigatério que € estimulado pela
utilizacdo da histéria no ensino de Matematica € de grande importancia para o professor, dada
a complexidade da prética docente. Todavia, é essencial que o professor dé importincia a
devida estruturacdo das atividades, as quais, segundo Mendes (2009), devem ter
caracteristicas de continuidade, mantendo conexao entre si, de modo que, ao final, se processe
a constru¢do da aprendizagem prevista por esse tipo de abordagem didética.

Ainda sobre a pratica docente, corroboramos com Miguel e Miorim (2004) ao
destacarem que ao se utilizar o processo de ensino e aprendizagem da Matemadtica que visa a
compreensdo e a significacdo, € necessdrio levantar e discutir os porqués, o que, segundo os
referidos autores sdo as “razdes para a aceitacdo de certos fatos, raciocinios e procedimentos
por parte do estudante”. Jones (1969, apud MIGUEL; MIORIM, 2004) aponta que 0os porqués
cronolégicos, os porqués légicos e os porqués pedagodgicos, devem ser levados em
consideracdo por todos os que se propdem a ensinar Matemadtica, sendo que os porqués
cronoldgicos se justificam por razdes de cunhos histérico, cultural, casual e convencional, os
porqués 16gicos se justificam em decorréncia l6gica de proposi¢des previamente aceitas e os
porqués pedagdgicos se justificam por razdes de ordem pedagdgica.

Contudo, além das vantagens, também se faz necessdario considerar alguns empecilhos
ao uso didético da Histéria da Matemdtica. Miguel e Miorim (2004) destacam a auséncia de
literatura adequada, a natureza imprépria da literatura disponivel, a histéria como um fato
complicador e a auséncia do sentido de progresso histérico. Entretanto hd outros, tais como a
questdo de cunho filoséfico que envolve a ideia de que Histéria ndo € Matemdtica, a falta de
destreza de habilidade do professor e também o fato de haver estudantes que ndo gostam de
Historia e, por conseguinte, de Histéria da Matematica. Entretanto, Miguel e Miorim (2004)
ressaltam que esses argumentos ndo devem ser considerados como enfraquecedores e sim
pontos de partida para estimular o desenvolvimento de novos estudos e pesquisas, na tentativa

de sanar tais dificuldades.
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Conforme discutimos na presente sessdo, uma alternativa para utilizar a Histéria da
Matemdtica como uma ferramenta capaz de desenvolver um ensino de Matematica
compreensivo, significativo e dindmico para o aluno € quando se considera o potencial
pedagbdgico da Histéria da Matemdtica enquanto agente cognitivo. Ainda, utilizando a
Histéria da Matemdtica como agente cognitivo através de atividades investigativas via
redescoberta, o ensino de Matemdtica se torna mais agraddvel através da promocdo da
compreensdo via relagOes instituidas historicamente entre conceitos contributivos,
corroborando com o objetivo maior do ensino que € a promog¢ao da compreensao relacional da

Matematica.

2.3 Quaternos Pitagoricos: uma importante ferramenta pedagégica para relacionar o
conceito de distincia entre dois pontos, em trés dimensoes, e 0 Teorema de Pitagoras

Um dos mais importantes e famosos Teoremas da Matemdtica é o Teorema de
Pitdgoras. Sobretudo, ndo s6 matemdticos se preocuparam em demonstrd-lo, como, por
exemplo, as demonstracdes oferecidas por Leonardo da Vinci (1452-1519) e o pelo ex-
presidente americano James Abram Garfield (1831-1881).

Como prova do reconhecimento ndo s6 da fama, como também da importancia do
Teorema de Pitdgoras, em 1955, a Grécia emitiu quatro selos (Fig. 1) para comemorar o 2500°

aniversdrio de Pitdgoras, sendo que dois deles correspondem a uma estatua de Pitdgoras, um a

ilha de Samos, onde supostamente nasceu Pitdgoras, e outro ilustra o Teorema de Pitdgoras.

Figura 1 - Selos emitidos pela Grécia®

? Fonte: http://esdica.com.sapo.pt/pagnet/curiosidades.htm
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No mais, em 1971, na Nicardgua, quando lancada uma série de selos postais para
homenagear as dez férmulas matematicas mais importantes do mundo, um dos selos (Fig. 2)

fora dedicado ao Teorema de Pitdgoras.

LAS 10 FORMULAS MATEMATICAS QUE CAMEIARON LA FAZ DE LA TIERRA

Figura 2 - Selo emitida pela Nicardgua’

Particularmente, com relagdo a homenagem realizada pela Nicardgua, Eves (1997)

afirma que

Deve ser extremamente gratificante para cientistas € mateméticos ver suas
férmulas assim homenageadas, pois essas formulas certamente contribuiram
muito mais para o desenvolvimento da humanidade do que os feitos de reis e
generais que muitas vezes se estampam em selos postais. (EVES,1997, p.
347)

Indicativo do quanto a Matematica e a ci€ncia sdo importantes para o desenvolvimento da
sociedade.

Especialmente, podemos citar dois importantes exemplos em que o Teorema de
Pitdgoras serviu como fonte inspiradora. O primeiro deles diz respeito ao chamado Ultimo
Teorema de Fermat, segundo o qual se questiona sobre a possibilidade de existir um terno de
ndmeros inteiros (a, b, ¢) tal que a"+b" = ¢", sendo n maior ou igual a 3.

O segundo exemplo diz respeito ao fato de que assim como outros teoremas da
Geometria Plana, o Teorema de Pitdgoras, em sua forma pura, ndo € aplicavel na superficie
esférica, porém, foi o ponto de partida para entendimento do universo. Sobretudo, ilustres

personalidades como Gauss, Riemann e Einstein iniciaram importantes estudos envolvendo

? Fontes: http://www.arrakis.es/~mcj/sellospitagoras.htm http://fatosmatematicos.blogspot.com.br/2009/10/as-
10-formulas-matematicas-que-mudaram.html 36
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geometrias ndo euclidianas, sendo que um fato importante era fazer uma comparagdo dos
resultados vélidos na geometria euclidiana e dos resultados vélidos na geometria ndo
euclidiana, no qual um desses resultados era o Teorema de Pitdgoras.

Gauss deu uma visdo matemadtica ao estudo da superficie redonda da Terra, tendo
como objetivo verificar como o espago na Terra era diferente da superficie de um plano. Para
isso, ele mediu tridngulos desenhados na Terra. Por sua vez, Riemann descobriu principios de
espaco conhecidos como Geometria de Riemann, depois de estudar com Gauss.

Particularmente, a teoria da relatividade desenvolvida por Einstein consiste em
descobrir o que é que curva o universo. Para tanto, sua teoria fisica do espagco curvo comegou
com a matemadtica de Gauss e de Riemann. Todavia, o astrbnomo Robert Kirshner, professor
da Universidade de Harvard, no documentirio O Legado de Pitdgoras — Desafiando
Pitdgoras, veiculado pela TV ESCOLA, destaca que foi Einstein que desenvolveu o conceito
de espaco que comecou com um tridngulo numa superficie plana.

No documentdrio supracitado, Choe Jaigyong, professor do Instituto Coreano de
Estudos Avancados, enfatiza que agora a raca humana olha o Cosmos, contudo, sempre que
olharmos para o universo devemos nos lembrar humildemente que foi um simples triangulo
que desvendou os segredos do nosso planeta e daquilo além dele. Sobretudo, como forma de
destacar que € facil ver que a sabedoria encontrada nas civilizagdes que se desenvolveram no
ultimo milénio comecou com os tridngulos e que através desses tridngulos encontramos novos

espacos € um mundo maior, Choe Jaigyong afirma que

Usamos termos na Geometria como distincia, comprimento, volume e
angulos. Todos esses sdo conceitos para medir o espaco. E o Teorema de
Pitdgoras € o ponto inicial de todos eles. Através desse Teorema podemos
determinar comprimento e tamanho, calcular volume e medir angulos.
Mesmo na Geometria ndo-Euclidiana precisamos usar o Teorema de
Pitdgoras para definir os conceitos de medida. O Teorema de Pitdgoras € o
ponto de partida para todos os espagos (Transcri¢ao nossa da fala de Choe
Jaigyong contida no documentério)

Forte indicio de que a Matemdtica dos tridngulos e o Teorema de Pitdgoras foram as
ferramentas essenciais para o entendimento do espago em que vivemos.

Em especial, no ambito da Histéria da Matematica, ao definir que um fato histérico da
matemadtica € digno de memoria quando exerce ou exerceu na sociedade uma funcgdo
desencadeadora de uma série de acontecimentos matematicos tuteis a humanidade e que ainda
podem gerar muito mais, Mendes (2009) afirma que o Teorema de Pitdgoras é um bom

exemplo de um fato memordvel, dado que
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[...] a partir de sua elaboracdo desencadeou-se o estudo da distincia,
levando-se a criacdo do sistema de coordenadas, até a elaboracdo da
geometria analitica, o que nos conduziu ao cdlculo diferencial, provocando
assim finalmente o aparecimento da Andlise, entre outros. (MENDES, 2009,
p-72)

Em suma, sua importancia fundamental se deve a sua relagdo com o conceito de distancia, o
que o torna um importante instrumento matematico para a investigacao do mundo.

Diante do exposto, corroboramos com Silva e Fossa (no prelo) ao afirmar que o
Teorema de Pitdgoras é um dos mais importantes assuntos da Matemdtica escolar. Contudo,
no ambito do ensino, embora os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) apontem
a necessidade de verificacdes experimentais, aplicacdes e demonstracio do Teorema de
Pitdgoras, habitualmente, no ensino se prioriza a compreensao instrumental, ou seja, a simples
manipulacdo de férmulas sem significado. A abordagem do Teorema de Pitdgoras €
simplesmente a de afirmar que as medidas dos lados de um triangulo retangulo, ou seja, a, b,
¢, com ¢ sendo a hipotenusa, sdo relacionados pela férmula a+b* = .

Todavia, diversas pesquisam evidenciam a deficiéncia existente no ensino desse
conceito. Almouloud e Bastian (2003), por exemplo, enfatizam a grande dificuldade dos
alunos no que se refere a aplicacdo do Teorema de Pitdgoras como ferramenta na resolucao de
problemas, enquanto Lorenzoni e Silva (2002, p. 117) destacam que os livros didaticos, em
geral, “apresentam o teorema de Pitdgoras numa visdo muito limitada e ndo exploram as suas
potencialidades, tanto histéricas quanto de aplicagdes, sendo que as demonstracoes,
habitualmente sdo algébricas”. Por sua vez, Silva (2009) indica que a mecanizacio do ensino
do referido teorema, desprovida do desenvolvimento histérico e da construcio significativa,
contribui para com a deficiéncia no ensino do mesmo.

Particularmente, Silva e Fossa (no prelo) destacam que a abordagem formalistica do
Teorema de Pitdgoras, puramente algébrica e mecanica, pode contribuir para que sua
importancia fundamental para o embasamento do conceito de distancia ndo seja aprendida
pelo aluno. No entanto, hd, evidentemente, varias maneiras de superar o referido problema,
entre as quais uma delas, €, na formacao inicial de professores, destacar a relacdo do Teorema
de Pitdgoras com o conceito de distancia entre dois pontos, ndo sé em duas dimensdes, mas

também em trés dimensdes.
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Em duas dimensdes, a distancia d entre os pontos A e B é a medida do segmento AB

(Fig. 3). Como o triangulo destacado € retangulo, posto que a distancia d € a hipotenusa do

referido triangulo, aplicando o Teorema de Pitdgoras temos: d = \/ ( X~ xa)2 +( y,~y ).

¥e [

F 9

Figura 3 - Distincia entre dois pontos em duas dimensdes.

Por sua vez, o processo de atribuir quatro valores que satisfazem o Teorema de
Pitagoras nos conduz a no¢do de distancia, dado que ao calcularmos a distancia de dois pontos
(G e E) em trés dimensdes verificamos que o Teorema de Pitdgoras se estende naturalmente a
esse espaco ao considerarmos um paralelepipedo retangulo e sua diagonal (Fig. 4). Todavia, é
valido ressaltar que mesmo nesta situacdo o Teorema de Pitigoras continua em duas
dimensdes, pois os pontos que verificam as condi¢des do Teorema estio em um mesmo plano

determinado pelos pontos AGE onde A € vértice do paralelepipedo.

P
U

A a E

Figura 4 - Distancia entre dois pontos em trés dimensdes
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Conforme podemos verificar (Fig. 4), a distancia entre os pontos G e E, ambos
contidos em dois vértices opostos do prisma ilustrado, coincide com a diagonal d do prisma.
Por sua vez, aplicando o Teorema de Pitdgoras d? pode ser expresso como sendo c2+w?, dado
que d corresponde a hipotenusa do tridngulo retangulo cujos catetos sdo ¢ (altura do prisma) e
w (diagonal da base do prisma). Como w corresponde a hipotenusa do tridangulo retangulo
cujos catetos sdo b (largura do prisma) e a (comprimento do prisma), w? pode ser expresso por
b?+a?. Logo, temos que a?+b%*+c? = d2.

Por consequéncia, a relagdo supracitada remete ao estudo dos quaternos pitagoricos,
assim denominado em analogia aos ternos pitagéricos, como sendo o conjunto de quatro
nimeros inteiros que satisfazem o Teorema de Pitdgoras, sendo expresso por (a, b, c, d),
partindo da relagdo a?+b%*+c? = d?. Por sua vez, d € denominado nimero diagonal.

Particularmente, a obra intitulada Recherche méthodique et propriétés des triangles
rectangles en nombres entiers de autoria de Bahier (1916), apontada por Silva (2009) como
relevante para a Educacdo Matemadtica, devido sua completude, originalidade e o resgate
historico da Teoria dos Tridngulos Retangulos em Numeros Inteiros, destina um capitulo para
realizar o estudo da equagdo indeterminada a?+b%+c? = d2. Bahier (1916) destaca que
investigar as solugdes em nimeros inteiros da referida equagdo € tdo importante quanto
investigar as solu¢cdes em nimeros inteiros da equacdo indeterminada a dois termos, a?+b? =
c2, e de suas propriedades.

Nao obstante, Bahier (1916) enfatiza que € fécil de estabelecer que a um valor
qualquer tomado como o nimero a sempre corresponderd um nimero ilimitado de grupos de
valores para b, ¢ e por consequéncia d. Sobretudo, em a?+b%+c? = d?, pelo menos dois dos trés
nimeros a, b, ¢ sdo sempre pares, posto que
1° a, b e ¢ nao podem ser impares todos os trés.

Em outros termos, a soma dos quadrados de trés nimeros impares jamais pode ser um
quadrado.

Com efeito, o quadrado de todo nimero impar é da forma 8p+1. Portanto, a soma de trés
nimeros quadrados dessa forma é um nimero impar da forma 8p+3, que jamais pode ser
quadrado.

2° a e b, ambos, ndo podem ser impares, mesmo se ¢ for par.

Com efeito, se a e b fossem impares, a soma a?+b? seria um ndmero simplesmente par, ou
seja, nado multiplo de 4. Como ¢? € multiplo de 4, a soma a?+b?*+c? seria um ndmero
simplesmente par, € por consequéncia, jamais poderia ser o quadrado de um nimero inteiro

par d.
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Particularmente, por analogia com as relacdes em dois termos, Bahier (1916) define
relacdo primitiva ou irredutivel como sendo toda relagdo em trés termos na qual todos os trés
nimeros do primeiro membro a, b, ¢, ndo tém um mesmo divisor comum. No mais,
notadamente, Bahier (1916) nos apresenta alguns métodos para obter solu¢cbes em numeros
inteiros da equacdo a?+b%*+c* = d?, obtidos quando o ndmero a, € dado. A seguir,
descreveremos tré métodos apresentados por Bahier (1916).

1° METODO: a+b = d — (a+b)? = a?>+b*+2ab = d?> — 2ab = 2.

a € um numero inteiro qualquer — o valor de b depende que o produto ax2b seja um
quadrado.

Sea=1—-2b=c?

Se n é um nimero inteiro qualquer, pode-se fazer b = 2n2.

Logo: ¢ =2n e d=1+2n2

Quaterno pitagdrico correspondente: (1, 2n2, 2n, 14+2n2)

Sea=2—4b=_c2

Se n é um nimero inteiro qualquer, pode-se fazer b = (2n+1)>2.

Logo: c=22n+1) e d=2+2n+1)?

Quaterno pitagdrico correspondente: [2, (2n+1)?, 2(2n+1), 2+(2n+1)?]

Se a>2 — Todas as outras solugdes possiveis se reduzem a um dos casos precedentes.

Em a?+b? +c* = d?, todos os trés nimeros a, b, ¢ ndo podem ser iguais, mas dois deles
podem ser iguais.

Caso particular: b=c=2a — d=3a

Quaterno pitagdrico correspondente: (a, 2a, 2a, 3a)

2° METODO: Identidade (1): m = 2n+l1 = (n+1)>-n?> — Todo nimero impar é a
diferenca dos quadrados de dois nimeros inteiros consecutivos.

Se n for impar — m serd da forma 4p+3

Se n for par — m seréd da forma 4p+1

Todo nimero primo da forma 4p+1 e, também, todo nimero composto impar, que s6
admite como fatores primos nimeros da forma 4p+1, € uma soma de dois quadrados.

Se m satisfaz essa condi¢do — m = a?+b?

Comparando m = a?+b? com (1), temos:

m = 2n+1 = (n+1)2—n2

(n+1)2—n? = a2+b?* — a?+b*+n? = (n+1)?2
Quaterno pitagdrico correspondente: (a, b, n, n+1)

O ndmero n e um dos dois nimeros a ou b sdo pares.
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3° METODO: a e de b sdo os dois catetos de um tridngulo retdngulo em nimeros
inteiros e y € a hipotenusa. Tem-se, portanto (2) a+b? =2

Todos os nimeros y assim considerados figuram como valores de um dos catetos em
um ou vérios triangulos retangulos em niimeros inteiros.

Com isso, podemos fazer (3) 7?+c? = d? como sendo um desses tridngulos e a partir
de (2) e (3) temos (4) a?+b?+c2=d?.

Particularmente, no ambito da Educacdo Matemadtica, corroboramos com Skemp
(1980) quando o mesmo afirma que antes que tentemos comunicar um novo cONcCeito
devemos encontrar quais sdo seus conceitos contributivos, e, por consequéncia se torna
importante conhecer o diagrama esquemadtico relacionado aos conceitos matematicos a serem
ensinados.

Com isso, construimos o diagrama esquematico relacionado aos quaternos pitagoricos
conceito matemdtico em foco, considerando dois ramos da matemdtica que contribuem para

formacao deste conceito, conforme exposto a seguir (Fig. 5).

Quaternos Pitagoricos

Algebra Geometria

Figura 5: Relacdo entre Algebra e Geometria

Expandindo os dois grandes blocos, Algebra e Geometria, obtemos uma diversidade

de conceitos contributivos, conforme ilustrado a seguir (Quadro 2).

Quadro2: Diagrama Esquemético dos Quaternos Pitagdricos

QUATERNOS PITAGORICOS
ALGEBRA GEOMETRIA

Teorema de Pitdgoras

Ternos Pitagéricos
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o numeros inteiros positivos o tridngulo retangulo
. o cateto
o paridades .
o hipotenusa
O numero composto o angulo
. . O ponto
o ndmeros simplesmente pares
o reta
O numeros primos o tridimensionalidade
. o bidimensionalidade
o quadrado perfeito oA !
~ o distancia entre dois
o equagdo
NP pontos
o incégnitas .
o prisma reto de base
o produtos notdveis retangular
~ o diagonal
o relagdo a2 + b? = ¢? & .
o plano cartesiano
o relagdo primitiva o par ordenado

o relagdo secunddria

o maximo divisor comum

o multiplos

o relacdo (x? - y?)? + (2xy)? = (x? + y?)?
o numero gerador x

o numero gerador y

o equacdo indeterminada a?+b%+c? = d?
numero diagonal d
o relacdo irredutivel

(@]

Notoriamente, os quaternos pitagoricos corresponde a extensdao dos ternos pitagoricos,
que por sua vez, conforme destacado por Silva (2009) € uma importante ferramenta
pedagdgica e histdrica para o ensino do Teorema de Pitdgoras. No mais, também podemos
verificar a completude dos quaternos pitagdricos através da riqueza de conexdes entre
diversos conceitos, ou seja, pontes frutiferas entre diversos conceitos.

Portanto, mesmo que os quaternos pitagoricos e a distancia entre dois pontos em trés
dimensdes ndo compunham diretamente o elenco de contetidos do curriculo escolar, e por
consequéncia dos livros didaticos, no ensino, os referidos contetidos podem ser expostos
quando for ensinado o cdlculo da diagonal do paralelepipedo retangulo. Todavia, sejam na
exposi¢do do conteido ou nos exercicios propostos, os livros didaticos, a0 remeterem ao
cilculo da diagonal do paralelepipedo retingulo, fazem pouca relagdo entre a Algebra e a
Geometria. Todavia, ao analisarmos o contetido apresentado por trés livros didéticos distintos,

Paiva (2005) e Giovanni et al. (1994) do Ensino Médio, e Bigode (2000) do Ensino
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Fundamental, constatamos que o Teorema de Pitdgoras é mencionado, porém nao ha nenhuma
mengdo ao conceito de distancia entre dois pontos em trés dimensdes.

Sendo assim, ressaltamos que o ensino do Teorema de Pitdgoras ndo deve se limitar
apenas aos procedimentos algébricos, mas sim também aos geométricos, especialmente
considerando sua relacdo com o conceito de distancia em duas e trés dimensodes. Sobretudo,
acreditamos que o Teorema de Pitigoras enriquece o ensino de Geometria, dado que o
referido teorema abre caminho para esta drea ao ser o ente basico da nocao de distancia no
espaco euclidiano.

Diante do exposto, na esfera da Formacdo Inicial de Professores, o estudo dos
quaternos pitagoéricos, ao fazer com que o futuro professor saiba estabelecer valores diferentes
dos apresentados nos livros didaticos quando trata sobre o cdlculo da diagonal do
paralelepipedo retangulo, evidencia o fato que devido a necessidade de responder
adequadamente os diversos desafios que serdo levantados no decorrer da sua pratica docente,

o futuro professor necessita de um conhecimento mais amplo, aquém do que ird ensinar.
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Com o propdsito de sabermos como as categorias de compreensdo instrumental e
compreensdo relacional difundidas por Skemp sdo utilizadas como instrumento de avaliagdo,
julgamos necessario analisar alguns trabalhos académicos em que isso ocorre. Para tanto, nos
detemos a analisar a utilizacdo de tais categorias enquanto instrumento avaliativo em todas as
dissertacdes e teses defendidas nos dois programas de pds- graduacdo da UFRN que
produzem na drea de Educacdo Matematica, sdo eles: Programa de P6s Graduacdo em
Educacdao (PPGEd) e Programa de Po6s Graduacdo em Ensino de Ciéncias Naturais e
Matematica (PPGECNM).

Em todas as producdes analisadas, os autores seguem o seguinte roteiro: discussao
tedrica sobre compreensdo instrumental e compreensdo relacional a luz de Skemp,
apresentacdo de um modulo de ensino, aplicacdo do mddulo de ensino e andlise das respostas
apresentadas pelos sujeitos das pesquisas com base nas categorias de compreensdao
instrumental e compreensao relacional difundidas por Skemp.

Analisamos doze producdes, cujos links diretos que diao acesso as mesmas encontram-
se em anexo (Apéndice A), sendo cinco teses e trés dissertacdes defendidas pelo PPGEd e
quatro dissertacdes pelo PPGECNM nos periodos entre 1998 e 2010. A primeira producdo foi
a tese defendida por Rodrigues Neto (1998) e a ultima foi a dissertacdo defendida por Sousa
(2010) ambas sob orientacdo do professor John Fossa. No que diz respeito as obras que foram
utilizadas como referéncia para discutir acerca dos niveis de compreensdo instrumental e
compreensdo relacional, apenas Bezerra (2008) utilizou somente Skemp como referéncia
sendo que os demais além de Skemp também utilizaram Fossa (1996) no caso de Rodrigues
Neto (1998) e Régo (2000); e Fossa (2001) nos demais casos, para embasar a discussdao
tedrica. No mais, com relagdo as obras de Skemp, somente Rodrigues Neto (1998), Régo

(2000), Silva (2006) e Dias (2009) ndo se limitaram apenas obra de 1980.
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Conforme a andlise que realizamos, notamos que em todos 0s casos ao avaliar se o

nivel de compreensdo alcancado pelos sujeitos da pesquisa foi relacional ou instrumental, seus

respectivos autores realizaram uma andlise pontual, ou seja, se limitaram a analisar questao

por questdao do médulo de ensino sem levar em consideragdo a conexao existente entre elas. A

seguir um resumo (Quadro 3) das producdes que analisamos.

Quadro 3: Teses e dissertacdes analisadas

T:tese Obra (s) AP andlise pontual
Autor, ano D: dissertacdo Programa utilizada (s) AG: andlise global
Rodrigues Neto, T PPGEd Skemp (1978,
1998 1980) AP
Fossa (1996)
Régo, 2000 T PPGEd Skemp (1978,
1980) AP
Fossa (1996)
Gutierre, 2003 D PPGEd Skemp (1980) AP
Fossa (2001)
Azevedo, 2005 D PPGEd Skemp (1980) AP
Fossa (2001)
Rodrigues, 2006 D PPGECNM Skemp (1980) AP
Fossa (2001)
Souza, 2006 T PPGEd Skemp (1980) AP
Fossa (2001)
Silva, 2006 T PPGEd Skemp (1978,1979, AP
1980, 1981)
Fossa (2001)
Bezerra, 2008 D PPGECNM Skemp (1980) AP
Dias, 2009 D PPGEd Skemp (1980, 1976) AP
Fossa (2001)
Azevedo, 2009 T PPGEd Skemp (1980) AP
Fossa (2001)
Silva, 2009 D PPGECNM Skemp (1980) AP
Fossa (2001)
Sousa, 2010 D PPGECNM Skemp (1980) AP
Fossa (2001) 47
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Nesse contexto, as contribui¢des tedricas de Fossa sobre compreensio instrumental e
compreensdo relacional, consideradas como categorias de instrumento avaliativo, ndo se
limitam apenas a obra publicada em 2001, mas também sob forma de orientacdo ou exame
das produgdes defendidas na UFRN. Sendo assim, através de didlogos com o referido autor
surgiu a tese que ora nos propomos investigar: para inferir quanto aos niveis de compreensao
relacional ou instrumental, destacados pelo psicélogo da matemadtica Richard Skemp, a
andlise global € mais apropriada que a pontual. Sobretudo, acreditamos que, em especial, dois
equivocos contribuem com a andlise pontual apresentada nos trabalhos académicos que
analisamos, a saber:

1. Em muitos casos, na discussdo tedrica que antecede a andlise dos dados, ha uma
ligeira discussdo sobre esquema a luz de Skemp, sendo que, em geral, os autores apresentam,
sem aprofundamento, o fato de que na compreensdo relacional os esquemas sao mais ricos
que na compreensdo instrumental. Contudo, ao analisar as respostas apresentadas pelos
sujeitos das pesquisas, tal discuss@o ndo se mostra evidente.

2. Os critérios especificos para diferenciar compreensao instrumental e compreensao
relacional no campo de estudo que é apresentado, nao sdo suficientes para inferir o nivel de
compreensdo. Todavia, essa diferenciacdo se faz necessaria dado que compreensdo relacional
e compreensao instrumental sdo pontos opostos de um dnico processo, ou seja, ndo hd linha
diviséria sendo que uma (compreensdo instrumental) ¢ uma mudanca gradual para outra
(compreensao relacional) cujo salto € qualitativo e ndo quantitativo.

Particularmente, Azevedo (2009) foi a autora que se mostrou mais criteriosa ao
analisar os dados. No mais, em muitos dos trabalhos analisados seus autores propugnam que
internalizacdo e automatiza¢@o influem no nivel de compreensdo. A internalizacdo independe
de haver compreensdo instrumental ou compreensao relacional, que, por sua vez, dependem
dos esquemas existentes. E frequentemente til internalizar para ficar livre para fazer outras
coisas conscientemente. Mas, compreensdo relacional permite ao sujeito recorrer a
consciéncia o que foi internalizado sempre que necessario. Assim, a tabuada de multiplicacdo
¢ automatizada, mas para decidir se, por exemplo, noves fora sempre funciona, pode ser
necessario refletir sobre o processo de multiplicacdo, atividade dificil para quem a
compreendeu instrumentalmente, mas ndo para quem a compreendeu relacionalmente.

Muitas vezes o caso da troca de marcha de um automovel € utilizada para exemplificar
a influéncia da internalizac¢do e da automatiza¢ao no nivel de compreensao. No entanto, esse €
um mau exemplo porque a questdo ndo envolve internalizagdo ao ponto de ser automatico,

sendo que o ponto crucial € se o esquema € pobre ou rico. Assim, é possivel o sujeito agir
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instrumentalmente mesmo compreendendo relacionalmente como também é possivel agir
automaticamente compreendendo relacionalmente, sendo que, a a¢do instrumental € mecanica
e automatica ocorrendo a utilizagdo de um esquema pobre na dada situacao.

No que diz respeito a avaliagdo, seu propodsito € determinar se a pessoa detém
compreensdo instrumental ou relacional, ou seja, quer saber algo sobre a prépria constituicao
mental da pessoa (esquema). No entanto, qualquer avaliacdo sé consegue determinar se a
pessoa estd ou nao agindo na situagdo da avaliagdo de forma instrumental ou relacional.
Assim, a consecu¢do da proposta € sempre uma inferéncia. Com isso, levando em
consideragdo que agir envolve interacdo com o meio e que compreender envolve estrutura
mental, para realizar as devidas inferéncias, a avaliacdo deve ser bem elaborada e norteada
pela ideia de que para avaliar a compreensao sO € possivel através das suas agdes.

Ainda sobre a avaliacdo, nos posicionamos com base na postura construtivista. Nesse
sentido, Fossa (1998) argumenta que, do ponto de vista epistemoldgico, o objetivo do
construtivismo, € fazer com que o aluno realize certos tipos de construcdes conceituais. No
entanto, o referido autor argumenta que dada a subjetividade dessas constru¢des, em que o
professor tem apenas o conhecimento indireto sobre as construcdes do aluno, “o professor
pode apenas desenvolver uma teoria sobre as constru¢des de cada aluno” (p. 32). Sendo
assim, o objetivo da avaliacdo € verificar os graus de adequagdo da teoria adotada pelo
professor para alcancar o desenvolvimento cognitivo de cada aluno.

Diante do exposto, apontamos que para teorizar a constru¢ao sobre a aprendizagem de
cada aluno nos deteremos na distingdo dada por Skemp a compreensdo relacional e a
compreensdo instrumental, com base no esquema de cada aluno. Sobretudo, conforme
destacamos anteriormente, a maneira em que varios conceitos sdo relacionados pelo sujeito
epistemoldgico implica em um dos dois niveis de compreensdo apontados por Skemp:
compreensdo instrumental ou compreensao relacional.

Logo, na avaliacdo, considerando que toda teoria consiste na explicacio de um
conceito em termos de outros conceitos e ndo de conceitos isolados, para saber se o nivel de
compreensdo alcancado € ou ndo relacional, a andlise a ser realizada deve ser global.
Sobretudo, deve ser levada em consideracdao a compreensao de todos os conceitos que estao
inter-relacionados na rede. No mais, a promog¢ao da compreensdo relacional ocorre através da
construcdo de esquemas relacionais, ou seja, esquemas onde os conceitos estdo inter-
relacionados.

Em suma, no ambito da avaliacdo, acreditamos que dois principios primordiais devem

ser considerados, a saber: o nimero de conceitos e a quantidade de conexdes existentes entre
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varios conceitos. Sendo que, para compreender relacionalmente, faz-se necessdrio haver
conexoes frutiferas entre varios conceitos, ou seja, esquemas ricos. No mais, corroboramos
com Skemp (1989) ao afirmar que ideias necessdrias para compreender um tema em particular
revelam-se fundamentais para a compreensao de muitos outros temas também. Porém, muitas
vezes seus beneficios potenciais sdo frequentemente perdidos, sendo ensinados como tépicos
separados, ao invés de conceitos fundamentais pelos quais dreas inteiras da Matemadtica
podem ser inter-relacionadas. Sobretudo, a abordagem fragmentada, possivelmente, se
justifica pelos problemas relacionados a Formacao Inicial a qual nao proporciona aos futuros
professores essa visdo em rede.

Diante do exposto, considerando que a construcdo de esquemas relacionais, ou seja,
esquemas nos quais 0s conceitos estdo inter-relacionados, € inerente da compreensdao
relacional, com o propdsito de exemplificar que os niveis de compreensdo instrumental e
relacional sdo detectados de modo mais apropriado através da andlise global do que através da
andlise pontual, na préxima sess@o nos deteremos ao caso dos quaternos pitagdricos. Todavia,
acreditamos que o referido conceito configura como sendo um 6timo exemplo para analisar se
houve compreensao relacional ou compreensao instrumental, em termos globais, pelo fato de
que o esquema relacionado aos quaternos pitagéricos € uma extensao do esquema dos ternos
pitagéricos, ou seja, um esquema ampliado e mais rico com pontes frutiferas entre vérios

conceitos, ou melhor, inter-relacdes entre diversos conceitos.
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O esquema relacionado aos quaternos pitagéricos € uma extensdo do esquema dos ternos
pitagéricos, ou seja, um esquema ampliado e mais rico com pontes frutiferas entre vérios
conceitos, ou melhor, inter-relagdes entre diversos conceitos. Logo, considerando que a
construcdo de esquemas relacionais, ou seja, esquemas onde os conceitos estdo inter-
relacionados, € inerente da compreensdo relacional, os quaternos pitagéricos se apresentam
como um conceito eficiente para inferir se a evidéncia da compreensdo relacional e da
compreensdo instrumental é mais apropriada em termos globais do que em termos pontuais.

O presente capitulo é destinado a descricdo da aplicacdo do moddulo de ensino
intitulado Quaternos Pitagoricos: aplicacdo do Teorema de Pitdgoras em trés dimensoes que
realizamos como atividade didatica operacionalizada com trés alunos do curso de Matematica
Licenciatura da Universidade Federal do Tocantins — Campus de Arraias no semestre 2012.1.
Todavia, posto que no presente estudo ndo intencionamos validar a interveng¢do pedagdgica
referente aos quaternos pitagoricos, € sim apresentar de forma mais rica a concepcao tedrica
da compreensdo relacional como propriedade global em detrimento da pontual, tendo a titulo
de exemplo o caso dos quaternos pitagdricos, no final do médulo de ensino, aplicamos uma
avaliacdo escrita, cujas andlises global e pontual serdo realizadas no préximo capitulo. Em
outras palavras, a andlise global e a andlise pontual dos dados da avaliag@o escrita concernem
a parte fundamental para comprovar nossa tese.

Particularmente, o0 médulo de ensino tem como objetivo principal proporcionar aos
participantes a relacdo do Teorema de Pitdgoras com o conceito de distancia entre dois pontos
em trés dimensdes através do estudo das representacdes algébricas a?+b%+c2=d? e (a, b, ¢, d)
e da representacdao geométrica. Para tanto, teremos como aliados a Histéria da Matemética e a
obra Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers, de

Eugene Bahier, em que o conceito é estudado de forma sistematica.

4.1 Contexto

Antes de aplicarmos o médulo de ensino sobre os quaternos pitagoricos, aplicamos na
IX Semana Académica de Matemadtica da UFT- Campus de Arraias, no semestre 2012.1, para
15 alunos do curso de Matematica da UFT — Campus de Arraias o minicurso intitulado
Ternos Pitagoricos: uma ferramenta historica para compreensdo do Teorema de Pitdgoras.
O referido minicurso € decorrente do estudo que realizamos no mestrado. No mais, o
minicurso sobre os ternos pitagdricos corresponde a apresentacdo dos conhecimentos prévios
para compreender os quaternos pitagoricos. Em anexo (Apéndice B ) consta o material do

minicurso.
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Ao término do minicurso trés alunos se disponibilizaram a participar do médulo de
ensino sobre os quaternos pitagoricos. Os referidos alunos ndo fazem parte da mesma turma,
sendo matriculados nos seguintes periodos: quinto (Renata), sexto (Julio) e sétimo (Marcos).
Por questdes éticas esses nomes sao ficticios.

A intervengdo pedagégica foi dividida em trés etapas, a saber: aplicagdo de um
questiondrio, desenvolvimento das atividades que projetamos, cujo roteiro encontra-se em
anexo (Apéndice C) e aplicacdo de uma avaliacdo escrita. A seguir discorreremos sobre as

trés etapas.

4.2 Etapa I: Questionario

O questiondrio que aplicamos foi composto por dez questdes. Conforme os objetivos,
criamos trés blocos para enquadrar as questdes. Sendo que o Bloco A contava com duas
questdes relacionadas ao uso da Histéria da Matemadtica no ensino da Matemética, o Bloco B
sete questdes sobre os ternos pitagéricos € o Bloco C uma questio que contemplava a
distancia entre dois pontos em trés dimensdes e sua relacdo com o Teorema de Pitdgoras.
Sobretudo, houve mais questdes relacionadas aos ternos pitagdricos pelo fato de que o
conhecimento das defini¢cdes e propriedades inerentes do referido conceito compde os
conhecimentos prévios necessarios para compreender os quaternos pitagéricos. A seguir, 0s
trés blocos, os enunciados das questdes contidas em cada bloco e uma andlise geral das
respostas dadas pelos sujeitos.

Questdes do Bloco A:

1. Em relacdo ao uso da Histdéria da Matematica no ensino da matemadtica, aponte trés
argumentos favordveis para sua utilizacao.

2. Porque o uso da Histéria da Matematica no ensino da matematica nao deve apenas
se limitar como elemento motivador?

As questdes do bloco em foco intencionavam averiguar se os sujeitos conheciam a
potencialidade do uso da Histéria da Matemética para o ensino de Matematica para além do
cardter motivador. Por meio das suas respostas, os trés sujeitos apontaram como vantagens:
demonstracdo que a Matemdtica é feita pelo homem e entendimento de alguns porqués
advindos do desenvolvimento histérico de alguns conceitos. Além disso, também houve
mencao a contextualizacdo e a transdisciplinaridade.

Com relagdo ao cardter motivador, coincidentemente todos os trés sujeitos em vez de
explicarem o porqué ndo considerar a Histéria da Matemdtica apenas como elemento

motivador, simplesmente apresentaram argumentos favoraveis ao cardter motivador.
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Questdes do Bloco B:

As questdes contidas no bloco B condizem com o conteiudo do minicurso sobre os
ternos pitagdéricos de que os sujeitos participaram. Todavia, conforme mencionamos
anteriormente, essas questdes intencionam investigar se OS Ssujeitos possuem O0S
conhecimentos prévios necessdrios para entendimento dos quaternos pitagoricos.

1. Para vocé, o estudo dos ternos pitagéricos para o ensino do Teorema de Pitdgoras, €
importante? Justifique sua resposta.

2. Historicamente, como os ternos pitagéricos € o Teorema de Pitdgoras estdo inter-
relacionados?

3. Comente sobre a seguinte afirmacdo: Outros povos antes dos gregos conheciam o
Teorema de Pitagoras.

4. Qual a definicdo de tridangulo primitivo e de tridngulo secundério? (Além da
definicdo aponte exemplos).

5. Porque no desenvolvimento do mdédulo de ensino enfatizamos mais os ternos
primitivos?

6. Vimos que (x? - ¥2)2 + (2xy)?2 = (x2 + y?)? ¢ uma importante relacdo no estudo dos
ternos pitagéricos. Suponhamos que um colega seu faltou no dia em que essa relacdo foi
desenvolvida em classe, o que vocé diria para explicd-lo sobre:

a. A importancia dessa relacado;

b. Quais sdo as condic¢des dos termos x e y; E como sdo denominados?

7. Imagine que vocé estd em uma sala de aula, ensinando sobre o Teorema de
Pitdgoras. Suponhamos que com o intuito de exemplificar tridngulos que satisfazem o
Teorema de Pitdgoras, ao olhar para suas anotagdes, vocé percebe que sua irma pintou de
esmalte preto, os nimeros correspondentes aos catetos e as hipotenusas dos trés triangulos
primitivos que vocé havia copiado do livro didatico que vocé€ esqueceu em cima da sua cama.
Considerando que o professor é um artista, que necessita de criatividade para agir de acordo
com sua necessidade, descreva o que vocé faria para exemplificar trés tridngulos primitivos
diferentes do (3, 4, 5) sem contar com o livro dididtico em maos. Objetivo da questdo:
descrever o que vocé faria para exemplificar os trés tridngulos primitivos diferentes do (3, 4,
5).

Pelas respostas apresentadas pelos sujeitos R, J e M, notamos que somente R

apresentou certa dificuldade em responder algumas questoes.
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Questao do Bloco C: Determine o valor de HF e de DF em funcdo de arestas contidas

no paralelepipedo retangulo ilustrado a seguir.

v
M

G
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A questdo em foco tem o seguinte objetivo: verificar se os sujeitos conhecem as
interpretacdes algébrica e geométrica do Teorema de Pitdgoras em trés dimensdes tendo como
referencial um prisma. Os sujeitos J e M conseguiram fazer o que fora solicitado sendo que os

calculos algébricos apresentados por M foram mais diretos do que os apresentados por J. Por

sua vez, R s6 conseguiu representar o valor de HF .

4.3 Etapa I1I: Desenvolvimento das atividades
As atividades que projetamos foram desenvolvidas no decorrer de cinco encontros de

trés horas aula cada. A seguir descreveremos cada encontro.

4.3.1 Encontro I

O encontro I foi dividido em cinco momentos.

No primeiro momento discutimos acerca da potencialidade pedagédgica do uso da
Histéria da Matemadtica como fonte para ampliacdo do conhecimento matematico do aluno via
redescoberta com carater investigativo. Ou seja, discutimos acerca da necessidade da Histéria
da Matematica ser utilizada no ensino da Matematica além do cardter motivacional.

No segundo momento reproduzimos o documentdrio O Legado de Pitdgoras —
desafiando Pitdgoras, no Brasil veiculado pela TV Escola, com durac¢do de 46 minutos.

A guisa de informacdo, segue a sinopse presente no site da TV Escola: Episédio da
série O Legado de Pitdgoras que questiona o teorema elaborado por esse matematico,

mostrando que sua aplicacdo funciona apenas em superficies planas. O episédio fala de
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Aristoteles e de sua descoberta sobre o formato arredondado da Terra, sobre Euler e seu
diagrama, sobre Einstein e sua teoria da relatividade. Destaca também a importincia da
matemadtica dos tridngulos e do teorema de Pitdgoras para o entendimento do universo.

No terceiro momento discutimos sobre as ideias expostas no documentdrio,
evidenciando a importancia do Teorema de Pitdgoras para a formacdo de diversos conceitos.
Em especial, discutimos com os sujeitos acerca da relevancia da frase O Teorema de
Pitdagoras é o ponto de partida para todos os espagos.

No quarto momento, discutimos o caso do ensino do Teorema de Pitdgoras muitas
vezes se restringir a representacdo algébrica em detrimento da representacdo geométrica. O
aluno Marcos destacou que de fato quando o Teorema de Pitdgoras é ensinado o professor
apenas passa exercicios onde nos tridngulos retangulos é dado valores para dois lados e
pergunta qual o valor do terceiro lado.

Ainda, evidenciamos que o ensino do referido conceito de modo puramente algébrico
pode acarretar no fato de ndo haver a relagdo do Teorema de Pitdgoras com o conceito de
distancia. Com isso, construimos com os sujeitos geoplanos (Ilustracdao 1) utilizando isopor,
tachinhas e eldsticos, para ilustrar o cdlculo da distancia entre dois pontos em duas dimensdes

como aplicagcdo do Teorema de Pitdgoras.

Tlustragdo 1 - Distincia entre dois pontos em duas
dimensoes no geoplano
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Em seguida, entregamos uma barra de sabdo para cada sujeito e apds relacionarmos o
referido objeto com um paralelepipedo retangulo, solicitamos que cada sujeito espetasse duas
tachinhas em dois vértices de tal modo que os vértices estivessem contidos na mesma face e

fossem opostos, como indicado a seguir (Ilustragao 2).

ustragado 2 - Distancia entre dois pontos,
em duas dimensdes, na barra de sabao

Assim como no geoplano, rapidamente os sujeitos verificaram que para calcular a
distancia entre dois pontos (representados pelas tachinhas), em duas dimensoes, basta utilizar
o Teorema de Pitdgoras. Contudo, ao solicitar que os alunos explicassem a referida aplicacao
em termos dos entes geométricos pertencentes ao prisma em questdo, apds uma discussdo
entre eles, a aluna Renata afirmou que calcular a distdancia entre as duas tachinhas é o mesmo
que calcular o valor da diagonal da face do prisma; e que aplicando o Teorema de Pitdgoras
verificamos que essa diagonal é igual a raiz quadrada da soma dos quadrados da largura e
do comprimento do prisma. O aluno Jilio acrescentou que basta saber os valores dessas duas
dimensées e calculamos a diagonal, ou seja, sabemos qual a distdncia entre esses dois
pontos.

Em seguida, indagamos os sujeitos quanto ao cdlculo da distincia entre dois pontos no
espaco em trés dimensdes. Como os sujeitos se mostraram confusos, para auxiliar, espetamos
duas tachinhas em dois vértices opostos do prisma (Ilustragdo 3), representado pelo sabdo, e

questionamos qual a menor distancia entre os dois pontos representados pelas tachinhas.
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Tlustragdo 3 - Distancia entre dois pontos, em trés dimensdes,
na barra de sabdo

O primeiro sujeito que se manifestou foi Renata, ao afirmar que basta somar o valor
da diagonal da face e a altura do prisma. Em seguida, Jilio refutou o argumento de Renata
ao afirmar que ndo é tdo simples assim; por que se fosse pensar assim, na hora de calcular a
distancia dos pontos da face do sabdo, bastava somar a largura e o comprimento do prisma.
Marcos acrescentou: em vez disso, a gente viu que como o que estdvamos querendo saber era
a diagonal da face e que isso era a hipotenusa de um tridngulo retangulo, aplicamos o
Teorema de Pitdgoras e obtemos a raiz quadrada da soma das duas dimensoes, ou seja, dos
catetos.

Por fim, solicitamos que os alunos refletissem para o proéximo encontro se o

argumento dado por Renata estava ou nédo correto.

4.3.2 Encontro 11

Diante dos argumentos apresentados no encontro anterior, verificamos que os alunos
precisavam estar cientes de que calcular a distancia entre dois pontos no espaco em trés
dimensdes consistia em calcular a diagonal do prisma em questdo e que assim como em duas
dimensdes, isto também se trata de uma aplicacdo do Teorema de Pitdgoras. Com isso, com o
propésito de fazer com que os alunos constatassem tal fato, iniciamos esse encontro

entregando aos alunos uma sequéncia de atividades para que eles, com o nosso auxilio,
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preenchessem 0s espacos em branco. A seguir, apresentaremos as referidas atividades e suas

respectivas respostas (dentro dos retangulos).

D

Paralelepipedo retangulo

O paralelepipedo retangulo tem:

[DABCI.IHEFGI,[ADHE],[CBFGI,|ABFE],[DHGC]

6 faces retangulares:
8 vértices: | A,B,C,D,E,F,G,
12 |arestas: | Ap DC,CB,AB,DH,HE,AE,BF.EF,HG,GF.CG

Além disso:

As faces que se intersectam estdo contidas em planos | perpendiculares

As faces opostas estdo contidas em planos paralelos
Dois vértices que nao pertencam a mesma face dizem-se opostos
Sdo opostos: | {(A, G), (B, H), (C, E), (D, F)}.
N3ao sdo opostos, por exemplo:
(A, O uma vez que pertencem a mesma face | [ABCD]
(A, F) uma vez que pertencem a mesma face [AEFB]
O segmento de reta que une dois vértices opostos de um paralelepipedo retangulo
denomina-se | diagonal |.Entao, | [BH] [CE] [DF] [AG]
sio diagonais
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Trace a diagonal DF na figura a seguir, em seguida determine seu valor em func¢do das

trés dimensodes do prisma.

—

--nﬂ.—ﬂ-'h-ghn#h

A diagonal DF ¢ hipotenusa do tridngulo retangulo DHF, cujos catetos
sdo DH (altura) e HF (diagonal da base), ou seja, (DF)? = (DH)?+(HF)2.
Por sua vez, HF € hipotenusa do tridangulo retangulo HEF, cujos catetos
sao HE (largura) e EF (comprimento), ou seja, (HF)? = (HE)>+(EF)2.
Logo, por substitui¢do temos que (DF)? = (DH)?>+(HE)?+(EF)?, ou seja,
(diagonal)? = (altura)?+(largura)®+(comprimento)?.

Com o intuito de auxiliar os alunos na resolucdo desse exercicio, usamos o material

concreto (Ilustracdo 4) a seguir.

Tlustragdo 4 - Material concreto confeccionado com madeira

O referido material nos serviu como dispositivo concreto para ilustrar a representacao

a seguir (Fig. 6). 60
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Figura 6 - Diagonal do prisma

Com isso, verificamos que a distdncia entre dois pontos opostos (representados por
dois pregos), corresponde a diagonal do prisma em foco. Em seguida, evidenciamos a
possibilidade da expressdo a?+b?+c?2 = d? poder ser expressa por (a,b,c,d) denominado
quaterno pitagérico, cuja definicdo consiste em quatro nimeros inteiros que satisfazem o
Teorema de Pitdgoras, sendo d denominado, segundo Bahier (1916), nimero diagonal.

Além disso, destacamos que posto que o processo de atribuir quatro valores que
satisfazem o Teorema de Pitdgoras pode ser associado a um fato geométrico que conduz a
no¢do de distancia, constatamos que ao calcularmos a distancia de dois pontos em trés
dimensdes o Teorema de Pitdgoras se estende naturalmente ao espaco de trés dimensdes
quando imaginamos um bloco retangular e sua diagonal. Particularmente, por ser o ente
basico da nogdo de distdncia nos espacgos euclidiano e tridimensional, o referido Teorema
fortalece o relacionamento da Algebra com a Geometria.

No mais, a guisa de informac¢do, dado que a interpretacio geométrica da relacdo
a’+b%+c?, em nimero inteiros, consiste no fato de que d corresponde a diagonal do prisma reto
de base retangular, apresentamos aos sujeitos, por meio de slides, o modo com que o tépico
cdlculo da diagonal do paralelepipedo retangulo é apresentado nos livros didaticos, tendo a
titulo de exemplo o conteddo contido em trés livros, a saber: Giovanni et al. (1994), Bigode
(2000), Paiva (2005). A seguir ilustraremos (Ilustracio 5) contetdo apresentado em Giovanni
et al. (1994), sendo que em anexo (Anexo A) apresentamos o conteido dos trés livros

didaticos.
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i Paralelepipedo reténgulo
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Tustracdo 5: Célculo da diagonal do paralelepipedo retangulo

Conforme, podemos verificar, mesmo correspondendo um conteido que envolve
Geometria, a abordagem algébrica é mais valorizada que a geométrica, tanto na exposi¢ao do

conceito quanto nos exercicios. Todavia, nada é mencionado sobre os quaternos pitagéricos 62
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nem sobre o cdlculo da distancia entre dois pontos em trés dimensdes. Com isso, destacamos
que, embora os quaternos pitagéricos nao sejam mencionados explicitamente nos livros
didaticos, ao apresentar o cdlculo da diagonal do paralelepipedo retangulo, percebe-se o
quanto € importante que o atual e futuro professor de matematica tenham conhecimento de
métodos que fornecam valores para os termos a, b, ¢ e d que compdem quaternos pitagdricos.
Diante de tal fato, mostramos aos sujeitos que as condicdes de existéncia sdo tais que em
a?+b?+c? = d?, pelo menos dois dos trés nimeros a, b, ¢ sa0 sempre pares.

Com intuito de verificar se as condi¢des de existéncia supracitadas sdo validas, com o
nosso auxilio, os sujeitos chegaram as seguintes conclusoes:

1° a, b e ¢ ndo podem ser impares todos os trés. Em outros termos, a soma dos
quadrados de trés nimeros impares jamais pode ser um quadrado. Com efeito, o quadrado de
todo nimero impar € da forma 8p+1. Portanto, a soma de trés nimeros quadrados dessa forma
¢ um numero impar da forma 8p+3, que jamais pode ser quadrado.

2° a e b, ambos, ndo podem ser impares, mesmo se ¢ for par. Com efeito, se a e b
fossem fmpares, a soma a?+b? seria um nimero simplesmente par, ou seja, nao mdaltiplo de 4.
Como ¢? é multiplo de 4, a soma a?+b%+c? seria um numero simplesmente par, e por
consequéncia, jamais poderia ser o quadrado de um nimero inteiro par d.

Em seguida, informamos que, por analogia com as relacdes em dois termos, Bahier
(1916) define relacdo primitiva ou irredutivel como sendo toda relagdo em trés termos na qual
todos os trés nimeros do primeiro membro a, b, ¢, ndo t€ém um mesmo divisor comum. No
mais, destacamos que se multiplicarmos o quaterno pitagérico primitivo (a,b,c,d) por
qualquer nimero inteiro k, o quaterno k(a,b,c,d) também serd um quaterno pitagdrico cuja
denominacdo € secunddrio ou redutivel.

Por fim, informamos aos sujeitos que Bahier (1916) nos apresenta trés métodos
capazes de determinar solucdes em numeros inteiros da equagdo a?+b*+c?2 = @2, obtidos
quando o numero a, é dado, e que, no caso do médulo de ensino, nos proximos encontros
apresentaremos um por encontro. Particularmente, Bahier (1916) nos apresenta esses métodos
no ultimo capitulo da sua obra. Com isso, considerando que os conhecimentos prévios para
entender o contetido do ultimo capitulo estdo nos capitulos precedentes, Bahier (1916) ¢é
bastante objetivo na descri¢do dos métodos. Logo, no decorrer do médulo de ensino, nos
detemos a apresentar uma descri¢do detalhada de cada método, contendo exemplos numéricos
e inferéncias sobre os quaternos que sao gerados. Todavia, nossa preocupacdo com a

descricdo detalhada de cada método converge para um ensino relacional, dado que
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corroboramos com Skemp (1980), ao enfatizar que ndo basta conhecer e memorizar as

férmulas e sim, compreender porque funciona e quando funciona.

4.3.3 Encontro 111

No presente encontro, apresentamos e discutimos o primeiro método, dentre os trés
que reservamos para o modulo de ensino em foco. Sobretudo, assim como no encontro
anterior, no encontro que ora descrevemos € nos subseguintes, entregamos para 0s sujeitos
material impresso contendo espagos em branco para serem preenchidos apds questionarmos e
refletirmos sobre o que deveria ser feito.

Iniciamos o referido encontro informando que o primeiro método requer que a soma
dos termos a e b seja igual a d. Em seguida, auxiliamos os sujeitos a preencherem os
retangulos contidos no material que foi entregue. Logo, a seguir, apresentamos o material que

foi entregue aos sujeitos, contendo as respostas que 0s mesmos apresentaram.

atb=d— 2="?

a+b =d — (a+b)? = a>+b*+2ab = d? — 2ab = 2

2ab

Portanto, ¢2 =

Se a é um nimero inteiro qualquer, o valor de b depende que o produto ax2b seja um

quadrado

Sea=1—|2p [=c2 (1)

b é par ou impar? Resposta: b é par (i1)

Justificativa: Se a =1, a € impar. Como pelo menos dois dos trés
termos a, b, ¢ devem ser pares, b é par.

Se n € um numero inteiro qualquer, pode-se fazer b = 2n? ou b = (2n)*?
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Vimos que ax2b deve ser um quadrado, ou seja, ¢ deve ser quadrado. Com isso,
no caso de a = 1, sendo 2b = ¢2, basta verificar se b = 2n? ou b = (2n)? satisfaz
essa condicao.

n | b=2n?| c2=2b
1 2 4

2 8 16

3 18 36

n |b=(2n)? | c2=2b
1 4 8

2 16 32

3 36 72

Logo, s n € um niimero inteiro qualquer, pode-se fazer b = 2n2.

Portanto, se n € um niimero inteiro qualquer, pode-se fazer | 5 _ 5,

Com isso, quais sdo os valores de ¢ e d em funcdo de n?

b =2n?, substituindo em (i) 2b = 2, temos: 2(2n2) = c2. Logo, ¢ = 2n.

Como a+b =d, a =1, temos: 1+2n% = 2.

Qual o quaterno pitagérico e a relac@o algébrica correspondente?

(1,212.2n,14212) e 124+(2n2)2+(2n)? = (1+2n2)?

Determine, nos casos a seguir, 0s quaternos pitagoricos e as relagdes correspondentes:

n=1 n=2 n=73

(1,2,2,3) (1,8,4,9) (1, 18,6, 19)
12422402 = 32 12482442 = 92 124182462 = 192
1+4+4 =9 (v) 1464416 = 81 (v) 14324436 = 361 (v)
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Sea=2— | 4D |= 2.

Quais sdo os primeiros valores possiveis para ¢??

c? deve ser quadrado. Logo, basta atribuir valores impares para b na
igualdade 4b = ¢? e verificar em quais casos c? é quadrado e obter os
primeiros valores possiveis para c2.

b |4b=c?

1 |4 X

3 |12

5 |20

7 |28

9 |36 X

11 | 44

25 | 100

49 | 196
Logo, os primeiros valores possiveis para ¢? sao: 4, 36, 100, 196 ....

Se n € um numero inteiro qualquer, pode-se fazer b = (2n+1)2?

Basta verificar na sequéncia dos quatro primeiros
valores de ¢? se o valor de b é (2n+1)>2.

Para ¢ = 4, temos que b = 1, ou ainda, b = 12;

Para ¢% = 36, temos que b =9, ou ainda, b = 32,

Para c2 = 100, temos que b = 25, ou ainda, b = 52

Para c? = 196, temos que b =49, ou ainda, b = 77

Logo, temos que se n € um numero inteiro qualquer,

pode-se fazer b = (2n+1)>2.

Com isso, quais sdo os valores de ¢ e d em fun¢do de n?

Sabemos que b = (2n+1)2. Com isso, substituindo b = (2n+1)2 em 4b = 2,
temos: 4(2n+1)? = c2. Logo, ¢ =2(2n+1);

Como a+b = d, temos que 2+(2n+1)2=d.
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Qual o quaterno pitagérico e a relacao algébrica correspondente?

[2, 2n+1)2, 2(2n+1), 2+(2n+1)?]

224+[2n+1)212+[2(2n+1)]? = [2+(2n+1)?]?

Determine, nos casos a seguir, os quaternos pitagoricos e as relagdes correspondentes:

n=1 n=2 n=3
22492462 =112 2242524102 =272 2244924142 = 512
4+81+36 = 121 (v) 4+625+100 = 729 (v) 4+2401+196 = 2601
2,9,6,11) (2,25, 10, 27) v) (2,49, 14, 51)

Se a> 2, todas as outras solugdes possiveis se reduzem a um dos casos precedentes.
Em a?+b? +c? = d?, todos os trés ndmeros a, b, ¢ ndo podem ser iguais, mas dois deles
podem ser iguais.

Caso particular: b=c=2a—d="?

at+b=d
at2a=d
3a=d

Quaterno pitagdrico e relagdo correspondente:

(a,2a,2a,3a) e a?+Q2a)*+(2a)? = (3a)?

Determine, nos casos a seguir, os quaternos pitagoricos e as relagdes correspondentes:

a =1 a =2 a =73
(1,2,2,3) (2,4,4,6) (3,6,6,9)
12422422 =32 | 0244442 =(2 | 32462462 =02

Para finalizar a exposi¢ao do primeiro método, apresentamos aos sujeitos o software
SketchUP e algumas ferramentas que ele possui. O referido software, pertencente ao grupo
Google, foi criado com a finalidade de possibilitar que profissionais como arquitetos,
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mecanicos, designers de produtos, escultores, game designers, e diversos outros profissionais
relacionadas aos trabalhos que necessitem visualizagdes em 3D, construam modelos em 3D
no computador.

No mais, ressaltamos, aos sujeitos, que mesmo que o software SketchUP ndo tenha
sido criado para fins educativos, 0 mesmo emerge como uma importante ferramenta no ensino
dos quaternos pitagoricos. Sobretudo, posto que os quaternos pitagdricos, ou seja, 0 conjunto
de quatro numeros inteiros a, b, ¢ e d, que satisfazem o Teorema de Pitdgoras podem ser
relacionados a entes geométricos que fazem parte do paralelepipedo retangulo, sendo a, b, ¢
as trés dimensdes e d a diagonal do prisma, utilizamos o referido software para verificar se
geometricamente, considerarmos os termos a, b e ¢ fornecidos pelos referidos métodos, o
valor d € de fato a diagonal do prisma construido com o auxilio do software em tela.

Para tanto, evidenciamos que no proximo encontro, iriamos realizar algumas
verificagdes utilizando como referenciais alguns quaternos pitagéricos gerados pelos métodos

le?2.

4.3.4 Encontro IV

Para apresentar o Método 2, seguimos a mesma metodologia que utilizamos para
apresentar o Método 1, ou seja, entregamos um material impresso contendo espagos em
branco para serem preenchidos pelos alunos, com o nosso auxilio. Logo, a seguir,
transcreveremos o referido material e suas respectivas respostas, sendo que as mesmas se

encontram nos retangulos.

Todo nimero impar €é a
Identidade (1): m = 2n+1 = (n+1)>-n*> — | diferenca dos quadrados de dois

nameros inteiros consecutivos.

Se n for impar — m serd da forma | 4543

Se n for par — m serd da forma 4p+1

Todo ndmero primo da forma 4p+1 e, também, todo nimero composto impar, que sé

admite como fatores primos nimeros da forma 4p+1, é uma soma de dois quadrados.

Se m satisfaz essa condi¢do — m = a?>+b?
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Comparando m = a?+b?> com (1), temos:

m=2n+1 = (n+1)*-n?

(n+1)2=n? = a?+b? — a*+b*+n? = (n+1)?

Quaterno pitagérico correspondente: (a, b, n,n+l)

O ndmero n e um dos dois nimeros a ou b sdo pares.
Exemplos numéricos:

1°m=5

n=2,a=1,b=2—-12422422=32— (1,2,2,3)

2°m=13

n=6,a=2,b=3-522432462=72— (2,3,6,7)

3°m=65

n=32. Como 65 = 12+8%2=42+ 72, temos duas relacdes. Sdo elas:
12+82+322 =332 — (1, 8, 32, 33)
42 + 724322 =332 — (4,7, 32, 33)

Por fim, destinamos o dltimo momento do encontro em tela para que os sujeitos
construissem com o auxilio do software SketchUP alguns paralelepipedos retangulos cujas
dimensdes deveriam coincidir com os nimeros inteiros a, b, ¢ pertencentes a alguns quaternos
pitagoricos gerados através dos métodos 1 e 2. Sobretudo, o objetivo principal das
construgdes era fazer com que os sujeitos verificassem, geometricamente, se 0S ndmeros
diagonais de cada quaterno pitagorico, de fato, coincidem com o valor da medida da diagonal
do prisma relacionado.

Contudo, posto a limitacdo de espacgo da tela, com o referido software € mais vidvel
realizar as construgdes a partir de quaternos pitagéricos com nimeros inteiros pequenos do
que com valores muito grandes. Com isso, os sujeitos realizaram as verificagdes com seis

quaternos, a saber: (1,2,2,3), (1,8,4,9), (2,9,6,11), (2,4,4,6) e (3,6,6,9) e (3,2,6,7).
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A seguir, apresentamos as construcdes que os sujeitos realizaram para verificar se o
nimero diagonal de cada quaterno supracitado, gerado através dos métodos 1 e 2, de fato,
coincide com a diagonal do prisma construido com o auxilio do software SketchUP.

Construgdo realizada (Fig. 7) tendo como referencial os termos a, b e ¢ do quaterno

pitagorico (1,2,2,3):

Figura 7: quaterno pitagérico (1,2,2,3)

Construcdo realizada (Fig. 8) tendo como referencial os termos a, b e ¢ do quaterno

pitagérico (1,8,4,9):

Figura 8: quaterno pitagérico (1,8,4,9)
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Conforme podemos verificar, o nimero diagonal, nesse caso o 9, coincide com a
medida da diagonal do prisma construido.
Construcdo realizada (Fig. 9) tendo como referencial os termos a, b e ¢ do quaterno

pitagérico (2,9,6,11):

Figura 9: quaterno pitagérico (2,9,6,11)

Conforme podemos verificar na figura anterior, o nimero diagonal, nesse caso o 11,
coincide com a medida da diagonal do prisma construido.
Construgdo realizada (Fig. 10) tendo como referencial os termos a, b e ¢ do quaterno

pitagérico (2,4,4,6):

Figura 10: quaterno pitagoérico (2,4,4,6)

71



SILVA, G. A. Reconceitualizacdo das categorias de Skemp de compreensao relacional e compreensao
instrumental como critérios globais

Conforme podemos verificar na figura anterior, o nimero diagonal, nesse caso o 6,
coincide com a medida da diagonal do prisma construido.
Construgdo realizada (Fig. 11) tendo como referencial os termos a, b e ¢ do quaterno

pitagorico (3,6,6,9):

Figura 11: quaterno pitagdrico (3,6,6,9)

Conforme podemos verificar na figura anterior, o nimero diagonal, nesse caso o 9,
coincide com a medida da diagonal do prisma construido.
Construgdo realizada (Fig. 12) tendo como referencial os termos a, b e ¢ do quaterno

pitagorico (3,2,6,7):

) (A L) | CF) Seecone o pordo bt o geal s mede, ou dagrde am valor. Sl = slsanidecsrese s cnaghe de ge

e
= =N L

(e, ) P n=t e,
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Figura 12: quaterno pitagoérico (3,2,6,7)
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Conforme podemos verificar na figura anterior, o nimero diagonal, nesse caso o 7,
coincide com a medida da diagonal do prisma construido.

Por fim, depois que os sujeitos verificaram que em todos os quaternos pitagéricos o
numero diagonal de cada quaterno coincide com a medida de cada diagonal dos prismas
construidos, evidenciamos que a utilizacdo do software SketchUP pode ser considerada uma
ferramenta pedagdgica para destacar a importante relacio entre Algebra e Geometria no

estudo dos quaternos pitagdricos, em contraposi¢cao do ensino puramente algébrico.

4.3.5 Encontro V

A presente sessdo € destinada a apresentar o contetido trabalhado com os sujeitos
referente a0 Método 3. Todavia, assim como nos outros dois métodos, para o Método 3
também entregamos para os sujeitos um material impresso contendo espacos em branco que
foram preenchidos com o nosso auxilio. Com isso, a seguir apresentamos o referido material
sendo que as respostas que os sujeitos apresentaram estdo contidas nos retangulos.

Ao considerarmos que a e b sdo os dois catetos de um tridngulo retdngulo em nimeros

inteiros e y € a hipotenusa, tem-se, portanto | (1) a’+b? =y?

Posto que todos os nimeros y assim considerados figuram como valores de um dos

catetos em um ou vdrios tridngulos retangulos em nimeros inteiros, podemos fazer

2) yH+ct=da?

A partir de (1) e (2) temos | (3) @+b*+c?=d?

Exemplos numéricos

1° O menor tridngulo retidngulo em ndmeros inteiros € | 32+42 =52

Sua hipotenusa 5 | é cateto do triangulo | 524122 =132

Tem-se, portanto | 32+42+122=132— (3, 4, 12, 13)

2° O ndmero 25 € hipotenusade | 2 |[tridngulos e cateto de| 2 | outros tridngulos.

Obtém-se, portanto, com o referido nimero, as | 4 |relacdes:
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724242+ 602= 65?2 — (7,24, 60, 65)

1524202+ 602 = 65% — (15, 20, 60, 65)
72424243122 =3132 — (7, 24, 312, 313)

152420243122 = 3132 — (15, 20, 312, 313)

Ap6s realizarmos todos os cédlculos algébricos, dentre os quaternos pitagdricos que, na
oportunidade, obtivemos através do Método 3, tomamos como referéncia o (3,4,12,13), para
verificar, com o auxilio do software Sketchup, se o nimero diagonal coincide com o mesmo
valor da medida da diagonal do prisma correspondente. Todavia, os demais quaternos
pitagéricos possuem ndmeros grandes que fazem com que seus respectivos sdlidos ndo
possam ser visualizados por completo na tela. A seguir apresentamos (Fig. 13) a construc¢do

que fora realizada pelos sujeitos.

Ao Edtar Wieusoar  Cimes Dmanha

e BE EFRSLEXIFHDIE TR ELEEEF

peaear 4 criaghs o gebn.

Figura 13: quaterno pitagoérico (3,4,12,13)

Conforme podemos verificar na figura anterior, o nimero diagonal, nesse caso o 13,
coincide com a medida da diagonal do prisma construido.

Por fim, discutimos mais uma vez com os sujeitos a importincia do estudo dos
quaternos pitagéricos para a formagao inicial e continuada de professores de matematica. Em
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cujo objetivo era verificar qual a compreensdo deles acerca dos quatro nimeros inteiros que

satisfazem o Teorema de Pitdgoras.

4.4 Etapa III: Aplicacao da avaliacao escrita

A avaliacdo escrita que elaboramos, tendo como conteido principal os quaternos
pitagdricos, contém vinte e trés questdes. Conforme mencionamos no inicio do capitulo em
tela, a andlise da avaliagdo escrita corresponde a comprovacdo da tese que ora defendemos.
Com isso, destinaremos o proximo capitulo a exposicdo das questdes contidas na referida

avaliacdo escrita bem como a andlise global e andlise pontual dos dados construidos.

75



SILVA, G. A. Reconceitualizacdo das categorias de Skemp de compreensao relacional e compreensao
instrumental como critérios globais

(’/nfitu lo5

ANALISE DA AVALIACAO ESCRITA EM
SEUS ASPECTOS GLOBAIS E PONTUAIS



SILVA, G. A. Reconceitualizacdo das categorias de Skemp de compreensao relacional e compreensao
instrumental como critérios globais

Com o propdsito de comprovar a tese que ora defendemos, o presente capitulo serd
destinado a apresentar a andlise da avalia¢do escrita, em termos globais e pontuais, com o
propo6sito de inferir quanto ao nivel de compreensao, relacional ou instrumental, apresentado
pelos trés sujeitos integrantes da investigacdo. Por fim, sustentaremos nossa tese confrontando
as inferéncias realizadas com base na andlise global e na anélise pontual. Sobretudo, nossa
tese serd comprovada se constatarmos que a analise global € mais apropriada do que a pontual

para inferir se o nivel de compreensao apresentado € relacional ou instrumental.

5.1 Analise Global dos dados

Tendo como contetddo principal os quaternos pitagoéricos, discorreremos, na sessao em
tela, acerca dos critérios que adotaremos para analisar, de modo global, a avaliacdo escrita que
aplicamos para podermos inferir quanto ao nivel de compreensdo apresentado pelos sujeitos.
Sendo assim, concomitantemente, com base nos critérios estabelecidos e nas respostas
esperadas, realizaremos a andlise global das avaliagcdes escritas dos sujeitos R, J e M.
Todavia, € vélido ressaltar que ao realizarmos uma andlise global dos dados que dispomos,
nossa tese se contrapde as andlises pontuais que sdo adotadas por muitos pesquisadores que
utilizam as categorias de compreensdo relacional e compreensdo instrumental enquanto
instrumento avaliativo.

Sobretudo, por considerarmos que, ndo s para a formacao de conceitos matematicos,
mas também para a formagao de quaisquer outros conceitos, ha uma rede de outros conceitos
que contribuem para tal formacao, denominados por Skemp (1980) conceitos contributivos.
Acreditamos que a andlise global, leva em consideragdo a diversidade de conceitos envolvidos
na formacdo de um determinado conceito, se faz necessdria para inferir se o nivel de
compreensdo € relacional ou instrumental.

Sendo assim, considerando que esquema corresponde a uma rede de ideias conectadas
e, conforme destacado por Skemp (1980, 1989), no nivel de compreensdo relacional os
esquemas sao mais ricos que no nivel de compreensao instrumental, ou melhor, o nimero de
conceitos e de relacdes frutiferas estabelecidas nos esquemas referentes a compreensao
relacional é maior do que na compreensao instrumental, com base no diagrama esquemaético
relacionado aos quaternos pitagdricos, delimitaremos os critérios que utilizaremos para
realizar a anélise global.

Todavia, o esquema relacionado aos quaternos pitagoricos € formado por uma
diversidade de conceitos contributivos, conforme destacado no diagrama esquematico que

esbocamos anteriormente.
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Considerando que o esquema relacionado a compreensdo relacional é mais rico e
amplo que o da compreensdo instrumental, na andlise global, nos deteremos a verificar as
relacdes frutiferas entre os conceitos contributivos externalizados pelos sujeitos, tendo como
base o diagrama esquemdtico dos quaternos pitagéricos. Todavia, elaboramos uma rede
razoavelmente complexa posto que qui¢d outros conceitos anteriores ou complementares
possam ser externalizados de modo que a rede de conceitos seja relativa a cada sujeito.

Diante do exposto, em consondncia com o ponto de vista construtivista, em que as
estruturas construidas pelo aluno ndo podem ser avaliadas diretamente, mas s6 por meio do
desenvolvimento de um projeto de pesquisa referente a cada aluno, inferimos quanto ao nivel
de compreensdo dos sujeitos envolvidos na pesquisa, acerca dos quaternos pitagoricos,
detendo-nos a ideia de esquema e no diagrama esquemadtico dos quaternos pitagoricos. Sendo
assim, a seguir, apresentamos os critérios que adotamos para analisarmos, de modo global, a
avaliagdo escrita, objetivando verificar se houve compreensdo relacional ou compreensdo
instrumental para o caso do conceito em tela.

A compreensao relacional dos quaternos pitagéricos serd evidente nos casos em que o
sujeito:

(i) Fizer a conexdo entre a interpretacdo algébrica e a interpretagdo geométrica do Teorema de
Pitagoras, em trés dimensdes, posto que no esquema relacionado aos quaternos pitagoricos a
relacdo entre a Algebra e Geometria é imprescindivel para formacdo deste conceito. Além
disso, a referida relacdo deve ser evidenciada em contraposi¢do a abordagem puramente
algébrica, cuja consequéncia pode ser a falta de significado e compreensio do conceito.

(i1) Souber retomar o conceito do Teorema de Pitdgoras em duas dimensdes para obter as
representacOes algébrica e geométrica, em trés dimensdes, dado que o esquema relacionado
aos quaternos pitagéricos € uma extensdo do esquema dos ternos pitagéricos. No mais, 0s
ternos pitagdricos assim como os Quaternos Pitagdricos, correspondem a uma importante
ferramenta histérica e pedagdgica para a compreensdo do Teorema de Pitdgoras enquanto
aplicacdo para determinar a menor distancia entre dois pontos, respectivamente em duas e em
trés dimensoes.

Nos casos em que os critérios (i) e (ii), supracitados, ndo forem contemplados, o nivel
de compreensdo apresentado serd instrumental. Sobretudo, acreditamos que os critérios (i) €
(1) sdo bons implicadores quanto a amplitude ou ndo do esquema. Ou seja, dado que o critério
(i) se refere a diversidade de representacoes de um mesmo conceito e que o critério (ii) se

refere a extensdo do Teorema de Pitdgoras de duas dimensdes para trés dimensdes, tais
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critérios, quando contemplados, correspondem ao nivel de compreensdo relacional por
implicarem em um esquema mais rico € por consequéncia mais amplo do que o esquema
inerente ao nivel de compreensao instrumental.

Por fim, para preencher eventuais lacunas encontradas no registro escrito, sempre que
preciso, obteremos mais elementos para inferirmos o nivel de compreensdo por meio da
realizacdo de entrevistas individuais. Sobretudo, metodologicamente utilizando o Estudo de
Caso, através de instrumento como registro escrito (avaliacio escrita) e entrevista verificam,
de modo global, se o0s sujeitos apresentaram compreensido relacional ou compreensdao
instrumental acerca dos quaternos pitagoricos.

A seguir, apresentaremos os enunciados das questdes contidas na avaliagdo escrita;
algumas consideracdes acerca das respostas esperadas; as respostas dadas pelos sujeitos R, J e
M e a andlise global das mesmas.

Questao 1: As dimensdes de um paralelepipedo retingulo sdo 20 cm, 12 cm e 9 cm.
Calcule a medida de uma diagonal desse paralelepipedo.

Para determinar o valor da diagonal desse paralelepipedo basta extrair a raiz quadrada
da soma dos quadrados das trés dimensdes desse sdlido, posto que se conhecermos as trés
dimensdes, consequentemente poderemos obter a diagonal. No entanto, hd dois caminhos para
se chegar a esta resposta, sendo que o mais rdpido consiste em simplesmente realizar os
calculos algébricos e obter a resposta. O segundo caminho, mais detalhado, além de realizar
os célculos algébricos consiste em recorrer a meios geométricos também.

Nas trés respostas houve, além dos cdlculos algébricos que conduziram ao valor exato
da diagonal, também a representacdo geométrica do paralelepipedo retangulo relacionado a
questdo. Desse modo, os sujeitos aliaram dlgebra e geometria. No entanto, no que diz respeito
as incompletudes, os sujeitos R e J ndo tracejaram alguns entes geométricos internos dos
solidos, sendo que no caso de J s6 foi a diagonal.

Sendo assim, mostramos aos sujeitos R e J as respostas que os mesmos apresentaram e
questionamos se eles notaram alguns equivocos no desenho geométrico apresentado. De
imediato J apontou que deveria ter tracejado a diagonal do sélido. Porém, R apenas afirmou
que se esquecera de tracejar a diagonal, esquecendo-se de mencionar as trés arestas internas,
apresentando assim, dificuldade no que diz respeito a representacdo geométrica.

Questao 2: Dado dois pontos G e E, para calcularmos a menor distancia entre esses
dois pontos, em duas e em trés dimensdes podemos recorrer ao Teorema de Pitdgoras. Em
duas dimensdes hd um terno pitagorico (x, y, z) correspondente, e em trés dimensdes ha um

quaterno pitagorico (a, b, ¢, d) correspondente. Geometricamente, quais dimensdes podem ser
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associadas aos ndmeros inteiros que compdem o terno pitagérico (x, y, z) € 0 quaterno
pitagérico (a, b, ¢, d)?

Dentre as expectativas do que € esperado para uma resposta relacional da questdao em
tela, uma delas € a capacidade de generalizar o que fora pedido na questao 1, ou seja, que haja
evidéncias da importante relagdo entre dlgebra e geometria. No mais, além de generalizar o
sujeito deverd (i) evidenciar a extensdo dos ternos pitagdricos para 0s quaternos pitagoricos
por meio de entes geométricos; (ii) relacionar o cilculo da menor distancia entre dois pontos,
tanto em duas dimensdes como em trés dimensdes, aos ternos pitagéricos € aos quaternos
pitagdricos, respectivamente.

Somente J ndo apresentou representacdo geométrica e apenas M se deteve a
representar os pontos G e E posto que no enunciado da questdo houve meng¢ao ao fato da
menor distincia entre esses pontos. No mais, no que diz respeito as dimensodes que podem ser
relacionadas aos ternos pitagéricos, R e J, ao considerar o tridngulo retingulo como
referéncia, descreveram cateto e hipotenusa como sendo dimensdes.

Contudo, durante a entrevista, solicitamos que J representasse geometricamente O
terno pitagérico (x,y,z) € o quaterno pitagérico (a,b,c,d) evidenciando, nos dois casos, a
distancia entre os pontos G e E. Na oportunidade, J ndo apresentou dificuldade em representar
o que fora pedido.

Em seguida, perguntamos a J no caso do tridngulo retangulo, quais dimensdes estdo
relacionadas ao terno pitagorico (x,y,z) e o referido sujeito mencionou que se considerarmos
esse tridngulo como sendo a metade de um retangulo, x e y podem ser a largura e o
comprimento do retdngulo e 7 a diagonal do retdngulo.

Por sua vez, como R havia apresentado uma representagdo geométrica sem explicitar
os pontos G e E, mostramos ao referido sujeito seu esboco e solicitamos que o mesmo
situasse os pontos G e E. Diante dessa solicitagdo, R apontou corretamente onde deveria situar
os pontos G e E, porém, ao questionarmos se no caso do tridngulo, cateto e hipotenusa sdo
dimensdes, o referido sujeito afirmou que sim.

Questao 3: Qual a defini¢do de quaternos pitagoéricos?

O objetivo da questdo é que o sujeito apresente uma definicdo para os quaternos
pitagéricos que melhor corresponda ao nivel de compreensdo relacional. O ideal € que seja
evidenciada ndo s6 a representacdo algébrica, mas também a geométrica.

Nenhuma resposta se deteve a representacao geométrica. Sobretudo, apenas R e M em

suas respostas destacaram (a,b,c,d) e a?+b*+c? = d>.
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Na entrevista, mencionamos aos trés sujeitos que hd mais de uma maneira de
representar 0s quaternos pitagéricos e solicitamos que apds verificar suas respectivas
respostas a avaliacdo escrita, os sujeitos apontassem se haviam esquecido de alguma
representacao.

Em resposta a indagacdo supracitada, R afirmou que (a,b,c,d) e a?+b*+c? = d? sdo as
duas maneiras possiveis. Contudo, J e M além de mencionar (a,b,c,d) e a?+b*+c? = &2,
também mencionaram a representacdo geométrica.

Questao 4: Por que o nimero d do quaterno (a,b,c,d) € denominado ndmero
diagonal?

E esperado que o sujeito consiga evidenciar que essa denominacio se deve 2
representacao geométrica dos quaternos pitagdricos.

J e M conseguiram determinar que a denominacdo de nimero diagonal dada ao d do
quaterno (a,b,c,d) se deve a sua representacdo geométrica. Porém, conforme podemos

verificar a seguir (Fig. 14), R ndo apresentou resposta adequada.

Figura 14: Resposta de R a questao 4.

Sendo assim, na entrevista, mostramos a R a referida resposta e perguntamos por que

em vez de utilizar os termos a, b, ¢, d, o sujeito se deteve aos termos a, £ e y. R disse na

hora de responder me confundi com o Método 3. E nele que fala de niimero hipotenusa.
Diante dessa resposta, solicitamos que R tentasse nos explicar porque o niimero d do
quaterno (a,b,c,d) é denominado niimero diagonal. Na oportunidade, R disse sinceramente
ndo me lembro.

Com isso, solicitamos que R representasse geometricamente o quaterno pitagorico
(a,b,c,d). Como a representacao apresentada por R foi correta, em seguida, fizemos a seguinte
pergunta: o termo d coincide com que ente geométrico do solido que vocé desenhou? Serd que

a denominagdo numero diagonal para d tem a ver com isso? Assim, ap0s parar pensar, R
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afirmou: d é a diagonal do paralelepipedo. Acredito que é dai que vem o nome niimero
diagonal para d.

Questao 5: Represente geometricamente o quaterno pitagorico (x, y, z, w).

Essa questdao corresponde a mais uma em que é preciso que sejam evidenciadas as
representacdes algébrica e geométrica dos quaternos pitagoricos, sendo que € dado a algébrica
e solicitada a geométrica.

M relacionou corretamente cada termo do quaterno pitagérico (x, y, z, w) as trés
dimensdes e a diagonal (w) do paralelepipedo retdngulo. Em contrapartida, em suas respostas,
J e R mantiveram a representagdo com o mesmo erro apresentando anteriormente, a saber: R
ndo tracejou nenhum ente geométrico interno do sélido; J ndo tracejou a diagonal. Todavia,
apenas R apresentou uma representagcao algébrica, mesmo que no enunciado da questio fosse
pedido apenas a representacao geométrica.

Como J ja havia reconhecido anteriormente a necessidade de tracejar a diagonal, nao
foi necessario questioné-lo sobre a resposta da questdo em foco. Contudo, como R ndo havia
reconhecido a necessidade de tracejar entes geométricos internos do sélido, na entrevista
perguntamos se hd outros elementos do sélido, além da diagonal, que devem ser tracejados.
Por sua vez, R contestou que poderia tracejar as trés arestas que ndo sdo visiveis.

Questdo 6: Determine, em funcdo das dimensdes do paralelepipedo retangulo
ilustrado a seguir, a menor distancia entre os pontos:

a.HeF

b.DeF

G

R R EEE R R

L]

E F

A questdo em tela contempla todos os critérios apontados nas questdes de 1 a 5, sendo

que, nesse caso, hd o esboco de um paralelepipedo retangulo para auxiliar. Consideramos que 82
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0 sujeito que conseguisse responder esta questdo aliando o pensamento algébrico ao
geométrico e associando esta relacdo ao cédlculo da menor distancia entre dois pontos e tivesse
correspondido as expectativas das questdes precedentes, estaria trilhando o caminho que
conduz a compreensao relacional dos quaternos pitagdricos.

Os trés sujeitos conseguiram realizar corretamente os cdlculos algébricos para
determinar a menor distancia entre os pontos pedidos. Porém, J e R foram puramente
algébricos em suas respostas, sendo que apenas M se deteve aos entes geométricos para dar
sua explicagao algébrica.

Diante disso, na entrevista nos detivemos a questionar aos sujeitos J e R sobre a

possibilidade de representar os valores de HFe DFem fun¢do das dimensdes do sélido. Uma

vez que na avaliacdo escrita, ambos apresentaram que HF =vVHE?+EF? ¢

DF = \/ DH?+ EH? + EF?, questionamos quais sdo as dimensdes que podem ser associados
aos segmentos que estdo dentro das raizes. Os dois sujeitos afirmaram que, no caso da
distancia entre os pontos H e F, as dimensdes relacionadas sdo a largura e o comprimento do
solido e que, no caso da distincia entre os pontos D e F, as dimensdes relacionadas sdo a
largura, o comprimento e a altura do sélido.

Questao 7: Certa transportadora foi contratada para transportar uma estatua feita de
madeira cuja altura é 6,1 m. A figura a seguir representa o caminhdo que a referida
transportadora dispde para tal servico. Com base na figura, verifique se é possivel realizar o

servico. Se for possivel, de que modo a estatua deve ser colocada no caminhao?

m 52m

[

z

A situacdo problema supracitada € um exemplo de aplicacdo dos quaternos

pitagéricos, de modo que para soluciond-la se faz necessdrio, assim como nas questdes
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precedentes, evidenciar a importante inter-relacdo entre as representacdes algébrica e
geométrica dos quaternos pitagoricos.

Todos os trés sujeitos apresentaram respostas adequadas a questdo em foco. No
entanto, ao verificarmos o caminho trilhado por cada um, notamos que somente M se deteve a
descrever o fato de que se conhecermos as trés dimensdes podemos determinar o valor da
diagonal. Os demais, primeiro calcularam o valor relacionado a diagonal da base em seguida
calcularam o valor relacionado a diagonal do caminhdo, sendo que somente J tracou a
diagonal da base na ilustracdo contida na questdao em tela.

Diante do exposto, para sabermos se J ¢ R compreenderam que se conhecermos as trés
dimensdes podemos determinar o valor da diagonal, na entrevista pedimos aos referidos
sujeitos que resolvessem a questdo novamente, porém, sem calcular o valor da diagonal da
base. Na oportunidade, ambos responderam a questdao sem se ater ao valor da base.

Desse modo, podemos inferir que os sujeitos tanto souberam solucionar a questdo
utilizando um caminho mais curto do que o caminho em que € necessario primeiro recorrer a
distancia entre dois pontos em duas dimensdes antes de verificar em trés dimensdes.

Questao 8: Observando a figura a seguir, sabendo que a aresta do cubo maior € 4, a do
cubo menor € 3 e N € um ponto que estd contido em uma das arestas, sendo o ponto médio da

mesma, determine o valor da distincia entre os pontos N e U.

»
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Na questdo em tela, ¢ esperado que o sujeito apresente um pensamento geométrico
apurado a ponto de compreender que a solucdo dessa questdo envolve quaternos pitagoricos.

Em especial, antes de entregarmos a avaliacdo escrita, informamos aos sujeitos que
quando estivessem respondendo a questdo 8, se ndo conseguissem soluciond-la nos avisassem
para que mostrdssemos o video® contendo sua resolucdo. Optamos por apresentar esse auxilio
aos sujeitos que nao conseguissem resolver, posto que mesmo tendo acesso a resposta,
reproduzir o que é mostrado no video ndo seria tdo simples caso o sujeito ndo tivesse
participado do médulo de ensino.

Segue a representacdo contida no referido video (Fig. 15).

Figura 15: Esbogo contido no video

Todos os trés sujeitos solicitaram, ver o video, ou seja, os sujeitos ndo conseguiram

solucionar a questdo sem ter como auxilio o video.

* Fonte: http://www.youtube.com/watch?v=-bxvpjOakek.
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Conforme verificamos, R nio conseguiu realizar representacdes geométricas de modo
que houvesse a necessidade de aplicar o Teorema de Pitdgoras e o conhecimento dos
quaternos pitagéricos. Todavia, o referido sujeito apresentou os cdlculos algébricos. Em
outras palavras, R memorizou os cdlculos algébricos apresentados no video sem apresentar
compreensdo dos mesmos.

Em contrapartida, os sujeitos J e M através de suas respostas demonstraram ndo s nos
célculos algébricos, mas também no uso da representagdo geométrica, que a referida questao
remete aos quaternos pitagoricos.

Na entrevista, mostramos a R a resposta que o mesmo apresentou e solicitamos que
fosse completada a representacdo geométrica. Todavia, ele afirmou que ndo saberia fazer o
que fora solicitado e pediu para ver o video novamente. Contudo, mesmo depois de rever o
video, R manteve a postura de que nao conseguiria realizar o esbogo.

Questao 9: Observe a imagem a seguir, e responda as questdes propostas.

Item a: Qual o quaterno pitagérico relacionado?
E esperado que o sujeito saiba relacionar o s6lido geométrico ao quaterno pitagdrico
correspondente. Nesse caso, as representacOes algébrica e geométrica serdo evidenciadas

tendo como referéncia a geométrica.
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Todos os trés sujeitos apresentaram respostas adequadas. Curiosamente, conforme
podemos verificar a seguir (Fig. 16), R necessitou recorrer a representacdo geométrica para
atribuir valores genéricos e assim em sua resposta, além de apresentar o quaterno pitagérico

(1,2,2,3), também apresentou o (a,b,c,d).

KL\ 2 = _)
lt_f'.?\, [)\S’tclcﬂ)

Figura 16: Resposta de R a questdo 9a

Em decorréncia das informagdes supracitadas, na entrevista julgamos necessdrio
questionar aos sujeitos se os quaternos pitagéricos (2,2,1,3) e (2,1,2,3) podem ou ndo ser
relacionados a ilustracdo contida na questdo em foco. Os trés sujeitos afirmaram que €
possivel. Em especial, M disse somente a diagonal 3 deve ser fixo no lugar do iiltimo termo
do quaterno.

Item b: Com os métodos 1 e 2 podemos obter o quaterno representado no sélido
geométrico?

E esperado que os sujeitos conhecam as condicdes estabelecidas através dos métodos 1
e 2, e assim, possam perceber se 0 quaterno pitagérico relacionado ao sélido em foco pode ser
ou ndo um caso possivel de ser gerado pelos referidos métodos.

Todos os trés sujeitos conseguiram inferir que pelos métodos 1 e 2 € possivel obter o
quaterno pitagérico representado no sélido em questdo. Porém, dentre as explicacdes que
foram dadas, somente R ndo explicitou o fato de ¢ e d serem consecutivos e assim,
satisfazerem a condi¢do do Método 2.

Na entrevista perguntamos a R qual a relagdo entre os termos ¢ e d e olhando a
resposta que apresentara na avaliacdo escrita, R destacou que escreveu que d = c+1 e que isso
é o mesmo que dizer que eles sdo consecutivos.

Item c: Considerando os dois pontos evidenciados no sélido qual o valor da menor
distancia entre esses dois pontos? A referida distdncia coincide com que ente geométrico
contido no sélido?

Nesse item € esperado que os sujeitos demonstrassem conhecimento acerca da relacao
do célculo da menor distincia entre dois pontos, em trés dimensdes, € 0s quaternos

pitagdricos.
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Os trés sujeitos apresentaram respostas adequadas ao destacarem que a menor
distancia corresponde a 3 m que, por sua vez, coincide com a diagonal do sélido.

Item d: De que modo podemos calcular a distdncia entre os dois pontos e
evidenciados no sélido e resultar em S5m?

E esperado perceber se os sujeitos conseguem verificar outra maneira de calcular a
distancia entre dois pontos sem aplicar o Teorema de Pitdgoras e se conseguem evidenciar
que, de fato, para obter a menor distancia se faz necessario aplicar o referido Teorema.

Todos os trés sujeitos apresentaram respostas apontando a necessidade de realizar a
adi¢do 14242 para resultar em 5Sm. Porém, R apenas apresentou o calculo sem remeter os
valores 1, 2 e 2 as dimensdes do s6lido em tela. No mais, nenhum sujeito evidenciou que a
menor distancia entre dois pontos € uma aplicagdo do Teorema de Pitdgoras.

Sendo assim, na entrevista realizamos as seguintes perguntas aos trés sujeitos: O
calculo da menor distancia entre dois pontos, em trés dimensdes, € aplicacdo de que teorema
matemdtico? Em vez de fazermos 1+2+2, o que devemos fazer? Todos os sujeitos
responderam que para isso € necessdrio aplicar o Teorema de Pitdgoras extraindo a raiz
quadrada de 12422422,

No mais, perguntamos a R acerca das relacdes dos termos 1, 2 e 2 as dimensdes do
s6lido e obtivemos uma reposta adequada, na qual o referido sujeito afirmou que esses termos
sdo a altura, largura e comprimento do sélido.

Questao 10: Sabemos que se (a, b, ¢, d) é um quaterno pitagorico, k(a, b, ¢, d)
também serd. Com isso, responda:

Item a: O que devemos fazer para calcular o volume do prisma representado pelo
quaterno pitagorico (a, b, c, d)?

E esperado que o sujeito saiba como realizar o célculo do volume de um sélido e que
as dimensdes que necessita para esse fim configuram como termos do quaterno pitagorico (a,
b, c, d).

Todos os trés sujeitos apontaram que € necessario realizar o produto axbxc. Porém, R
ndo associou esses termos as dimensdes de um paralelepipedo retangulo. Na entrevista
mostramos a R a resposta que apresentara na avaliacdo escrita e indagamos quais sdao as
dimensdes relacionadas ao paralelepipedo retangulo contidas no produto axbxc. Diante disso,
R destacou que a, b e ¢ correspondem a altura, largura e comprimento do paralelepipedo
retangulo.

Item b: Para calcular o volume do prisma representado pelo quaterno pitagérico k(a,

b, ¢, d) basta considerar o calculo que vocé indicou e acrescentar o fator k?
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E esperado que o sujeito, além de corresponder as expectativas do item precedente,
seja capaz de evidenciar um entendimento acerca da relagdo entre quaternos pitagoéricos
redutiveis e irredutiveis.

Em suas respostas, J e R recorreram ao volume de um quaterno pitagorico especifico,
em ambos os casos (1,2,2,3), possivelmente por ser o menor quaterno pitagorico, e o volume
de alguns quaternos pitagoricos redutiveis a (1,2,2,3) . Porém, ndo conseguiram apresentar a
férmula correta para representar o volume associado ao quaterno pitagoérico (ka,kb,kc,kd)
posto que os referidos sujeitos consideraram o volume associado ao quaterno pitagdrico
(1,2,2,3) até na generalizacdo ao afirmarem que o novo volume seria (ka)® x4. Em
contrapartida, M destacou que para calcular o volume do prisma representado pelo quaterno
pitagérico k(a, b, ¢, d) ndo basta multiplicar axbxc por k, mas sim por k°.

Na entrevista, pedimos a J e R que nos explicassem porque o novo volume seria (ka)3
x4, ao que J disse Eu pensei que basta multiplicar um k ao cubo por 4. Quatro é o volume do
inicial (1,2,2,3). Em seguida, perguntamos a J se o que ele havia dito estava correto. Apds
pensar um pouco, J demonstrou constatar o equivoco que cometera ao dizer Eita, eu me
confundi! Na verdade o inicial é (a, b, ¢, d) e o redutivel é (ka,kb,kc,kd). Dai o volume tem
que ser a multiplicacdo dos trés termos kaxkbxkc. Agora sim... tem que multiplicar axbxc
ndo por k e sim por K.

Por sua vez, R afirmou que ndo saberia explicar porque o novo volume seria (ka)? x4.
Com isso, em seguida, indagamos ao referido sujeito o que significa o 4 nesse produto e
obtemos a resposta de que 4 corresponde ao volume de (1,2,2,3). Com o intuito de
verificarmos se R saberia ou ndo indicar o novo volume, indagamos a R qual seria o volume
do quaterno pitagérico k(a,b,c,d) e obtemos a resposta que seria necessario fazer kxaxbxc.
Diante disso, posto que R ndo multiplicou todos os termos por k, verificamos que R nao
compreendera a definicdo de quaterno irredutivel, e consequentemente, ndo conseguiu
estabelecer corretamente qual o volume do sélido relacionado ao quaterno pitagdrico
k(a,b,c,d).

As questdes posteriores se referem aos trés métodos que apresentamos como meio
para determinar os valores de a, b, ¢ e d que compdem o quaterno pitagdrico (a, b, ¢, d), sendo
distribuidas da seguinte maneira: 11 a 13 — Método 1; 14 e 15 — Método 2; 16 a 23 — Método
3. Poderemos inferir se o nivel de compreensao alcancado serd relacional se for demonstrado
que houve conhecimento capaz de entender o porqué de cada método em detrimento da

simples manipulagdo de regras e férmulas inerentes a compreensao instrumental.
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As questdes 11 e 12 sdo andlogas, porém relacionadas a métodos diferentes. As
referidas questdes exigem que os sujeitos deduzam a foérmula relacionada a cada Método
através do padrdo existente nos quaternos pitagéricos que sdo gerados por cada método.
Todavia, poderemos verificar a capacidade ou nao dos sujeitos em deduzirem as férmulas
utilizando outros conceitos matematicos além dos quaternos pitagdricos.

Questao 11: Complete a tabela a seguir. Em seguida, analise os quaternos pitagdricos

gerados pelo Método 1, quando a = 1, e determine Q,.

a b c d (a,b,c,d) Relacdo
Qi 1 2 2
Q2 1 8 4 9
Qs 1 18] 6 19
Q4
Qn

N

Todos os sujeitos conseguiram chegar a generalizacdo do Método 1. Porém, em
nenhum caso houve descri¢do de como se chegar ao fato do termo b poder ser expresso por
2n2. Na entrevista, indagamos aos trés sujeitos qual o procedimento que os mesmos adotaram
para inferir que b = 2n?. Na oportunidade, R apds pensar por um tempo, afirmou que ndo
saberia fazer, sendo que os demais sujeitos apresentaram respostas adequadas. A guisa de

ilustragao, a seguir (Fig. 17) consta a resposta dada por M:

56é Shservar O indiCe € O wvalov de b.

=4 —+ v =2
n:,a’-‘f? b:g

b&: 1cwmos Que b e Guor L vezes O
Gucdvads da oy B9 SEFee b= AT,

Figura 17: Resposta de M a questdo 11.
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Questao 12: Complete a tabela a seguir. Em seguida, analise os quaternos gerados

pelo Método 1, quando a = 2, e determine Q,.

a b c d (a,b,c,d) Relacao
Qi 2l 9 6 11
Q2 2 25 10 27
Qs 2 49 14 51
Q4
Qn

M e J conseguiram explicitar corretamente os caminhos que os conduziram as
inferéncias dos termos b, ¢ € d em fun¢do de n e a como sendo 2. Por sua vez, R apresentou
respostas adequadas para os termos a, b e d, sendo que para o termo ¢, o referido sujeito
realizou cdlculos algébricos que o conduziu a inferir que ¢? = 4b e no preenchimento da tabela
poOs que ¢ = 2(2n+1)2.

Na entrevista, apds mostrarmos a R a resposta que o mesmo apresentou na avaliacdo
escrita, solicitamos ao referido sujeito que verificasse se a igualdade ¢ = 2(2n+1)? estd correta.
Na oportunidade, apds substituir n por alguns valores especificos, R afirmou que a igualdade
ndo € verdadeira e sim 2(2n+1). Com isso, em seguida, fizemos a seguinte pergunta a R:
Como podemos proceder para inferir que ¢ = 2(2n+1)? e obtivemos a seguinte resposta: Ndo
sei!

Questao 13: A figura geométrica relacionada ao quaterno (a,2a,2a,3a) € um cubo?
Caso nao seja, indique a que sélido geométrico esse quaterno pode ser relacionado e qual o
quaterno que pode ser relacionado ao cubo.

A referida questdo explora a associacdo do cubo com um quaterno que ndo ¢
pitagdrico, posto que o valor de sua diagonal ndo € um nimero inteiro. Com isso, é esperado
que os sujeitos possam, além de compreender esse fato, conseguir: (i) Expressar
algebricamente o quaterno relacionado ao cubo. (ii) Entender, com ou sem auxilio do esbogo
geométrico, quais as caracteristicas do sélido geométrico relacionado ao quaterno pitagdrico
(a,2a,2a,3a).

Os trés sujeitos afirmaram que o quaterno pitagdrico (a,2a,2a,3a) nao pode ser
relacionado ao cubo, uma vez que para isso seria necessdrio que os trés primeiros termos

fossem iguais. No entanto, somente R e M apresentaram o termo associado a diagonal do ¢q
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cubo. No mais, somente M se deteve ao fato de que o quaterno relacionado ao cubo nio é
pitagorico.

Na entrevista, solicitamos que o sujeito J determinasse qual o quaterno relacionado ao
cubo e verificasse se 0 mesmo ¢é pitagorico. Na oportunidade, o referido sujeito realizou os
calculos algébricos corretamente para determinar o valor da diagonal do cubo e afirmou que o
quaterno relacionado ao cubo ndo € pitagdrico pelo fato da diagonal ndo ser expressa por um
nimero inteiro. Por sua vez, ao questionarmos a R se o quaterno relacionado ao cubo €
pitagoérico, o referido sujeito disse que ndo pode ser por que o valor de d ndo é inteiro.

Por fim, no que diz respeito as inferéncias acerca das caracteristicas do sdélido
geométrico relacionado ao quaterno pitagérico (a,2a,2a,3a), mesmo sem esbogar o soélido,
apenas M afirmou que o sélido em questdao é um paralelepipedo retangulo com duas faces
quadradas.

Com o auxilio do esbog¢o, J mencionou as duas faces quadradas do sélido, porém se
equivocou ao afirmar que isso s6 € possivel se a largura e a altura forem 2a. Na avaliacdo
escrita, mostramos a resposta que ele apresentou na avaliacio escrita e em seguida fizemos a
seguinte pergunta: O que acontece se a altura for a?. Na oportunidade, J esbocou o sélido
sendo a altura igual a a e afirmou que também teria duas faces quadradas e acrescentou que
para o quaterno pitagdrico destacado na questdo em foco, o sélido relacionado sempre terd
duas faces quadradas.

No mais, com o intuito de entendermos porque na avaliacdo escrita J ndo verificou a
possibilidade da altura ser a e assim constatar que também se tratava de um sélido que possui
duas faces quadradas, ainda na avaliagdo escrita, fizemos a seguinte pergunta: No sélido
relacionado ao quaterno pitagorico (a,b,c,d), qual termo corresponde a altura? e obtivemos a
seguinte resposta: Quando fiz a prova pensava que tinha que ser o terceiro termo. Agora vejo
que ndo importa... Se for o segundo ou o primeiro, o sélido é o mesmo... E como se virasse o
solido.

Por sua vez, R, também com o auxilio do esbogo, afirmou que o sélido geométrico
relacionado ao quaterno pitagorico (a,2a,2a,3a) corresponde ao prisma de faces quadradas.
Desse modo, R apresentou uma contradi¢ao, posto que se de fato o s6lido geométrico em foco
fosse um prisma de faces quadradas, o mesmo seria um cubo. Porém, o préprio sujeito
afirmou que esse ndo é o quaterno relacionado ao cubo.

Na entrevista, solicitamos a R que verificasse se sua resposta estava correta. Na
oportunidade, apds pintar com lapis as faces quadradas do sélido que desenhara, ele afirmou

que havia apenas 2 faces quadradas e ndo todas.
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Questao 14: Com base no Método 2, complete a tabela a seguir.

m n a b c d (a,b,c,d) Relagdo

65

Na referida questdo, € esperado que os sujeitos saibam apresentar (i) as duas formas de
representacao que sdo solicitadas e (ii) o artificio utilizado para expressar o nimero 65 como
soma de dois quadrados.

Os trés sujeitos apresentaram respostas adequadas a questdo em foco, contemplando a
diversidade de representacdo associadas aos quaternos pitagéricos. Porém, somente M
explicitou o artificio que utilizou para representar o nimero 65 como soma de dois quadrados.

Sendo assim, na entrevista, fizemos a seguinte pergunta aos sujeitos J e R: Que
artificio podemos utilizar para inferir que 65 = 12482 e 65 = 424727 Na oportunidade, R disse:
Sinceramente ndo sei dizer! Na prova fiz de cabeca! Ndo usei o papel pra fazer isso. Por sua
vez, R conseguiu explicitar o que fora pedido, afirmando: Basta calcularmos todos os
niimeros quadrados menores que 65 e vermos se tem um caso ou mais que é possivel somar
dois quadrados e dar 65.

Questao 15: Para m = 65, obtemos os quaternos (1,8,32,33) e (4,7,32,33). Logo, quais
sa0 as coincidéncias entre os solidos geométricos relacionados aos referidos quaternos?

E esperado que os sujeitos possam associar os valores dos quaternos pitagéricos as
dimensdes de seus respectivos sélidos e consigam perceber as coincidéncias existentes entre
estes.

Nenhum dos trés sujeitos apresentou esbogos para representar os sélidos em foco,
porém, todos expressaram que entenderam que os dois sélidos possuem uma dimensao em
comum e o mesmo valor para diagonal. Contudo, R e J se limitaram a afirmar que a
dimensao coincidente € a altura, em vez de afirmar que é uma dimensdo quaisquer.

Na avaliagado escrita, fizemos as seguintes perguntas aos sujeitos J € R - Qual termo
pertencente ao quaterno pitagérico (a,b,c,d) é relacionado a altura de um paralelepipedo

retingulo? E possivel que seja quaisquer dos trés primeiros termos?
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Na entrevista relacionada a questdo 13, J explicitou que o termo relacionado a altura
nao € fixo. Porém, julgamos necessdrio questiona-lo a esse respeito, posto que na questao em
foco o referido sujeito cometeu equivocos.

Na oportunidade, R afirmou que o ideal é que a altura seja o terceiro termo.
Perguntamos se € possivel que a altura se transforme em largura ou comprimento. Apds
pensar por certo tempo, R afirmou que se virarmos o sélido, isso € possivel. Por sua vez, ao
questionarmos a J se o terceiro termo que compde um quaterno pitagérico corresponde a
altura do sélido correspondente, rapidamente obtivemos a seguinte resposta: Se permutarmos
os valores das trés dimensoes o solido é o mesmo.

Particularmente, para o Método 3 destinamos um maior ndmero de questdes (16 a 23)
posto que dentre os trés métodos trabalhados no mddulo de ensino, consideramos que o
referido Método é o mais importante por ser o que mais estimula o entendimento da relagao
entre os ternos pitagdricos e os quaternos pitagoricos.

Questao 16: Suponhamos que um colega seu faltou no encontro em que discutimos
acerca do Método 3, como vocé descreveria para ele tal Método?

E esperado que os sujeitos sejam capazes de descrever com clareza o referido Método.

Todos os trés sujeitos apresentaram com clareza o Método 3. Contudo, apenas R se
deteve a apresentar exemplos numéricos. Todavia, apresentar ou ndo exemplos numéricos nao
implica na compreensdo ou ndo do referido método, dado que nas sessdes subseguintes serdo
explorados exemplos numéricos especificos.

Questao 17: Com o Método 3, como podemos notar a importincia dos ternos
pitagdricos para gerar quaternos pitagoricos? Justifique sua resposta.

E esperado que os sujeitos consigam externalizar a importante relagio dos ternos
pitagdricos com 0s quaternos pitagoricos.

Os sujeitos M e J explicitaram com clareza a importancia da relacdo entre os ternos
pitagéricos e os quaternos pitagéricos no caso do Método 3. Porém, conforme podemos
verificar a seguir (Fig. 18), R se deteve a descrever o procedimento algébrico relacionado ao

Meétodo 3 e a esbocar a situacdo geométrica que justifica a relacdo a?+b%+c? = d2.
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Figura 18: Resposta de R a questdo 17.

Solicitamos a R que verificasse a descricao do Método 3 que o mesmo apresentou na
avaliacdo escrita e nos apontasse a importancia dos ternos pitagdricos para gerar quaternos
pitagéricos através do Método 3. Na oportunidade, o referido sujeito simplesmente disse:
Precisamos de dois ternos para ter um quaterno.

Questao 18: Quais sdo as condi¢des necessdrias para que dado dois ternos pitagdricos
possamos obter um quaternos pitagéricos?

E esperado que os sujeitos explicitem adequadamente quais sio as condicdes
necessarias para que dado dois ternos pitagéricos possamos obter um quaterno pitagérico.

Em especial, todos os sujeitos apresentaram respostas adequadas referentes a questdo
em foco.

Questao 19: Podemos obter um quaterno pitagérico partindo de um y sendo um
nimero par e hipotenusa de um tridngulo primitivo?

E esperado que os sujeitos pensem relacionalmente, utilizando algumas propriedades
dos ternos pitagéricos e compreendam que para obter um quaterno pitagérico y sendo um
namero par, é necessario que v configure como sendo hipotenusa de um tridngulo secundério.
Com isso, notamos que se assim for feito, o sujeito conseguird fazer uso de diversos conceitos
contributivos, além de implicitamente poder perceber a importante relacdo existente entre os
ternos pitagoricos e 0s quaternos pitagoricos.

Todos os sujeitos apresentaram respostas alegando sobre a impossibilidade de y ser um
nimero par e hipotenusa de um tridngulo primitivo, sendo que J e M, em suas respectivas
respostas, enunciaram o teorema que diz respeito as condicdes dos termos a, b e ¢ dos ternos
pitagoricos (a,b,c). Todavia, é provdavel que R tenha simplesmente olhado a tabela que

constava no final da avaliacdo escrita. Essa divida se deve ao fato de que abaixo da resposta 95
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apresentada por R, ha a seguinte expressao: Olha Tabela, conforme ilustrado a seguir (Fig.

19).

o> Fodar g elone o Bgpnans, o

";'ﬂﬁ"ml'u_ﬂ—h -
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Figura 19: Resposta de R a questdo 19.

Na entrevista fizemos a seguinte pergunta a R: Porque podemos afirmar que todos os
valores da hipotenusa dos tridngulos primitivos sdo impares? e obtivemos a seguinte resposta:
Basta olhar a tabela dos ternos primitivos que podemos ver que em todos os casos isso
acontece.

Questao 20: Com base nos ternos pitagdricos (15,36,39), (39,252,255) e (39,760,761)
quantos quaternos pitagdricos podemos obter? Quais sdo eles?

J e M apresentaram os dois quaternos pitagéricos que satisfazem a questdo em foco.
Todavia, R apresentou as relagdes em vez dos quaternos pitagéricos solicitados. Na entrevista
pedimos a R que nos indicasse quais sdo os quaternos pitagéricos que satisfazem a questio
em foco e obtivemos respostas adequadas. No mais, R declarou que havia esquecido de
escrever os quaternos pitagoricos.

Questao 21: Determine os quaternos pitagoricos sendo y = 65 e y = 52.

E esperado que os sujeitos sejam capazes de através de casos particulares, estabelecer
0s quaternos pitagdricos que satisfazem a questdo em tela.

J e M apresentaram quaternos pitagéricos que satisfazem a questdo em foco. Porém, os
referidos sujeitos, para y = 65, ndo se detiveram ao fato de que considerando o terno
pitagérico primitivo (5,12,13) podemos obter dois ternos pitagéricos secundédrios em que o
nimero 65 pode surgir, a saber: multiplicando (5,12,13) por 5 e também multiplicando

(5,12,13) por 13.
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Na entrevista, mostramos a esses sujeitos as respostas que eles apresentaram e
questionamos sobre a possibilidade de gerar mais quaternos pitagéricos além dos que eles
evidenciaram. Na oportunidade, tanto J quanto M notaram a incompletude da resposta e
apresentaram todos os quaternos pitagéricos que satisfazem a questao em tela.

Por sua vez, conforme podemos verificar a seguir (Fig. 20), R apresentou resposta

inadequada a essa questao.

M
7.
z =_ =52
4 =
20 : z _ 65

= i
Z/E oCtME xBD =

Figura 20: Resposta de R a questao 21.

Na entrevista, solicitamos a R que nos explicasse como procedeu para resolver a
questdo em tela e constatamos que ele se equivocou ao pensar que tanto o cateto quanto a
hipotenusa deveriam ser igual a 52.

Posteriormente, uma vez esclarecido que 7y sempre corresponderd ao ndmero
hipotenusa, solicitamos que respondesse novamente essa questdo. Na oportunidade, R
apresentou resposta adequada para y = 52 e ndo conseguiu apresentar resposta completa para y
= 65, posto que ndo foi capaz de determinar o terno primitivo (65,2112,2113). Esse terno
pitagérico primitivo ndo consta na tabua contida na avaliacdo escrita. Com isso, para obté-lo
seria necessdrio verificar o comportamento da tdbua ou conhecer as propriedades dos ternos
pitagoricos.

Questao 22: Para y = 85, um dos ternos pitagéricos € o (13,84,85). Nesse caso, o que
devemos fazer para obter um quaterno pitagérico partindo do terno pitagérico (5,12,13). Qual

seria o quaterno pitagdrico?
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E esperado, através de um caso especifico, que os sujeitos possam determinar qual o
quaterno pitagérico adequado.

M apresentou resposta adequada. Porém, conforme podemos verificar a seguir (Fig.
21), J desenvolveu a resposta corretamente, porém, no final ndo apresentou o quaterno

pitagérico que de fato satisfaz o que fora pedido.
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Figura 21: Resposta de J a questdo 22.

Na entrevista, solicitamos a J que analisasse se (13,84,85,221) é um dos quaternos
pitagéricos que satisfazem a questdo. Na oportunidade, o referido sujeito reconheceu o
equivoco que cometera ao dizer Foi falta de atencdo minha! Pois o 852 eu jd tinha substituido
por 13?+842. Dai eu tinha que colocar o 204.

Por sua vez, R apresentou resposta inadequada (Fig. 22).

7 s
\31*3“* =37 4
Z

1 g 412 434 e

Figura 22: Resposta de R a questdo 22. 08
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Diante do exposto, na entrevista, solicitamos a R que verificasse se de fato a relacao
52+122+84? = 852 e, consequentemente, o quaterno pitagorico (5,12,84,85) de fato satisfaz a
questdo em tela. Na oportunidade, R ndo reconheceu o equivoco que cometera posto que
explicitou que basta tomar como referéncia os dois ternos pitagdéricos que constam no
enunciado da questdo em vez de obter o secundério para (5,12,13), de modo que um dos
catetos fosse igual a 85.

Questao 23: Geometricamente, como podemos descrever o Método 3?

Particularmente, a questdo em tela é uma importante aliada para verificar de modo
geral, se o sujeito consegue relacionar as representacdes algébrica e geométrica dos quaternos
pitagéricos. Sobretudo, os sujeitos deverdo descrever geometricamente um método algébrico.

J e M apresentaram com clareza como geometricamente o Método 3 pode ser

explicado, conforme podemos verificar a seguir (Fig. 23 e Fig. 24).
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Figura 23: Resposta de J a questdo 23.
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Figura 24: Resposta de M a questio 23.

Em contrapartida, conforme ilustrado a seguir (Fig. 25), R simplesmente esbogou um

paralelepipedo retangulo, uma das suas diagonais e a diagonal da base sem associar essa

figura ao Método 3.
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o~ o

Figura 25: Resposta de R a questao 23.

Diante do exposto, solicitamos a R que com base em seu esboco o0 mesmo descrevesse
o Método 3. Na oportunidade, ele simplesmente descreveu algebricamente o Método 3 sem
conseguir associar a aspectos geométricos.

Por fim, segue a Tédbua que serviu para auxiliar os sujeitos nas questdes relacionadas

ao Método 3 (Quadro 4).

Quadro 4: Ternos Pitagéricos Primitivos

x |y=x-1|2x-1) [x=1)+x | 2(x-1)x b+1

a b c (a,b,c)
1 0 0 1 0 1 (1,0,1)
2 1 2 3 4 5 (3,4,5)
3 2 4 5 12 13 (5,12,13)
4 3 6 7 24 25 (7,24,25)
5 4 8 9 40 41 (9,40,41)
6 5 10 11 60 61 (11,60,61)
7 6 12 13 84 85 (13,84,85)
8 7 14 15 112 113 (15,112,113)
9 8 16 17 144 145 (17,144,145)
10 9 18 19 180 181 (19,180,181)
11 10 20 21 220 221 (21,220,221)
12 11 22 23 264 265 (23,264,265)
13 12 24 25 312 313 (25,312,313)
14 13 26 27 364 365 (27,364,365)
15 14 28 29 420 421 (29,420,421)
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16 15 30 31 480 481 (31,480,481)
17 16 32 33 544 545 (33,544,545)
18 17 34 35 612 613 (35,612,613)
19 18 36 37 684 685 (37,684,685)
20 19 38 39 760 761 (39,760,761)
21 20 40 41 840 841 (41,840,841)
22 21 42 43 924 925 (43,924,925)
23 22 44 45 1012 1013 | (45,1012,1013)
24 23 46 47 1104 1105 | (47,1104,1105)
25 24 48 49 1200 1201 | (49,1200,1201)

5.1.1 Inferéncias quanto ao nivel de compreensao

Na sessdo anterior, apresentamos uma andlise global da avaliagdo escrita sobre
quaternos pitagdricos realizadas por trés alunos do curso de Licenciatura em Matemadtica da
Universidade Federal do Tocantins, Campus de Arraias. Com base na andlise global que
realizamos, na presente sessdo apresentaremos nossas inferéncias acerca do nivel de
compreensdo dos sujeitos envolvidos na pesquisa acerca dos quaternos pitagoricos.
Sobretudo, ressaltamos que os dados construidos correspondem aos obtidos na avaliacdo
escrita e na entrevista individual.

Com a entrevista, intencionamos verificar se 0s sujeitos reconheciam ou niao os
equivocos cometidos na avalia¢do escrita, tais como incompletude ou até mesmo resposta
inadequada. Sendo assim, posto que na avaliagdo escrita M apresentou, em sua maioria,
respostas completas, com clareza e adequadas, poucas foram as perguntas que fizemos ao
referido sujeito.

Particularmente, em todas as perguntas que fizemos a M, na entrevista, em nenhuma
houve indicios de dificuldade ou falta de compreensdo. Todavia, o nimero de perguntas
realizadas na entrevista foi maior para os sujeitos J e R, porém, mais correntes para R, sendo
que as perguntas destinadas a J, em sua maioria, se devem ao fato de esclarecer alguns
equivocos cometidos por ele, as quais em sua maioria, foram identificados, pelo mesmo, de
imediato. Em contrapartida, na avaliagdo escrita, R, além de cometer muitos equivocos,
apresentou muitas respostas incompletas e, em sua maioria, na entrevista apresentou as

mesmas dificuldades.
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Diante do exposto, as inferéncias que discorremos acerca do nivel de compreensdo dos
sujeitos J, R e M, sobre os quaternos pitagdricos, em consonancia com a andlise global que
realizamos, serdo baseadas na ideia de esquema, ou seja, levaremos em consideracdao que a
maioria dos conceitos matemadticos estdo conectados com outros conceitos, denominados por
Skemp (1980) por conceitos contributivos. Para tanto, com base no diagrama esquematico dos
quaternos pitagéricos, consideramos dois critérios globais, a saber: (i) Conexdo entre Algebra
e Geometria; (i1) Conexao entre os ternos pitagoricos e 0s quaternos pitagoricos.

Sendo assim, apontamos que R demonstra possuir os pensamentos algébrico e
geométrico limitados, posto que, em suas respostas, por muitas vezes apresenta uma
compreensdo isolada, sem conexao entre os campos algébricos e geométricos. De modo geral,
com relacdo as representagcdes algébrica e geométrica dos quaternos pitagoricos, o referido
sujeito apresenta resposta adequada quando € solicitada apenas uma representacdo e quando €
imprescindivel que haja conexdo entre as referidas representacdes, R apresenta muita
dificuldade tanto na avaliacdo escrita quanto na entrevista.

Desse modo, evidenciamos que com relacdo a conexdo entre Algebra e Geometria, R
apresentou dificuldade em evidenciar tal relacdo no que diz respeito ao conceito de quaternos
pitagoricos. Sobretudo, dois exemplos que ilustram bem esse fato dizem respeito a dificuldade
do sujeito em expressar geometricamente um método algébrico e a dificuldade em
compreender o porqué da denominagdo niimero diagonal atribuida ao quarto ndmero que
compde o quaterno pitagorico (a,b,c,d).

Com relagdo ao pensamento algébrico explicitado por R, houve fortes indicios de que
em vez de apresentar entendimento, o referido sujeito apenas memorizou os procedimentos
algébricos, posto que muitas vezes na avaliagdo escrita apresentou o desenvolvimento dos
calculos algébricos obtendo uma solucao diferente da resposta que apresentou a questdo, ou
ainda, quando, na entrevista, foi solicitado que o mesmo explicasse o procedimento algébrico
adotado nao soube explicar. Em especial, destacamos o Método 3, cuja descricdo algébrica o
referido sujeito soube realizar, porém apresentou muita dificuldade no que diz respeito a
aplicacdo do método. Outro exemplo que ilustra bem o caso de memorizagdo por parte de R
diz respeito a questdo na qual os sujeitos puderam assistir a um video contendo a resolucdo
cujo desenvolvimento algébrico haviam apresentado corretamente, porém sem associarem ao
s6lido geométrico contido na questao.

Por sua vez, com relacdo ao pensamento geométrico de R, acerca dos quaternos

pitagdricos, ele muitas vezes apresentou dificuldade na representacdo. Em especial,
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destacamos a dificuldade de R em ao esbocar o paralelepipedo retangulo e ndo tracejar os
entes geométricos internos do sélido.

Contudo, R ndo apresentou limitacdo somente em estabelecer pontes entre os
conceitos algébricos e geométricos inerentes ao esquema dos quaternos pitagdricos, como
também apresentou limitacdo com relacdo da compreensdo acerca da (i) importante relagdao
entre os ternos pitagoéricos e os quaternos pitagoricos, e da (ii) relacdo do cdlculo da menor
distancia entre dois pontos, tanto em duas dimensdes como em trés dimensdes, aos ternos
pitagoricos e aos quaternos pitagdricos, respectivamente.

Diante das inferéncias supracitadas, temos que o esquema associado aos quaternos
pitagéricos de R € pobre em conceitos contributivos, assim como as relagdes entre 0os mesmos
sao infrutiferas, o que nos leva a inferir que o nivel de compreensao alcancado pelo referido
sujeito foi instrumental.

Com relacdo a J, conforme destacado anteriormente, na entrevista respondeu a um
numero significativo de perguntas. Entretanto, diferente de R, em suas respostas, J conseguiu
estabelecer relacdes entre os conceitos contributivos inerentes aos quaternos pitagoricos, de
modo que o mesmo apresentou respostas adequadas. Devido a esse fato, e as justificativas que
teceremos a seguir, assim como M, J alcan¢ou um nivel de compreensao relacional.

Ao responder as questdes contidas na avaliac@o escrita, tanto J quanto M apresentaram
nao s6 dominio dos algoritmos, mas também entendimento do porqué de cada procedimento,
tanto algébrico quanto geométrico, em sua maioria, providos por uma diversidade de
conceitos contributivos.

Os sujeitos J e M, em suas respostas, demonstraram ndo apenas o entendimento das
representacOes algébrica e geométrica dos quaternos pitagéricos, mas, também, como tais
representacdes podem estar conectadas e, além disso, apresentaram certo entendimento sobre
como o0s ternos pitagoricos podem ser estendidos aos quaternos pitagoricos.
Consequentemente, tanto J quanto M, conseguiram aliar o pensamento algébrico ao
geométrico e associar esta relagdo ao cédlculo da menor distincia entre dois pontos.

Diante do exposto, os sujeitos J e M, demonstraram que 0s seus respectivos esquemas
associados aos quaternos pitagdricos sao ricos em conexodes entre diversos conceitos, nos
quais ha livre circulacdo entre os campos algébricos e geométricos, o que consequentemente
implica que, conforme mencionado anteriormente, eles atingiram um nivel de compreensdo

relacional.
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5.2 Analise pontual dos dados

Na presente sessdo nos deteremos a analisar pontualmente a avaliagdo escrita,
analisada globalmente no capitulo em tela. Sobretudo, a andlise pontual que realizamos seguiu
o script utilizado na maioria dos trabalhos académicos que fazem uso das categorias de
compreensdo instrumental e compreensao relacional enquanto instrumento avaliativo.

Para tanto, para cada questdo contida na avaliagdo escrita, discorreremos alguns
critérios que nos conduziram a inferir se na questdo analisada o sujeito apresentou ter
compreendido relacionalmente ou instrumentalmente. Todavia, para as questdes em que nao
houve respostas ou as respostas forem inadequadas indicaremos que ndo houve compreensao.

Questao 1: Se o sujeito determinar, com ou sem auxilio da representacdo geométrica,
que a medida da diagonal do paralelepipedo enunciado na questdo corresponde a 25cm,
corresponde a compreensdo relacional. Todavia, se o sujeito ndo realizar os cdlculos
corretamente o nivel de compreensdo apresentado serd instrumental.

Em suas respostas todos os trés sujeitos esbocaram o sélido e determinaram o valor
correto para a diagonal. Logo, na questao em foco, todos apresentaram ter compreendido
relacionalmente.

Questdo 2: O nivel de compreensdo serd relacional se o sujeito determinar
corretamente, com ou sem esboco geométrico, quais dimensdes podem ser associadas aos
nimeros inteiros que compde o terno pitagérico (x, y, ) € o quaterno pitagorico (a, b, ¢, d).
Em contrapartida, se o sujeito apresentar apenas respostas corretas para um dos casos, o nivel
de compreensao serd instrumental.

M, além de apresentar esboco geométrico, mencionou as dimensdes corretas,
satisfazendo assim, o nivel de compreensdo relacional. Em contrapartida, J e R apresentaram
respostas correta ao tratarem do quaterno pitagérico (a, b, ¢, d) e quanto ao terno pitagdrico
(x, y, z) consideraram cateto e hipotenusa como sendo dimensdes, sendo assim, associados ao
nivel de compreensdo instrumental.

Questao 3: Se o sujeito definir quaternos pitagéricos como sendo o conjunto de quatro
nimeros inteiros que satisfazem o Teorema de Pitdgoras corresponderd ao nivel de
compreensao relacional. Por sua vez, caso o sujeito ndo explicite que todos os quatro nimeros
devem ser inteiros ou que devam satisfazer o Teorema de Pitdgoras, corresponderd ao nivel de
compreensdo instrumental.

Os trés sujeitos apresentaram definicdes correspondentes ao nivel de compreensao

relacional conforme as condi¢des supracitadas.
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Questao 4: O nivel de compreensdo serd relacional se o sujeito explicitar que a
denominacdo niimero diagonal do nimero d que compde o quaterno pitagorico (a,b,c,d) se
deve a sua correspondéncia geométrica com a diagonal do paralelepipedo retangulo. Todavia,
o nivel de compreensdo serd instrumental se o sujeito nao explicitar tal correspondéncia.

J e M explicitaram a correspondéncia supracitada referente a compreensdo relacional.
Porém, R em vem disso, destacou que a denominagdo niimero diagonal se deve a analogia
com os numeros hipotenusas. Desse modo, como a resposta dada por R ndo apresentou
indicios de que tal denominacdo se deve a representacdo geométrica dos quaternos
pitagoricos, a referida resposta aponta que R ndo compreendeu o porqué dessa denominagao.

Questao 5: Para que corresponda ao nivel de compreensdo relacional, é preciso que o
sujeito represente o quaterno pitagorico (x, y, z, w), de tal modo que x, y e z correspondam as
trés dimensoes de um paralelepipedo retangulo e w corresponda a diagonal. Caso o sujeito nao
explicite as devidas correspondéncias o nivel de compreensdo apresentado serd instrumental.

Todos os trés sujeitos relacionaram, corretamente, cada termo do quaterno pitagdrico
(x, ¥, z, w) as trés dimensdes e a diagonal (w) do paralelepipedo retangulo, correspondendo
assim, o nivel de compreensao relacional. No mais, J € R deixaram de tracejar alguns entes
geométricos internos do sélido, o que possivelmente corresponde a falta de atencdo dos
mesmos e ndo indicios de que compreenderam instrumentalmente.

Questao 6: Com o auxilio de um paralelepipedo retangulo contido no enunciado da
questdo € esperado que o sujeito através de calculos algébricos determine a menor distancia
entre dois pontos especificos do sélido. Com isso, se o sujeito realizar corretamente os
calculos algébricos para determinar a menor distancia entre os pontos pedidos correspondera
ao nivel de compreensao relacional. Todavia, se o sujeito apresentar cdlculos algébricos que
nao conduzam a resposta correta corresponderd ao nivel de compreensao instrumental.

Os trés sujeitos apresentaram cdlculos algébricos que conduziram a resposta correta.
Logo, todos compreenderam relacionalmente a questdao em tela.

Questdao 7: Se os sujeitos calcularem a medida da diagonal do caminhido e
constatarem que a estitua deve ser transportada ocupando a diagonal do veiculo, o nivel de
compreensdo serd relacional. Por sua vez, se o sujeito ndo conseguir fazer tais relacdes e
apresentar erros nos célculos, corresponderd assim, ao nivel de compreensdo instrumental.

Em suas respostas, todos os trés sujeitos satisfizeram os critérios supracitados a
compreensao relacional.

Questao 8: Se o sujeito (i) indicar que a distancia entre os dois pontos destacados no

esboco geométrico contido no enunciado da questdo em tela corresponde a diagonal de um
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prisma auxiliar e (ii) desenvolver corretamente os cdlculos algébricos de modo que possa
determinar a distancia entre esses dois pontos o nivel de compreensdo serd relacional.
Todavia, se, em sua resposta, o sujeito apenas explicitar um desses dois itens, o nivel de
compreensao serd instrumental.

J e M, em suas respostas, contemplaram os dois itens supracitados, correspondendo
assim, ao nivel de compreensdo relacional. Contudo, R apenas apresentou os cdlculos
algébricos sem apresentar correspondéncia ao esbogco geométrico. Com isso, posto que no ato
da avaliagdo escrita, todos os sujeitos tiveram a oportunidade de assistir a um video no qual
constava a resolucao dessa questdo e que R desenvolveu os célculos algébricos sem esbocar
um prisma auxiliar, supostamente o referido sujeito apenas memorizou os calculos algébricos
sem compreender o porqué, apresentando assim, o nivel de compreensao instrumental.

Questao 9a: Se o sujeito indicar que o quaterno pitagorico (1,2,2,3) corresponde ao
quaterno pitagérico relacionado ao o sélido geométrico contido no enunciado da questdo em
tela, o nivel de compreensdo serd relacional. Por sua vez, se o sujeito apresentar um ou mais
termo errado do quaterno pitagérico (1,2,2,3), o nivel de compreensdo serd instrumental.

Todos os trés sujeitos apontaram (1,2,2,3) como sendo o quaterno pitagérico
relacionado ao sdlido geométrico contido no enunciado. Logo, todos compreenderam
relacionalmente essa questao.

Questiao 9b: Se o sujeito demonstrarem que compreenderam as condigdes
estabelecidas através dos métodos 1 e 2, e assim, indicar que o quaterno pitagorico (1,2,2,3)
pode ser um caso possivel de ser gerado pelos referidos métodos, o nivel de compreensao
apresentado serd relacional. Por sua vez, se o sujeito ndo explicitar a relacdo das condi¢des
dos métodos 1 e 2 com o quaterno pitagérico (1,2,2,3), o nivel de compreensdo apresentado
seré instrumental.

Todos os trés sujeitos conseguiram inferir que através dos métodos 1 e 2 é possivel
obter o quaterno pitagérico (1,2,2,3). Sendo assim, todos compreenderam relacionalmente
essa questao.

Questao 9c: O nivel de compreensao sera relacional se o sujeito (i) determinar que 3m
corresponde a menor distancia entre os dois pontos destacados no sélido geométrico contido
no enunciado dessa questdo e ainda, (ii) indicar que a diagonal do sélido coincide com a
menor distancia entre tais pontos. Todavia, se o sujeito explicitar apenas um desses dois

critérios, o nivel de compreensao serd instrumental.
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Os trés sujeitos apresentaram respostas adequadas ao destacarem que a menor
distancia corresponde a 3 m, que por sua vez coincide com a diagonal do sélido. Sendo assim,
todos compreenderam relacionalmente a questdao em tela.

Questao 9d: Se os sujeitos indicarem uma maneira de determinar a distancia entre os
dois pontos destacados no enunciado da questdo em tela, de modo que resulte em Sm, o nivel
de compreensao serd relacional. Contudo, caso o sujeito ndo consiga explicitar como proceder
para tal fim, o nivel de compreensdo serd instrumental.

J e M indicaram que para realizar o cdlculo que resultasse em Sm seria necessario
considerar as trés dimensdes do sélido. Contudo, todos os trés sujeitos apresentaram respostas
apontando a necessidade de realizar a soma 1+2+2, para resultar em Sm. Logo, todos
compreenderam relacionalmente a questdo em tela.

Questao 10a: Se o sujeito indicar que para realizar o calculo do volume de um s6lido
relacionado ao (a, b, c, d) basta realizar o produto axbxc, o nivel de compreensdo serd
relacional. Por sua vez, se o sujeito ao apontar um produto tendo um ou dois fatores diferentes
de a, b ou c, o nivel de compreensao serd instrumental.

Somente R ndo justificou sua resposta, porém, como todos os trés sujeitos apontaram
que € necessdrio realizar o produto axbxc, temos que todos compreenderam relacionalmente a
questdo em tela.

Questao 10b: Se o sujeito conseguir apresentar a férmula correta para representar o
volume associado ao quaterno pitagorico (ka,kb,kc,kd) o nivel de compreensao sera relacional.
Porém, se no desenvolvimento algébrico ou na resposta final o sujeito cometer erros, o nivel
de compreensdo serd instrumental.

M destacou que para calcular o volume do prisma representado pelo quaterno
pitagérico k(a, b, ¢, d) ndo basta multiplicar axbxc por k, mas sim por k. Logo, M
compreendeu relacionalmente a questao em tela.

Em contrapartida, J e R verificaram o volume de alguns quaternos pitagéricos
redutiveis a (1,2,2,3) e posteriormente concluiram que o volume associado ao quaterno
pitagoérico (ka,kb.kc,kd) € (ka)*x4 em vez de (axbxc)xk3. Sendo assim, ambos compreenderam
instrumentalmente a questdo em tela.

Questao 11: Se o sujeito a partir de alguns quaternos pitagdricos que sdo gerados
através do Método 1, quando a = 1, conseguir chegar a generalizacdo do referido método,
explicitando de modo claro o procedimento algébrico utilizado para inferir cada termo que
compde o quaterno pitagdrico genérico (a,b,c,d), em funcio de n, o nivel de compreensao sera

relacional. Todavia, se o sujeito ndo apresentar procedimento algébrico correto para
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determinar um ou mais termo do quaterno pitagérico genérico (a,b,c,d), o nivel de
compreensdo serd instrumental.

Todos os trés sujeitos conseguiram chegar a generalizacdo do método 1, sendo a = 1.
Porém, em nenhum caso houve descricio de como se chegar ao fato do termo b poder ser
expresso por 2n2. Portanto, como todos 0s sujeitos ndo explicitaram que procedimento adotou
para inferir o valor de b em fung¢@o de n, o nivel de compreensdo apresentado foi instrumental.

Questao 12: Assim como na questdo anterior, na questdo em tela € esperado que os
trés sujeitos consigam chegar a generalizacao do Método 1, porém, sendo a = 2. Sendo assim,
os critérios inerentes a compreensao relacional e a compreensdo instrumental sd3o 0s mesmos
utilizados na questdo anterior.

M e J conseguiram explicitar corretamente os caminhos que os conduziram as
inferéncias dos termos b, ¢ e d em fungdo de n e a como sendo 2. Logo, os referidos sujeitos
compreenderam relacionalmente a questdo em foco.

Por sua vez, R apresentou respostas adequadas para os termos a, b e d, e para o termo
¢, o referido sujeito realizou célculos algébricos que o conduziu a inferir que ¢ = 4b e no
preenchimento da tabela pds que ¢ = 2(2n+1)2. Com isso, posto que R apresentou dificuldade
para inferir o valor de ¢ em fun¢do de n, 0 mesmo compreendeu instrumentalmente a questao
em foco.

Questao 13: O nivel de compreensdo serd relacional se o sujeito (i) indicar e justificar

que a figura geométrica relacionada ao quaterno (a,2a,2a,3a) nao € um cubo, (ii) determinar

que a diagonal do cubo ¢é a\/g e que o quaterno relacionado ao cubo € (a,a,a,a\/g ), (i11)
indicar qual sélido geométrico esse o quaterno pitagérico (a,2a,2a,3a) pode ser relacionado.
Por sua vez, o nivel serd instrumental se o sujeito cometer equivocos em um ou mais dos trés
critérios descritos anteriormente.

Os trés sujeitos afirmaram que o quaterno pitagérico (a,2a,2a,3a) nao pode ser
relacionado ao cubo posto que os trés primeiros termos do quaterno ndo sdo iguais. Todavia,
somente R e M apresentaram o termo associado a diagonal do cubo.

Por fim, com relag@o as caracteristicas do s6lido geométrico relacionado ao quaterno
pitagoérico (a,2a,2a,3a), somente M afirmou que o sélido em questdo € um paralelepipedo
retangulo com duas faces quadradas. J indicou que hd duas faces quadradas no sélido, porém
se equivocou ao afirmar que isso sO € possivel se a largura e a altura forem 2a. Por sua vez, R
indicou que o sélido geométrico relacionado ao quaterno pitagérico (a,2a,2a,3a) corresponde

ao prisma de faces quadradas, ou seja, implicitamente o referido sujeito indicou que o sélido
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em destaque seria um cubo, mesmo tendo afirmado anteriormente que esse quaterno
pitagdrico ndo pode ser relacionado a um cubo, apresentando assim, uma contradicao.

Diante do exposto temos que M compreendeu relacionalmente a questao em foco,
sendo que J e R compreenderam instrumentalmente.

Questao 14: Se o sujeito apresentar as duas formas adequadas de representacdo que
sdo solicitadas e explicitar o artificio utilizado para expressar o nimero 65 como soma de dois
quadrados, o nivel de compreensao serd relacional. No entanto, se o sujeito satisfizer apenas
um desses dois critérios, o nivel de compreensdo serd instrumental.

Com relacdo as duas maneiras de representacdo relacionadas aos quaternos
pitagoricos, os trés sujeitos souberem indicar. Contudo, J e R apresentaram que 65 = 12+8% e
65 = 42477 sem explicitar os meios utilizados para chegar a tais inferéncias e M explicitou o
artificio que utilizou para representar o nimero 65 como soma de dois quadrados.

Diante do exposto, conforme os critérios definidos anteriormente, M apresentou ter
compreendido relacionalmente e os sujeitos J e R compreenderam instrumentalmente.

Questao 15: Se o sujeito indicar quais sdo as coincidéncias entre os sélidos
geométricos relacionados aos quaternos pitagoricos (1,8,32,33) e (4,7,32,33), o nivel de
compreensdo serd relacional. Entretanto, se ao responder a questdo em foco, o sujeito
apresentar equivocos, o nivel de compreensao serd instrumental.

Todos os trés sujeitos evidenciaram que os dois sélidos possuem uma dimensao em
comum e o mesmo valor para diagonal. Contudo, R e J se limitaram a afirmar que a
dimensao coincidente € a altura, em vez de afirmar que é uma dimensao quaisquer.

Logo, somente M compreendeu relacionalmente e os demais compreenderam
instrumentalmente.

Questao 16: Se o sujeito apresentar com clareza e objetividade a descricao do Método
3, o nivel de compreensao serd relacional. Por sua vez, se em sua resposta, o sujeito descrever
o Método 3 de modo que ndo esteja compreensivel para determinado sujeito que ndo
participou do médulo de ensino, o nivel de compreensio serd instrumental.

Na oportunidade, em suas respostas, todos os trés sujeitos apresentaram com clareza e
objetividade o Método 3. Sendo assim, todos se enquadram no nivel de compreensdao
relacional.

Questiao 17: Se o sujeito dissertar com clareza e objetividade acerca da importancia
dos ternos pitagdricos para gerar quaternos pitagéricos através do Método 3, o nivel de
compreensdo serd relacional. Entretanto, se o sujeito ndo conseguir ser claro e objetivo, em
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Os sujeitos M e J explicitaram com clareza a importincia da relacdo entre os ternos
pitagdricos e os quaternos pitagéricos no caso do Método 3. Porém, R se equivocou ao
descrever o procedimento algébrico relacionado ao método 3 e a esbocar a situacdo
geométrica que justifica a relacdo a?+b?*+c? = d? em vez de destacar a importancia da relacdo
entre os ternos pitagdricos e os quaternos pitagdéricos inerentes ao Método 3.

Diante do exposto, os sujeitos M e J compreenderam relacionalmente e R
compreendeu instrumentalmente.

Questao 18: Se o sujeito apresentar quais sao as condi¢cdes necessdrias para que dado
dois ternos pitagdricos possamos obter um quaterno pitagérico, o nivel de compreensao sera
relacional. No entanto, se o sujeito cometer equivocos, o nivel de compreensdo serd
instrumental.

Como todos os trés sujeitos apresentaram respostas adequadas a questdo em foco,
todos compreenderam relacionalmente.

Questao 19: Se o sujeito indicar que ndo € possivel obter um quaterno pitagérico
partindo de um y sendo um numero par e hipotenusa de um tridngulo primitivo posto que em
todo tridngulo primitivo a hipotenusa € impar, o nivel de compreensdo serd relacional.
Contudo, se o sujeito somente afirmar que é impossivel, sem apresentar uma justificativa, o
nivel de compreensdo serd instrumental.

Em suas respostas, J e M enunciaram o teorema que diz respeito as condi¢des dos
termos a, b e ¢ dos ternos pitagdricos (a,b,c), sendo assim, indicaram que nao ha possibilidade
de termos um tridngulo primitivo com a hipotenusa sendo um nimero par. Por sua vez, R ndo
enunciou o teorema, porém assim como os demais, também explicitou sobre a necessidade da
hipotenusa ser impar, ao afirmar: Ndo, pois todos os valores da hipotenusa dos tridngulos
primitivos sdo impares.

Diante do exposto, todos os sujeitos compreenderam relacionalmente a questdo em
foco.

Questiao 20: Se o sujeito determinar quantos e quais sdo quaternos pitagdricos que
podem ser gerados através dos ternos pitagéricos (15,36,39), (39,252,255) e (39,760,761), o
nivel de compreensdo serd relacional. Todavia, se o sujeito apresentar equivocos nos termos
correspondentes de cada quaterno pitagérico que satisfaz a questdo em foco, o nivel de
compreensdo serd instrumental.

J e M apresentaram os dois quaternos pitagdricos que satisfazem a questdao em tela,
apresentando assim, um nivel de compreensdo relacional. Por sua vez, R apresentou as

relacdes em vez dos quaternos pitagoricos solicitados, porém, indicou que sdao dois o nimero
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de quaternos pitagéricos. No entanto, mesmo R ndo evidenciando os quaternos pitagdricos e
sim suas relagdes, como os nimeros contidos em cada relacdo estavam corretos e como o
referido sujeito afirmou que sao duas possibilidades, o nivel de compreensao apresentado por
R foi relacional.

Questao 21: Se os sujeitos determinarem todos os quaternos pitagdricos que podem
ser gerados sendo y = 65 e y = 52, o nivel de compreensdo serd relacional. Porém, se os
sujeitos nao apresentarem todos os quaternos pitagéricos quaternos pitagoricos, o nivel de
compreensao serd instrumental.

Os sujeitos J e M apresentaram quaternos pitagéricos que satisfazem a questdo em
foco. Porém, para y = 65, os referidos sujeitos apresentaram certa incompletude por ndo
considerarem que o ndmero 65 pode surgir multiplicando (5,12,13) por 5 e também
multiplicando (5,12,13) por 13. Logo, tanto J quanto M compreenderam instrumentalmente a
questao em foco.

Por sua vez, R apresentou resposta inadequada a essa questdo, posto que o referido
sujeito se equivocou ao solucionar a questdo considerando tanto cateto e hipotenusa como
sendo a 52. Com isso, assim como os demais sujeitos, R compreendeu instrumentalmente.

Questiao 22: Se o sujeito determinar como proceder para a partir de y = 85 e dos
ternos pitagéricos (13,84,85) e (5,12,13), seja possivel obter um quaterno pitagérico e além
disso, indicar qual € o quaterno pitagorico, o nivel de compreensdo serd relacional. Contudo,
se 0 sujeito se equivocar no procedimento, € assim, indicar um quaterno pitagérico que nao
satisfaz a questao, o nivel de compreensao serd instrumental.

M apresentou resposta que contempla todos os critérios, descritos, inerentes a
compreensdo relacional. Entretanto, J e R compreenderam instrumentalmente, posto que J
procedeu de modo correto, conforme o Método 3, porém, ndo apresentou o quaterno
pitagdrico que de fato satisfaz o que fora pedido. Por sua vez, R se equivocou ao considerar os
dois ternos pitagdricos que constam no enunciado da questdo em vez de obter o secundario
para (5,12,13) de modo que um dos catetos fosse igual a 85.

Questao 23: Se o sujeito descrever com clareza o Método 3 geometricamente, o nivel
de compreensdo serd relacional. Contudo, se o sujeito ndo conseguir ser claro em sua
explicacdo, o nivel de compreensdo serd instrumental.

J e M conseguiram explicar com clareza um método algébrico de modo geométrico,
apresentando assim, um nivel de compreensao relacional. No entanto, R apenas esbocou um

paralelepipedo retangulo, uma das suas diagonais e a diagonal da base sem apresentar
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nenhuma descricdo de como o Método 3 pode ser explicado geometricamente. Logo, desse
modo, R ndo compreendeu a questio em tela.
Por fim, com base na andlise pontual que acabamos de realizar, na préxima sessao

iremos inferir quanto aos niveis de compreensao dos sujeitos M, J e R.

5.2.1 Inferéncias quanto ao nivel de compreensao
A presente sessao serd destinada a apresentar nossas inferéncias acerca dos niveis de
compreensdo dos trés sujeitos envolvidos na pesquisa acerca dos quaternos pitagoricos. Para
tanto, tais inferéncias serdo realizadas tendo como base a andlise pontual que fizemos da
avaliagdo escrita que fora aplicada no final do médulo de ensino. A seguir, apresentamos
(Quadro 5) o nivel de compreensdo de cada questido contida na avaliacdo escrita dos sujeitos
M, J e R, sendo que a primeira coluna corresponde as questdes, as demais colunas
correspondem o nivel de compreensdo apresentado pelos respectivos sujeitos e as siglas CR,
CI e NC correspondem respectivamente a compreensao relacional, compreensdo instrumental
e ndo compreendeu.
Quadro 5: Niveis de compreensdo dos sujeitos
M| J | R
Ql |[CR|CR|CR
Q2 |[CR| CI | CI
Q3 |[CR|CR|CR
Q4 |CR | CR |NC
Q5 |[CR | CI | CI
Q6 |[CR|CR|CR
Q7 |[CR|CR|CR
Q8 |CR|CR | CI
Q9% |CR|CR|CR
Q% |CR |CR | CR
Q9% |CR|CR|CR
Q9d |[CR |CR | CR
Ql0a |CR |CR | CR
QIOb |CR | CI | CI
Ql1 [ CI| CI | CI
Ql12 [CR|CR | CI
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QI3 [CR|[CI| CI
Ql4 |CR| CI | cI
Q15 |CR| CI | CI
QI6 |CR |CR|CR
Q17 |CR|CR | cCI
QI8 |CR|CR|CR
QI9 |CR|CR|CR
Q20 |CR |CR|CR
Q21 | cI| cI| I
Q22 |CR| CI | CI
Q23 |CR |CR|NC

Conforme podemos verificar na tabela ilustrada, dentre as 27 questdes (o total se deve
a cada item contido nas questdes 9 e 10), em 25 o sujeito M apresentou um nivel de
compreensdo relacional e em apenas 02 apresentou um nivel de compreensdo instrumental.
Com relacao ao sujeito J, houve 18 questdes em que o nivel de compreensao foi relacional e 9
questdes em que o nivel de compreensao foi instrumental. Por sua vez, o sujeito R apresentou
um nivel de compreensao relacional em 13 questdes, um nivel de compreensdo instrumental
em 12 questdes e em 02 questdes ndo apresentou compreensao.

Diante do exposto, com relacdo aos niveis de compreensdao sobre 0s quaternos
pitagéricos, concluimos que os sujeitos M e J atingiram um nivel relacional, sendo capazes de
ultrapassarem as mecanizagdes propostas nos livros diddticos, apresentando uma
compreensdo significativa acerca dos quatro nimeros inteiros que satisfazem o Teorema de
Pitdgoras.

Entretanto, o sujeito R atingiu um nivel de compreensdo instrumental acerca dos
quaternos pitagoéricos posto que o nimero de questdes em que o nivel de compreensdo foi
instrumental somados as duas questdes em que ndo apresentou compreensao supera o nimero
de questdes em que o nivel de compreensao foi relacional.

No mais, considerando as inferéncias supracitadas, posto que as categorias de
compreensdo instrumental e de compreensdo relacional foram difundidas por Skemp, cabe-
nos discorrer acerca do esquema de cada sujeito, conforme as ideias defendidas pelo referido
tedrico. Com isso, particularmente, como J e M atingiram um nivel de compreensao relacional
e R um nivel de compreensdo instrumental, temos que no que diz respeito ao conceito dos

quaternos pitagoricos, os sujeitos J e M possuem um esquema mais rico do que o do sujeito R. LI
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Tal afirmacdo se deve ao fato de que Skemp (1980) destaca que na compreensao instrumental
ocorre a assimilacdo de algo novo sob um esquema simples e na compreensdo relacional

ocorre a assimilacdo de novos conceitos sob esquemas mais ricos.

5.3: Qual analise é mais apropriada: a global ou a pontual?

Até o presente momento conduzimos nossa investigacdo com o intuito de comprovar a
tese que ora defendemos, a saber: para inferir quanto aos niveis de compreensao relacional ou
instrumental, destacados pelo psic6logo da matemdtica Richard Skemp, a andlise global é
mais apropriada que a pontual.

Todavia, tanto na andlise global quanto na andlise pontual que realizamos, foi
constatado que os sujeitos J e M atingiram o nivel de compreensao relacional e o sujeito R o
nivel de compreensdo instrumental. Porém, mesmo apresentando os mesmos resultados,
acreditamos que os critérios utilizados na andlise pontual sdo sutis para realizar tais
inferéncias com confiabilidade. Portanto, nesse contexto, a presente sessdo representa O
principal alicerce da nossa investigacio, posto que, nesta ocasido, sustentaremos nossa tese ao
argumentar em favor da andlise global e ao refutar a andlise pontual.

Particularmente, conforme verificado nos trabalhos académicos que analisamos cujas
andlises apresentadas sdo pontuais, a maioria simplesmente menciona que O esquema
associado ao nivel de compreensdo relacional € mais rico do que o associado ao nivel de
compreensdo instrumental. Porém, assim como as andlises pontuais apresentadas nos
referidos trabalhos académicos, a titulo de exemplo, a andlise pontual que realizamos
demonstra que a ideia de esquema ndo € considerada para criar critérios para realizar as
inferéncias acerca dos niveis de compreensao.

Com isso, por ndo estabelecer critérios gerais, analisando pontualmente cada questao,
sem considerar o esquema associado ao conceito matematico investigado, € inapropriado, na
andlise pontual, inferir os niveis de compreensdo. Sobretudo, para formagdo de conceitos
matemadticos se faz necessdrio a participacdo de conceitos contributivos, o que impulsiona a
necessidade de verificar a compreensao de um determinado conceito matematico
considerando a rede de conceitos que estdo conectados a0 mesmo e, a partir disso, criar
critérios globais.

Sobretudo, como os niveis de compreensao dos sujeitos J, R e M apontados na andlise
global coincidiram com os apontados na andlise pontual, sendo respectivamente relacional,
instrumental e relacional, todos adquiriram compreensdo, posto que tanto na compreensao

relacional quanto na compreensdo instrumental hd compreensdo. Diante disso, se
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pensdssemos em atribuir medalhas aos referidos sujeitos, assim fariamos a distribui¢ao: M —
ouro, J — prata e R — bronze. Tais classificagdes poderiam ser justificadas na anélise pontual
posto que na tabela apresentada acerca dos niveis de compreensdo de cada sujeito a incidéncia
de CR obedece a essa ordem e na andlise global, de modo geral, essa ordem pode ser
considerada se considerarmos que no registro escrito o maior nimero de respostas adequadas
se deve a M, em seguida a J e depois a R.

Contudo, as inferéncias supracitadas sao bucoélicas posto que ao tratarmos de niveis de
compreensdo, ndo podemos nos remeter a ordem, mas sim a graus. Sobretudo, corroboramos
com Fossa (2001) ao destacar que hd uma sequéncia gradativa, onde a compreensdo
instrumental se torna relacional, sendo que o salto de um nivel para o outro é de cunho
qualitativo e ndo quantitativo. Portanto, como os critérios utilizados na andlise pontual ndo
consideraram o esquema relacionado aos quaternos pitagéricos sendo que as inferéncias
realizadas se detiveram a incidéncia de CI e de CR de cada sujeito nas respostas apresentadas
as questdes contidas na avaliacdo escrita, ndo poderemos, nesse caso, apontar em qual grau se
encontra cada sujeito.

Na andlise global foi levado em consideracdo o diagrama esquematico quaternos
pitagdricos e, consequentemente, foram criados critérios gerais de modo que fosse possivel
verificar a existéncia da diversidade de conceitos contributivos inerentes aos quaternos
pitagéricos, bem como as pontes frutiferas existentes entre os mesmos. Desse modo,
poderemos inferir quanto a amplitude dos esquemas de cada sujeito e, consequentemente,
apontar o grau de compreensao.

Com isso, conforme a andlise global que realizamos, o sujeito R atingiu um nivel de
compreensdo instrumental: (i) por apresentar dificuldade em estabelecer conexdo entre as
representacdes geométrica e algébrica dos quaternos pitagoricos; (ii) por apresentar tanto o
pensamento algébrico quanto o geométrico limitado; (ii1) por ndo reconhecer que os quaternos
pitagdricos correspondem a extensio dos ternos pitagdricos e, consequentemente, (iv) por nao
relacionar o cdlculo da menor distincia entre dois pontos, tanto em duas dimensdes como em
trés dimensoes, aos ternos pitagdricos € aos quaternos pitagoricos, respectivamente.

Logo, temos que o referido sujeito apresenta um esquema associado aos quaternos
pitagéricos limitado, pobre em conceitos e em conexdes. Sendo assim, dentro do nivel de
compreensdo instrumental R € estdvel, posto que ndo houve indicios de que o mesmo
encontra-se em transi¢ao para o nivel de compreensao relacional.

Por sua vez, os sujeitos J e M, representantes do nivel de compreensao relacional, por

satisfazer todos os critérios que estabelecemos, com base no diagrama esquemaético dos
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quaternos pitagdricos, demonstraram que seus respectivos esquemas associados ao conceito
matemdtico em tela sdo amplos, apresentando tanto uma diversidade de conceitos
contributivos quanto de conexoes frutiferas entre os mesmos. Todavia, conforme as respostas
apresentadas pelos referidos sujeitos, na avaliacdo escrita e na entrevista, M possui os
pensamentos algébrico e geométrico mais apurados do que J, levando-nos a concluir que o
esquema de M ¢ mais amplo do que o de J e, consequentemente, a concluirmos que
gradativamente M € mais relacional do que J.

Todavia, é valido ressaltar que se, para inferirmos quanto ao grau de compreensao de
J, considerdssemos a andlise pontual, na qual concluimos que das 27 questdes houve 21
correspondentes a CI, poderiamos afirmar que o referido sujeito encontra-se na transicdo do
nivel de compreensdo instrumental para o relacional. Contudo, conforme destacamos
anteriormente, as inferéncias advindas da andlise pontual, a qual ndo estabelece critérios com
base no diagrama esquemdtico do conceito matemdtico a ser compreendido, ndo tem
propriedade para tal fim.

Diante do exposto, acreditamos que, qualitativamente, a caracteristica mais
significativa inerente a andlise global que nos auxilia a sustentar a tese de que ela é mais
apropriada que a andlise pontual, para inferir quanto aos niveis de compreensdo, esta
relacionada a viabilidade de, na andlise global, podermos inferir com seguranga acerca do
esquema de cada sujeito sobre o conceito matemaético a ser investigado e, consequentemente,
podermos inferir quanto ao grau de compreensao dentro dos niveis relacional e instrumental.

Contudo, com o intuito de testarmos a veracidade dos argumentos que até entdo
apresentamos, favordveis a tese que ora defendemos, nos reportamos como advogados do
diabo e afirmamos que as inferéncias realizadas na anélise pontual sdo mais frageis do que as
realizadas na andlise global porque no primeiro caso nao houve uso de entrevistas para
complementar os dados. Diante disso, metaforicamente, a seguir agiremos como promotores
e refutaremos tal afirmacao.

Particularmente, a entrevista realizada para a andlise global intencionou preencher
lacunas deixadas pelos sujeitos na avaliacdo escrita. Sobretudo, com a entrevista buscamos
identificar se os sujeitos reconheciam ou nio os equivocos cometidos na avaliacdo escrita, tais
como incompletude ou até mesmo resposta inadequada. Todavia, posto que os critérios
estabelecidos na andlise pontual foram frageis, por ndo se deterem a ideia de esquema,
acreditamos que mesmo se houvesse realizado a entrevista, as inferéncias acerca dos niveis de

compreensdo dos sujeitos ndo seriam confidveis. Em contrapartida, como na anélise global os
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relacionado aos quaternos pitagdricos, mesmo sem entrevista, as inferéncias acerca dos niveis
de compreensdo dos sujeitos seriam mais apropriadas do que as apresentadas pela andlise
pontual.

Sobretudo, destacamos que a entrevista, por ser um instrumento de andlise e
verificacdo dos objetivos da pesquisa, o qual nos serviu para complementar os dados que
haviamos obtido na avaliacdo escrita, como todo instrumento, quando ndo utilizado
corretamente nao atinge o que se espera. No mais, conforme todos os argumentos
apresentados, os resultados apontam que para inferir quanto aos niveis de compreensdo
relacional ou instrumental, destacados pelo psicélogo da matemadtica Richard Skemp, a

andlise global € mais apropriada que a pontual.
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No presente capitulo discorreremos algumas consideracdes acerca da investigacdo que
realizamos, sobretudo, as referidas consideragdes, que, por sua vez, representam os resultados
gerais do nosso estudo, estdo em consondncia com o objetivo geral, com o0s objetivos
especificos e com as perguntas que nos propomos responder.

Como laboratério para nossa investigacdo, elaboramos e aplicamos um moédulo de
ensino sobre os quaternos pitagdricos, em um grupo de trés alunos do curso de Licenciatura
em Matematica da Universidade Federal do Tocantins, Campus de Arraias, utilizando a
Histéria da Matematica e a obra de Bahier (1916). Sobretudo, com o referido médulo de
ensino obtivemos os dados para realizarmos tanto a andlise global quanto a pontual e
consequentemente, elaboramos nossas inferéncias acerca dos niveis de compreensdo
apresentados pelos sujeitos, o que nos possibilitou investigarmos a eficicia da andlise global
em detrimento da andlise pontual.

Na oportunidade, nos detivemos a no¢do de esquema defendida por Skemp, e
consideramos que para a formacdo de um conceito se faz necessario recorrer a conceitos
contributivos que, por sua vez, configuram-se como elementos de uma rede de conceitos
conectados, ou seja, inter-relacionados. Sobretudo, também consideramos que a promocado da
compreensdo relacional ocorre através da construcdo de esquemas relacionais, ou seja,
esquemas onde os conceitos estdo inter-relacionados.

Com isso, como importante aliado para a busca da resposta da nossa pergunta diretriz -
O que podemos inferir quanto aos niveis de compreensdo relacional ou instrumental,
destacados pelo psicologo da matemadtica Richard Skemp, acerca da andlise global e da
andlise pontual? - contamos com o esquema relacionado aos quaternos pitagdricos, posto que
o mesmo € uma extensao do esquema dos ternos pitagdricos, ou seja, um esquema ampliado e
mais rico com pontes frutiferas entre varios conceitos, ou melhor, rico em inter-relacdes entre
diversos conceitos.

Sendo assim, estabelecemos dois critérios os quais adotamos para analisar
globalmente os dados, a saber:

(1) Conexao entre a interpretacdo algébrica e a interpretacdo geométrica do Teorema
de Pitdgoras, em trés dimensdes, posto que no esquema relacionado aos quaternos pitagoricos
a relago entre a Algebra e Geometria é imprescindivel para formacéo deste conceito.

(i1) Retomada do conceito do Teorema de Pitdgoras em duas dimensdes para obter as
representacOes algébrica e geométrica, em trés dimensdes, dado que o esquema relacionado
aos quaternos pitagéricos € uma extensio do esquema dos ternos pitagéricos e
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correspondem a uma importante ferramenta histérica e pedagdgica para compreensdo do
Teorema de Pitdgoras enquanto aplicagdo para determinar a menor distancia entre dois
pontos, respectivamente em duas dimensoes e em trés dimensoes.

Portanto, na andlise global, com base na nocdo de esquema, no diagrama esquematico
dos quaternos pitagdricos e, consequentemente, nos critérios supracitados, constatamos que os
niveis de compreensao acerca dos quaternos pitagdricos apresentados pelos sujeitos foram: J e
M relacional e R instrumental.

Por sua vez, seguindo o script adotado na maioria das teses e dissertacdes que
analisamos, as quais fazem uso das categorias de compreensdo relacional e de compreensao
instrumental enquanto instrumento avaliativo, analisamos pontualmente cada questdo e
conforme a incidéncia de CI e CR concluimos o nivel de compreensdo apresentado por cada
sujeito. Na oportunidade, assim como na andlise global, constatamos que os niveis de
compreensdo acerca dos quaternos pitagdricos apresentados pelos sujeitos foram: J e M
relacional e R como sendo instrumental e, ainda, que, os esquemas associados aos quaternos
pitagoricos de J e M sdo mais ricos do que o de R.

Entretanto, a andlise pontual que realizamos demonstra que a ideia de esquema so €
utilizada para afirmar que o esquema associado ao nivel de compreensdo relacional € mais
rico do que o associado ao nivel de compreensdo instrumental. Contudo, diferentemente do
que ¢ feito na andlise global, ndo € considerada a nocdo de esquema para criar critérios para
realizar as inferéncias acerca dos niveis de compreensao. Logo, tanto as inferéncias acerca dos
niveis de compreensiao quanto sobre o esquema de cada sujeito, advindas da andlise pontual,
nao sdo adequadas.

No mais, como na andlise global podemos inferir com mais propriedade do que na
andlise pontual acerca do esquema de cada sujeito sobre o conceito matemdtico a ser
investigado, apontamos que na andlise global podemos inferir quanto ao grau de compreensao
dentro dos niveis relacional e instrumental. Sendo assim, considerando o esquema de cada
sujeito, notamos que M possui os pensamentos algébrico e geométrico mais apurados do que
J, 0 que nos impulsiona a inferir que o esquema de M € mais amplo do que o de J e,
consequentemente, M é mais relacional do que J. Por sua vez, posto que o esquema de R é
muito limitado, o mesmo apresenta-se estdvel no nivel de compreensado instrumental.

Com isso, os resultados indicam que para inferir quanto aos niveis de compreensao
relacional ou instrumental, destacados pelo psic6logo da Matemdtica Richard Skemp, a
andlise global é mais apropriada que a pontual. Sobretudo, definimos, com base nas ideias

difundidas por Skemp, compreensdo relacional como sendo a compreensdo em que hd uma
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gama de relagdes estabelecidas entre conceitos contributivos a formacdo do conceito a ser
aprendido.

Todavia, salientamos que a andlise global requer uma averigua¢do mais profunda por
parte do professor, a qual pode auxilid-lo no planejamento, na execu¢do do plano de aula e
também na elaboragdo da avaliacdo. Em especial, ao analisar globalmente, de modo profundo,
o professor poderd experienciar a pratica de apreender de fato a compreensdo apresentada
pelo aluno. Sendo assim, quando o professor, através do seu ensino, considerando o
planejamento, a execuc¢do do plano de aula e a avaliacdo preza, pela promocdo da
compreensdo relacional, conceberd tanto o ato de ensinar quanto o de avaliar como uma
prética recompensadora e prazerosa.

Particularmente, a avaliacdo ndo se limita apenas a atribui¢cdo de nota, mas também
configura como um instrumento de aprendizagem. Sobretudo, com base no Construtivismo
Radical, acreditamos que tudo que o sujeito tem construido na mente nao estd aberto para ser
visto, sendo necessdrio que o professor pesquise o que cada um tem construido para que seja
possivel obter uma explicacdo apropriada acerca da compreensdo do aluno. Ainda, a
explicacdo s6 serd apropriada quando proporcionar um maior entendimento do nivel de
compreensdo alcangado pelo sujeito.

Sendo assim, apontamos que a compreensdo que o professor adquire acerca do nivel
de compreensdo alcancado pelo sujeito sobre determinado conceito, depende do tipo de
explicacdo que € utilizado para inferir o nivel de compreensdo. Apontamos a existéncia de
dois tipos de explicacdo, a saber: explicagdo relacional e explicacao instrumental.

Ao utilizarmos critérios globais teremos uma explicacdo mais rica, denominada
explicacgdo relacional, a qual nos proporcionard uma compreensdo relacional do conhecimento
do sujeito. Por sua vez, ao utilizarmos critérios pontuais teremos uma explicacdo sutil,
denominada explicacdo instrumental, a qual serd inapropriada para obter uma compreensao
relacional, mas sim, uma compreensao instrumental do conhecimento do sujeito.

A seguir, teceremos algumas contribui¢des da nossa investigacdo para professores e
pesquisadores que acreditam que para que um ensino de Matemadtica seja efetivo e
significativo € necessdrio a promocdo da compreensdo relacional dos conceitos a serem
aprendidos. Tais contribui¢cdes que apontaremos sdo em decorréncia dos resultados obtidos,
bem como de aspectos que ficaram aparentes durante a investigacao.

Mesmo que nosso intuito maior fora constatar se a andlise global é mais apropriada
que a andlise pontual para realizar inferéncias quanto aos niveis de compreensao, ao obter

éxito na referida constatacdo, consequentemente nossa pesquisa contribui com a
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demonstracdo de como deve ser uma andlise global. Nesse contexto, apontamos que para
realizar andlise global, se faz necessdrio levar em consideracdo a nocdo de esquema e,
consequentemente, conhecer o diagrama esquemadtico do conceito a ser avaliado.

Contudo, para que ao realizar a andlise global de determinada avaliacdo o
professor/pesquisador consiga de modo satisfatorio que os alunos/sujeitos alcancem a
compreensdo relacional, indicamos que a no¢do de esquema bem como o conhecimento do
diagrama esquematico do conceito a ser aprendido, norteie tanto o ensino quanto a elaboracdo
da avaliacdo. Sobretudo, quando no ensino e na elaboracao da avaliacio € considerado que os
conceitos sdo formados isoladamente, de modo desconexo, em vez de considerar a ideia de
que os conceitos sdo formados através de uma rede de ideias conectadas, ao analisarmos
globalmente, serd pouco provavel promovermos a compreensao relacional.

Ainda sobre o ensino de Matemadtica que promova a compreensdo relacional,
destacamos que, no ambito das tendéncias metodoldgicas utilizadas no ensino de Matematica,
conforme a investigacdo que realizamos, apontamos que a Histéria da Matematica aliada a
outras tendéncias metodoldgicas, contribui para a promoc¢do de uma compreensdo via
relacdes. Com isso, conforme exemplificado em nossa investigacdo, se faz necessario
conhecer as possibilidades e limitacdes de cada uma para que, sempre que for preciso, utilizar
uma ou mais. No nosso caso, além da Historia da Matematica, fizemos uso do material
concreto e do uso de softwares para promover a compreensdo relacional dos quaternos
pitagoricos.

Conforme destacado, nosso intuito nao foi testar o moédulo de ensino, mas sim
verificarmos com como devem ser utilizadas as categorias de compreensdo relacional e de
compreensdo instrumental como um instrumento avaliativo. Contudo, diante da investigacao
que realizamos, como o mddulo de ensino que elaboramos, apresentou ideias acerca dos
quaternos pitagéricos de modo compreensivo, significativo e dindmico para os sujeitos,
também apontamos como contribuicdo da nossa pesquisa a sequéncia diddtica contida no
modulo de ensino, em sua maioria original. Sobretudo, é vélido ressaltar que tal relevancia se
deve a obra Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entier de
Bahier (1916), a qual foi uma importante aliada na investigagcdo, através da estrutura e das
ideias apresentadas na referida obra, com sua sistematizacdo e completude acerca do conceito
matemadtico em tela.

Por fim, além das contribuicdes da nossa investigacdo, apontamos algumas questdes
em aberto, provenientes da investigacdo que realizamos, cujos caminhos a serem trilhados na

busca de respostas apontam para uma continuidade de pesquisa, a saber: 1. Qual a123
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potencialidade pedagdgica do uso da Histéria da Matematica na promog¢do da compreensdao
relacional; 2. Como o professor deve proceder para obter uma explicagdo apropriada acerca

do nivel de compreensado de cada aluno?
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Apéndice A - Lista dos links diretos que dao acesso as 11 producoes académicas que

analisamos

AZEVEDO (2009): http://bdtd.bczm.ufrn.br/tedesimplificado/tde_arquivos/9/TDE-2010-08-
12T012827Z-2793/Publico/IvanilkalLA_TESE_1_a_150.pdf

AZEVEDO (2005): http://bdtd.bczm.ufrn.br/tedesimplificado/tde_arquivos/9/TDE-2006-08-
03T042241Z-113/Publico/lvanilkalLA.pdf

BEZERRA (2008): http://bdtd.bczm.ufrn.br/tedesimplificado/tde_arquivos/36/TDE-2009-03-
10T062513Z-1765/Publico/MariaCAB.pdf

DIAS (2009): http://bdtd.bczm.ufrn.br/tedesimplificado/tde_arquivos/9/TDE-2010-03-
01T113509Z-2442/Publico/GracianaFD.pdf

GUTIERRE (2003) e REGO (2000): Pela dificuldade em encontrar as referidas produgdes
eletronicamente, entramos em contato com os referidos autores os quais nos enviaram

respectivamente gravado em CD e por e-mail suas produgdes.

RODRIGUES (2006): http://bdtd.bczm.ufrn.br/tedesimplificado/tde_arquivos/36/TDE-2008-
02-08T054616Z-1065/Publico/MarianSR.pdf

RODRIGUES NETO (1998): A referida producdo encontra-se na Biblioteca Setorial do
CCSA (UFRN).

SILVA  (2009):  http://bdtd.bczm.ufrn.br/tedesimplificado/tde_arquivos/36/TDE-2010-05-
03T012744Z-2594/Publico/GeorgianeAS.pdf

SILVA  (2006):  http://bdtd.bczm.ufrn.br/tedesimplificado/tde_arquivos/9/TDE-2007-04-
26T220307Z-627/Publico/GratulianoEAS.pdf

SOUSA (2010): http://bdtd.bczm.ufrn.br/tedesimplificado/tde_arquivos/36/TDE-2011-05-
24T065651Z7-3438/Publico/EnneKVS_DISSERT.pdf

SOUZA (2006):
http://bdtd.bczm.ufrn.br/tedesimplificado//tde_busca/arquivo.php?codArquivo=1032 131
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Apéndice B - Material do minicurso - Ternos Pitagdricos: uma ferramenta histérica

para compreensao do Teorema de Pitagoras

Publico Alvo: pesquisadores, professores, educadores e estudantes de Matematica e
demais interessados que utilizam a Educacdo Matemadtica como trabalho;

L. Inter-relacao historica entre os Ternos Pitagoricos e o Teorema de Pitagoras

I1. Nocoes Basicas

Problema: as propriedades dos conjuntos dos trés ndmeros inteiros positivos que
satisfazem a relagdo a? + b2 = c2.

Definicoes e propriedades fundamentais

TRIANGULO RETANGULO EM NUMEROS INTEIROS: todo tridngulo retangulo
cujos trés catetos sdo mensurdveis conforme uma unidade convenientemente escolhida,
podendo ser expressa por nimeros inteiros e que traduzindo em linguagem aritmética, retoma
oferecer a consideracdo das solugdes através dos nimeros inteiros da relacdo a? + b? =¢? (1),

que existe entre os trés lados de um tridngulo retangulo;

Condicoes dos termos de a? + b?> = ¢ (I): a, b e ¢ sdo inteiros, primos entre si, dois a
dois;
RELACAO PRIMITIVA OU TRIANGULO PRIMITIVO: toda relacdo (I), nas quais

a, b e ¢ s@o numeros inteiros primos entre si, dois a dois;

RELACAO SECUNDARIA OU TRIANGULO SECUNDARIO: toda relagdo da forma
(I) que pode ser reconduzida a uma relagdo primitiva, dividindo os trés termos por seu

maximo divisor comum, que &, portanto, um nimero maior que a unidade;

III. TEOREMA: Se entre trés nimeros inteiros a, b, ¢, primos entre si, dois a dois existe
a relacdo a? + b? = ¢2, os numeros a e b sdo sempre de paridades diferentes, e nimero c €

sempre impar.
DEMONSTRACAO

Para comecar, a € b ndo podem ser todos os dois pares, se ndo eles ndo seriam primos
entre si. Eles ndo podem ser todos os dois impares, sendo o quadrado de todo nimero impar €
multiplo de 8 aumentado de uma unidade.

Tem-se, portanto: a2=8p+1 e b?2=8q+1. 132
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A soma a? + b? seria um miultiplo de 8 aumentado de 2. O ndmero ¢? seria entdao
simplesmente par, ou seja, ndo multiplo de 4, o que € impossivel, pois todo nimero quadrado
par € multiplo de 4.

Portanto, os ndimeros a e b sdo de paridades diferentes. Logo, a soma de seus quadrados,
ou seja, ¢2 sempre serd impar. Com isso, o nimero ¢ € impar.

Com isso, podemos considerar, por conveniéncia, que é sempre possivel supor que na

relacado primitivaa? + b? = ¢? (I), o nimero a € impar; Logo, b serd sempre par.
IV.IDENTIDADE

Dado a identidade (X — Y)? + 4XY = (X + Y)? (II), ao compararmos X—Y=a e X+ Y =
c,temos: X=c+a/2 e Y=c—a/2;4XY =c? + a2

Portanto, nota-se que se a relacao (I) existe entre trés nimeros inteiros a, b, ¢, primos
entre si, dois a dois, sempre € possivel determinar os valores de X e Y em func¢io dos nimeros

a, bec.

V.RELACAO FUNDAMENTAL

A partir da identidade II (X — Y)? + 4XY = (X + Y)? surge a identidade III (x? - y?)? +
(2xy)? = (x? + y?)?, considerando x e y primos entre si e de paridades diferentes, podemos
obter para a,b, c, valores inteiros para as relacdes: a = ( x? - y?)? (IV); b= (2xy)? (V); c= (x?
+ ¥?)? (VI); sendo que esses valores verificam a relacdo primitiva da forma a? + b? = 2

Pode servir para estabelecer todas as relagdes primitivas da forma I: (x? - y?)? + (2xy)? =

(x2 + y2)2
Exemplo: Se x =3 e y = 2, temos que o terno pitagorico correspondente € o (5,12, 13).

Generalidade da relagdo fundamental: A todo nimero inteiro maior que dois, tomado
por valor de a ou de b, sempre corresponde ao menos um tridngulo retangulo em ndmeros
inteiros, ou seja, um grupo de trés nimeros inteiros ligados pela relacdo a? + b? = 2 (I).

VL. TRES CASOS PARTICULARES

1° caso particular: Se substituirmos y = 1 na relacdo fundamental (x>—y?)*+(2xy)? =
(x?>+y?)? (II1), obtemos a relagdo (x>—1)2+(2x)? = (x2+1)2.

Exemplos numéricos para os trés primeiros nimeros pares:

Para x = 2, o tridngulo correspondente é 3%2+4? = 52 (menor tridngulo retingulo em
numeros inteiros);

Para x = 4, o tridngulo correspondente é 152+82 = 172

Para x = 6, o triangulo correspondente € 3524122 = 372,
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Nesse caso, todo valor par atribuido a x, estard associado a valores de a, b e ¢, primos
entre si, dois a dois, fornecendo assim, um tridngulo primitivo.

2° caso particular: Se substituirmos y = 2 na relacdo fundamental (x>—y?)*+(2xy)? =
(x2+y?)? (II1), obtemos a relagdo (x2—4)?+(4x)? = (x2+4)2. Seguindo 0 mesmo procedimento do
primeiro caso, os exemplos numéricos para os trés primeiros nimeros impares a partir de x=3,
sd0 0s seguintes:

Para x = 3, o tridngulo correspondente € 52+12% = 132;

Para x = 5, o tridngulo correspondente € 2124202 = 292;

Para x =7, o tridngulo correspondente é 452+282 = 532,

Nesse caso, todo valor impar atribuido a x, a partir de x=3, estard associado a valores de a,
b e ¢, primos entre si, dois a dois, fornecendo assim, um tridngulo primitivo.

3° caso particular: Se fizermos x = y+1, ou seja, dois nimeros consecutivos, sendo x o
sucessor de y, obtemos assim, a = x 2-y? — a = 2y+1.

Com isso, observamos que os valores sucessivos de a, quando relacionados a valores de y
pertencentes a seqiiéncia natural dos nimeros inteiros, corresponde a seqiiéncia dos nimeros
impares, a partir de 3, e por conseqiiéncia, todos os tridngulos assim obtidos, sdo primitivos.

VII. ALGUMAS REFLEXOES

1. Pode-se determinar rapidamente, os nimeros a, b e ¢, em fun¢do de x, tomando todos os
valores inteiros a partir de 2. Os valores de a s@o os nimeros impares sucessivos, a partir do 3.

2. A partir da relagdo fundamental (IIT) (x2 - y2)2 + (2xy)2 = (X2 + y?)?, esses trés casos
particulares, nos conduzem a possibilidade de construir uma Tébua que agrupa valores
associados de a, b e ¢, em funcdo do nimero gerador x.

3. Diante do exposto, surge uma 6tima ferramenta pedagogdgica: a construcdo de uma
tdbua, agrupando os valores associados de a, b e ¢, em fun¢do de x, permitindo calcular
facilmente, os sucessores, considerando 1 < x < 25.

4. Tendo os primitivos, ¢ um bom e 6timo comeco. Uma vez que, a partir dos primitivos,

chegamos aos secunddrios.
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VIIL. TABUA QUE PODE SER CONSTRUIDA

X |y=x-1[2(x-1)[x=-1)+x]|2(x-1)x b+1
a b c
1 0 0 1 0 1
2 1 2 3 4 5
3 2 4 5 12 13
4 3 6 7 24 25
5 4 8 9 40 41
6 5 10 11 60 61
7 6 12 13 84 85
8 7 14 15 112 113
9 8 16 17 144 145
10 9 18 19 180 181
11 10 20 21 220 | 221
12 11 22 23 264 | 265
13 12 24 25 312 | 313
14 13 26 27 364 | 365
15 14 28 29 420 | 421
16 15 30 31 480 | 481
17 16 32 33 544 | 545
18 17 34 35 612 | 613
19 18 36 37 684 | 685
20 19 38 39 760 | 721
21 20 40 41 840 | 841
22 21 42 43 924 | 925
23 22 44 45 1012 | 1013
24 23 46 47 1104 | 1105
25 24 48 49 1200 | 1201
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IX. DISCUSSAO DA TABUA

i: As duas primeiras colunas sdo constituidas pela seqiiéncia dos nimeros naturais, a
primeira a partir de 1, e a segunda a partir de 0;

ii: A terceira coluna € constituida pela seqiiéncia dos nimeros pares, a partir de O.
Portanto, os nimeros dessa coluna sdo o dobro dos correspondentes da segunda coluna;

iii: A quarta coluna apresenta os valores sucessivos do nimero a: essa € a seqiiéncia dos
nimeros impares;

iv. A quinta coluna apresenta os valores correspondentes de . O nimero de cada linha é o
produto dos dois nimeros situados sob a mesma linha nas colunas 1 e 3;

v. A sexta coluna apresenta os valores correspondentes de ¢, obtidos adicionando uma
unidade aos valores de b que se encontram na mesma linha;

vi. Os valores atribuidos ao nimero a, formados pela seqiiéncia natural dos ndmeros
impares, sdo terminados por 1, 3, 5, 7, 9, sucessivamente. Com isso, o valor das unidades se
repetem por periodos de 5 nimeros;

vii. Os valores atribuidos ao nimero b, nessa tdbua, sdo terminados sucessivamente por 0,
4, 2,4, 0 e os nimeros c¢ sdo sucessivamente terminados por 1, 5, 3, 5,1; Portanto, os nimeros
b e ¢ se sucedem por periodos de 5, e esses periodos sdo simétricos em relagdo ao nimero
médio das unidades;

viii. O ndmero b sempre serd terminado por 0, 2 ou 4, e que todo nlimero ¢ sempre serd
terminado por 1, 3 ou 5.

ix: A tdbua em foco é facil de ser construida, permitindo determinar rapidamente, todos os
tridangulos primitivos, para os valores impares de a. Com isso, através da multiplicacdo dos
nimeros a, b e ¢ por um mesmo ndmero inteiro, pode-se deduzir um nimero ilimitado de
solucdes secunddrias.
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Apéndice C - Roteiro das atividades

Encontro I

1° Momento: Discussdo acerca da potencialidade pedagégica do uso da Histéria da
Matemdtica como fonte para ampliacdo do conhecimento matemdtico do aluno via
redescoberta com cardter investigativo;

2° Momento: Reproduc¢do do documentiario O Legado de Pitdgoras — desafiando
Pitdgoras, no Brasil veiculado pela TV Escola, com duragao de 46 minutos.

3° Momento: Discussdo das ideias expostas no documentdrio, evidenciando a
importancia do Teorema de Pitdgoras para a formacdo de diversos conceitos.

4° Momento: Discussdo do caso do ensino do Teorema de Pitdgoras muitas vezes se
restringir a representacao algébrica em detrimento da representacdo geométrica.

5° Momento: Construcdo de geoplanos utilizando isopor, tachinhas e eldsticos, para
ilustrar o célculo da distancia entre dois pontos em duas dimensdes como aplicagdo do
Teorema de Pitagoras.

6° Momento: Representacdo da distancia entre dois pontos em duas e trés dimensdes
utilizando barra de sabdo e tachinhas.
Encontro II

1° Momento: Paralelepipedo Retangulo

D i

G Paralelepipedo retangulo

NN e e eesessE B R,

O paralelepipedo retangulo tem:

6 | faces retangulares: | [DPABCI.THEFG1.IADHE].[CBFG1.ABFELDHGC]

8 vértices: | A,B,C,D,E,F,G,

12 AD,DC,CB,AB,DH, HE, AE, BF, EF,,HG, GF,CG
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arestas:

Além disso:

As faces que se intersectam estdo contidas em planos | perpendiculares

As faces opostas estdo contidas em planos | paralelos

Dois vértices que ndo pertengam & mesma face dizem-se | opostos

Sdo opostos: | {(A, G), (B, H), (C, E), (D, F)}.

N3ao sdo opostos, por exemplo:

(A, O uma vez que pertencem a mesma face | [ABCD]

(A, F) uma vez que pertencem 2 mesma face | [AEFBI

O segmento de reta que une dois vértices opostos de um paralelepipedo retangulo

denomina-se | diagonal |.Entao, | [BH] [CE] [DF] [AG]

s3o diagonais

2° Momento: Distancia entre dois pontos em trés dimensodes
Trace a diagonal DF na figura a seguir, em seguida determine seu valor em func¢ao das

trés dimensodes do prisma.

M

-
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A diagonal DF ¢ hipotenusa do tridngulo retangulo DHF, cujos catetos
sao DH (altura) e HF (diagonal da base), ou seja, (DF)? = (DH)?+(HF)2.
Por sua vez, HF € hipotenusa do tridngulo retangulo HEF, cujos catetos
sao HE (largura) e EF (comprimento), ou seja, (HF)? = (HE)>+(EF)2.
Logo, por substituicao temos que (DF)? = (DH)?>+(HE)?+(EF)?, ou seja,
(diagonal)? = (altura)?+(largura)?+(comprimento)?.

3° Momento: Definicao de Quaternos Pitagdricos.

4° Momento: Condicdes de existéncia dos termos a, b, e ¢, na relagdo a?+b%+c? = d.

5° Momento: Definicdo de Relacdo primitiva ou irredutivel; e de Relacdo secundaria
ou redutivel.
Encontro 111

1° Momento: Importincia dos trés métodos capazes para determinar solucdes em
nimeros inteiros da equacao a?+b?*+c? = d?

2° Momento: Discussdo do Método 1

atb=d— 2="?

a+b =d — (a+b)? = a>+b*+2ab = d? — 2ab = 2

2ab

Portanto, ¢2 =

Se a € um numero inteiro qualquer, o valor de b depende que o produto ax2b seja um

quadrado

Sea=1—|2p |=¢c% ()

b é par ou impar? Resposta: b é par (i1)

Justificativa: Se a =1, a € impar. Como pelo menos dois dos trés
termos a, b, ¢ devem ser pares, b é par.

Se n é um nimero inteiro qualquer, pode-se fazer b = 2n? ou b = (2n)??
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Vimos que ax2b deve ser um quadrado, ou seja, ¢ deve ser quadrado. Com isso,
no caso de a = 1, sendo 2b = ¢2, basta verificar se b = 2n? ou b = (2n)? satisfaz
essa condicao.

n | b=2n?| c¢*=2b
1 2 4

2 8 16

3 18 36

n | b=(2n)*|c*=2b
1 4 8

2 16 32

3 36 72

Logo, s n € um niimero inteiro qualquer, pode-se fazer b = 2n2.

Portanto, se n € um nimero inteiro qualquer, pode-se fazer | 5, _ 5,

Com isso, quais sdo os valores de ¢ e d em fun¢do de n?

b = 2n?, substituindo em (i) 2b = 2, temos: 2(2n2) = c2. Logo, ¢ = 2n.

Como a+b =d, a =1, temos: 1+2n% = 2.

Qual o quaterno pitagérico e a relacdo algébrica correspondente?

(1,2122n,14212) e 124+(2n2)2+(2n)? = (1+2n2)?

Determine, nos casos a seguir, os quaternos pitagoricos e as relagdes correspondentes:

n=1 n=2 n=73

(1,2,2,3) (1,8,4,9) (1, 18, 6, 19)
12422422 = 32 12482442 = 92 124182462 = 192
1+4+4 =9 (v) 1+64+16 = 81 (v) 14324436 = 361 (v)

Sea=2— | 4D |= 2.
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Quais sdo os primeiros valores possiveis para ¢??

c? deve ser quadrado. Logo, basta atribuir valores impares para b na
igualdade 4b = ¢? e verificar em quais casos c? é quadrado e obter os
primeiros valores possiveis para c2.

b |4b=c?

1 |4 X

3 |12

5 |20

7 |28

9 |36 X

11 | 44

25 | 100

49 | 196
Logo, os primeiros valores possiveis para ¢? sdo: 4, 36, 100, 196 ....

Se n é um nimero inteiro qualquer, pode-se fazer b = (2n+1)>??

Basta verificar na sequéncia dos quatro primeiros
valores de ¢? se o valor de b é (2n+1)2.

Para ¢ = 4, temos que b = 1, ou ainda, b = 12;

Para ¢% = 36, temos que b =9, ou ainda, b = 32

Para ¢2 = 100, temos que b = 25, ou ainda, b = 52,

Para c? = 196, temos que b =49, ou ainda, b = 77

Logo, temos que se n € um nimero inteiro qualquer,

pode-se fazer b = (2n+1)>2.

Com isso, quais sdo os valores de ¢ e d em fun¢do de n?

Sabemos que b = (2n+1)2. Com isso, substituindo b = 2n+1)2 em 4b = 2,
temos: 4(2n+1)? = 2. Logo, ¢ =2(2n+1);

Como a+b = d, temos que 2+(2n+1)2=d.

Qual o quaterno pitagérico e a relacdo algébrica correspondente?
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[2, 2n+1)2, 2(2n+1), 2+(2n+1)?]

224+[2n+1 )22+ [2(2n+1)]? = [2+(2n+1)?]?

Determine, nos casos a seguir, os quaternos pitagoricos e as relagdes correspondentes:

n=1 n=2 n=3
22492462 =112 2242524102 =272 2244924142 = 512
4+81+36 = 121 (v) 4+625+100 =729 (v) 4+2401+196 = 2601
2,9,6,11) (2,25, 10, 27) v) (2,49, 14, 51)

Se a> 2, todas as outras solugdes possiveis se reduzem a um dos casos precedentes.
Em a?+b* +c? = d?, todos os trés nimeros a, b, ¢ ndo podem ser iguais, mas dois deles
podem ser iguais.

Caso particular: b=c=2a —d="?

at+b=d
at2a=d
3a=d

Quaterno pitagdrico e relagdo correspondente:

(a,2a,2a,3a) e a*+Q2a)*+(2a)? = (3a)?

Determine, nos casos a seguir, 0s quaternos pitagoricos e as relagdes correspondentes:

a =1 a =2 a =73
(1,2,2,3) (2,4,4,6) (3,6,6,9)
12422422 =32 | 0244%442=(2 | 32462462 =02

Encontro IV

1° Momento: Discussdao do Método 2
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Identidade (1): m = 2n+1 = (n+1)>-n?2 —

Todo nimero impar é a
diferenga dos quadrados de dois

nameros inteiros consecutivos.

Se n for impar — m serd da forma

4p+3

Se n for par — m serd da forma

Todo ndmero primo da forma 4p+1 e, também, todo nimero composto impar, que sé

admite como fatores primos nimeros da forma 4p+1, € uma soma de dois quadrados.

4p+1

Se m satisfaz essa condi¢do — m = a?>+b?

Comparando m = a?+b?> com (1), temos:

m=2n+1 = (n+1)2-n2

(n+1)2—n? = a?+b? — a*+b*+n? = (n+1)?

Quaterno pitagdrico correspondente:

(a, b, n, n+l)

O ndmero n e um dos dois nimeros a ou b sdo pares.

Exemplos numéricos:

1°m=5

n=2a=1,b=2— 12422422=32 - (1,2,2,3)

2°m=13

n=06,a=2,b=3-5224324+62=72— (2,3,6,7)

3°m=65

n=32.Como 65 = 12+82=42+ 72, temos duas relacdes. Sdo elas:
124824322 = 332 — (1, 8, 32, 33)
42 + 724322 =332 — (4,7, 32, 33)
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2° Momento: Constru¢cio com o auxilio do software SketchUP de alguns
paralelepipedos retangulos cujas dimensdes devem coincidir com os nimeros inteiros a, b, ¢
pertencentes a alguns quaternos pitagoricos gerados através dos métodos 1 e 2
Encontro V

1° Momento: Discussdao do Método 3.

Ao considerarmos que a e b sdo os dois catetos de um tridngulo retangulo em ndmeros

inteiros e v € a hipotenusa, tem-se, portanto | (1) a?+b? =2

Posto que todos os nimeros y assim considerados figuram como valores de um dos

catetos em um ou vdrios tridngulos retangulos em nimeros inteiros, podemos fazer

(2) Y2c2=d?

A partir de (1) e (2) temos (3) a*+b*+ct=d?

Exemplos numéricos

1° O menor tridngulo retidngulo em ndmeros inteiros € | 32+42 =52

Sua hipotenusa 5 | é cateto do tridngulo | 524122 =132

Tem-se, portanto | 32+42+122=132 — (3, 4, 12, 13)

2° O numero 25 € hipotenusade | 2 |tridngulos e cateto de| 2 | outros triangulos.

Obtém-se, portanto, com o referido nimero, as | 4 |relacdes:

724242+ 602= 65?2 — (7, 24, 60, 65)

1524202+ 602 = 65?2 — (15, 20, 60, 65)
72424243122 =313% — (7, 24, 312, 313)

152420743122 = 3132 — (15, 20, 312, 313)

2° Momento: Constru¢do do paralelepipedo associado ao quaterno pitagérico

(3,4,12,13) com o auxilio do software Sketchup.
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Anexo A - Conteido contido em trés livros didaticos ao abordar o calculo da

diagonal do paralelepipedo retingulo

1. Bigode (2000)

(i) Recorte do Sumario

10. Teorema de Pitdgoras

Atividade experimental 213 4 el
A demonstragio atribuida a Pitdgoras 214
Problemas classicos & o teorema de

Pitagoras 216 -

Pitagoras e a calculadora 222
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(ii) Apresentacao do contetido
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(2005)

(i) Recorte do Sumario

Capitulo 25 Prisma e pirdmide
LERHSHIBE S e SR R
2. Prisma reto e prisma obliquo
3..Prisma regular ..............
4, ParafefepprdD retosraae. 389
G R, o e
6. O principio de b BB e T e o 393
i prisr:a ..... Ca‘-fa“en e o cdleulo do volume de
TePHERIGRL. . i el St R B 394
8. Pfrémidelregu!ar .............................................................. 396
9. VOIUmE i pirém!'de ................................................. 398
IG T.r.f_*”ﬂo de pirimide de bases paraleras ........................ -
Situras Por que um bebé sente mais frio que'i;r‘m‘{ adultn'?'405 e
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(ii) Apresentacao do contetido
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3. Giovanni et al. (1994)

(i) Recorte do Sumario

Capitulo 1 - Se melhanca de figuras geométricas plénas 409
Capftum 2 — Relagées métricas no tridngulo retingulo 414
Capitulo 3 - Poligonos regulares inscritos na
_ : cire unferEm:iai relagdes métricas 421
: -. - Capitulo 4 - Area das figuras’
i R geomeétricas planas
o e O Pl T i’ } C ] Capitulo 5 - Nocédes sobre Eo!iedms I jgg

10 FA=s
Capitulo 6 - Estudo do prisma 44
+ op 2
] /T F il Q a Capitulo 7 - Estudo da pir&gide 452

. { _j Capffula 8 — Estudo do cilindro 463

|| Capitulo 9 — Estudo do cone 468

e Capitulo 10 - Estudo da esfera 476
‘:‘:r -\._\"I
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(ii) Apresentacao do contetido
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) rar_gura e altura, ¢y jas medidas serﬁc:
- indicadas por a, b e ¢, respectivaments

No paralelepipeds retingu

lo, pode-se demonstrar que:

* Diagonal: | d

g
=wat+ b1t !

* Areatotal: 5, =2 (ab + a¢ :b_c} ]

|
6

d=q/a®+ b2 u.?
d=4/5%4 42 32
= VBHiEsT
d= /50
d=542em

a=5

A'medida da diagonal ¢ 5./3 cm.
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