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Resumo

Nesse trabatho estudamos os efeitos de acoplamentos biquadraticos e campos aleatérios
em vidros de spins utilizando o método das réplicas.

O efeito do acoplamento biquadratico aleatrio é estudado em um vidro de spins com
spin 1 em duas situagdes diferentes: no caso onde as interagdes sio entre pares de spins
€ no caso onde a interagéo ocorre entre p spins no limite p — co. Ambos os acoplamen-
tos (vidro de spins e biquadrético) tém distribuicio de probabilidades gaussianas com
meédia zero. Para interagGes entre pares de spins a solugio com simetria entre réplicas
fornece as fases paramagnética e vidro de spins separadas por uma linha de transigoes
continuas. A anélise de estabilidade da solugio com simetria entre réplicas fornece, além
da instabilidade usual associada com o ordenamento vidro de spins, uma nova fase devido
a0 acoplamento biquadrético entre os spins. Para o caso p = oo, 2 solugdo com simetria
entre réplicas fornece apenas duas fases, marginalmente estéveis com relagiio i andlise de
estabilidade de de Almeida e Thouless. Entretanto, uma dessas fases apresenta entropia
negativa a baixas temperaturas. Implementamos também um passo de quebra de sime-
tria nos pardmetros vidros de spins e vidro quadrupolar e obtivemos o diagrama de fases
correto, incluindo a fase vidro de spins. Nesse caso, todas as transicdes sio de primeira
ordem ¢ as trés fases coexistem em um ponto triplo.

Os efeitos de campos aleatérios sio estudados no modelo de Sherrington—Kirkpatrick,
onde consideramos um campo aleatério com distribuigio de probabilidades trimodal
(P(h:) = p4+6(h; — ho) + pob(ho) + p-6(hsi + ho)). Mostramos que para valores convenientes
de py € hy, a fronteira ferromagnética pode apresentar trausigdes de primeira ordem e
pontos tricriticos a temperaturas finitas. Verificamos que as transi¢des de primeira ordem
estdo diretamente relacionadas com a diluigio do campo: as extensGes dessas transictes
sao reduzidas quando aumentamos o valor de py. De fato, o valor Pp acima do qual todas
as transighes sdo continuas € calculado analiticamente. Fizemos também a andlise de es-
tabilidade da solugio com simetria entre réplicas e determinamos as regides de validade

desta solucgo.
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Abstract

In this work we have studied the effects of random biguadratic and random fields in
spin-glass models using the replica method.

The effect of a random biquadratic coupling was studied in two spin-1 spin-glass mo-
dels: in one case the interactions occur between pairs of spins, whereas in the second one
the interactions occur between p spins and the limit p = oo is considered. Both couplings
(spin glass and biquadratic) have zero-mean Gaussian probability distributions. In the
first model, the replica-symmetric assumption reveals that the system presents two pha-
ses, namely, paramagnetic and spin-glass, separated by a continuous transition line. The
stability analysis of the replica-symmetric solution yields, besides the usual instability
associated with the spin-glass ordering, a new phase due to the random biquadratic cou-
plings between the spins. For the case p — o0, the replica-symmetric assumption yields
again only two phases, namely, paramagnetic and qua,drup_olar. In both these phases the
spin-glass parameter is zero. Besides, it is shown that they are stable under the Almeida—
Thouless stability analysis. One of them presents negative entropy at low temperatures.
We developed one step of replica stmmetry breaking and noticed that a new phase, the
biquadratic glass phase, emerge. In this way we have obtained the correct phase diagram,
with three first-order tra.nsition_ lines. These lines merges in 2 common triple point.

The effects of random fields were studied in the Sherrington-Kirkpatrick model consi-
dered in the presence of an external random magnetic field following a trimodal distribu-
tion (P(hi) = p4+6(hi — ho) + pod(hs) + p-8{hi + hy)). It is shown that the border of the
ferromagnetic phase may present, for conveniently chosen values of Po and hy, first-order
phase iransitions, as well as tricritical points at finite temperatures. It is verified that the
first-order phase transitions are directly related to the dilution in the fields: the extensions
of these transitions are reduced for increasing values of pg. In fact, the threshold value 20
above which all phase transitions are continuous, is calculated analytically. The stability

analysis of the replica-symmetric solution is performed and the regions of validity of such

a solution are identified.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas desordenados tem recebido considerdvel atengdio nas dltimas décadas.
Em particular, o5 chamados vidros de spins {8m sido muito estudados tanto do ponto de
vista experimental quanto teérico. Porém, um entendimento satisfatério dos fendmenos
presentes nos vidros de spins ainda nao foi conseguido. A razdo fisica para sua comple-
xidade €é que a energia livre a baixas temperaturas apresenta uma enorme quantidade
de estados metaestdveis (minimos ¢ méximos) e as técnicas convencionais da mecinica
estatistica falham.

Os vidros de spins convencionais sdo misturas magnéticas onde impurezas magnéticas
estao diluidas em um metal nobre e se comportam de maneira diferente dos sistemas
magnéticos usuais, como os ferromagnetos, antiferromagnetos, metamagnetos, helimag-
netos, et¢'. Os momentos magnéticos (spins) colocados na matriz metélica polarizam os
elétrons de condugio dos metais, os quais influenciam os outros momentos magnéticos
e induzem um acoplamento efetivo, a interagdo RKKY {Ruderman ¢ Kittel?, Kasuya?
Yosida?), entre os spins. A interacio RKKY decai com 73 ¢ oscila com periodo com-
pardvel ao espagamento da rede, podendo ser ora positiva {ferro) ou negativa {antiferro-
magnética). As amostras sio normalmente preparadas resfriando-se rapidamente a partir
de uma temperatura elevada, de forma que as impurezas ocupam posigdes aleatérias na
rede. Assim, as interagOes entre as impurezas variam em magnitude ¢ sinal. Dessa forma
temos uma situagdo onde estdo presentes os dois ingredientes necessérios para obtermos

o comportamento tipico de vidros de spins: a desordem e frustragio’® ®. A desordem



provém do fato dos spins magnéticos ficarem em posigdes aleatérias na rede e a frusiragio
¢ devido ao fato dos spins interagirem entre si via a interagao RKKY, a qual pode ser
ora positiva ora negativa, ocasionando uma competi¢do entre as interagdes. Os vidros
de spins passaram a receber maior atengéo a partir do trabalho pioneiro de Cannella e
Mydosh'®, no inicio da década de 70, onde eles observaram uma cispide acentuada na
susceptibilidade magnética em ligas metélicas do tipo AuFe e CuMn a uma temperatura
T que seria supostamente & temperatura de transi¢io entre uma fase desordenada para
uma fase ordenada. O subseqiiente desenvolvimento téorico e experimental dos vidros de
spins estdo bem descritos em vérios arligos de revisao!®® e livros’ ®.

As peculiaridades do comportamento magnético dos vidros de spins sio melhor apre-
ciadas fazendo uma comparagio com os ferromagnetos usuais. Um ferromagneto a altas
temperaturas apresenta uma magnetizagio quando submetido a um campo magnético.
Porém, se o campo for desligado a magnetizagio caird para zero rapidaménte. Repetindo
a experiéncia a baixas temperaturas, quando desligamos o campo a magnetizagdo relaxa
para um valor finito. A regifio de altas e baixas temperaturas é separada por uma tem-
peratura critica T, abaixo da qual a magnetizagdo é diferente de zero quando desligamos
o campo; esta € uma das caracteristicas da fase ferromagnética. A transicio ¢ associa-
da a um nimero considerdvel de efeitos, chamados fendmenos criticos. Por exemplo, na
vizinhanga de T podemos obsérvar um forte aumento nas flutuagdes e vérias quantida-
des fisicas, como o calor especifico e susceptibilidade, tomam valores extremamente altos.
Entre estas grandezas, a susceptibilidade ¢ de particular interesse aqui. Definida por
X = OM/Oh {onde M € a magnetizagiio ¢ % o campo magnético), a susceptibilidade &
uma medida da sensibilidade do sistema a variagdes do campo magnético. Quando nos
aproximamos de T;, qualguer variagio no campo magnético produz grandes variacGes na
susceptibilidade e, no limite T — T, esta grandeza fisica diverge. Na prética, evidente-
mente, n&o observamos valores infinitos em qualquer quantidade fisica. Porém, o0 aumento
da susceptibilidade em uma regido estreita de temperaturas em torno de 7. sugere a idéia
de uma singularidade matemaética. No caso dos vidros de spins, 2 altas temperaturas eles

se comportam como ferromagnetos usuais: desligando o campo a magnetizagio desapa-
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rece. A baixas temperaturas, no entanto, tudo parece depender do tempo de observagdo
¢ da histéria da amostra. Por exemplo, se colocarmos a amostra em um campo 4 2 al-
tas temperaturas e resfriarmos a mesma até uma temperatura abaixo da temperatura de
transigdo Ty mantendo o campo fixo, iremos obter uma magnetizacio {My:). Por outro
lado, se esfriarmos a amostra a campo nulo, a partir da mesma temperatura, e entdo
aplicarmos um campo h, iremos obter uma magnetizagio (M,;) diferente (maior) que a
obtida quando esfriamos a amostra na presenca do ca.mpo-. Além disso, no resfriamento a
campo nulo a magnetizagdo, apSs o salto para M, quando ligamos o campo, ird aumentar
de valor muito lentamente enquanto o campo estiver ligado. Quando o campo ¢ desligado,
a magnetizagio relaxa rapidamente para um certo valor diferente de zero e passa a cair
muito lentamente. Obviamente quando ligamos o campo abaixo de T} colocamos o sis-
tema fora de equilibrio, em um estado metaestivel que em principio tem longa duragéo.
Por algum tempo acreditava-se que era possivel equilibrar o sistema mantendo o campo
magnético ligado, porém nenhum experimento foi capaz de mostrar esse equilibrio. A
presenga de tempos de relaxagio extracrdinariamente longos € uma das caracteristicas
de sistemas desordenados em geral. Essa caracterfstica é também a j;rincipal fonte de
dificuldades ¢ incertezas em trabalhos experimentais e simulagdes em vidros de spins.

Do ponto de vista téorico, o0 modelo de Edwards ¢ Anderson!! é o arquétipo para os
modelos de vidros de spins (pélo menos o que d4 melhores resultados comparados com
os experimentos). Nesse modelo a diluiciio dos momentos magnéticos e a aleatoriedade
nas posi¢es dos spins foram substituidos pela aleatoriedade nas interagdes dos spins.
Em oufras palavras, eles consideram uma rede regular onde todos os sftios sio ocupados
por spins e esse spins interagem entre si via uma interagio de curto alcance (interagdes
entre primeiros vizinhos) aleatéria. O primeiro problema que encontramos é como cal-
cular médias sobre a desordem quando estamos tratando com observédveis. Isso ocorre,
porque os vidros de spins sdo sistemas temperados {“quencheds”) - sistemas preparados
a partir de um rdpido resfriamento - e, nesse caso, temos que calcular médias sobre as
vérias possibilidades de configuragbes para em seguida calcularmos médias térmicas; o que

corresponde a calcularmos médias sobre o log da funcéo de partigio {média temperada).
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No caso de sistemas recozidos (“annealeds”), que sio resfriados lentamente, as médias
térmicas podem ser calculadas diretamente na fungo de particiio {(média recozida), pois
nesse caso o resfriamento lento permite que o sistema busque a condigéio de menor energiai.
Para tentar resolver o problema da média sobre a desordem foi utilizado uma ferramen-
ta conhecida como método das réplicas, o qual consiste em calcular a média temperada
da energia livre InZ (onde a barra indica média sobre as configuragdes das interages
aleatérias) por uma média sobre n réplicas e tomar o limite n —3 0,

_ 7 _
InZ = lim Z 1
n—D T

- (1.1

de forma que a média pode ser facilmente calculada. Seguindo esse procedimento e con-
siderando que as interages entre os spins obedeciam a uma distribuisio de probabilida-
des gaussianas com todos os spins interagindo entre si {spins de Ising +1), Sherrington e
Kirkpatrick’? estudaram a versio de campo médio (modelo SK) para o modelo de Edwards
¢ Anderson. Eles obtiveram uma boa descrigio qualitativa das possiveis fases dos sistema
considerando uma solugio com simetria entre réplicas. Porém a baixas temperaturas a
fase. vidro de spins apresenta uma entropia negativa. Mais tarde, de Almeida e Thouless!®
mostraram que a fase vidro de spins é inst4vel com relagiio A anédlise de estabilidade das
flutuagbes gaussianas em torno da solugiio com simetria entre réplicas. Uma solugao fi-
sicamente aceitdvel para o modelo SK foi proposta por Parisil%!®, onde ele adota um
esquema de quebra infinita da simetria entre as réplicas.

H4 um consenso geral de que o modelo SK pode ser resolvido pelo método das réplicas,
desde que se considere quebra de simetria entre réplicas. A observagio bésica, devido a
Parisi'®, é que a quebra de simetria est4 fisicamente relacionada & quebra de ergodici-
dade na fase vidro de spins. Parisi propds um esquema especifico para essa quebra de

simetrial41®

que produz uma soluc&o de campo médio estével. Esses resultados dido uma
descrigdo consistente da teoria de campo médio para vidro de spins. Contudo, baseiam-se
em um esquema particular de quebra de simetria. Nio estd claro, a principio, qual é o me-
canismo fisico responsdvel por esse padrio especifico. A melhor evidéncia da validade do

esquema de Parisi ¢ a sua estabilidade'? e o fato de que est4 de acordo com experimentos

4



numéricos!®.

Parisi'® recorreu a outra proposta de solu¢io do modelo SK para interpretar fisica-
mente sua solugdo: a formulagido TAP apresentada por Thouless, Anderson e Palmer?? er;i
1977. Heurigticamente é simples entender a solugdo TAP. Para um ferromagneto, a soluqé.o-'
de campo médio € obtida supondo que cada spin est4 submetido a um campo magnético
efetivo oriundo da interagdo com os demais spins. Em 1936 Onsager®™® mostrou que a
primeira corregdo para esta solugéio estd relacionada a um novo campo. efetivo, associado
a susceptibilidade do sisf;ema, conhecido como campo de reagdo de Onsager. No ferro-
magneto vsual esse campo ndo tem importéncia sobre as prOpriédades termodindmicas
do sistema pois se torna nulo no limite termodindmico. Porém, nos vidros de spins ele
se torna proporcicnal 3 largura da distribui¢fio das constantes de acoplamentos e tem
que ser levado em conta. Em trabalhos independentes, de Dominicis e colaboradores?!,
Bray e Moore® e Tanaka e Edwards®, descobriram que as equagdes TAP possuem muitas
solugdes, correspondentes a minimos locais da energia livre do modelo SK, ¢ que a quan-
tidade dessas solugdes cresce exponencialmente com N. Parisi sugeriu que a quebra de
simetria, a qual caracteriza a fase vidro de spins, est4 relacionada a existéncia dos muitos
estados puros {0s quais estdo associados 3s muitas solugbes das equacées TAP), ou seja, a
fungéo pardmetro de ordem g(z) (0 < = < 1) obtida do Ansatz de quebra de simetria de
Parisi estd relacionada 3 distribuigio da superposigdo entre esses estados puros, pois os
momentos desta distribuigio s&o iguais aos momentos correspondentes de dx/dg. Mézard
e colaboradores®® estenderam essa interpretagio e verificaram que esses estados puros
constituem um espago ultramétrico: dados trés estados puros, se dois deles possuem a
mesma Superposi¢io comum com o ferceiro, entdo a superposicao entre eles nio pode ser
maior que & superposicic comum, e dessa forma apresentam uma estrutura hierdrquica
no espago de fases. Uma exposigiio clara de ultrametricidade e suas aplicagbes 3 Fisica
foi descrita por Rammal, Toulouse e Virasoro?.

Ainds ndo estd comprovado se toda essa complexidade persisie em vidros de spins

reais, ou mesmo no modelo de Edwards-Anderson. Um grave problema com a solugiio de

‘Parisi € que ela parece ser vélida apenas para dimensdes maiores ou igual a seis?, o que

5



dificulta qualquer extrapolagao para sistemas em trés dimensdes. Na verdade Newman e
Stein*® argumentam que as principais caracteristicas da soluciio de Parisi para o modelo
SK, quando aplicada & modelos mais realistas, nio sfio vélidas em nenhuma dimensio e
temperatura. Ainda assim, as idéias surgidas na busca do entendimenio do modelo SK.
¢ dos vidros de spins em geral se revelaram surpreendentemente interessantes, fazendo
surgir novos conceitos fisicos, além de novas ferramentas matemdticas e computacionais.
Como consegiiéncia disso, v4rios outros problemas puderain ser tratados e melhor enten-
didos, alguns deles com origens em diversos campos do conhecimento. Para citar alguns
exemplos, o desenvolvimento de algoritmos para partigdo de grafos?*3°, de interesse
para matemadtica aplicada, pesquisa operacional e ciéncias da computaciio; a nova formu-
lagdo para a compreensio do funcionamento de um sistema de neurdnios®, procurando
entender alguns dos processos fisicos que ocorrem em cérebros humanos ou de animais,
um problema central da neurociéncia, além de imediata aplicabilidade a problemas de
computagao; resolu¢io de problemas de optimizagio?, com ampla aplicagio em todos os
ramos de cincia e tecnologia; mais recentemente temos visto surgir teorias, usando as
ferramentas de vidros de spins, para tentar explicar o enovelamento de proteinas®?.

A teoria rival & de Parisi, conhecida como o modelo da gota®™ 35, & baseado em argu- -
mentos do grupo de renormalizagio aplicados 4 paredes de dominios em vidros de spins.
De acordo com o modelo da gota, a fase de baixas temperaturas para qualquer modelo de
vidro de spins de curfo alcance em dimensio finita deve ser descrita em termos de um es-
tado termodindmico simples {juntamente, é claro, com a contrapartida reverso-temporal),
ou seja, essencialmente uma solugdo do tipo réplica simétrica. Obviamente, o modelo da
gota torna-se questiondvel quando aumentamos a dimensionalidade do sistema, pois es-
peramos que exista uma dimensao critica superior (no caso do vidro de spins acredita-se
que seja seis®’) acima da qual deve valer a solugdo de campo médio. Anélises recentes
do vidro de spins de Ising de curto alcance em redes hierdrquicas do tipo diamante (na
qual o grupo de renormalizagio de Migdal-Kadanoff & exato) mostraram evidéncias das
caracteristicas do modelo da gota®3%; contudo a aplicabilidade destas redes para o vidro

de spins de Ising em redes de Bravais é duvidosa!®3%4_ E dificil obter resultados conclu-



sivos em simulagdes numéricas do vidro de spins de Ising em uma rede ciibica devido aos
longos tempos de termalizacdo!®. Contudo, em quatro dimensSes a temperatura critica
¢ bem maior, tornando a termalizagio mais ficil; neste caso, muitos trabalhos afirmam
terem observado alguns comportamentos de campo médio?! ™%, |
Até agora discutimos apenas modelos para os vidros de sping. Um outro modelo muito
estudado ¢ 0 modelo de Ising ferromagnético na presenga de um campo aleatério (random-
field Ising model — RFIM), introduzido por Imry ¢ Ma em 1975%. Na verdade, podemos
obter o comportamento para os vidros de spins e o RFIM a partir do modelo de Ising

descrito pelo hamiltoniano
H=- ZJ;,,-S,—S,— - > kS, (1.2)

i i

onde 5; = +1; para o caso ferromagnético os acoplamentos.J;; séo normalmente considera-
dos constantes {invariantes tranélacionais), assim como os campos magnéticos ;. Mesmo
com essas simplificagdes, o modelo de Ising exibe uma complexidade notdvel. Por exemplo,
s6 apresenta solugdo analitica ndo-trivial em duas dimensdes e, mesmo assim, na auséncia
de campo. Quando sido consideradas interagdes compeiitivas, pode apresentar um grande
ntimero de fases comensuréveis e incomensurdveis de magnetizacio modulada?’. Na rea-
lidade os sistemas fisicos nunca sio completamente invariantes iranslacionais; desordens
composicionais, impurezas, vacé.ncias, deslocamentos de rede, etc, levam a modificacdes
no hamiltoniano, as quais em muitos casos podem ser representadas por variacSes do tipo
Jij = J +6J;5 ou hy = A+ Shi. 8J;; e dhy; geralmente ndo sdo invariantes translacionais
e sim quantidades aleatdrias caracterizadas por distribuigdes de probabilidades. Dentre
as vérias possibilidades de combinagSes, podemos ter o caso dh; = 0 e §J;; < Jijs que
¢ basicamente o modelo de Ising puro. Se 8J;; 3> J;; a ordem ferromagnética em geral
¢é destruida e temos o comportamento tipico de vidros de épins em baixas temperaturas.
Quando .Jiy = 0 e éh; # 0 obtemos o RFIM. A realizacfio experimental do RFIM mais
estudada ¢ o antiferromagneto diluido na presen¢a de um campo magnético externo uni-
forme, onde a combinagio da diluigio e um campo externo leva a um efeito de campo

aleatério®®#®, Um exemplo de antiferromagneto diluido é o Fe,Zn,;_,F,55 que exibe,
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dentro de cerlos intervalos de concentragbes, comportamento de vidro de spins, campo
aleatdrio ou ambos. Provavelmente tais propriedades somente serdo explicadas se conside-
rarmos modelos que levem em conta os ingredientes de vidros de spins e campos aleatérios
Jjuntos; esse problema serd tratado no Capitulo 4.

Além dos estudos de modelos com spin 1/2 para vidros de spins, muitos esforcos tém
sido efetuados para o entendimento dos vidros de spins com spin 1%7%. Como exem-
plo podemos mencionar a versio vidro de spins para o modelo BEG introduzida para
descrever gases de redes magnéticos desordenados® %, e alguns modelos que apresen-
tam caracteristicas essenciais dos chamados vidros orientacionais {sistemas moleculares
diluidos, representando uma mistura de quadrupolos interagentes)®®:S7:0263,70-78  Egiaq
iltimos podem ser mapeados em modelos com spin 1, onde a interagio presente € a in-
teraciio quadrupolar aleatéria. Praticamente todos os modelos acima mencionados foram
estudados utilizando o método das réplicas. No entanto, h4 outros trabalhos onde o vi-
dro de spins de Ising para spin 1 foi estudado por métodos diferentes. Este ¢ o caso do
modelo com interagdes aleatérias entre p spins estudado por Mottishaw™ e um vidro de
spins quadrupolar com interagGes entre p spins estudado por Walasek’®. O modelo com
interagGes entre p spins tem dois limites bem definidos: o caso p = 2 corresponde aos
modelos de spins usuais com interagdes entre pares de spins, enquanto o limite p — oo
corresponde ao modelo de energias aleatérias REM (Random-Energy Model), introduzido
por Derrida em 1980"%". O modelo REM descreve um sistema cujos niveis de energia
séo varidveis aleatérias independentes; com esse modelo Derrida foi capaz de determinar
a solugdo de um modelo de vidros de spins sem o uso das réplicas. Contudo, até onde
sabemos, a competicio entre os acoplamentos bilineares e biquadraticos aleatérios nio foi
considerada em detalhes.

Nessa tese, pretendemos investigar os efeitos de acoplamentos biquadréticos aleatérios
e de campos aleatérios em modelos para vidros de spins. Iremos ulilizar 0 método das
réplicas para determinar os diagramas de fases dos sistemas, levando em conta a anélise
de estabilidade da soluglo com simetria enire réplicas. Este trabalho est4 dividido da

seguinte forma: no Capitulo 2 estudaremos um modelo com spin 1 para vidro de spins

8



onde incluimos interagdes aleatérias bilineares e biquadréticas. No Capitﬁlo 3 cstudamos
novamente a competico entre as interages bilineares e biquadréticas, sendo que agora
consideramos 0 modelo com interacBes entre p spins e tomamos o limite p = oo. No
Capitulo 4 estudamos o modelo SK na presenga de um campo magnético aleatério tri-
modal {uma distribuigio de trés picos). Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos nossas

conclusdes finais.



Capitulo 2

Efeitos de acoplamentos
biquadraticos aleatérios em um vidro
de spins com S =1

2.1 Introducao

Recentemente, muitos esforgos tém sido dedicados ao entendimento do comportamen-
to de vidro de spins com spin S = 1%, como modelos promissores para descrever
sistemas reais. Podemos mencionar, por exemplo, a versdo vidro de spins para 0 mode-
lo BEG introduzida para descrever gases de redes magnéticos desordenados® . Além
disso, alguns dos trabalhos acima citados®™ ™, foram voltados para descrever modelos
que apresentam algumas caracterisiicas essenciais dos chamados vidros quadrupolares ou
orientacionais™". Basicamente os vidros orientacionais consistem de sistemas molecula-
res diluidos, representando uma mistura de quadrupolos interagentes. O comportamento
do tipo vidro de spins resulta da desordem e frustragéo decorrentes do congelamento das
orientagGes moleculares. Fisicamente a orientagio molecular est4 associada a um dipolo ou
um momento de quadrupolo elétrico. Exemplos de vidros de spins quadrupolares sfo mis-
turas de cristais cianidricos alcalinos KBr;.o(CN)z, Na,—;K,CN, Na{Cl};_,(CN)., onde
os eixos quadrupolares do fons CN™! congelam em diregdes aleatérias. Outros exemplos
sd0 misturas sélidas de orto e para-hidrogénio® nos quais as moléculas orto (orientéveis)
estéo diluidas nas moléculas para (esfericamente simétricas); para certas concentragdes de

orto-hidrogénio € observada uma fase, a baixas temperaturas, na qual as orientagGes mo-
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leculares congelam formando um estado semelhante ao dos vidros de spins. Esses sistemas
sio descritos de forma mais precisa por rotores quénticos, de tal maneira que é necessério
introduzir uma matriz densidade® tornando o problema dificil de ser tratado. Assim, ¢
interessante estudar sistemas mais simples, como os émé.logos cléssicos. Muitos modelos
de spins cléssicos foram propostos para descrever fases de vidros orientacionaig®%79.8283
Apesar desses modelos nio caracterizarem vidros de spins orientacionais reais, eles exibem
muitas propriedades comuns com tais sistemas. Por exemplo, muitos deles nfo apresen-
tam uma transicio de fases entre estados ordenados ¢ desordenados do tipo vidro de
spins, implicando que o sistema estd sempre em um estado vitreo, independente da tem-
peratura. Contudo, se estdo presentes interagdes dipolares, como € o caso de vidros de
prétons® ¥, podemos observar a transigio de uma fase desordenada a altas temperaturas,
para uma fase ordenada a baixas temperaturas. Esses modelos cléssicos sdo, em dltima
andlise, equivalentes a um modelo de spin 1 do tipo Ising, com acoplamento quadrupo-

lar aleatério®?

63:73,8887 conforme mostraremos adiante. A experiéncia com sistemas puros
(onde ndo existe nenhum-tipo de desordem) nos tem mostrado uma enorme riqueza para
modelos magnéticos com spin 1 no que diz respeito aos fendmenos criticos apresentados
por estes sistemas®®8?, exibindo uma grande variedade de comportamentos multicriticos.
H4 também alguns trabalhos onde ocorre a inclusfio da interagdo de troca e do termo
quadrupolar aleatério® ®. Em dois desses trabalhos™%®, um modelo de gés de rede
magnético desordenado foi estudado pelo método da fungio de distribuicio®, enquanto
no outro® um sistema descrito pelo mesmo tipo de hamiltoniano foi estudado em uma
4rvore de Cayley no limite de coordenacio iﬁﬁnita. Neste caso, os resultados reproduzi-
ram o que j4 havia sido obtido através do método da funcdo de distribuigdo. A fungio
de distribuigiio de probabilidades dos campos locais em um vidro de spins quadrupolares
aleatdria foi estudado por Kopeé™ levando em conta as interagdes de troca e quadrupolar
aleatdrias usando o formalismo das réplicas. Contudo, a competigio entre esses dois ter
mos n#o foi considerada em detalhes. O objetivo desse capitulo ¢ investigar as possiveis
fases que surgem devido & competicdo entre as interagdes dipolares e quadrupolares em

um modelo de spin 1. A motivagio acima sugere que tal modelo merece atencio; apesar -
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de ndo ter intencdo de representar nenhum vidro de spin orientacional em particular, ele
pode exibir algumas caracteristicas encontradas em sistemas reais. Para determinarmos a
energia livre por spin e as equagdes de estado correspondentes iremos usar a aproximacao

de campo médio usual para vidros de spins com a hipétese de réplicas simétricas.

2.2 O modelo e as equagoes basicas

Vamos considerar o efeito de interagdes biquadréticas aleatérias em um modelo para
vidros de spins. Trata-se de uma generalizagio do modelo de Sherrington-Kirkpatrick
para vidros de spins com interagdes de alcance infinito. Consideramos a possibilidade de
cada spin poder ocupar trés estados, representado por uma varidvel de spin § = — 1,0,+1.
Assim, o termo de interagio quadrupolar entre dois spins ¢ representado no hamiltoniano
por K;;575%, onde Ky; é uma varidvel aleatéria temperada com média zero e varincia
K/VN.

Consideremos entio um modelo vidro de spin de alcance infinito, descrito pelo

hamiltoniano®

H=—2 JyS:S; -3 KySiS] , (2.1)
{if) {if) _
onde os N spins S; podem tomar os valores 0,41; a soma (i5) é sobre todos os pares

distintos; J;;, K;; s@o varidveis aleatérias com densidade de probabilidade do tipo

P(xs) = (2z) oxp (e2) (2.

onde X pode ser substituido por J ou K.

No caso J;; = 0, o hamiltoniano (2.1) é equivalente ao dos modelos para vidros qua-

drupolares cldssicos®®°76283,70°73,8687 garalmente dados por
He=— Z J;jinQx}' ) (2°3)
ij

onde @i = 3J% — 2 e Jy; denotam as componentes z do momento quadrupolar e do

momento angular orbital (J = 1) respectivamente. I fécil ver que o hamiltoniano acima

12
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no caso cldssico J; = +1,0 se reduz ao da Eq. {2.1) com J;; = 0. Considerando J,; = S;

o hamilioniano {2.3) fica
He= -9 Z; Ji;S75: + 6 E J;SE+6 Z Ji;S7—4 Z Jy . (2.4)
i £f 17 L

O segundo, terceiro e quarto termo do lado direito da equagédo acima sio iguais a zero, jé
que estamos considerando que a matriz Jj; tem média nula e a soma sobre uma linha ou
coluna também ¢ nula no limite termodindmico (N — o0), Ent@o a equacio acima pode
ser escrita como

He=-18) " J;;SI5? (2.5)
{if)
o que nos leva a K; = 18J;;. Vemos entao que os dois hamiltonianos sdo idénticos quando
consideramos Ji; = 0 em {2.1).

A energia livre por spin f para este sistema deve ser calculada usando
. 1l—5
ff=- lm ZinZ , (2.6)

onde a barra indica a média sobre as configuragdes. Para calcular In Z, vamos usar a

indentidade {método das réplicas)

1nZ=limZﬂ_1

n—0 k1]

: (2.7)

onde interpretamos Z" como a fungao de particéo de n sistemas idénticos (n réplicas).

A fungéio de partigio para um tinico sistema é

Z = 'Fr exp [ﬂ Z JijSiSj + ﬁz K,,stjz] . (28)
. {i7) {i7)
Assim, temos
2= g [ﬁ 2 Ty 35187+ B3 Ky Z(Sf)?(s;)z] .29
) o=l G  a=l

onde o € o indice de réplicas.

13
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Usando a equagdo (2.2) podemos calcular a média de 2%,

—_ 00 o0 N N
2" = {'Sn“.} o[—oo .[-ogg [v Wv :?W_KidJideij}

exp {—%r‘ 2 (?ﬁ‘ + ﬁ") + 30 BIsSeSs + Kiy(SE)(S3)] } : (2.10)

{5 (i7)a
As integrais gaussianas sdo facilmente calculadas completando-se os quadrados dos

argumentos das exponenciais. Obtemos, entdo,

7R — (JGJ)2 o Qo (‘BK )2 2 f Qo 2
Z —{g;r}exp[ SN 2 2 STSTSIS + Sy LS (S;)”(Sf)?tsé’)] :
(2.11)

onde os indices o ¢ § vao de 1 até n. Escrevendo as somas como

51 = X 3 spspsrst =
af (if}

b ]

aff | i f

£ Sessts-perey| . e
vemnos que o segundo termo do lado direito pode ser desprezado no limite termodinamico.
Separando os {ermos com @ = 8, temos
2y 2
5= 3 (ssrst) +35 (Serr) @13
- 2 -
{af} \ i a i
onde {of) denota pares distintos de indices de réplicas. O segundo somatério em {2.11)
pode ser escrito de forma anéloga,
2 2
5= (sererr) +15(ser) .10
(af) \ i a \'
Neste ponto convém ressaltar que o formalismo € vélido para qualguer spin inteiro S,
isto €, cada spin S; pode estar nos estados 0, +1,...,+S. Mais adiante particularizaremos

para o caso em estudo em que § = 1.

Usando a identidade gaussiana
1., w© dr z?
— —_— ———— — . A 2-
exp (2/1) _mmexp( 5 -+ a:) , | (2.15)

14
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para linearizar os termos quadridticos, podemos escrever

T (Nﬁz.f’ 9 +N52K2 2 )

qaﬂ afl
@ \ 2 2

2J2 ZKZ
~Z( Ng Ng

Z5 = [ I I dasdpaciQasdP exp[
® (af) a

. Pg)-l-NlnTrexp(?{ef)} ,  (2.18)

onde desconsideramos um fator multiplicativo que nfio contribui no limite termodin&émico.
Isto porque o argumento da exponencial na expressdo anterior é proporcional a N, per-
mitindo que as integrais sejam resolvidas pelo método do ponto de sela. O hamiltoniano

efetivo (#,;) ¢ dado por

Hes = (BT Y qupS°S® + (BK)? Y Qas(5%)*(5°)?
{ef) {aB)}
+ (ﬁz‘j)2 Epa (SQ)Z ﬁK)2 Z P (Sn)4 (2' 17)

Quando os limites N — oo e n = 0 puderem ser trocados, Z® serd dominado por um
ponto de sela. Vamos supor que isto acontece no presente caso. Assim, a energia livre

pode ser escrita como

L1
ﬁf ='1'1_I’Itl] ;mlng(QGﬁapa: Qaﬂ:Pa) s (2'18)

onde

2 y2 2 172
9(908, Pay Qap, Po) = (Eﬁ} (‘6—2'7—933 + ‘B—gx—Qﬁa) +

2 52 2 7.2
¥ K 2) _
):;) ( 72+ %—Pa In g‘f} exp(Hes)

A energia livre acima deve ser minimizada com relagéio aos pardmetros gug, Po, @ag, Pa

(2.19)

As condicGes para que g{gag, Pa, Qug, Po) sej& um minimo sio dadas por

o gl e
as = {(S°Y(SP)) (2.21)
Pa ={(5)%) , ' (2.22)
15
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Py ={(5%%) , (2.23)
onde (...} indica a média térmica com respeito ao hamiltonianc de réplicas (2.17).

Das equagdes acima podemos ver que o parAmetro go5 é o pardmetro de vidro de
spins, p, representa o pardmetro quadrupolar a exemplo do que ocorre no modelo onde
a interagdo quadrupolar ¢ uniforme®. Além disso temos o pardmetro biquadrupolar P, e
o parametro Q,p que € um pardmetro de vidro de quadrupolos. O conjunto de equagdes
acima representa um conjunto de equagdes autoconsistentes que devem ser resolvidas.
Para um n fixo inteiro tais equagbes podem ser resolvidas diretamente®, mas no limite
7 — 0 o problema ¢ mais dificil requerendo uma continuagiio analitica. Na préxima seggo
adotaremos o Ansaéz da solugio com simetria entre réplicas onde podemos obter facilmente
expressdes analfticas para o funcional energia livre por spin e, consequentemente, para as
equagses de estado. Estas expressGes ndo podem ser resolvidas por métodos puramentes

analiticos, mas sdo bem adequadas para uma andlise numérica.

2.3 Solugao com simetria entre réplicas

A solugBo com simetria de réplicas considera soluges da forma

qﬂﬁ = q V(Q’ﬁ) )
Pa=p Va |,

Qas =& Y(aB) ,
P,=P Va

A partir de agora vamos considerar o caso § = 1, o que implica que os pardmetros o
e P sdo iguais, pois S = 5%, Neste caso, vamos estudar um sistema com irés parémetros
{(p, g, Q). No que se segue vamos tomar a temperatura em unidades de -1 /kg e considerar
J =1+ se quisermos recuperar o caso J # 1 bastard substituir 7 por T/J e X por K /J.
No Apéndice A mostramos que a equagio da energia livre para esta solugdo ¢ dada

por

2 2 2 2y 72 2 4 2
_r-¢ @#-@HK © [ dudy zty
F="% *"7r T L e 7 )=y . (22)

16
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onde
z{z,y) = 14 2exp (——‘;—Ez‘) cosh (\/?Ez) . {(2.25)
e gt = *\}_ [ = L b QTQ)K2 + Ky/Qy ] (2.26)

Os pardmetros p, g, sao calculados mais facilmente a partir das Eqgs. (2.20- 2.23)

usando o mesmo procedimento do Apéndice A. Assim, obtemos

p= f f - dz:y (— z ;L yz) p2{z,y) (2.27)
g= f f - d;:y (—zz ;yz) [o1(z, ¥)]? (2.28)
. _
Q= f_: f_ : %%e:cp (—:82 ;yz) lpalz, 9] ; (2.29)
onde e /T
‘ pi{z,y) = ?%tmsenh (—‘é—-a:z:) {(2.30)
¢
paz,y) = ?iz_g—;—)ﬁcosh (gx) . (2.31)

Com isso temos um sistema de trés equagbes para regolver a fim de podermos deter-
minar o diagrama de fases do sisterna. Uma anélise rdpida mostra que os parametros p e
@ n&o podem ser nulos, enquanto o pardmetro ¢ tem solugdo trivial. Assim, o diagrama

de fases terd a principio pelo menos duas fases:
1. Fase paramagnética {P), onde ¢ =0
2. Tase vidro de spins {(VS), onde ¢ #£ 0

E importante mencionar que apesar de termos um pardmetro de réplicas {@) nio nulo,
estamos identificando as fases com K # 0 como extensBes das fases paramagnética e vidro
de spins existente no eixc K = 0 baseados no seguinte argumento: a energia livre por
spin, bem como os pardmetros p e (, podem ser expandidos como uma série de poténcias

inteiras de K. Dessa forma, n&o podemos obter nenhum comportamento anémalo nas

17
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fungbes termodinamicas quando fazemos K — 0. A seguir, vamos determinar a linha de

transi¢io entre essas fases.

2.4 Fronteira da fase paramagnética

Para determinar a [ronteira entre as fases paramagnética e vidro de spins, expandimos a
Eq. (2.28) para valores pequenocs de q. Antes disso, lembremos que os pardmetros p e @
n&o se anulam, de forma que ndo faremos nenhuma aproximacgdo para eles.

Consideremos inicialmente a expansao de ¢; em poténcias do parémetro g¢:

_ 24 12
7= a7 TOW (2.32)
onde

- P-QK*> KVQy

A= e"p[szz a2 T ] (2.33)
Substituindo a expansao acima na equagdo de ¢ obtemos
dxdy T +y2 44272

7= [-oo /:-oc 27 ( 2 ) (1 + 2A)2T2q + O(q ) ) (234)

onde a integral em = pode ser resolvida imediatamente. A temperatura critica é determi-
nada quando o termo linear do lado direito da equagiio acima tem seu coeficiente igual a

1. Assim, obtemos ”
4 o gy -%— A?

_4 T8 2.
V=7 | 7ot * Ti2ay (2.35)
As outras equagGes que temos que resolver (apés fazermos g = 0) sdo
p= f ‘Pz(y) (2.36)
e | %2_
Yy - 2
_ | 2.37
Q= 7= Tle)] e
onde
2A
= 2.
e2y) = 757 (2.38)
18
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Comparando as equagdes (2.35) e (2.37) vemos que a fronteira critica ¢ determinada pela

condicgao
T2 =Q (2.39)

quando g = 0. Assim, a linha de transigdo é obtida resolvendo por métodos numéricos as
equagdes (2.35) e {2.36) simultaneamente. O diagrama de fases obtido através do estudo
numérico dessas equagdes ¢ apresentado na Figura 2.1. O coeficiente de ordem ¢? na Eq.
(2.34) tem sinal positivo definido, de modo que as fases P e VS sio separadas por uma
linha de transi¢gbes continuas.

£ facil ver que para X = 0 o pardmetro de ordem vidro quadrupolar nio aparece
na energia livre (2.24). Dessa forma, ao longo da linha X = 0, Q ndo representa um
parimetro de ordem genuino e sim um pardmetro induzido, ndo estando associado com
qualquer propriedade termodindmica relevante. Assim, ao longo dessa linha encontamos

uma transigao da fase paramagnética para a fase vidro de spins em

T= (-—1-1—) , (2.40)
1+ € 2T

ou T = 0.790166. .. que é o mesmo resultado obtido por vérios autores®®59:8492-94  pgrq
valores grandes de K ndo hd mudangas aprecidveis na linha de transicio. Para essa
regiao fizemos uma expansdo {Apéndice B) e verificamos que assintoticamente a fronteira
aproxima-se do limite T = 0.7876.. ., com p ~ @ = 0.6204 .. .. Na préxima segio faremos
a andlise de estabilidade destas solugdes onde veremos que a fase paramagnética apresenta

uma regido de instabilidade, e a fase vidro de spins é toda ela instdvel.

2.5 Anadlise de estabilidade da solugdo com simetria
entre réplicas

As condigdes de estabilidade para a solugdo com simetria entre réplicas serdo determi-
nadas seguindo o procedimento introduzido por de Almeida e Thouless!3. Consideremos
a energia livre dada pela equagio (2.18), onde os pardmetros de ordem sio vistos como

pequenas perturbagles da solugéio com simetria entre réplicas, dados por
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O-go ¥ 1 1 T 1) ¥ 1

0.85 | P -
kg T/J

0.80 | -

0.75 | Vs -
0.70 1 1 1 1 1 | 1
o 2 4 ] 8 10 12 14
K/J -

Figura 2.1: Diagrama de fases mosirando as fases paramagnética (P} e vidro de spins
{VS) obtido considerando a solugdo com simeiria entre réplicas. A transi¢do continua
enire essas duas fases sinaliza 0 ordenamenlo vidro de spins.
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5 g

Gop = g+ Tag
Pa=P+ea , (2.41)
Qaﬁ = Q + ‘Euﬂ 3

onde 7.5, €. € £og S80 pardmetros pequencs. Substituir as equagdes acima na equacio
da energia livre e expandir a mesma até segunda ordem nos pardmetros pequenos, €
equivalente a calcular as segundas derivadas da equagdo (2.18) com relagio aos pardmetros

Gaf: Pay Qop- As segundas derivadas podem ser escritas como uma matriz de dimensio

n*zn? (chamada de matriz de estabilidade) com nove tipos de elementos,

3‘3¥ 32F 5

( PalDg PaCquy am%; \
8%y 3%y 5

el o ol . (2.42)
Sl Sl s

Cada derivada na matriz acima representa um bloco da matriz que pode ser considerado

(o
I

como uma sub-matriz. No Apéndice C calculamos os diversos tipos de elementos de cada
bloco. Podemos observar de imediato que a matriz G é simétrica, de modo que preci-
saremos calcular apenas seis tipos de blocos. A condigfo de estabilidade impde que os
autovalores da matriz G sejam positivos, essa condi¢do vem do fato que estamos minimi-
zando a energia livre e dessa forma a segunda derivada da mesma deve ser positiva (no
presente caso, onde temos uma fungéo com mais de uma varidvel, o que deve ser positivo
s&o os autovalores). O problema agora é determinar esses autovalores. Basicamente exis-
tem trés tipos de autovalores para a matriz de estabilidade, os quais vamos estudar em

seguida considerando a solugdo com simetria entre réplicas.
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2.5.1 Autovalores do tipo I

Para determinar os autovalores do tipo I, consideramos um autovetor i dado por

T={g,...,a, b...,b0 , ¢...,c ) . (2.43)
| — | |
niermos n{n—1}/2termos n{n—1)/2 termos

A equagio de autovalores
Gi=x 2 , (2.44)

nos deixa com trés equagdes

Aa+{(n—-1)Ba+(n—1)Cb+Li{(n—2)(n - 1)Db+ (n — 1)Ec+ i(n~2)(n—1)Fc=)a,
2Ca+ (n—2)Da+Gb+2(n - 2)Hb+ 821y 4 Jo 4 9(n - NKc+ BN 2y,
2Ea+(n~2)Fa+ Jb+2(n— 2)Kb+ =HE31h 4 Mc 4 2(n — 2)Ne + £ — ¢
{2.45)
onde A, B, ... sio definidos no Apéndice C. Apés tomarmos o limite n — 0, os autovalores

do tipo I {longitudinais) serdo dados por
A-B- A D-C F-FE
20C-D) G-4H+3I-) J—4K+3L =0 . (2.46)
AE-F) J-4K+3L M—4N+30-2)

E interessante analisar de imediato 2 solugdo com g = 0. Neste caso os elementos de

matriz C, D, H,1,J, K, L s80 nulos. Além disso o elemento G seré dado por

1 Q
. A 2.47
¢ o determinante que fornece os autovalores se torna
A-B-) 0 F-FE

0 G-A 0 =0 . (2.48)

2(E -~ F) 0 M-4AN+30-)

Ficamos, entdo, com uma equagio de terceiro grau a resolver

[(A—B—,\)(M—4N+30—/\)+2(E—F)"] (G-N =0 , (2.49)
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de maneira que um dos autovalores serd
1 Q
Ay =CG=— — 2 2.5
L1 T2~ 7 (2.50)
Assim a condigio de que o autovalor seja positivo nos d4 a mesma condigio para a linha
de transicio obtida quando fizemos a expansio em torno de ¢ = 0, eq. (2.39). Em outras
palavras, um dos autovalores nos d4 a linha de transigéio, a exemplo do que ocorre com o

modelo SK. Os outros dois autovalores sio dados por

[(A— B) + (M ~ 4N + 30)] £ +/[(A — B) — (M — AN + 30)]* - 8(E — F)2

Aparz =

2
(2.51)
2.5.2 Autovalores do tipo II
Vamos agora considerar vetores & na forma
i= ({fa}: {qaﬂ}’ {faﬁ}) {2.52)
onde
€ =aq para =48 |, (2.53)
=8 para aF8 ,
79 =¢, para aouff=0 , (2.54)
7 =d, para o,8#8 ,
£8 =¢ para aouf=0 , (2.55)
% =f para a,0+#9
Considerando & = 1, sem perda de generalidade, podemos escrever
4= @1,1‘)1,‘:..,61‘; 91,.;.,03, Ei;,.;.,dl ;131,.;.,81‘, fi,...,fl ) - (2.56)
n termos {n—1)termos {n—1){n—2}/2termos {n—1)termos {n—1}{n—2)/2 termos
Novamente, a equagio de autovalores
Gi = M (2.57)
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nos deixa com trés equagles

Aoy + (n - 1)Bb + (n— 1)Cecy + i{(n - 2)(n — 1)Dh,
= 1)Bey + 2 (n ~ 2){n — F ~ ay
Ca1 +Ch + (n—2)Dby + Gey + (n — 2)Hey + (n — 2)Hd,
P 2)2("' ~ 1dy + Jey + (n—DKey + (n— DK f, + P 2)2(” “Iih =
Ea) + Eby +(n— 2)Fb + Je, + (n— 2)Kc, + (n — 2)Kd;
Lo 2)2(” 3 1d, + Mey + (n— YNey + (n— 9N f, + B 2)2(” =905 = e
(2.58)

Além disso, a ortogonalidade entre os autovetores dos tipos I e II, expressa na forma

H

]

do produto escalar

G

d

(a,a,...,8;d,...,b,b,...,b;¢,...,¢,¢,...,0). =0, {2.59)

t

€1

€1

S

\ 1
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nos da

ey +{n—1bla+[{n—1)e, + -;—(n —1){(n—2)d,]b+{{rn—1)e, + -;—(n ~1{n-2)filc=0 ,

(2.60)
0 que implica
. . 1
bl - '_n _ lal ’

2
 dy = ———a , (2.61)

2

| 1= n e

Usando as equagdes acir_n.a, as eqs. {2.58) se tornam
(A-2-Blja;+[n-1)C—(n—-1)De,+[{(n—-1E—(n—1)Fle;, =0 ,
[ —n(jl—::fD]a1+[G—A+(n—2)H~—2H—(n—3)I]c1
+[J+(n-2)K ~2K - (n—-3)L)eg =0 , {2.62)
[E—n_l—zifF]al+[J+(n—2)K—2K-(n—3)L}cl |
M+n-2)N-2N-(n—-3)0—Ae =0

Tomando o limite n — 0 e escrevendo as equagdes acima na forma matricial obtemos

A—B- 2 D-C F-E a
AC—-D) G-4H+3[-X J-AK+3L n | =0, (2.63)
AE-F) J—4K+3L M—-4N+30-1/1| ¢

que nos d4 as mesmas equagdes obtidas quando consideramos os autovetores do tipo I
2.5.3 Autovalores do tipo 111
Vamos agora considerar vetores € na forma

@ = ({e}, ) {€°)) (2,64

onde

{2.65)

€ =g, para a=~8ouv
€ =b para a£0,v
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]

7% =¢; para aouf =0Oour
P*=n°=d; para a#0,v (2.66)
7% =e; para a,B#0, v

v

P =f, para aouf=~0ouv
S fla—gve—g, para a#8,v (2.67)
£98 = hy para a,f £8, v

Tomando & = 1 e v = 2,novamente sem perda de generalidade, podemos escrever

'ﬁ.‘=(Gg,ﬂz,bm...,bz;@,dz,---,dz,ez,...,82;f2,92,-.-,92,h2,...,hz) . (2°68)

Considerando a equagdo de autovalores ¢ a ortogonalidade entre estes novos antovetores

¢ 08 autovetores dos tipo I e II obtemos, ap6s tomar o limite n — 0, a seguinte equacéo

(G—2H+I—A J-2K+L )(%)_0 (269

matricial

J-2K+L M-2N+0-) fa
Todas as demais entradas deste autovetor séo ou nulas, ou proporcionais a ¢; & f5. Os

autovalores, neste caso, sdo dados por

G-2H+I+M-2N+0%/[G-2H+1—-M+2N —OF - 4[J - 2K + L]’

A 2

(2.70)

Na fase paramagnética (C = D = H = [ = J = K = L = 0) os autovalores 530 dados
por

=G (2.71)
Arz=M —-2N+C

Dos resultados anteriores, podemos observar que Ar; = Ari.

De posse das equagtes dos pardmetros de ordem e autovalores, fizemos a andlise
numérica do comportamento dos antovalores a im de determinar 2 estabilidade das fases
¢, por conseguinte, o diagrama de fases. Resolvemos numericamente as equagdes (2.35) e
(2.36) para vérios valores de temperatura e do parametro K, representando a varidncia do

termo de interacdo quadrupolar. Em seguida calculamos os cinco diferentes autovalores
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associados com as respectivas solugbes : paramagnética e vidro de spins. A linha de tran-
sigao entre as fases P ¢ VS & dada pela condigdo Ar; = Ay = 0. Na fase P todos os trés
autovalores longitudinais s3o positivos; por outro lado, um dos autovalores transversais
{Ar2) torna-se negativo para valores grandes de K {linha Ly na Figura 2.2). Isso sugere
uma irreversibilidade na fase P ¢ a existéncia de uma nova fase, possivelmente associada
com uma quebra de ergodicidade. Abaixo dessa linha deve valer uma solugio baseada no
Ansalz de Parisi’.

Na fase VS um dos autovalores transversal (Ar;) é negativo em toda a fase, enquanto
0 outro autovalor transversal é negativo abaixo da linha L, na Figura 2.2. Isso implica
que devemos também considerar uma solugdio com quebra de simetria entre réplicas nessa

fase.

2.6 Diagrama de fases na solucdo com simetria entre
réplicas

Além da, andlise de estabilidade da segdo anterior, fizemos também uma anglise numérica,
para vérios valores de T/J e K/J, das equagdes (2.27-2.28) para verificar o comporta-
mento dos pardmetros de ordem e também da susceptibilidade. A susceptibilidade nesse
caso pode ser obtida usando um teorema fundamental da mecinica estatfstica cldssica
(teorema da flutuagio-dissipagdo), que relaciona as flutuagdes de equilibrio de qualquer

varidvel termodindmica com o valor médio dessa varidvel®, ou seja

X =7 Z((S (SN = 7 Z((S2 s7) (2.72)

que nos d4
_p-9
X=7T

Os gréficos dos pardmetros de ordem e da susceptibilidade para diferentes valores de

(2.73)

K/J sdo qualitativamente semelhantes. Escolhemos dois valores de K /J para apresen-
tar os graficos, K/J = 0.8 ¢ K/J = 14, de forma que vemos o0s comportamentos dos

parametros na regido onde temos apenas as fases P e VS (KX/J = 0.8) e na regido onde
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2 T 1 1 1 1 T T
18 -]
Lz
=
*'- 1 - -
&
Ly
0.5 - -
0 1 1 1 1 | 1 1
o 2 4 6 8 10 12 14
K/J

Figura 2.2: Comportamento dos autovalores {rensversais na solugéo com simeiria enire
réplicas. Abaizo da linha L; o aulovalor Ar, € negativo, abaizo da linha I, ¢ aulovalor
Atz € negative. Acima das linkas L, e Ly os autovalores correspondentes sdo positivos.
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temos as fases P, VS e VSB (K/J = 14). Nas figuras 2.3 ¢ 2.4 mostramos o comporta-
mento dos pardmetros de ordem em fungio da temperatura para os dois valores de K /J.
Podemos observar que o pardmetro ¢ vai continuamente a zero em T/J =~ 0.79 nos dois
casos, indicando que temos ums transigio cont{nua. Vemos também que os parimetros
( e p ndo se anulam. Na Figura 2.5 mostramos o comportamento da susceptibilidade
em fungdo da temperatura para K/J = 0.8 ¢ K/J = 14. Como podemos observar ela
apresenta uma cispide préximo da temperatura de transiciio, de maneira similar ao que
ocorre em outros modelos para vidres de spins. Além disso, para valores de T/J a partir
de 4, as susceptibilidades tornam-se praticamente iguais, independente do valor de K/J,
indicando que o parametro p fica também independente de K /J para altas temperaturas.

Devemos mencionar que a andlise numérica para baixas temperaturas apresenta algu-
mas dificuldades devido a problemas de precisio numérica, principalmente para valores
altos de K//J. Devido a este fato, mostramos resultados apenas para T'/J > 0.08 no caso
K{J = 14. Porém, isso ndio compromete nossa analise J4 que estamos interessados na
regido proximo a T/J =-0.79 e, nesse caso, os resultados numéricos sio confidveis.

O diagrama de fases obtido como resultado da andlise de estabilidade da solugdo com
simetria entre réplicas estd apresentado na Figura 2.6, em fungiio da temperatura (T/J0)
¢ do pardmetro K/J. Todas as transi¢des termodindmicas sio continuas. Os pardmetros
p e @ sio diferentes de zero em todo o diagrama.

Como resultado da presente anélise, basicamente temos trés fases:

1. Fase paramagnética (P}, onde ¢ = 0, que ¢ estével na solucio com simetria entre

réplicas.

2. Fase vidro de spins biquadrética {(VSB), onde ¢ = 0, mas ¢ instével na solugdo com

simetria entre réplicas.

3. Fase vidro de spins {VS), onde g # 0, que & instdvel na solugdo com simetria entre

réplicas.

Nas fases instdveis deve ser vélida a solugiio proposta por Parisi. Quando passamos

da fase P para a fase VSB, o parametro de ordem p nfio muda de estrutura. Todavia,
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1.0 T T T T

1 1 1
9
Q ——m————-
p ------------- Frany
1 1 | 1 b |
1.5 20 2.5 3.0 a5 40

T3

Figura 2.3: Comporiamento dos parémetros de ordem q, Q € p em funcdo da lemperatura
para K/J = 0.8.
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Figura 2.4: Comporiamento dos pardmeiros de ordem g, @ € p em fungdo da temperatura

para K/J = 14.
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1.0 T -~ 1 T T T

- 5 (K/J=14)
/ \ P (AT - s p—

0.0 1 1 1 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 40
TA

Figura 2.5: Comportamento da susceptibilidade () em func¢do da temperatura para K/J =
08 e K/J =14.
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Figura 2.6: Diagrama de fases na solugdo com réplicas simétricas, apés andlise de esta-
bilidade das fases. A solugdo com simeiria entre réplicas € esidvel apenas na fase P. A
fase VSB, para valores suficientemente alios de K, ¢ caracterizada por uma instabilida-
de na solugiio com simeiria enire réplicas; a instabilidade persiste pare valores alios da
temperatura.
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nesta transi¢do o pardmetro  deixa de ser um escalar para se tornar uma fung@o de
Parisi Q(z). Isso indica que para valores grandes de X temos um sistema que apresenta
uma transico diferente da transicao usual. Nesta transigio o comportamento da energia
livre, que tem um minimo na fase paramagnética, passa a ser mais rico, apresentando uma
estrutura de muitos minimos na fase de vidro de spins biquadrética. A linha de transicio
entre as fases I’ ¢ VSB ¢ uma reta ao longo de kgT/K =~ 0.077, o que est4 em excelente
acordo com o resultado numérico encontrado por Kopet®®.

Se pensarmos no eixo K como o eixo que mede a competicio entre os dois tipos de
acoplamentos {bilinear e biquadratico), podemos ver que o efeito da inclusdo do acopla-
mento biquadrético aleatério com média zero ¢ o de induzir o0 aparecimento da fase vidro
de spins biquadrética ocupando uma regido do diagrama de fases inicialmente vista como
uma regido paramagnética. Na fase VSB ocorre uma mudanca no cofnportamento do
sistema no sentido de que ele passa a apresentar um comportamento tipico de vidros de
spins, visto que sua energia livre apresenta uma estrutura de muitos minimos.

A linha de transi¢io-que separa as fases P e VS ¢ também a linha de transigdo
que separa as fases P e VSB n#&o devem se alterar se fizermos o tratamento de Parisi.
Contudo, é possfvel que a fronteira entre as fases VSB ¢ VS mude se fizermos quebra
de simetria em ambas as matrizes Q e q. Essa fronteira, que foi obtida supondo simetria
entre réplicas, deve ser vista de forma esquemdtica, apesar de ndo haver razdes fisicas

para uma mudanga substancial.

2.7 Conclusoes

Neste capitulo estudamos um modelo sohivel de spin 1, onde incluimos interagoes
aleatérias bilineares e biquadrdticas com médias zero e varidncias J ¢ K respectivamente.
Resolvemos o modelo usando o formalismo das réplicas. Trés tipos de parimetros de
ordem foram introduzidos para descrever o sistema no espaco das réplicas: a densidade
(pa), que mede a fragio de spins nos estados S = 31 e duas matrizes, definidas res-

pectivamente pelos pardmetros vidro de spins {g,s) € vidro de spins biquadrético (Qag)-
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O modelo apresenta muitos aspectos comuns a outros modelos introduzidos para descre-
ver vidros orientacionais®®®":5262 sendo equivalente a alguns deles em ceftos limites. Por
exemplo, esses modelos exibem usualmente um ordenamento quadrupolar em todas as
temperaturas, similar ao que foi encontrado na presente investigacio.

A solugdo com simetria entre réplicas leva a uma transigio continua (segunda or-
dem) da fase paramagnética para a fase vidro de spins, sinalizada pelo aparecimento do
parémetro de ordem de vidro de spin. A {ronteira critica correspondente é praticamente
independente da temperatura, especialmente para grandes valores da varidncia .

Analisamos, também, os autovalores da matriz de estabilidade associada com as flu-
tuacGes em torno da solugdo com simetria entre réplicas. Verificamos numericamente que
um dos autovalores é sempre negativo na fase vidro de spins (VS), implicando uma instabi-
lidade na solugéo com simetria entre réplicas. Notamos também que a fase paramagnética
apresenta uma regido de instabilidade (denominada fase vidro de spins biquadrética) para
valores da variincia K suficientemente altos. Tais instabilidades podem estar relaciona-
das ao surgimento de efeitos de irreversibilidades, quando as fungBes respostas passam a
depender da histéria do sistema (por exemplo: medidas da susceptibilidade em amostras
que foram resfriadas na auséncia de campo magnético (com campo aplicado apds o res-
friamento) e medidas feitas em amostras resfriadas na presenga de um campo magnético
podemn levar a diferentes resultados)®. Com base nos nossos resultados, muitos deles
numéricos, concluimos que o sistema apresenta trés fases distintas, duas das quais de-
vem ser descritas corretamente considerando uma solugio com quebra de simetria entre
réplicas. Em particular, a regido com quebra de simetria da fase P deve persistir mesmo
para altas temperaturas, se K for suficientemente grande.

A fronteira separando as fases VSB & VS requer uma investigagdo mais profun-
da. Nio ¢ claro se a solu¢iio completa de Parisi ir4 mudar substancialmente sua loca-
lizagdo. Contudo, esperamos que em forno dessa linha a dindmica do sistema apresen-
ta tempos de relaxacio muito grandes, como ocorre em alguns sistemas reais de vidro

78,79,

quadrupolares’?82, Esperamos voliar a csse problema em um trabalho futuro, onde

iremos considerar o procedimento de quebra de simetria entre réplicas de Parisi.
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Capitulo 3

Um modelo aleatério de spin 1 com
interacoes de p-spins

3.1 Introducao

Podemos distinguir duas classes de modelos de campo médio para vidros de spins em
fungéo do cardter de suas transiges de fases: em alguns modelos, como o modelo SK!2,
existe uma transigéo de ordem continua onde a susceptibilidade apresenta uma cispide.
Atualmente ¢ aceito que esse modelo € descrito, a baixas temperaturas, pelo esquema
completo (infinitos passos) de quebra de simetria entre réplicas proposto por Parisiié!S.
Em outros modelos, cujo protétipo € o “Random Energy Model” (REM)™77, a transicio
¢ de primeira ordem. Qutros exemplos de modelos com este tipo de comportamento sio
os modelos de alcance infinito com interagdes entre p spins, com p > 2. Nesse modelos, em
geral, ndo h4 necessidade de um esquema de quebra de simetria completo para obtermos
solugbes aceitdveis a baixas temperaturas. H4 um consenso de que a primeira classe de
modelos acima € apropriada para descrever vidros de spins reais, enquanto a segunda
classe € apropriada para descrever a fisica dos vidros estruturais®® e, dessa forma, tém
sido alvo de uma investigacdo téorica profunda nos dltimos anos.

O modé]o REM foi infroduzido em 1980 por Derrida?:77, para descrever um sistema
cujos niveis de energia sio varidveis aleatérias independentes. Muitas de suas proprieda-
des s8o similares 3s do modelo SK. Por exemplo, qualitativamente tem o mesmo diagrama

de fases e mesma energia livre a altas temperaturas. O REM ¢ o limite de uma familia
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de modelos com interagdes aleatérias que generaliza o modelo SK. Essa familia pode ser
descrita por um sistema de N spins onde h4 interagdes aleatérias de longo alcance entre
p spins. Quando as interagdes ocorrem somente entre dois spins (p = 2) recuperamos o
modelo SK, enquanto o REM ¢ obtido no limite p — oo. Derrida resolveu o problema do
REM exatamente, obﬁendo uma expressdo apalitica fechada para a densidade da energia
livre sem o uso das réplicas. Posteriormente, Gross ¢ Mézard®” estudaram o modelo SK
generalizado com interagGes entre p spins com o objetivo de testar os métodos normal-
mente utilizados no estudo de vidros de spins; basicamente eles utilizaram o esquema de
Parisi**® ¢ as equagdes TAP. Usando o esquema de Parisi', eles obtiveram a solugao
exata {no limite p — ©o0) apenas com um passo na quebra de simetria entre réplicas.
O nidmero de solugdes das equagdes TAP é exponencialmente grande na regidio vidro de
spins, a exemplo do que ocorre no caso p = 2. Derrida ¢ Toulouse®™® mostraram que
neste modelo existen grandezas que ndo sdo auto-mediantes; eles predizem as mesmas
distribuigbes para quantidades fisicas andlogas obtidas anteriormente por Mézard et a4
usando réplicas. Em seguida Gardner® estudou o mesmo problema nos limites p muito
grande, mas finito, ¢ p = 2 usando o método das réplicas ¢ mostrou que existem duas
transigbes de fases. A uma temperatura 7} existe um salto no pardmetro de ordem, mas
sem calor latente. A uma temperatura menor T, esta fase torna-se inétével a hd uma
segunda mudanga de fase, onde o parimetro de ordem varia suavemente.

Uma caracteristica importante, j4 mencionada, dos modelos com interagdes en-
tre p spins € a conexdio especialmente com as teorias dindmicas de transicdes vidro
estruturais®™?. A origem dessa conexdio € a natureza desconiinua das transigdes nes-
ses modelos. Em particular, é conhecido que esses modelos tem uma transigio dindmica
a uma temperatura 7y, a qual é maior que a temperatura Ty, onde ocorre uma transigio
estdtica®® 9810 Isso indica que em Ty a transigdo é pufamente dindmica; o tempo de rela-
xagao diverge mas todas as quantidades termodindmicas niio apresentam neshum tipo de
singularidade. O que ¢ observado em vidros reais é similar, no sentido de que a transicio
vitrea ¢ puramente um efeito dindmico®™%. A temperatura vitrea T, ¢ definida como

a temperatura na qual o tempo de relaxagéo tem valores muito maiores que os tempos
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de observacdes usuais. A vantagem do modelo com p interagdes, é que as propriedades
estdticas e dindmicas podem ser facilmente estudadas. Na ﬁerdade, essa facilidade permite
usarmos 0 modelo com p interagdes como ponto de partida para um maior entendimento
da dindmica de vidro de spins'®!.

O modelo com interagSes entre p spins, introduzido por Derrida, também pode ser
implementado para casos com spins diferentes de 1/2. Por exemplo, o caso com spin 1
foi estudado por Mottishaw™. Uma motivagiio para isso é que modelos com spin 1, onde
existem transi¢des de primeira ordem, o método das réplicas torna-se problemético’™.
Em tais casos, a energia livre oblida pelo método das réplicas precisa ser minimizada em
relagéo aos pardmetros de ordem convencionais, mas precisa ser maximizada em relagéo ao
pardmetro de ordem vidro de spins. Quando duas solugbes localmente estdveis coexistem,
como ¢ o ¢caso de transiges de primeira ordem, a condigao de estabilidade nio faz distingio
entre essas solugdes. Procurando elucidar este problema, Mottishaw™ estudou um modelo
de spin 1 com interé,gi')es entre p spins, no limite p —} 00, sem o uso das réplicas. Mais
recentemente Walasek’™ estudou um modelo de vidro de spins quadrupolar nos limites
P —* 00 €& p muito grande, mas finito. Neste trabalho ele mostrou que o pardmetro de
ordem vidro de spin € uma fungéo degrau.

Existem ainda vérios frabalhos que consideram modelos para vidros de spins com
interagGes entre p spins’™'¥%1%_ As principais motivagbes para estudarmos um modelo
de certo modo artificial s3o as seguintes: i) apesar de pouco realista, veremos que ele
apresenta comportamento qualitativamente similar a sistemas reais; ii) permite obter
solugOes exatas (no limite p — oo); iii) pode servir como ponto de partida para o estudo
de dindmica em vidros de spins. Podemas ver o modelo com interagdes entre p spins como
um bom laboratério para estudarmos os aspectos cruciais que sio inacessiveis em modelos
mais realistas.

Nesse capitulo vamos estudar um modelo de vidro de spins com p-interacSes, con-
siderando & competi¢io entre os acoplamentos bilinear e biquadréticos. Quando p = 2,
recuperamos 0 modelo estudado no capitulo 2. No limite p ~» co mostramos que o modelo

é equivalenie a um modelo com energias aleatérias (Apéndice D); nesse limite podemos
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estudar o problema de duas maneiras: calculando a fungfio de particio a partir da dis-
tribuigio das energias, ou utilizando o método das réplicas. Como os dois formalismos
sdo equivalentes no limite p — oo, deveremos obter os mesmo resultados. No entanto,
vamos optar por estudar o problema utilizando o método das réplicas, pois assim podemos
utilizar as equagdes obtidas para estudar toda uma familia de problemas como fun¢zo do

parametro p.

3.2 0O modelo e as equagoes bdsicas

Consideremos entdo um modelo vidro de spins de alcance infinito, descrito pelo

hamiltoniano'®
= 2
H=— Z Jil ,l'z.-..,ipSi St'z e St'p - z Ki:,ig,...,ipss?lsig - Ss?, 3 (31)
1881 <. <ip< N 161 <. <ip< N

onde os N spins S;, podem tomar os valores 0,+1,...,+S; Jisizyips Ky jia,.iip SBO V-

ridveis aleatdrias com densidades de probabilidades dadas por

. NF- ! X‘zl i’ls t-‘-niy Np_ !
P (Xt'x Jz,---.i,) = '?rp_!xf exXp | — p! X2 ’ (32)

onde X pode ser substituido por J ou K. Devemos mencionar que iremos tomar o limite

p — oo mais adiante, porém a condigdo N > p deve ser mantida de forma que a variincia
da distribuigdo acima seja finita.

No apéndice D mostramos que no limite p = oo as energias das configuractes de
spins macroscopicamente distinguiveis sdo descorrelacionadas. Devemos mencionar que
o modelo de vidro de spins com spin-1 e p intera¢hes na presenca de um campo de
anisotropia D foi estudado por Mottishaw™; tal modelo ¢ idéntico ao do presente estudo
somente no casc D = K = 0. Além disso, os diagramas de fases desses dois modelos
apresentam algumas caracteristicas em comum; por t_axemplo, ambos apresentam f{rés fases
distintas. Contudo, enquanto o modelo de Mottishaw exibe uma fronteira de segunda
ordem e duas de primeira ordem, mostramos que o diagrama de fases para o presente
modelo néio apresenta transicdes continuas (segunda ordem), sendo caracterizado por trés

fronteiras de primeira ordem que se juntam em um ponto triplo.
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Usando o método das réplicas para determinar a energia livre, o primeiro passo consiste

em calcular a média sobre as varidveis aleatérias da fungio de partigio de n réplicas:

n *® ]m Ne—1 Np-1
= T‘r - I . .
“ /“” —o0 i;Eﬁ, [\/Wp!ﬂ Wp!K”dJ"""' 50Ky

NPl (J:‘; P }’{f s )
exp e ———— Z 13 geeag¥p 1332 yee0yIp
[ ! 1<4; <. <ip<N J? K?

+ 3 ﬁ(J,-,,,—,,,,,,,.,sgs,.:...s;;+K,-l,,-,,,,,,,-,(sgf(sg)”-...(5;;)2)] . (3.3)

1<#; <..<ip <N,

onde 8 = (kpT)~!. Usando o resultado

Nr—1 No- 1}(2 2 A2
/_wd 7;, dXexp[ ,aAX] exp[ng_p] , (3.4)

a Eq. (3.3) fica

(Zn):T&‘eXp{4fv2f_!1 > [(Esasa )2

1€i <. Cip< N
(Z( sase .. )2) 2] } . (3.5)

Para desacoplar os somatérios em ¢, introduzimos as varidveis

w=%2$ﬁ, | (3.6)

Qs = 5 T (STSEY? (37)
€

&:%ZWP' | (3.8)

Com isso reescrevemos o primeiro somatério na Eq. {3.5) como

2
b (ngsg...sg) = S [223;;...5;5:3...35

1€ €. ip <V 1€i1 < <ip <N | (af)
+Z(S§;...S§)2] , (3.9
o
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ou

3 (;Sasas“f)z = {22 [E 5888 ... i s;;sg]

1<€H; < Cip SN (af) ip=1

Z[Z ...Z(sg)”]}+0(m-1) . {3.10)

1=1 ip=1

Assim, ficamos com

5 (ouss) - Bl{sasr)om . e

1€ <.<ipEN {af}

Analogamente, o segundo somatério na Eq. (3.5) pode ser escrito como

x . (Ses ) -Rlsassrfor . e

1<i1<... <ip<N (eB)
Usando as Egs. (3.11}, {3.12) e a identidade

(21;'2) / L 1] dXrasdgasdrasdQas Hd€adpa exp [ 3 Aas (Nqaﬁ _ Z‘: se Sf)

¥ {af) {a8)

{af)

= Va8 (NQQ,B E(sasﬂ)z) - ;ga (NRQ - zi:(S?)z)] , (3.13)

a Eq. {3.5) passa a ser escrita na forma

@) = () [ [ T hapdtastrastes T

2ms (aB)

[ 2 das (Nqaa ZS"S") — ;fa (NRQ ~ ‘Z(sg)ﬂ)

{aB}
- T (¥us - S(s050Y ) (314
af
e (2 S K 4 (S Rv)]
af

Vemos que as as integrais podem ser resolvidas pelo método do ponto de sela no limite

N -3 0o. Assim, a energia livre por spin fica

|
-Bf = ’1‘1_14111] ;9(‘?013: /\aﬁs Qaﬂ: Yaf: Ry, fa) 1 ' (3' 15)
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com

2 2
g(‘?aﬁs /\uﬂ: Qaﬂ: Yof, Rm ga) = % 2 (quﬁg + Kfoxﬁ) + %(Jz + K2) Z Rt’;

{aff)

=Y (Aas9as + YesGas) —

(28)

+InTrexp [Z (Ac,,,g:S"’S“3 + 705(3“8‘3)2)

(aB)

+ ;&(S“)z] ;

(3.16)

onde a,4 = 1,...,n denotam indices de réplicas. As quantidades {A.g,7ag,fa) e

presentam multiplicadores de Lagrange, permitindo fixar o conjunto de parimetros de

ordem {g,8,Jas, B;). A minimizagdo de G(gug, Aag, Qass Yaps Ras £a) com relagio 3

Gas; Aas: Qap; Yap, Ra € &, fornece as condiges de equilibrio

99 pB>J?

_ _ -1
aqaﬁ =0 )‘08 - 9 qgﬂ H
ag _ _ a'ﬁ
ag _ _PKzﬁz p—1
aQaﬂ_(]:}%ﬁh 2 Ve
9y
=0= Qs = {($°5°)%) ,
g =0 = Qup = ((S°5°))
dg . _pﬁz 2 2y pp—-1
ar =0 b= (P HKIRE
e
39_ _ ay2

(3.17)

(3.18)
(3.19)
(3.20)

(3.21)

(3.22)

Estaremos interessados no limite p — oo porque, normalmente, os modelos com p — oo

exibem o mesmo comportamento qualitativo para valores finitos de p (p > 2). Além disto,

nesse limite femos a vantagem de obter solucdes analiticas, visto que as configuracdes de

energia distintas sdo descorrelacionadas’®™S7. Por outro lado, os modelos com p finito

requerem um esforgo de cdlculo numérico considerdvel. Na préxima segdo estudamos a

solugio com simetria entre réplicas.
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3.3 Solugao com simetria entre réplicas.

Considerando a solugao com simetria entre réplicas

Gagg = @
Qs =@
R, =R
Aag = A
Yag = 7
§a=¢§

podemos escrever

lim — Z(Jﬁqgﬂ + K°Qlg) = - (*¢° + K7Q")

n—0 12 (aB)

lim - E(/\agqag + Ye5@as) = —(Ag + Q)

n—0 n (aB)

Ill’l’l - ZEcRu f

n—=0 3

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

O cdlculo do termo no interior do logaritmo da Eq. {3.16) ¢ idéntico ao cdleulo efetuado

com p = 2. Entdo, a energia livre pode ser escrita como

1 2
~pf =lim—g= ——(JQQ” + K°QP) + —(J2 + K*)RP + %(z\q +7Q) - ¢R
00 d:z:dy T2+ y?
+fw = (— L )wz , (32
onde
Z =1+ 2" cosh(v/z) (3.28)
€
B = '\+7+€+\/_y (3.29)
As equages dos pardmetros de ordem ficam
2 12
A= %qﬂ , (3.30)
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7= {¢ay (3:31)
pK g PR o1 (3-32)
= (aog)zy ; (3.33)
Pﬁz( J + K2 Re- (3.34)

€
R={ps)ay , (3.35)

onde

o= 2¢B senélfﬁz) , (3.36)
_ 2P cos;n(\/iw) (3.37)

€
(o= [T e (-ZEE (338

E f4cil ver que os pardmetros de ordem ¢ e R nunca se anulam e que as Eqgs. {3.30-
3.35) sempre apresentam a solugdo trivial com g = A = 0, para valores arbitrdrios de p;
identificamos essa solugio como a fase paramagnética (P).

As equagdes acima contém como casos particulares alguns problemas estudados an-
teriormente. Fazendo p = 2 recuperamos as equagdes obtidas no modelo com Jij e Ky
aleatérios estudado no ﬁltimolcapitulo; além disso, tomando K = 0, recuperamos as

equagdes obtidas por Mottishaw’. Na préxima segdo iremos estudar o caso P 0.
3.3.1 Limite de p = o0

Vamos agora analisar as solugdes das Egs. {3.30-3.35) no limite p = oo. E importante
notar que nesse limite a condig@io N > p deve ser mantida para que o limite termodinamico
seja correto. Isso € claramente satisfeito, visto que o limite N —3 oo € tomado quando
resolvemos as integrais pelo método de ponto de sela.

No limite p — o0, néio existe solugéio estével com ¢ #£ 0, descrevendo um vidro de spins,
de maneira similar ao que acontece com o modelo de spin 2 correspondenté”; contudo, no

presente caso existem duas solugdes para os pardmetros @ e R que descrevemos abaixo.
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Solugdo paramagnética (P)
Uma possivel solugéo no limite p — oo é
g=0 , @<1 , R<i=

Com iss0 a energia livre por spin fica

f=-kgTIn3 ,
enquanto a entropia por spin ¢
of
8= —ﬁ = kB Il'l3

A entropia dessa solugéio é sempre positiva.
Solu¢do quadrupolar do tipo spin 1/2 (Q)

Outra possivel solugdo &

g=0 , =1, R=1=>

K24
2

A=0 , 7=

2
P, E=7( P+ K

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Esta solug@o representa uma fase onde os spins estdo todos congelados aleatoriamente

nos estados S = X1, enquanto o estado § = 0 fica completamente excluido. Desta forma,

podemos dizer que existe um ordenamento quadrupolar do tipo spin 1/2, pois R = 1.

Em consequéncia deste fato, o pardmetro @ também ¢ igual a 1, mas nfio passa de um

parmetro induzido. Por esta razdo, preferimos chamar esta fase de quadrupolar.

Seguindo adiante com nossos cdlculos, temos

B=—%+£+ﬁy ,

ou seja, B 3> 1. Desta forma, Z =~ 2¢B. Assim, a integral na Eq. (3.27) fica

[+ ] 2 2
f @:i’l’-exp(—:B ;y)ln231n2+§—3’2—

—ood—0c 20
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A energia livre por spin para essa solugdo € dada, entéio, por

J2

f =i ~kaTln2 (3.47)

enquanto a entropia por spin € dada pela expressio

a J
8 = “ﬁf = kB [}n2 - m] . (348)

A entropia torna-se negativa abaixo da temperatura

Jd
kgT, = —— = 0.600561... 3.49
Be = oV ? . (349)

de forma que essa € uma solugdo nio fisica abaixo de T¢.

As duas solu¢des acima existem em todo o espago de fases, de forma que deve existir
uma linha de transicdes de primeira ordem separando as fases representadas por essas
solu¢Bes. De fato esta linha existe, e € obtida igualando as energias livres das respectivas
fases (Egs. {3.41) e (3.47)). Este procedimento nos d4 uma linha de transigdes de fases

de primeira ordem indepéndente de K

1
—— = 0.7852... . 3.50
2,/In3/2 o (350

Encontramos também outras solugles, porém todas sio instdveis. Dessa forma, no

ksT/J =

limite p — oo, & solugdo com simetria entre réplicas nos leva ao diagrama de fases exibido
na Figura 3.1, com duas fases P (¢ = 0, = 4/9, R =2/3)e Q (¢ =0, =R = 1)
separadas por uma linha de primeira ordem. Além disso temos também uma regido de
instabilidade termodind@mica a baixas temperaturas.

Visto que a solug@o com simetria entre réplicas leva a uma entropia negativa a baixas
temperaturas na fase Q, devemos proceder com o processo de quebra de simetria entre
réplicas para tentar obter a solugdio correta. Antes disso, porém, vamos efetuar a anélise
de estabilidade da solugio com simetria entre réplicas, para verificar a estabilidade das

duas solugSes acima com respeito a flutuagGes no espago das réplicas.
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Figura 3.1: Diagrama

Q esiao separadas
solugdo Q apresen

K/J

tria entre réplicas. As fases Pe
eira ordem. Na regido instdvel

de fases na solugdo com sime
por uma linha de transigdo de prim
ta uma entropia negativa.
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3.4 Analise de estabilidade de Almeida-Thouless da

solugao com simetria entre réplicas

Vamos verificar a estabilidade da solugio com simetria entre réplicas seguindo de Almeida
e Thouless'®. Podemos reescrever a energia livre de réplicas (3.15) usando as Egs. (3.17),
(3.19) e (3.21),

— _._‘8_2 2 2P _ﬁ_z 2 2 P p_,13‘2 2 2
Bf=g= 2 Z(Jq’l;ﬁ+x Oﬁ) 4(‘] +K)ZR€!+ 9 Z(quﬁ_}-KQiﬂ)

{af) {af)
2 2 2
GRS+ K (ﬂ;r iS) > R —InTrexp % > (FPa55' 5258 + K*QP5'(S°5P))
a {af)
pB*, 2 p-17 oy 2
'*T(J + K )ERﬂr (S| (3.51)

A matriz de estabilidade é dada por
HggE‘. nga aﬁ‘b‘; (3.52)
il Tt Toshan

1]
n -

O célculo dos autovalores da matriz acima ¢ idéntico ao cdlculo do caso p = 2. O
que muda sdo apenas alguns detallies na forma dos blocos da matriz. No Apéndice E
mostramos a forma explicita dos varios tipos de elementos da matriz G. Nas préximas
secdes vamos determinar o comportamento dos autovalores longitudinais ¢ iransversais
para as solugoes com simetria entre réplicas obtidas acima considerando sempre o limite
p — 00, lembrando que uma solugao € instdvel quando algum autovalor associado a ela

torna-se negativo.
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3.4.1 Autovalores longitudinais // transversais
Os autovalores do tipo I (longitudinais) sdo dados {no limite n — 0) por

A-B-A D-C F-F
2C—-D) G-4H+3I-A J—-4K +3L =0 (3.53)
2(F - F) J-4K+3L M-4N+30-A

Solugio P

A solug@o P no limite p — oo é dada por
¢=0 , @=4/9 , R=2/3= {3.54)

A=q=£6=0 . (3.55)

Com isso todos os elementos da matriz de estabilidade so nulos, de forma que os autovalo-

res associados com essa solugdo também séo nulos, isso indica que a fase é marginalmente

estdvel.
Solugdo Q
A solugdo Q no limite p = oo ¢ dada por

¢g=0 , Q=1 , R=1=> (3.56)
K242 2 )
A=0, =" =ik, (357)
Nesse caso, apenas os elementos da matriz de estabilidade A e M sao diferentes de zero,
de forma que os autovalores sdo dados por:

A1=A 3 A2=O y Ag"-—:M ) ' (3-58)

onde

4= BT K0ty = )

M= ﬁ’K’pz(p— 1)
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Vemos que essa solﬁgﬁo também ¢ marginalmente esldvel, visto que Ap = 0, enquanto os
outros dois autovalores divergem no limite p — oo, mas sempre com sinal positivo.

E interessante notar, pelos resultados acima, que as duas fases sio marginalmente
estdveis em todo o diagrama de fases, levando em conta as flutuagdes dos pardmetros de
ordem. Porém, a solugao Q ¢ néo fisica para temperaturas abaixo de T = 0.6. Além disto,
vimos que na solugdo com simetria entre réplicas nfo existem outras solugGes aceitéveis, de
forma gue vamos considerar as solugdes com um passo de quebra de simetria de Parisi'1%

com o objetivo de determinar o diagrama de fases completo.

3.5 Solugao com um passo de quebra de simetria en-
tre réplicas

Vamos considerar o primeiro passo de quebra de simetria proposta por Parisi'*!%, nos

quatro pardmetros de réplicas: Ayg, Gog, Vas, @ag. Dividimos as matrizes em blocos de
tamanho m x m de forma que as matrizes serdo formadas por (n/m)® blocos. Os blocos da
diagonal tém sua diagonal nula ¢ todos os outros elementos iguais; por exemplo na matriz
gop Os elementos dos blocos diagonais valem gy, exceto as diagonais que s&o nulas. Todos
o5 blocos fora das diagonais tém elementos iguais; no caso da matriz g5 os elementos
dos blocos fora das diagonais s30 iguais a go; as matrizes Aqg, gab e Qup 580 divididas de
forma andloga.

Os somatérios na equagdo (3.17) podem ser escritos como

Z;aqﬂﬂ =g@n(m-1)+gn(n-m) , (3.59)
a¥
2 Qs =Anm-1)+Qa(n-m) , (3.60)
a#d
Y. Aapas = M@in{m — 1) + dogon{n — m) {3.61)
a#f
e
Z Yaplas = Q1(m — 1) + %Qon{n — m} . (3.62)
a#f
50



No argumento da exponencial na Eq. {3.17) temos as somas

n 2 nim m 2
EPIPWL T [Ao (Es) -nx (z S°)
a=1

py k=1 \ck=1

+A1 %‘ (E Sc*) — A Z“j (S“)z} (3.63)

=1 A=l

a#ﬂ k=1 \g=1

n/m m 2
3 Z Tas(857)" = [’ro Z(S"Y) “n) (E (S"'f)

k=1 \rx=1

nim m 2 n
+mn ), (Z (Sc‘)z) ! Z_:l (5“)2] ; (3.69)

onde k indica o nimero do bloco ¢ ¢ 0 niimero da réplica dentro do bloco.
Usando as equagdes acima a energia, o tltimo termo na Eq. (3.17) pode ser escrito

COomo

mer = [ [T e [T [ et )| o

onde

B= \//\_o$u+\/r\1—/\oyo S+ ﬁ$1+\/71“7ny1+§—ﬁ—£ 52 . (366)
2 2

No limite n — 0, podemos usar a mesma aproximagio para o caso p = 2 e obter

nTre®es = 2 [* [ doodzy s [f_“’ I dyodys o fg?i('rreﬂ)“’]wLO(n)

o0 21!' Lo’ 2r
(3.67)
Entao a energia livre (3.17), apds tomarmos o limite n — 0, fica
2 Jz K? x? |
-1 =2 gm0 - 2 g + B - 1) - G + 22 4 ey
ﬁ/\ﬁh(m 1) + ﬁ/\o(Iom ﬂ‘)’lQl(m — 1) {3.68)
d d :3-{—:,
')’anm - EER+ —'f f zo Tle In Z(zp, 21} ,
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onde

Z{zg, 31) —f f dyody1 —m (’I‘reB)m

-0

211'

(3.69)

A minimizagao da energia livre (3.68) com relagio aos pardmetros gp, g1, @, @, ¢ R &

trivial e fornece os seguintes resultados:

of _ _ B2 5
o 0= =—— @
of — ﬁgﬂ P p1
—3;; 0 A q? »
of _ /321{2
of ﬁzKQp o1
aQ, M= G
e
af

3R

2
=02 ¢= =L+ kYR

A minimizagio com relaciio aos outros pardmetros fornece

2 2
Ty + 73

/ /00 d:z:gda:1 B

[ e

-

9'1
2(1 + 2¢” cosh A)™eP senh A

A

yo + 4t
2 (1+2¢°cosh A)™

2, .2
T +T
/ [ d&:odicl - 2 1
- s + 9} ]
o0 —_
dyody; 2 4{1 + 2e” cosh A)™2e*P(senh A)?
-0 J =00 211' .
ytzi + Uy

f /°° dyudm -
—0C 271'

2 {1+ 2ePcosh A)™
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(3.70)

(3.71)
(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

» (3.76)



dond z2 + 2}
_ o0 OC IU :Bl - 2
QO - -/;oo /;00 27T ¢ 2
[ o 0o iy d —-—-—-—-yg + yf -
/ Tt 2 2(1+2¢”cosh Ay P cosh A
—od—o 27 3 3 H (37?)
© 00 dynd W tn
f Y0941 2 (1+2ePcosh A)™
R —wJ—co 27 N
242
®© 0 dredz; — 2
— 2
Ql - —o0 Lco 2x €
o oo dudy, BT
f / L 2 4(1 + 2e” cosh A)™%¢>" (cosh A)”
o 27 3 3 (3.78)
© duyads — + 3
/ / Gyodln 2 {1+ 2eP cosh A)™ _
. —c0 Jmco 27 =
e +:1:
/ /W dxod:m —=2 :
o — w+if
/ f dyodys Y1 2 2(1 + 2e” cosh A)™1e® cosh A
cood—o 2 i . (3.79)
dyodyy — 2T Y
f f ot Lt 2N = {1 + 2¢® cosh A)™
L -0 271' =
além da equacfo para m,
- 2 K?
3537:) _ ﬂj (- + ’6 (QF - QF) — (Alih — Aogo + 1 — 1)
dzodzy 2T
W, 2 gz
ﬁm2 f -/:oo n (Iﬂszl)
_zg+a}
ey B B =
e, YT
/ /m Yolr 2 {1+ 2e® cosh A)™ Iu{1 + 2¢P cosh A)
=0,
© dudu — 5+ 311
/ / SYollhr " g {1 4 2e” cosh A)™
-00 4 —00 27{ .
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onde
A= s + /A1 — Xawi (3.81)
e
— At m
D=z +vVn—vn—€- - (3.82)

As equagdes acima valem para qualquer valor de p > 1. Em particular, tomando p = 2
obtemos as respectivas equagdes para o primeiro passo de quebra de simetria de Parisi

do modelo tratado no Capitulo 2. Porém, estamos interessados aqui no caso p — 0o, que

estudaremos na préxima secéo.

3.5.1 Limite p = o0

No limite p — o0 os pardmetros Ag, A;, ¥, 11 € € podem tomar os seguintes valores.

[ 8% -
4 — 1
d={ 2 W , (3.83)
0 se g<li '
r 2
P
L =1
aN=¢ 2 ¥ 0 , (3.84)
| 0 se g < 1
2K?
K% se Go=1
T =9 2 ? (3‘85)
0 se (Jy<l
2
S se h=1
N = 2 {3.86)
0 se Q1 <1
e
2
——-———ﬂ o+ Ko)p se R=1
£= 4 ) {(3.87)
0 se R<1

Os parimetros gy € ¢, s80 definidos taisque 0 < gy < g, < 1. Se gy < 1 temos Ay =0,
se tivermos também ¢; < 1 teremos A; = 0 e recuperamos a solugcdo com simetria entre

réplicas. Para uma solugio com quebra de simetria, consideremos a solugio vidro de spins
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quadrupolar {VSQ) dada por

G<1l=>X=0 ,

=1, :
a“ (3.88)
Q<l=>w=0,
=1
Na energia livre temos que calcular a integral
z2 + 3: 2 o+ yf
d:z:od:z:l o dyodyx
2 2 7
J= / f In / fm = - (3.89)
onde _
z2=14+2PcoshA , _
D=¢-%-%+vam (3.90)
A=V
Considerando a solugéo acima (3.88), temos A;, 1 ® oo ea ihtegral J fica
J=In2+m [§+(/\1;—%) (m—l)] . (3.91)
De forma que a energia livre pode ser expressa como
2
—f=ﬁme—U+ @(—n+9w%mﬂm
_(/\19‘1 + ’th)(m -1+ 73(5 - §(/\l +m)) {3.92)
M+m)+ 2 _¢R
BT W5

A energia livre acima deve ser minimizada com relagfio aos pardmetros Ay, 7;,€ € m. Isso
nos d4

'gx=0=>ql—1 )
5'£=0=>Q1= ’ .
3.93
§—£=0=>_R= . (3.93)
2{_ . 2vIn2
om BVI? + K2
a5



Substituindo os resultados acima na Eq. (3.92) oblemos uma energia livre independente

da temperatura e sempre negativa

f=—J(J2+K)mn2 . (3.94)

A entropia dessa solugdo € nula. Essa solugio corresponde 3 fase de baixas temperaturas,
onde todos as varidveis de spin estdo aleatoriamente congeladas, cada uma delas no estado
S = x1 como no vidro de spins de Ising convencional {spin 1/2).

Podemos tentar outras solugSes, por exemplo,

MM=h=qn=g¢g=0 ,
2K
%=%=ﬁ2p,
B+ K¥)p (3.95)
€=—"T—— ;
Q=Q:1=R=1

Com isso a energia livre fica

BT b (3.96)

que ¢ a mesma energia livre obtida para a solugdo Q.

Qutra tentativa de solugiio pode ser

/\0=I\1=€1=90=0 ¥

o<1 sy =9 1
Q=1 T = FKp 397
7 2 ]
R<l |, £€=40

Mas com essa solugao a equagio % = 0 n&o é satisfeita, de forma que essa solug¢io nfo

€ possivel, assim como outras solugdes com B < 1.

3.5.2 Diagrama de fases no limite p = oo, considerando um pas-
80 de quebra de simetria '

Obtivemos os diagramas de fases comparando as energias livres dos trés tipos de solugdes
obtidas. As trés energias livres, correspondentes &s diversas solu¢des, sdo dadas por

{estamos considerando kp = 1)

86



T2
#

3 32

?

S

3YIIZINIIIIRIIBIRIIINIIINIIDIIIIIIIIIBZINIIFIIIFIIOIIDBIBD

3

1. Solugdo paramagnética (P) = fA1(T) = —%ln3

2. Soluggo quadrupolar (Q) — f(T) = —;[‘én - %1:12

3. Soluggo vidro de spins quadrupolar (VSQ) —+ f3(T) = —/(J? + K2) In2

As fases sao escolhidas entres as solugBes com menor energia, desde qua a solugdo com
menor energia seja fisicamente aceitdvel. Na figura 3.2 mostramos a comparagio entre as
energias livres em funcao da temperatura das trés solugSes acima para K/J = 0 (note
que o eixo da temperatura comega em T/J = 0.6). Para T/J < 0.600561... a solugio
quadrupolar tem energia livre menor dentre as trés soluctes, mas apresenta uma entropia
negativa. Desta forma, para esta faixa de temperatura (0 < T/J < 0.6) temos a fase
vidro de spins quadrupolar, visto que a fase paramagnética possui energia livre maior.
Observando ainda & figura 3.2, vemos que a fase quadrupolar tem energia livre menor em
uma certa faixa de temperatura (0.6 < T/J < 0.7852...) ¢ a fase P é a que tem energia
livre menor para T/J > 0.7852. . .. Nas figuras 3.3 ¢ 3.4 mostramos a mesma comparagao
para K/J =0.16¢ K/J ‘= 0.271. Como podemos observar, a solugdo quadrupolar tem
energia livre menor em uma certa faixa de temperaturas. A partir de K/J = 0.27 ela tem
sempre energia livre maior que a fase paramagnética, de forma que a solugéo quadrupolar
s6 existe para valores de K/J entre 0 e 0.27. Esse valor pode ser calculado analiticamente

igualando as trés energias livres, fornecendo

- (2ln2-1n3)
2/In21n(3/2)

As fronteiras entre as diversas fases podem ser obtidas igualando as energias livres. Na

K}J (3.98)

figura 3.5 mostramos o diagrama de fases no plano K/JversusT/J. A linha separando

as fases P e Q ¢é dada por
' 1

T/ = —F————— (3.99)
24/In{3/2)
A linha entre as fases P ¢ VSQ ¢ dada por
_ Y1+ K3)In2
T, = — (3.100)
o7
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-0.85 r : , ] 1
' (T
12{T) ————--
1I3{Ty v
0.7 |
-0.75 ]
-0.8 ]
-0.85 ]
09 |- ““\.-
-085 |- ]
-1 1 , \ | '
0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 . o

kgTrJ

Figura 3.2: Comparagdo enire as energias livres em fun¢do da temperatura, das irés
solugdes: Paramagnética, Quadrupolar e Vidro de Spins Quadrupolar, para K/J = 0.
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Figura 3.3: Comparacdo entre as energias livres em fungdo da temperaturs, das irés
solugges: Paramagnélica, Quadrupolar e Vidro de Spins Quadrupolar, para K/J = 0.15.
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Figura 3.4: ComparagGo entre as energics livres em fungdo da temperatura, das irés
soluges: Paramagnética, Quadrupolar e Vidro de Spins Quadrupolar, para K/J = 0.271
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Igualando as equagdes das energias livres da solugdes quadrupolar e vidro de spins

quadrupolar obtemos duas solugdes

VIE+K2+ K
2v1n 2

Ty = : _ (3.101)

sendo que tomamos a soluggo com o sinal +, posto que a outra solugio d4 uma linha
abaixo de T/J = 0.6, onde a fase quadrupolar nio é mais aceitdvel fisicamente. Desta
forma a fronteira entre as fases Q ¢ VSQ ¢ dada por

VIETKI+ K
T3 =
2vIn2

(3.102)

As trés fases acima coexistem em um ponto triplo, cujas coordenadas sio obtidas

igualando as trés energias livres, que nos d4

1 2In2—-1n3
T/ = ———— = 0.7852... , K,/J=
T o (3/2) YT 2lnam(3/2)

Nesse ponto as trés linhas se juntam em concordéncia com a regra de fases de Gibbs!®,

=02713... . (3.103)

3.6 Conclusoes

Resolvemos um modelo para vidros de spins com spin 1 e interagdes entre p spins utili-
zando ¢ método das réplicas. O diagrama de fases apresenta 0 mesmo nidmero de fases
do caso p = 2 e basicamente os mesmos pardmetros de ordem, porém agora todas as
transi¢oes sdc de primeira ordem (uma caracteristica comum nos modelos com interagoes
entre p spins). A solugio com simetria entre réplicas fornece apenas duas fases - uma
paramagnética e uma quadrupolar -, sendo ambas marginalmente estiveis com relacio
a andlise de estabilidade de Almeida-Thouless. Nessas duas fases o pardmetro vidro de
spins ¢ nulo. Porém, a fase quadrupolar apresenta entropia negativa & baixas tempe-
raturas. Para p — oo implementamos um passo de quebra de simetria entre réplicas e
determinamos o diagrama de fases correto, incluindo uma fase vidro de épins quadrupo-

lar. Neste caso as trés fases se encontram em um ponto triplo. Em outros modelos com
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1.2 -
1.0 - P ‘
0.8 - e
= 06 17
0.4 - VSQ
0.2 -
0-0 | 4 L 4 ¥ 1
00 02 04 06 08
K/J

Figura 3.5: Diagrame de fases no limite p = oo, considerando um passo de quebra de
simetria enire réplicas; todas as linhas séo de primeira ordem. No ponto triplo {ponto
negro) as irés fases coexisiem.
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interagGes entre p spius, também apenas um passo de quebra de simetria entre réplicas
fornece uma solugdo fisicamente aceitdvel. E interessante ressaltar que todos os resuliados

deste problema foram obtidos analiticamente.
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Capitulo 4

O modelo Sherrington-Kirkpatrick
na presenca de um campo magnético
aleatorio trimodal

4.1 Introducao

O modelo de Ising com campo aleatério (random-field Ising model - RFIM), introduzido
por Imry ¢ Ma'®, tem suscitado muito interesse desde a identificagiio de suas realizagdes
fisicas. Provavelmente a realizagio fisica mais importante do RFIM é um sistema antifer-
romagnético de Ising diluido na presenga de um campo magnético uniforme®®4®. Muitos
antiferromagnetos diluidos tém sido investigados, de maneira que sistemas como as ligas
Fe;Zny ;Fs e Fe; Mg, Cly sd0 atualmente considerados como realizagbes experimentais
padrSes do RFIM!%055 Em teorias de campo médio, ¢ bem conhecido que distribuigdes
de probabilidades diferentes para o campo aleatério levam a diagramas de fases distintos.
Por exemplo, a distribuigio de probabilidades gaussiana fornece uma linha de transicdes
continuas entre as fases ferromagnética e paramagnétical®’, enquanto para a distribuigfio
de probabilidades bimodal tal borda consiste de uma linha de transi¢es continuas a al-
tas temperaturas e uma linha de transigdes de primeira ordem em baixas temperaturas
com um ponto tricritico comum a essas duas linhas'®. Essa diferenca nos diagramas de
fases do RFIM com distribuigGes de probabilidades bimodais e gaussianas na teoria de
campo médio foi rigorosamente provada por Salinas e Wreszinski'®. De acordo com um

argumento de Aharony'®, sempre que uma distribuicdo de probabilidades p(h) simétrica

64



A

4

I3IIIRIINIINIIIIIIINIIIDIIIIRDNDDIGZIIDIDND 5

apresenta um minimo em % = 0, devemos esperar um ponto tricritico e uma transico de
primeira ordem para temperaturas suficientemente baixas. Estudos posteriores de campo
médio para o RFIM, consideraram a distribuicio trimodal (uma distribuigio com trés

picos)llﬂ,lll

P(le) = p4b{hs — ko) + p_8(h; + ho) + pod(ls) (4.1)

na forma simétrica, i.e., p; = p_ = }(1—py). Esperamos que tal distribnigso, a qual pode
ser interpretada como uma distribuigiio bimodal onde uma fragio py de sitios néio estdo
expostos ao campo magnético’'?, represente melhor sistemas reais do que a distribuigiio
bimodal. Foi mostrado que a diluiciio de campos desempenha um importante papel no
que concerne & presenga de pontos tricriticos: andlises distintas levam a estimativas li-
geiramente diferentes para o valor acima do qual o ponto tricritico desaparece (enquanto
a andlise de Mattis'!® mostra que o ponto tricritico desaparece para p, > 0.25, 2 anélise
de Kaufman et al.!!! leva a py > 0.24). Se as caracteristicas dos diagramas de fases do
RFIM obtidos na aproximacgao de campo médio permanecem ou nao em modelos com
interagGes de curto alcance, representa um ponto que tem recebido muito interesselZ 117,
Para o RFIM tridimensional, simulagGes de Monte Carlo recentes detectaram um salto
na magnetizagdo mas sem calor latente, para a distribuigio bimodal’’? e gaussianal!3,
enguanto expansoes em séries a altas temperaturas!! e andlises de escala a temperatura
nula''® encontraram uma transicio de fases continua para ambas distribuices. Contudo,
em quatro dimensdes a mesma andlise a temperatura nula’!® leva a uma transicio de
primeira ordem no caso da distribuicdo bimodal e a uma transigao continua no caso da
distribuigdo gaussiana, em concordincia com os resultados de campo médio. Além disso, a
fase de baixas temperaturas do RFIM, em dimensdes finitas, pode apresentar uma energia
livre com uma estrutura ndo trivial, como foi sugerido por anglises pertubativas!!®119,

O problema do vidro de spin de Ising {ISG) tornou-se, nos dias atuais, um dos pro-
blemas mais controversos em fisica de magnefos desordenados e tem sido muito estudado.
Do ponto de vista tebrico esses dois problemas, RFIM e ISG, tém sido estudados de
forma separada, mas com algumas excegdes'?*7128. Contudo, muitos antiferromagnetos

diluidos, como Fe,Znj_,F2 % e Fe,Mg;_,Cla'? ¥ exibem, dentro de certos intervalos
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de concentragdes, comportamento de vidro de spins, campo aleatério ou ambos. Para o
Fe;Zn; -, obtemos o comportamento de RFIM para z > 0.40 e comportamento de vi-
dro de spins para z < 0.24, enquanto para concentragdes intermedidrias (0.24 < z < 0.40)
observamos ambos os comportamentos, dependendo da amplitude do campo magnético"
externo aplicado [RFIM (ISG) para pequenocs {elevados) valores de campos magnéticos|,
com uma regiao de transicio entre eles; esse 1iltimo efeito foi observado no composto
Feg.31Zn0.69F2°"34, Provavelmente, tais propriedades somente poderdo ser explicadas se
considerarmos modelos que levem em conta os ingredientes de vidros de spins e de cam-
pos magnéticos aleatdrios juntos. De fato, a mudanga de comportamento observada no
Feg 31 ZNg g9 F2 foi encontrada também no estudo do modelo SK na presenca de um campo
aleatério gaussiano'®. Por outro lado, o estudo do modelo SK na. presenca de um campo
aleatério bimodal produziu resultados interessantes, comn transiges de primeira ordem e
pontos tricriticos'®; tais resultados podem ser relevantes para explicar as transicdes de
primeira ordem observadas no Fe,Mg,_,Clz*.

No presente capitulo vamos estudar o modelo SK na presenca de um campo aleatério
seguindo a distribuigBo de probabilidades trimodal (4.1). Assim, podemos interpolar
desde a distribuigdo bimodal até um comportamento que é qualitativamente idéntico ao
da distribuigic gaussiana, pois monitorando a fungic delta que est4 na origem podemos
controlar a presenga de pontos tricriticos. Na préxima segiio definimos o modelo ¢ através

do método das réplicas determinamos a energia livre ¢ as equages de estado.

4.2 O modelo e as equacgdes bésicas

Consideremos ¢ modelo Sherrington-Kirkpatrick na presenga de um campo magnético

aleatério definido em termos do hamiltoniano!?6:12%:132

H==23 Jy5S; — Y S (4.2)
(i) i
onde S; = +1,i=1,2,..., N ¢ as interagdes sio de alcance infinito, ou seja, o somatério

2 i) abrange todos os pares distintos de spins. As constantes de acoplamento Jij e 08
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campos h; s8o varidveis aleatérias com as seguintes distribuigdes de probabilidades

P(Jy) = (%g)gexp [—%;— (J,-,- - %ﬂ (4.3)
€ . '
P(hi) = p46(h; — ho) + p_&{h; + ho) + pob(hs) {4.4)

com p; + p- + pp = 1. Por enquanto vamos manter a distribuigdio de probabilidades
trimodal na sua forma geral (4.4); veremos depois que a fronteira ferromagnética nio
existe para p; # p_, de forma que iremos nos restringir, mais adiante, ao caso p, =
P- = (1 — po)/2. Quando py = 0 recuperamos o modelo SK na presenga de um Campo
aleatério bimodal, pp = 1 reproduz o modelo SK sem campo, de forma que aumentando o
valor de p; estamos diminuindo a quantidade de sitios que sofrem a influéncia do campo
magnético.

Devemos mencionar que a aleatoriedade do acoplamento bilinear e do campo magnético
normalmente estdo correlacionadas em sistemas reais; porém, para efeito de simplicida-
de, vamos considerar duas distribuigGes de probabilidade independentes. Desta forma,
para cada realizagdo de acoplamento e campos {{J;;},{A}), temos uma energia livre
F({Jy}, {h:}), tal que as médias sobre a desordem, { ];4, podem ser efetuadas como

integrais independentes, .
[F({%;}, {RiDlan = f [11dJi P(I)} TT1dhs PRI F({ I35}, {Ba}) - (4.5)
' i i
O procedimento usual consiste em aplicar 6 método das réplicas!? para obter a energia

livre por spin,

5 = Jim 0o Z({Jg}, ()l

= lim lim L [Z2%]an — 1)

Nvoon=d N1 ! (4'6)

onde 8 = 1/T (iremos trabalhar em unidades de k3 = 1). Z" pode ser visto como a
fungéio de parti¢dio de n cépias do sistema definido em {4.2). Tomando inicialmente a

média sobre 0s Jy;, a energia livre pode ser calculada usando o método do ponto de sela
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no limite N — oc, 0 que nos d4

2
o7 =~ tim L i gime,gos) (@)
com
2
9{ma, gag) = (;3;’ ) 9p + ﬁf E m2 — [ln Trexp ((;3-}')2 > 8agS°S?
{af) {aB)
+BJp Y, 8%mq + B ZhS“)J . {4.8)
a a ' A

Na Eq. {4.7) devemos extremizar a fun¢do g(mq, ¢up) com relagio aos pardmetros Gap ©
mMq. Calculando a média sobre o campo magnético aleatério considerando a distribuigdo
de probabilidades dada pela equagio (4.4) , obtemos -
J)? J;
9{Ma, Gas) = (i)— Z Gasg + ﬁ 2 Zm — p3 InTrexp(H, f)

2 {a3) 2

—p-InTrexp(#H;) — poIn Trexp(#Y,) . (4.9)

Os hamiltonianos efetivos séo definidos por

H = (B} Y. qapS>8” + B ES"ma + Bho \; ge (4.10)
{af}
€
Hey = (B S qasS™S + B3 5ma - (4.11)
{a8)

A extremizagio da fung8o g(ma, gag) nos d4 as equacdes de equilibrio paraa magnetizacio

€ 0 pardmetro vidro de spins, respectivamente,
Mo = p4{S%) +p-(5%)- + po{S)s (4.12)

Gas = P+{5%5%)+ + p_(5°5%)_ + po(5°57), (4.13)
onde { ) 3 indica a média térmica com respeito aos hamiltonianos efetivos ?{:"} dados
pelas equactes (4.10) e {4.11).

Devemos agora determinar as solugdes das duas equagdes acima em termos dos

parametros T, hp e Jy. Quando g = 0, podemos ver de imediato que existe a solugdo onde
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todos mq € gag 580 nulos, correspondendo & solugdo paramagnética. Para determinarmos
outras solugdes temos que imaginar algumas formas para o pardmetro vidro de spins Gop €
para magnetizagdo mq . A mais simples delas ¢ supor que todas as réplicas sio idénticas,

o que ser4 feito na préxima segio.

4.3 Solugao com simetria entre réplicas

A primeira tentativa de resolver as equagSes {4.12) e {4.13) € usar a hip6tese que todas as
réplicas sdo idénticas, conhecida como hip6tese de simetria entre réplicas. Ou seja, vamos
SUpOr que

Me=m Ya , gu=qg Yaf

Com isso a energia livre por spin {4.7) pode ser escrita como

pr= L0 g+ Bara _p, [Damnaoshey)

(4.14)
—p f DzIn(2cosh£_) — py f DzIn(2cosh &)
onde
[ dz 2
f’Dz.._.---/;wEexp( /)., {4.15)
&1 = Bz + Blom % Bhg (4.16)
e
fo=BJVaz + BIym . (4.17)
A minimizagéo da equacio acima com relagio aos pardmetros ¢ ¢ m nos d4
m=p+f’thh£++p_/thh§_+pof'thh§0 (4.18)
e |
q=p+szth2§++p_szth2£_+pu/9zth2§g . (4.19)

Como dissemos anteriormente, podemos ver da equagio {4.18) que o caso py # p-

sempre d4 uma magnetizagdo diferente de zero; a partir de agora, vamos nos restringir a
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P+ = p- = {1 — po)/2. Nesse caso, o campo aleatério induz o pardmetro g, de tal forma
que nao hd ordenamento esponténeo do tipo vidro de spins como no modelo SK. E trivial
perceber que se fizermos py = 0 iremos obter as mesmas egquagdes para o modelo com
campo aleatério bimodal'?. Se hy # 0, g é sempre diferente de zero.

Apesar do pardmetro de ordem vidro de spins g ser sempre induzido quando o campo
aleatério € diferente de zero {pp < 1), 0 mesmo pode contribuir para um comportamento
ndo trivial devido & instabilidade da solugdo com simetria entre réplicas. Tal instabili-
dade ocorre na linha de Almeida e Thouless {linha AT), que ¢ determinada analisando
a estabilidade dessa solugfio. Como ¢ usual, para determinarmos a linha AT seguimos o
procedimento adotado por de Almeida e Thouless? ¢, para isto, precisamos calcular os

autovalores da matriz de estabilidade

&y f
omaOmg Om,0g.s
Ff f
BQQﬂ amq aq“ﬁ agyﬂr

A condig8o de estabilidade requer que todos os autovalores da matriz acima sejam positi-
vos. O célculo dos autovalores da matriz acima ¢ andlogo ao cilculo feito para o modelo
Sherrington—Kirkpatrick, em que apenas um dos autovalores serd negativo em um diagra-
ma de fases T/J versus Jo/J (ou T/J versus hy/J), o autovalor transversal. A solugio

com simetria entre réplicas ¢ instdvel abaixo da linha Almeida—Thouless dada por
(T}J) =p, f Dzsech® £ + p_ f Dzsech® €~ + p, [ Dzsechés? | (4.20)

que pode ser obtida resolvendo simultaneamente as Egs. (4.18), (4.19) e (4.20).

A seguir, estudaremos em detalhes os diagramas de fases para os varios valores de Po,

bem como as regides de instabilidade da solugio com simetria entre réplicas.
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4.4 Diagramas de fases na solugao com simetria entre
réplicas

Vamos considerar inicialmente o caso J; = 0; podemos ver, facilmente, que o dnico-
comportamento néo trivial nesse caso, é dado pela linha AT no plano campo magnético
versus temperatura, o qual pode ser obtido da solugio das Egs. (4.20) e (4.19) visto que
a magnetizagdo m € um pardmetro irrelevante quando Jp = 0. As integrais envolvendo
§™ podem ser facilmente transformadas fazendo a mudanca de varigveis z — —2z, de tal

maneira que as equagdes para a linha AT ¢ para o pardmetro vidro de spin tornam-se
(T/7)*=(1—-py) f Dz sech*(8J/gz + Bhy) + py / Dzsech®(8J/qz) , (4.21)

g=(1-pp) f Dz th*(BJ /72 + Bho) + po / Dz th*(8J/g2) . (4.22)
Deve ser observado que as equagdes acima sio vélidas para valores arbitrérios dos pesos
na distribuigdo de probabilidades da Eq. (4.4), com p, +p_ = (1 — Pg)/2; embora a
linha AT mude com a diluigio do campo, ela nio muda com a invérsio do campo. As
linhas AT no plano campo magnético versus temperatura sio exibidas na Figura 4.1, para
valores tipicos de pp. Claramente, a linha AT para a distribuigio bimodal (pp = 0)'¥" ¢
idéntica & do modelo SK na presenga de um campo uniforme’?, devido A propriedade de
invariéncia sob a inversdo do campo. Para 0 < py < 1, podemos calcular analiticamente
o comporiamento da linha AT no regime de campos baixos (T 2 J),

Ttz ()" w

0 que leva a uma pequena mudanca na amplitude, porém mantendo o mesmo expoente
para o campo da linha AT original’3. Se considerarmos pp ~ 0, 0 comportamento da linha

AT para baixas temperaturas, também pode ser facilmente calculado,

T~y |- me (-2)+m . (4:24)

o qual exibe o decaimento exponencial usual'®, mas com um deslocamento para a direita

quando aumentamos a temperatura e o valor de py. Em todas as outras situacdes, as
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linhas AT foram calculadas resolvendo numericamente as Eqgs. {4.21) e (4.22). Notamos
que para valores de py préximos a 1, as integrais multiplicando pp nas Egs. (4.21) e (4.22)
contribuem significativamente, de tal maneira que as linhas AT ficam independentes de
hy, para altos valores de campo, como est4 mostrado na figura 4.1.

Vamos agora nos restringir 2o caso Jp > 0. Para determinarmos os diagramas de fases
para os varios valores de py, podemos resolver as equagdes dos pardmetros de ordem {4.18-
4.19) numericamente. Conforme mencionamos anteriormente, o caso P+ # p— produz
uma magnetizagio diferente de zero levando a um comportamento trivial, de forma que
iremos estudar o caso p; = p. = {1 — py)/2. O pardmetro g é sempre induzido pelo
campo magnético; assim, analogamente ao RFIM, teremos duas fases possiveis dentro da
solugdo com simetria entre réplicas enquanto nio considerarmos a anslise de estabilidade
de Almeida-Thouless: & fase ferromagnética (m # 0, ¢ # 0) ¢ a fase independente (m =0,
g # 0). No RFIM, essa 1ltima fase é usualmente denominada de fase paramagnética;
para o presente problema, dentro da solugio com simetria entre réplicas, iremos manter
a nomenclatura independente, por razdes que irdo ficar claras logo adiante.

Podemos também determinar as fronteirgs entre as fases acima expandindo as equagdes
dos parimetros de ordem em torno de m = 0 ¢ ¢ = ¢y, onde gy é a solucdo da Eq. {4.19)
com m = 0. No Apéndice F, mostramos como esta expansio pode ser feita. A equagdo

da magnetizagio até quinta ordem fica
m = A;m + A3m3 + A5m5 -+ O(m7) 3 (425)

onde os coeficientes A4,, A; e A; sdo dados no Apéndice F. As fronteiras criticas foram

determinadas analisando os coeficientes acima (veja o Apéndice G)

s As transi¢des continuas {ou de segunda ordem) sio dadas pelas condi¢les A; =1 e
A3 < 0.

» As transigGes de primeira ordem ocorrem quando A; = le Az > 0; a fronteira critica,
nesse caso, € determinada através de uma construgio de Maxwell, ou, igualando

as energias livres das duas solugbes {veja logo abaixo mais detalhes sobre como

obtivemos as linhas de primeira ordem).
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T/J

Figura 4.1: Linha AT, para o modelo SK na presenca de um campo magnélico aleatdrio
trimodal, no plano hy versus T {em unidades de J ), para valores tipicos de py. A diresta
da linha AT temos uma regiGo com simetria enire réplicas (SR), enquanto que & esquerda
da mesma temos quebra de simetria entre réplicas {@SR).
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» Quando os dois tipos de transi¢des estao presentes, a fronteira de segunda ordem
e a de primeira ordem se juntam em um ponto tricritico!®, o qual define o limite
de validade das expansdes em série; a partir do ponto tricritico a magnetizagio ¢
descontinua. A localizagBo de tal ponto é obtida fazendo A, = A3 = 0 com a

condigdo As < 0 satisfeita.

As linhas de primeira ordem, para um dado valor de temperatura (T/J), foram obtidas

através do seguinte procedimento:
1. Fixamos um valor de Jp/J onde sabemos que a fase ferromagnética existe.

2. Determinamos a solugio paramagnética (m = 0) das equagdes (4.18) ¢ (4.19).

3. Calculamos a energia livre dessa solugo (70).

4. Determinamos a solugiio ferromagnética (mm # 0) das equagdes (4.18) e (4.19).

5. Calculamos a energia livre dessa solugio (f1).

6. Comparamos as energias f0 e f1, caso sejam diferentes, diminufmos o valor de
Jo/J e voltamos ao ftem 2; caso sejam iguais, dentro da precisio que desejamos,

consideramos que o ponto (Jp/J, T/J) esté sobre a linha de primeira ordem.

Além das fronteiras acima, determinamos também as linhas AT que delimitam a regido
de estabilidade da solugio com simetria entre réplicas, resolvende as Egs. (4.18), (4.19) e
(4.20). E importante lembrar que a transicdo sobre essas linhas tem um caréter diferente
de uma transigdo termodindmica tipica; a transicio sobre essas linhas refere-se a uma
mudanga no tipo de solugiio, que deixa de ser réplica simétrica e passa a ser do tipo
Parisi, sendo associada & fase vidro de spins. Normalmente sdo utilizados dois critérios
para a identificagiio da fase vidro de spins em modelos com interagBes de alcance infinito:

(i) dentro da solugio com simetria entre réplicas, o pardmetro ¢ pode tornar-se nio
nulo abaixo de uma certa temperatura, assinalando uma mudanga de fase.

(ii) a linha AT normalmente separa o diagrama de fases em regides onde a soluco com

simetria entre réplicas ¢ estdvel e instdvel. A instabilidade da solugio com simetria entre
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réplicas é geralmente sanada introduzindo um esquema de quebra de simetria devido a
Parisi*%, £ comum associar a fase vidro de spins com a regi&o com quebra de simetria
entre réplicas de Parisi. |

Normalmente, para sistemas onde o pardmetro ¢ torna-se nio nulo na fase vidro de
spins a linha AT ocorre junto, como € o caso do modelo SK; nesses casos os dois critérios
acima coincidem. No presente problema, o par@metro ¢ é sempre in(:i‘u_z'ido pelo campo
magnético aleatdrio e adotamos o segundo critério para identificar as fases vidro de spins
e ferromagnética mista.

Baseado nas condictes acima, determinamos as fronteira criticas ¢ os pontos tricriticos
para varios valores de py ¢ hg. Os resultados sic mostrados em diag;a.mas de fases de
T/J em fungdo de Jp/J. Nas Figuras 4.2-4.4 mostramos trés fronteiras ferromagnéticas
distintas no presente problema para um valor tipico de py (py = 0.3), comparadas com
as correspondentes ao caso bimodal {pp = 0). Na Figura 4.2 existe um ponto sobre a
fronteira ferromagnética no qual A3 = 0; tal ponto nio pode ser considerado tricritico,
pois nédo existem transigGes de primeira ordem nesse caso. Contudo, para qualquer valor
de ki maior que os da Figura 4.2 [he/J = 0.9573 (py = 0) e hy/J = 1.53526 (py = 0.3)],
obtemos transi¢des de primeira ordem e pelo menos um ponto tricritico. Na Figura 4.3
mostramos situagdes onde aparecem dois pontos tricriticos ao longo da fronteira ferro-
magnética; verificamos que, para um valor fixo de pp, tal t:omportamentq OCOITE em um
pequeno intervalo de hy. Na Figura 4.4 apenas um ponto tricritico aparece, separando
uma linha de segunda ordem (regido de altas temperaturas} de uma linha de primeira
ordem (regiio de baixas temperaturas). Podemos ver desses diagramas, que o princi-
pal efeito da diluigdo do campo é empurrar os pontos tricriticos para temperaturas mais
baixas e diminuir o tamanho das linhas de primeira ordem.

Conforme mencionamos anteriormente, apesar do parametro de ordem vidro de spins
ser sempre induzido pelo campo aleatério, 0 mesmo pode exibir um comportamento in-
teressante, associado com a instabilidade da solugio com simetria entre réplicas. A ins-
tabilidade de Almeida-Thouless, dada pela solugio das Egs. {4.18), {4.19) e {4.20) com

P+ = p- = (1 — py)/2, leva a duas linhas distintas nos diagramas de fases das Iiguras
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T/J
1.0 - ,

@  |(b)

0.6 - P | O

0.4 -

0.2 -
VS

F!
0.0 . '

0.0 1.0 2.0 3.0
Jo/T

Figura 4.2: Diagrama de fases T versus Jy (em unidades de J) do modelo SK na presenca
de um campo aleatdrio irimodal com py = 0.3, comparado com o caso bimodal {vo =0),
para valores de hy escolidos convenientementes. (a) ho/J = 0.9573 (py = 0); (b) ho/J =
1.53526 (pp = 0.3). As fronteiras ferromagnéticas sido continuas, ezceto no ponto onde
Az = 0 representado por um quadrado preto. Fsses sdo os menores valores de hg, acima
dos quais ocorrem transicies de primeira ordem. A nomenclatura das fuses estd ezplicada
no texto, com as fases de baizas lemperaturas VS e F' delimitadas pelas linhas AT.
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T/)
1.0 - B

(a) (b)

0.6 - P F

0.4 -

VS ¢

| ‘K
0.0 K

0.0 1.0 2.0 3.0
Jo/3

Figura 4.3: Diagrama de fases T versus Jy {em unidades de J) do modelo SK na presenca
de um campo aleaidrio irimodal com py = 0.3, comparado com o caso bimodal (py = 0),
parae valores de ho escolhidos de tal forma que obiemos dois ponlos tricriticos {circulos
pretos) ao longo du fronteira ferromagnética. (o) hefJ = 0.97 (pg = 0); () hy/J =
1.558 (p = 0.3). As linhas tracejadas represeniam transi¢ées de primeira ordem. A
nomenclatura das fases é a mesma da Fig. {.2.
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T/J
1.0 -

(a) (b)
0.8 - '

0.6 - P

£

0.4

0.2 A
VS

0.0 . - —
0.0 1.0 2.0 3.0

Jo/J

Figura 4.4: Diagrama de fases T versus Jy {em unidades de J) do modelo SK na presenga
de um campo aleaidrio trimodal com py = 0.3, comparado com o caso bimodal (py = 0),
para valores de hy escolhidos de tal forma que obtemos um ponto tricrilico (circulo preio)
ao longo da fronieira ferromagnética. {a} hy/J = 1.02 (py = 0); (b} ho/J = 1.58 (p =
0.3). A nomenclatura das fases e as represeniagdes das linhas sdo as mesmas das Figuras
4.2 e 4.5
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4.2-4.4: uma dentro da fase independente {m = 0) outra dentro da fase ferromagnética
(m # 0). A primeira, é uma linha reta independente de Jy pois a magnetizacio € nula
nesse caso ¢ toda a dependéncia em J;, desaparece. A segunda apresenta o comportamentt;
usual de decaimento exponencial com a temperatura quando aumentamos o valor de Jo,‘.

de forma que para baixas temperaturas, obtemos

IR

T o 4L [l (o + ho)? L
7 % 37 {2(1 Po)exp [__572—] troesp [“ﬁ] *

_;_(1_ 7o) exp [_(LE‘J:‘_W]} . | (4.26)

As duas regides com magnetizago nula serio associadas com as fases paramagnética
(altas temperaturas) e vidro de spins (baixas temperaturas), enquanto as outras com
maguetizagao diferente de zero serdo associadas com as fases ferromagnética (altas tem-
peraturas) e ferromagnética mista (baixas temperaturas). Em resumo, as diversas fages

exibidas nos diagramas de fases sdo identificadas como:

» Fase paramagnética (P) onde m =0, ¢ # 0 e a solugdo com simetria entre réplicas
¢ estdvel;

+ Fase vidro de spins {VS) onde m = 0, ¢ # 0 ¢ a solug@o com simetria entre réplicas

¢ instével;

¢ Fase ferromagnética (F) onde m # 0, ¢ # 0 e a solugio com simetria entre réplicas

é estével;

» Fase ferromagnética mista (F') onde m # 0, ¢ # 0 ¢ & solugio com simetria entre

réplicas € instédvel.

Devemos mencionar que os resultados para baixas temperaturas {dentro das fases ¥’
a VS) s@io questiondveis devido 3 instabilidade da solucio com simetria entre réplicas;
em particular o ponto para pp = 0.3 onde A; = 0 na Figura 4.2, bem como os pontos
tricriticos de baixas temperaturas nas Figura 4.3 e 4.4 podem desaparecer completamente

em um procedimento de quebra de simetria entre réplicas. Contudo, os pontos tricriticos
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em altas temperaturas, como os das Figuras 4.3 e 4.4, se encontram na regido de estabi-
lidade e devemn persistir sob um tratamento mais geral; acreditamos que tais pontos sio
reminiscentes dos pontos tricriticos do RFIM bimodal. |

As duas linhas AT mencionadas acima usualmenie se juntam na fronteira fer-
romagnética de segunda ordem; porém, em transi¢bes de primeira ordem isso ndo

12012813. existe uma pequena (mas finita) descontinuidade entre elas nas Figu-

ocorre
ras 4.3 e 4.4. Devido A regido de coexisténcia de fases; a linha AT1 (AT2) prossegue até
o limite direito (esquerdo) da regido de coexisténcia, como consequéncia as linhas AT1
¢ AT2 néo se encontram na fronteira ferromagnética, como mostra a Fig. 4.5. Uma vez
que as linhas AT assinalam uma instabilidade da solugao com simetria entre réplicas ¢
néo correspondem & uma transigdo de fases genuina, ndo hd necessidade de usar qualquer
tipo de “construgdo de Maxwell” para esse caso. Na préxima secdo vamos analisar o

comportamento do sistema em temperatura nula.

4.5 Diagrama de fases para 7' =0

Para determinarmos o diagrama de fases & temperatura nula, vamos primeiramente de-
terminar as equagoOes dos pardmetros de ordem ¢ da energia livre por spin em T = 0.

Podemos escrever a equagio da magnetizacdo e do pardmetro vidro de spins, respectiva-

mente, como

m = pau +poui +poul (4.27)
g = pyug +p_t; +pouy (4.28)
onde
uf = f Dzth* &y (4.29)
e
W = f Dzth*§, (4.30)

com £3 dados pela equagdo (4.16) e & dado pela equagio (4.17).
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Figura 4.5: Diagrama de fases T versus Jy {em unidades de J ) do modelo SK na pre-
senga de um campo aleatdrio trimodal com py = 0.2 ¢ hy/J = 1.5, onde mostramos uma
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ampliagao da regido onde hd a desconiinuidade nas linhas AT.
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Podemos separar cada integral uf em duas. Consideremos primeiro integrais do tipo
{com J = 1)

A Y A T I RS VL P
uf -—‘/;m \/2_1r8 th [T (= A)} + A \/2—7]_& th [T (= A)] 4.31)
onde
A:_M (4.32)
Ve

Quando T — 0, temos duas possibilidades

. Vi, N
se z)A,%‘l_I’I%)th[T(z Ay=1,

. Vi _
se z<A,%‘1_%th[—:—F-(z—A) =-1

Vemos imediatamente que 43 = 1, entdo o pardmetro g também 6 igual a 1. A integral

uy fica
. A dz s o dz 2
+ —_— — — = — - -
’}‘m}]—ui =-/ \/2_?re 3 +f‘& T T (4.33}

apds algumas manipulagdes algébricas obtemos

2 pAIVZE Jom+ h
+ _ Yt —erf | TR 4.34
U3 WordA e dt=er ( 72 (4.34)
O célculo dos outros tipos de integrais é andlogo e nos d4
Jomn —
up = erf (-ﬂﬁﬁ) , (4.35)
Jom

Vemos entéo que o parimetro ¢ ¢ igual a 1 e a magnetizacio passa a ser dada por

m = -;-(1 — p) [erf (J—"”%ﬁ) +erf (J"—’:‘f;—”")] + pperf (J"—\/’_;";) . (aan

A energia livre também € calculada de forma an4loga, podendo ser expressa por
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< () o ()
~712-,; {(1 — Po) [&Kp(—mﬁﬂﬁ) + exp(—dﬂuﬂﬁ)_ (4.38)
+2po cxp(—@gl’t)}

Podemos ver que se py = 0 recuperamos as equagdes para o modelo com campo
bimodal.

Em T = 0 temos duas fases: a fase vidro de spins (VS), onde m = 0 e a fase
ferromagnética mista (F') onde m # 0. As fronteiras criticas entre as fases vidro de spins
e ferromagnética mista para os vérios valores de py sdo obtidas expandindo a equacio da

magnetizagao em torno de m = 0. Neste caso a expansdo torna-se mais simples, sendo

dada por
~m=aym + agm® + asm® + O(m')
onde
2 P
ay = \/;Jo [e“h"”z(l — po) + Po] ;
1 ]2 g

az = 6\/;%3 [e_h‘z’ﬂ(l —po)(h§ — 1) — PG]
¢

L B

% = 190 ;JD [e "o/2(1 — po)(3 — 6h2 + hi) — 3p0]

As fronterias de segunda ordem e o pontos tricriticos sio obtidos analisando os coe-
ficentes a1, az e as como fizemos para o caso de temperatura finita. Na Figura 4.6
mostramos as fronteiras entre as fases V'S e F' para valores tipicos de py. Notamos que o
efeito do peso py € favorecer as transigdes continuas, ao longo das quais a; = 1 e a3 < 0,

ie.,

Jo _\/f 1
J 7 Vape+ (1 po) exp(—hE/2T%) (4.39)
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enquanto diminui a extensdo da linha de primeira ordem. Para valores pequenos de pyp

essas duas linhas se juntam em um ponto tricritico, obtido resolvendo as equagdes

a; = 1 y 3= 0 (4.40)

com a condigdo a5 < 0; dentro da anflise para temperaturas finitas, isso corresponde a
situag@o onde o ponto tricritico de baixas temperaturas {cf. Fig. 4.3) colapsa no eixo

T =0. Se pp = 0 tal efeito ocorre quando!?”

hy
5= = = /5 ~ 20664 . (4.41)

Verificamos que para 0 < py < p} {onde p} esté definido abaixo), as equagbes (4.40) tém

I;._IE=1re

duas solugBes, sendo que apenas uma delas satisfaz a condigio a5 < 0. Aumentando Dy
dentro dessa regido, notamos que tais solugdes se aproximam uma da outra € colapsam
em py = pp. Calculamos p§ = 2(e%? + 2)~? =~ 0.30856 analiticamente, onde temos um

ponto critico de quarta ordem'* (caracterizado por a; = a3 = a5 = 0 e a; < 0) em

h o V32
F=Vam1707 ; 2= VT (€2 4 2) ~ 2.70786 . (4.42)

J 6
O valor pj representa um limite de p, acima do qual nfo existem transigdes de primeira
ordem para qualquer temperatura T° > 0. Para py > p} a fronteira critica de segunda
ordem na Figura 4.6 aproxima-se de uma assintota para valores altos de hp; na verdade,
quando pg — 1 a borda ferromé.gnéiica aproxima-se de uma linha reta em Jy/J = \/m
[veja Eq. {4.39)}, caracteristica do modelo SK na auséncia de campo!Z.

Devemos mencionar que os pontos 4 temperatura finita onde A; = 0, como os da
Figura 4.2, sao qualit#tivamente diferentes do ponto critico de quarta ordem encontrado
em pp = p; a temperatura nula, apesar das duas situagdes representarem situagdes limites
para a ocorréncia de pontos tricriticos. No primeiro caso, 4s < 0, enquantc no segundo
As = 0. Na Figura 4.7 mostramos o comportamento dos coeficientes A3 e A, em fungio
da temperatura ¢ ao longo da fronteira ferromagnética, para o caso {b) da Figura 4.2,
isto €, pp = 0.3 (he/J = 1.53526), e py = p} (ho/J = V3). Podemos ver claramente
que' apenas o ponto critico de quarta ordem tem o coeficiente As = 0, correspondendo &

situagdo onde os pontos da Figura 4.2 colapsam no eixo T = Q.
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Figura 4.6: Diagrama de fases 6 temperatura nula ho versus Jy {em unidades de J) do
modelo SK na presenga de um campo aleatdrio-irimodal para valores tipicos de py. Se
0 < po < p; sempre temos pontos iricriticos {circulos negros), seguidos por lransigées de
primeira ordem para allos valores de ho. Quando py = pjj, temos um ponlo de quaria
ordem (estrele). Acima de py = p§ = 2(e*? + 2)~! ~ 0.30856, as frontesras criticas
separando as fases VS e F' sdo contfnuas.
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Figura 4.7: As ordenadas representam os coeficientes Aa ou Ay ao longo da fronteira
ferromagnética, para py = 0.3 (ho/J = 1.53526) (linhas tracejadas) e py = 7 (ho/J =
v3) {linhas conifnuas), como funcio da temperatura. No primeiro caso, Az = 0 em
T/J = 0.25 {com As < 0), enquanto no segundo caso, A3 = A5 =0 em T = 0.
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Se 0 < pp < p, € sempre possivel obter transigdes de primeira ordem escolhendo
convenientemente o0s valores de hy. Na figura 4.8 mostramos os limites de po e ho/J
através dos quais transi¢Ges de primeira ordem e pontos tricriticos sio possiveis ao longo da
fronteira ferromagnética. Na regido (a), temos transicdes de primeira ordem a tem pera.tura'
nula e finita, com um dnico ponto tricritico {a temperatura finita): éxemplos tipicos
séo mostrados na Figura 4.4. Dentro de uma regido estreita [regido (b)] aparecem dois
pontos tricriticos e uma linha de primeira ordem ocorrendo somente a temperaturas finitas:
exemplos tipicos sio mostrados na Figura 4.3. A regidio (b) é delimitada por duasg linhas
representadas por valores caracteristicos de (po, hp/J): (i) a linha inferior corresponde ao
conjunto de pontos que satisfazem a condigio A; = 0, mas sem transigBes de primeira
ordem {por exemplo, os pontos mostrados na Figura 4.2); (ii) a linha superior corresponde
as coordenadas dos pontos tricriticos a temperatura nula. Na regido (c) da Figura 4.8

todas as transigGes sio de segunda ordem.

4.6 Conclusoes

Estudamos o modelo Sherrington—Kirkpatrick na presenca de um campo magnético
aleatdrio que obedece a uma distribuigdo de probabilidades trimodal, corresponden-
do a uma distribuicio bimoda@ mais uma probabilidade py de diluigio do campo, i.e.,
P(h;) = p+8(hi — ho) + pod(hi) + p-6(hi + kg). Usamos o método das réplicas e os diagra-
mas de fases foram obtidos dentro da aproximacdo de réplicas simétricas. As fronteiras
ferromagnéticas exibem um comportamento interessante, com a presenga de transigdes de
primeira ordem e ponfos fricriticos: dentro de certas faixas de valores de pg e kg, temos a
presenga de um ou dois pontos tricriticos. Mostramos que as transigdes de primeira ordem
sao diretamente afetadas pela dilui¢io nos campos, de tal maneira que o comprimento
de tais linhas s8o reduzidas quando aumentamos o valor de py. De fato, existe um valor
limite, p§ = 2(¢*% + 2)~! ~ 0.30856, acima do qual a fronteira ferromagnética 6 sempre
de segunda ordem. Tais efeitos podem ser reminiscentes daguelas que ocorrem dentro

da teoria de campo médio do modelo de Ising ferromagnético na presenga de um campo
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Figura 4.8: Limites de py ¢ hg/J associados com os comporiamenios distintos das fron-
teiras ferromagnélicas. {a) Transi¢ées de primeira ordem a lemperalura nule e finila,
com um tnico ponto iricritico a temperatura finita. (b) Dois pontos tricriticos com uma
fronteira de primeira ordem para temperaiura finita. {¢) Transigées de fases continuas.
A seta indica 0 valor pg = pj.
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aleatdrio trimodal: o ponto tricritico simples que aparece no caso de uma distribuigdo
bimodal'® é removido pela presenca da fungao delta na origem sempre que pp torna-se
maior que um certo valor!1%111

A temperatura nula, se 0 < py < g}, a fronteira critica ferromagnética apresenta um
dnico ponto tricritico, com uma transigdo de primeira ordem para valores alios de hg. -
Aumentando py, a linha de primeira ordem torna-se menor e, para py = 75, observamos
um ponto critico de quarta ordem; para po > p} a fronteira ferromagnética & sempre de
segunda ordem.

Apesar do pardmetro de ordem de vidro de spins ser sempre induzido pelo campo
magnético aleatdrio (py < 1), ainda assim 60 mesmo contribui para um combortamento nfio
trivial, no que concerne 3 estabilidade da solugdo com simetria entre réplicas. Calculamos
as regides de instabilidade dessa solugdio, levando 3 identificacio de duas fases a baixas
temperaturas: a fase vidro de spins e a ferromagnétiéa mista. Além disso, mostramos
que a linha Almeida-Thouless no plano campo versus temperatura depende de py, com
diferentes amplitudes (embora com o mesmo expoente) no regime de campos baixos, sendo
qualititivamente distinta no regime de campos altos.

Quando a fronteira ferromagnética apresenta transigGes de primeira e de segunda or-
dem com apenas um pronto tricritico, verificamos que este ponto esté localizado na regifio
de estabilidade da solugdo com simetria entre réplicas, de forma que o mesmo nio serd
removido por qualquer procedimento de quebra de simetria entre réplicas que venha a
ser implementado. Ou seja, a solugdio com simetria entre réplicas prediz corretamen-
te a existéncia de um ponto tricritico nesse caso. Contudo, quando temos dois pontos
tricriticos ocorrendo ao longo da fronteira ferromagnética, pelo menos um deles (aquele
que se encontra a temperaturas mais baixas) aparece quase sempre dentro da regido de
instabilidade.

A aplicabilidade dos presentes resultados na descrig@o de sistemas reais dependem, ob-
viamente, da sobrevivéncia das caracteristicas da solugéio de campo médio nas respectivas
versdes de curto alcance dos modelos de vidros de spins e ferromagnetos na presenca de um

campo aleatério. Contudo, esperamos que a distribuigio trimodal utilizada no presente
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trabalho, represente melhor um sistema real do que a distribuigdo bimodal. Apesar de ndo
conhecermos resultados experimentais para comparar com nossos resultados, acreditamos
que o antiferromagneto diluide Fe;Mg;_.Cl; é um bom candidato, visto que para valores
convenientes de diluicio fal sistema pode exibir transi¢des de primeira ordem®®, bem como

uma regiao com mudanga de comportamento de primeira para segunda ordem!3®.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta tese estudamos os efeitos de acoplamento biquadratico e de campo aleatério em mo-
delos para vidros de spins, utilizando o método das réplicas. No Capfitulo 2 estudamos um
modelo com spin 1 onde incluimos interages aleatérias bilineares e biquadriticas, ambas
com distribuicdes gaussianas e média zero. Introduzimos trés parfmetros para descrever
o sistema no espago das réplicas: a densidade P,, que mede a fracio de spins no estado
S = *1 e duas matrizes, definidas respectivamente pelos parametros vidro de spins (gag)
¢ vidro de spins biquadrético (Q,s). Os diagramas de fases foram determinados no plano
T/J versus K/J, onde K € a varidncia da distribuicio do acoplamento biguadratico, J ¢
a varidncia do acoplamento bilinear e T é a temperatura em unidades de 1 /ka- A solugio
com réplicas simétricas apresenta apenas duas fases: a fase paramagnética {g=0,P#0,
Q@ # 0) ¢ a fase vidro de spins (g # 0, P # 0, @ # 0), separadas por uma linha de
transi¢do de segunda ordem. A anilise de estabilidade revelou que toda a fase vidro de
spins ¢ instdvel, bem como uma regido da fase paramagnética associada com a quebra de
simetria entre réplicas na matriz Q,5. Assim o diagrama de fases apresenta pelo menos
trés fases: a fase paramagnética (P), a fase vidro de spins biquadrética (VSB) ¢ a fase
vidro de spins usual (VS). As fases VSB e VS devem ser descritas pela solugo completa
de Parisi. Na regifo onde K/J >> 1 obtivemos um comportamento similar acs mode-
los de vidros orientacionais®%5857 para os quais estdo presentes apenas o acoplamento

biguadréitico.

No Capitulo 3 consideramos os mesmo tipos de interagdes que no Capitulo 2, com as
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interagdes entre p spins e tomamos o limite p —» co. O diagrama de fases apresenta o
mesme numerc de fases que ¢ caso p = 2 e basicamente os mesmosl parimetros de ordem.
Neste caso, contudo, todas as transigGes sio de primeira ordem {uma caracteristica comum
nos modelos com interagdes entre p spins). A solugio com simetria entre réplicas fornece
apenas duas fases [paramagnética (P) e quadrupolar {Q)], sendo ambas marginalmente
estdveis com relagio A anélise de estabilidade de de Almeida-Thouless; nessas duas fases
o parametro g de vidro de spins é nulo. Porém, a fase Q apresenta entropia negativa a
baixas temperaturas. Para esse modelo implementamos um passo de quebra de simetria
entre réplicas e determinamos o diagrama de fases correto, incluindo a fase vidro de spins
quadrupolar {VSQ); nesse caso as trés fases se encontram em um ponto triplo. Em outros
modelos com interagdes entre p spins também apenas um passo de quebra de simetria entre
réplicas fornece uma solucio fisicamente aceitdvel. B interessante ressaltar que todos os
resultados deste problema foram obtidos analiticamente.

Outro problema que estudamos foi 0 modelo SK na presenga de um campo aleatério
com distribuigdo trimodal [P(A;) = p.d(h; — hg) +pyd(ho) +p_6(h; 4+ hg)]. Os diagramas de
fases a temperatura finita so equivalentes aos da distribuigio bimodal'®” para valores de
Po inferiores a um certo p§, apresentando transicdes de primeira ¢ segunda ordem e pontos
tricrfticos. Para valores de py superiores a p} as transiqé&s de primeira ordem deixam
de existir, ou seja, as transi¢Ses de primeira ordem sio afetadas pela diluiggo do campo.
O valor py pode ser calculado analiticamente através da expansio da magnetizagio &
temperatura nula. Estes resultados podem representar uma contrapartida tedrica do que
¢ observado no antiferromegneto diluido Fe,Mg,__Cl,, visto que para valores convenientes
de diluigao, este composto pode exibir transicGes de primeira e segunda 6rdem.

Como algumas possiveis extensdes deste trabalho podemos citar: No modelo tratado
no Capitulo 2, onde estudamos um modelo com spin 1 ¢ incluimos interagbes aleatérias
bilineares e biquadréticas, ambas com distribuigies gaussianas e média zero, podemos
implementar um passo de quebra de simetria entre réplicas a fim de verificar se ocor-
rem mudangas significativas nas linhas AT separando as fases P-VSQ e VSQ-VS. No

Capitulo 3, onde as interagdes ocorrem entre p spins no limite p — oo, a extensdio natu-
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ral é estudar o caso onde p ¢ finito ¢ verificar a forma do diagrama de fases e quan-
do ocorre a mudanca na natureza das transigSes de fases, que ¢ de segunda ordem
quandc p = 2 e de primeira ordem no limite p — co. Para o problema tratado no
Capitulo 4, 0 modelo SK na presenga de um campo aleatério com distribuicdo trimodal
[P{hs) = po0(hy — ho) -+ pod{ho) + p_6(h; + hg)), podemos utilizar essa mesma distribuigdo
(ou 2 distribuighio bimodal) para outros modelos de vidros de spins, onde ocorrem tran-
si¢bes de segunda ordem apenas, e verificar a existéncia, também, de pontos tricriticos
e transigbes de primeira ordem introduzidos pela aleatoriedade do campo. No presente

momento, gostariamos de acrescentar que a duas primeiras extensdes acimas estio em

andamento.
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Apéndice A

Calculo da energia livre por spin na
solucao com réplicas simétricas para
o modelo de vidro de spins com
interacao quadrupolar aleatdria

Adotando a hip6tese das réplicas simétricas, a energla livre por spin ¢ ¢ hamiltonianc

efetivo {2.17) sio dados respectivamente por

b= tm L {2(51)2n(n ), @K -1 | (BIF

n=0n 2 2 2 2 4
(A1)
(ﬁK)zpzn ln['I‘rexp(?{e;;)]}
e
Hepr = (BI)q (Eﬂ) 5=5% + (BK)Y*Q {%J(S“)z(sﬁ)”
(A.2)

ﬁ‘})z Z(Sn)2 (ﬁK) PZ(SQ)A. .

Considerando J = l,kg=1le toma.nda 0 llrmte nos termos fora do logaritmo da

energia livre temos,

;= 4}92 +F 4}Q2 K? - Tlim %_ln[z,,] , (A.3)
onde
Zn = Trexp(Hesy) (A.4)
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e
Herr = 75 g:ﬁ) 5257 + FQ {%(S")z(sﬁ)z |
(A5)
2T2 2(83)2 + Pg(sa)d
Para desacoplar os somatérios em (aﬂ) TeescreveInos, como
2
D 8088 = % (E s‘*) — %E(S“)2 , (A.6)
{(af) o o
> (s = 1 (S6) - 35 (A7)
{aB) .«
¢ utilizamos a identidade gaussiana para escrever
. _
....q_ o — i d_:z _1 2 ﬁ a
exp[zT2 (;S)]—j_m\&_ﬁexp[ 5% +:BTXQ:S] , {A.8)
KZQ Y2 : _ o0 dy oy 2
exp[ﬂ,2 (;(S))] —[-w\m_’rexp[hzy +y Z(S)] ) (A.9)
Entdo
_ © roo dydy 2 4 42 :1:\/60r P— 0, ooz yK\/ZJ 2
= T’./_m./:w 2r e"p{_ 2 +ZG:[TS gz OV T (59
i ) LGP
oz B0
(A.10)

O trago envolve termos desacoplados com relagéio &s réplicas, anélogo a um sistema de n

spins néo interagentes. Assim

2, = f_m/wd;:y [‘““"]H [\/_Sa (Sa)2

(A.11)
+yK';'/Q(Su)2+ (P ;q?z)m(sa)d] ,
Zo= [ Z f :d—;‘f—yexp [—"’2;”2] @a* , (A.12)
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onde
A=e 4B 414 48 2 1 1968 cosh (g:s) (A.13)
e _
p-q9 K@ P-Q.,
A.l4
B= 2T2+Ty+2T2K {(A.14)
Podemos reescrever a equagdo (A.12) como
dzdy z? + y2
Z, = f fw = { ~L explnind] (A.15)
e oo limiten — 0
Z, —f A o [ x—“’—] (1+nlnd+0(n?)] . (A.16)
-0 27
A energia livre (A.S) resulta em
2 2 2 2 2
_P—gq — & 1 d:zdy 2+ y
F==77 4 K - Tl‘—’fnnln[H - [ 2 ]I"A !
. A.17)
utilizando usando o fato que In{l1 + z) ~ z, para z << 1, temos
_pP-g P o  roo drdy 2+ y?
f=g b K Tf_w/:w e - lnA . (A1)
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Apéndice B

Calculos assintéticos para valores
grandes de K na solucao
paramagnética

Basicamente temos que calcular integrais em z da fungo

W@F}+lu% @p é QK Kﬂkﬂ ’ (39-

2 27% T

quando K for muito maior do que 7.
Sabemos que p > @ > 0, K > 0e T > 0. Definindo

z* = 4 +(p_Q)K
T ekTyg Wva

(B:2)

podemaos escrever
1

pa(z) = (B.3)

T

E fécil ver que z* > § {veremos adiante que z* é finito quando X — 00).

14 = —
+2exp[

Comportamento de p na solugdo paramagnética quan-
do K — oo

A equacdo de p pode ser escrita como

= [t »

97



3I3IIIIAIBDIBIIINIIIIIIINIIIDINDIDNDIDNIDBIONDIIIIIINDODGS

Fazendo a transformagio
@ =z+3" (B.5)
a equacgao de p fica
pm [7 o _e(cle o/
o /2 K/Qz
1 + 2 exp | — T

(B.6)

Vamos usar a aproximago de Sommerfeld para aproximar a integral acima no limite

K -+ co. Partimos da identidade

du(z)v(z)) = u(z)' (z)dz + v{z)v'(z)dz {B.7)

ou
/wun@wx:u@p@n-/q@w@mz. (B.8)

Tomando

u@) = [ T exp(~(a' - aY/2) ®.9)

e
oe) = — %expl(_ w7 (B.10)

vemos que

p=u@dﬂi;%iﬂﬁﬂﬂﬁ . (B.11)

Observando que

ufoo) =0 , wv{oo) =1

u{—o0) =1 , v(—o0)=

KVG  exp(—XL8x)
T kb (B

T

v'(z) =

a equagdo (B.6) pode ser escrita como

/;m [ /: dz’ = exp(—(z' ~z )2/2)} 7 +*;x::p (K_;;E)]z . (B.12)

T
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Efetuando uma expansio de u{z) em torno de x = 0, ficamos com

dz’ exp(—z*%/2)

ug)~ [ "w e —a7R)+ B0 B

ou

u(z) s —3[1+ erf(j;_w)] + e"p(\;;_:/ 224007 . (B.14)

Com esta aproximacao, as integrais a calcular ficam triviais, sendo dadas dadas por

exp(-42%) o

G
L=1{ dz = (B.15)
= [1+Lexp (- Xyee ’)]2 Kv@
¢ (- KyGs
00 z exp(—-—HF) T?
L={ dz = —2In2 (B.16)
[ o (g~
Assim, a equagdo (B.6) até primeira ordem em 1/X fica
1 z* exp(~2*%/2) T1ln?2
=1 f{— B.1

Comportamento de @) na solugiao paramagnética quan-
do K — o©

A equagdo de Q, usando a notagio da segio anterior, pode ser escrita como

© dg exp{—(z — 2°)?/2)

= ; B.18
¢ —o0 V21 - 1 _KvQs 2 (B.18)
7 &P T
Utilizando o mesmo procedimento da se¢ao anterior, definimos
z dx' f L]
u@)= [ 5 exp(— (' —=")/2) (B.19)
. .
1
v{z) = (B.20)
[l + Lexp (—5-’7@5)]2

Agora temos

'u’(x) — K\/Q exp(_ﬁj‘?n&)
T [+ e (-22))
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Apbs a expansio de u{z), as integrais a calcular séo

™= exp(—-i‘qgi) _ T
Jn_ﬁmdx[l+éexp(—&§—‘-)]3 KvQ

o zexp(-X¥8)
= DA

Portanto, ( )T )
1 3., exp —z*2/2 1-In2)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

Comportamento da linha de transicao entre as fases

paramagnética e vidro de spins quando K — oo

Utilizando as aproximagdes das segles anteriores e a équagﬁo da linha de transi¢io entre

as paramagnética e vidro de spins (T? = Q), podemos escrever

exp(—z*%/2)
- Q ] K\/2_1r

No limite X' — oo, ficamos com

o ep(=32)

20V 2r
e
1 z*
= —[14erf
A solugdo numérica das duas equagdes acima é dada por
z* =0.306713. ..
e
@ = 0.6240601...

Entéo, para valores grandes de K a fronteira critica é dada por

T =0.7876986. . .

100

(B.24)
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Apéndice C

Elementos da matriz de estabilidade
para o modelo de vidro de spins com
interacao quadrupolar aleatéria

A matriz de estabilidade ¢ simétrica. Precisamos, entdo, calcular apenas 6 tipos de

blocos.

Nas equagoes abaixo, utilizaremos a notagfio

o [ dzdy 2 +y7\
@e)—/_w?;exp(— A

onde p; sdo dadas por {2.30) e (2.31).

2
_Og
Bloco F0adrs

O bloco 8—55;; apresenta tamanho nzn e possui dois tipos de elementos:

i} Elementos com ¢ = 3,

99 1+ K? 1+ K2, o 2

Grape = |\ e (S () Ny
1+ K? 1 1+ K? N (C.1)
= |1 PP =

it} Elementos com « # 3,

62? — 1+K2 ’ oy 2 2y oy 2 2
o | i ) (©7 - (@rem) o
=(1;_T2 ) F*-Q) =3B
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Bloco %g;;

Esse bloco apresenta tamanho n{n — 1)/2zn ¢ possui dois tipos de elementos:

i} Elementos com dois indices iguais e um diferente,

g 1+ K2

— ay2 Sasﬁ —{(s® 3 Sﬁ
S 133"}'(2 [(5°7)5°5%) — ((5°)(5*)] o9

onde lembramos que {$°) = §

it) Elementos com os trés indices diferentes,
2
L = e [ - <(S“)2s"s*>]
3G, 0pq 274 C.4
_ 1+ K? (C.4
e (o0 — () =

2
_ 0%
Bloco 30u 97

Esse bloco também apresenta tamanho n(n —1)/2zn ¢ possui dois tipos de elementos:

1) Elementos com dois {ndices iguais e um diferente,

a@i%pa == +21;4)K: [((S=P)S=)(S)) — ((S*)*(5°)A(5%)] (C5)
(1+K2)K o Qp-1)=E

onde lembramos que (S“)“ = (59)2

ii) Elementos com os trés fndices diferentes,

629 =(1+K2)K2 Sa2 Suﬂs'r?_ Sa2Sy2512
Rtpe L (S XS"PS™) — (5557 <
————(pQ N =F . '
B &
loco I rp

Esse bloco apresenta tamanho n{n — 1)/2zn(n — 1)/2 ¢ possui trés tipos de elementos:
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i) Elementos com indices iguais entre pares,

329 = 1 ! a oB\2 _ a\2 ¢ afyZ
Fogiig ~ T8 7 (575 = (SVS))]

= ol + 5l - Q=G .

ii) Elementos com um fndice igual entre pares,

9%g
0908040y

1
= 72 [(5°8%)" - ((57)*5757)]
= (@~ (pel)) =H .
iii) Elementos com todos os indices diferentes,

8g _ 1
6‘?053‘]”7 T
- () =T

[(5259)(s*87) — (5°5P5*5™)]

32

Bloco @"—L

vy08ap

(C.7)

(C.8)

(C.9)

Esse bloco também apresenta tamanho n{n — 1)/2zn e possui trés tipos de elementos:

i) Elementos com indices iguais entre pares,

329 _ﬁ a f o\2 oAV ayds o3
st T [(S282)(S22(57)") — (5 (5°Y?)]
=mi@-1)=J .

ii) Elementos com um indice igual entre pares,

&g _K
BQaﬁaqﬂ - T4

= 7@~ {pip)) = K

[(Se57)((S2)%(8%)) - (521 SP(S™))]

iii) Elementos com todos os indices diferentes,

@ig—% ) %: [(5252)(($2)*($)?) — ($°5P(S* (5]

= %(QQ —{dip)) = L

103

(C.10)

(C.11)

(C.12)



H

i

3352233 BR

PP DY DD

-

32

Bloco WL"

”’Tan:ﬁ

Esse bloco também apresenta tamanho n{n — 1)/2zn e possui trés tipos de elementos:

i} Elemento com indices iguais entre pares,
&g K2 Kt [ 9¢ a2
e {(5%) (8") = {(5*)%(5%)%)]

ii) Elementos com um indice igual entre pares,

————wjg% = (SIS - (S=SP S

K4
=77 IZQ2 - (*Pg)] =N
iii) Elementos com todos os indices diferentes,

62g K4 [

S0u5as = 7% LEPERUSTE) — (PSS

=%[ —(502)]5
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Apéndice D

Calculo da distribuicao de
probabilidades de energias para o

vidro de spins com interacoes entre p
spins

Neste apéndice calcularemos a distribuigfio de probabilidades de energias para o vidro de
spins quadrupolar com interagSes entre p-spins, e mostraremos que no limite p — oo as
energias de cada configuragao sao descorrelacionadas. O hamiltoniano para o esse modelo
pode ser escrito como

H=Y (JS+K5 , (D.1)

onde

J=J

183pndip 3

K=K,

1482ygdp 3

5=25,5,...5, ,

=

T 1Si1<.<ipgN
A energia de uma dada configuragio de spins {S;} ¢ fixa para cada conjunto de {J;;}
e {K;;}. A probabilidade para que uma dada configuragiio de spins {S;} apresente uma

energia E quando amostras {Ji,,...i,} ¢ {Kiyjip,...i,} 530 escolhidas aleatoriamentes &

o™
T 105
o



FIIIIIIITIINIIIIIINIIDIIIIIDNIINIDBIIIIIIIIIIDIDIDIIDIBIDD

dada por

P(E,{5:}) = 6(E - H({S}) , (D.2)

onde a barra indica média sobre as configuractes. Utilizando a representagdo integral

pare a funcio delta,

© dz i
SE - H{SH) = [ sz explizlE - H{SP] (D3)
as médias sobre a desordem sfio facilmente calculadas,
dz NP1 g2
P, (5] = [ G211 [Py | alekeso [2[—7 &+ 5
+iz(JS + K5%)] +i2E] . (D.4)
Calculando as integrais em J ¢ K temos
PE,S)) = [ Zexp |isE ~ B (4 KD T 5 (D.5)
T 2 4N? -1 - ’ )

onde usamos o fato que S* = 5. Note que 5% ¢ igual a 1 ou 0; por causa disso, P(E)
depende somente do nimero de spins nao nulos na configuragdo. Considerando W o

ntimero de spins diferentes de zero, entdo W = NR, onde

1 .
R= W (S . (D.6)
i
A média térmica de R € o pardmetro de ordem de quadrupolo do problema com p = 2.
Se a configuracdo {S;} apresenta menos que p spins nio nulos, entdio a energia dessa

configuragdo € nula. Se existem mais que p — 1 spins ndo nulos o somatéric na Eq. {D.5)

pode ser escrito como

. W '
T (b1
ou
I U(VA;RE;)! - (”; }PP 1+ ANR™ + BINRY?+..] (D.8)

onde A e B séio coeficientes independentes de N e R. No limite termodinamico, ficamos

com
(NRy

ZS“’ mall (D.9)
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Deste modo, a integral em {D.5) resulta em

1 E?
PIE,R) = NTRe(J? + K?) =P [_ NR#(J? + K”)] ' (B-10)

Vemos, entdo, que a energia apresenta uma distribuigdo de probabilidades gaussiana com
média zero ¢ varidncia NR?(J2+ K?). Estamos interessados no limite p — oo; é importan-
te notar que o limite termodindmico sé ¢ corretamente obtido se mantivermos a condigdo
N > p quando tomarmos o limite p — co. Isso € satisfeito se tomarmos N 3> p > Inp;
assim, para A < 1 a largura da gaussiana, Eq. {D.10), tende a zero quando N tende a
infinito. Dessa forma, no limite termodindmico e grandes valores de p, a fungio de distri-
buigio P(Z, R) é uma delta em E = 0 para R < 1. Para R = 1 a fungfio de distribuigio
P(E, R) é independente de p. No limite p — oo a fungdo de distribui¢io é dada por

' 1 E? n
N O [_F(J?_Kﬁ] para f=2
P(E,R) = { (D.11)
| §(E) para R<1

A importancia das simplificagbes para o limite p — oo tornam-se mais aparentes
quaado investigamos as correlagGes entre as energias para diferentes configuragdes. A
probabilidade para que uma configuragio {5;}") apresente energia E; e outra configuragiio
{S;}® apresente energia E,, para uma amostra de {Jirsizynin} © {Kirsi,...i, } escolhidos

aleatoriamente é dada por

P(E],Ez) - 6(E1 - ?{1)5(,82 - ?‘{.2) v (D.12)

onde os indfces ; e ; indicam as respectivas configuracdes.

Utilizando a representagdo integral para as fungdes &, obtemos

dzldzq NPl o J’ K 2
P(E), BEp) = f @) L [ o ] dJdK exp [
+ Z[ZZ]_(jgl + f?gf) + Zh(jgz -+ I?S'g)] -+ ?:(ZlEl + ngg)] . (D13)
i
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As integrais em J e K s3o facilmente resolvidas. A integral em J é dada por
- B L P
Ji =exp [W Z(z;Si + 3252)2] . (D.14)
L]

Podemos escrever o somatério, no limite termodinamico, como

UL F UL

2(3131 + 2252)2 = ——1z; , (D.15)
i

onde utilizamos a aproximagdo {D.8) e também a aproximagio

_ N W o) me@ | o N
26’15‘2 = m (N E 53,7557 ] - I ;,,2_21 55,0557 | = gq” . (D.16)
Na expressao anterior ¢ representa a superposigfo entre as configuragdes, definida por
1 ¢ o) o)
q = —ES: Ss- (D.l?)
N =1
entre as duas configuracdes. Entfio, a integral em J resulta em

JzN .
Ji= exp |- 22 (RiZ + B3 + 2P m)| (D.18)

A integral em K também ¢ trivial e fornece

K =exp [ —K’p! 2(3131 + zgszzz) ] . (D.19)

Utilizando o mesmo procedimento podemos escrever, no limite termodinamico,

K, = exp [—-If—:—-— (R22% + RE2% + 2Q1’z1z,2)] (D.20)
onde ) é dado por
ey (D21)
Juntando as integrais em J e K, a Eq. (D.13) fica
P(By, By) = “E‘;ﬁ? [-—(ﬁ + K%Y (R + REZD)
+i(Ey 2y + Bazg) - 5(.12{;9 + K?QP)zm] . (D.22)
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resolvendo as integrais e exercitanto um pouco a 4lgebra obtemos

1
P(E), Ey) =
Nm\RERB(J? + K2)2 — (TP + K2QP)?
(D.23)
2
—RYE? - REE? + ZEszw
exp J+ K

N (BR(7+ K - (g + Q)

Como estamos interessados no limite p — oo, vemos duas possibilidades para os valores
que os parametros g, {}, R, e R; podem assumir.
Consideremos inicialmente [g] < 1, |Q] < 1. Neste caso as energias ficam descorrela-

cionadas:

P(E\, E2) = P(E©\)P(Ey) (D.24)
ou seja, as energias comportam-se como varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas.

Outra possibilidade ¢ ¢ < 1 e @ = 1 ¢, nesse caso, R, = R; = 1. Entdo
P(El, Ez) = P(EI)(S(E]_ - Ez) . ) (D.25)

O céleulo acima pode ser estendido para um nidmero arbitririo de configuragdes de
spins ¢ pode-se mostrar que no'limite p — oo a distribuigdo de energias € dada por
M
P(E;,...,Ey) =] P(E;) , {D.26)
1=1
se |g] < 1 e )@} < 1. Assim, as energias das configuragdes macroscopicamente distinguiveis

(lal < 1, Q] < 1, R = 1) comportam-se como varidveis aleatérias independentes e

identicamente distribuidas.
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Apéndice E

Elementos da matriz de estabilidade
para o modelo de vidro de spins com
interacao entre p spins

A matriz de estabilidade € simétrica. Precisamos, entao, calcular apenas 6 tipos de
blocos. O célculo é andlogo ac caso p = 2, de forma que apresentaremos apenas os
resultados.

Nas equagoes abaixo, ‘utilizaremos a notagao

o [ dzdy =+’ ,

onde ; sdo dadas por {3.36) e (3.37)

2
el
Bloco 3 RadR;
Esse bloco apresenta tamanho nan e possui dois tipos de elementos.
i) Elementos com o = 3,

P9 PP+ KDpp-1) BHI + K:plp—1) op _
3R.0R. 4 R”[H 4 R - R =4

(E1)
i1) Elementos com « # 8,
P9 _ B+ K- D] pp- ,
3R.0R; [ 1 ] RERE-Q) =5 (52

110



#

9%
Bloco dar,9Ra

Esse bloco apresenta tamanho n{n — 1)/2zn e possui dois tipos de elementos:

i) Elementos com dois indices iguais ¢ um diferente,

Py _,[Fp) N
3qa56Ru_2[ 4 ] P+ KR gR-1)=C . (E.3)
ii) Elementos com trés indicies diferentes,
&Py _,[ee-1] ) » .
3%31%_2[ 4 ] P(I*+ K*)(Rg)" (Rg — (p¢3)) =D . (E4)
Bil _ %
0CO 55 3

Esse bloco também apresenta tamanho n(n — 1}/2zn ¢ possui dois tipos de elementos:
i) Elementos com dois indices iguais ¢ um diferente,

% _, [ﬁzp(p

6QaﬂaRa 4

ii) Elementos com os trés idices diferentes,

)] KPP+ KH)RQYIQR-1)=F . (E.5)

BQizgR,. [ﬁ p(i_ )] KX+ K)RQPRQ - () =F .  (ES)
32
Bloco 3-——9—% B0

Esse bloco apresenta tamanho n{n — 1)/2zn(n — 1)/2 e possui trés tipos de elementos:

i} Elementos com indices iguais entre pares,

> 2 J20(n — 1 2 Jz
ii) Elementos com um fndice igual entre pares,

e J%p(p—1 -

sraa— = [EL2 B ey (¢ ot = 1 (©8)

af Oay

iii) Elementos com todos os indices diferentes,
& 2% — )17, o
s = | TR oy (- goth) =1 (®9)
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2
__0%
Bloco Tap T
Esse bloco também apresenta tamanho n{n — 1)/2zn(n — 1)/2 e possui trés tipos de
elementos:

i} Elementos com indices iguais entre pares,

&g _ [J-Kﬁzi;(? — ])]2 (@@ %q(Q-1=J . (E.10)

a Qa,ﬂ aQQﬁ B

ii) Elementos com um indice igual entre pares,

9 _ ['}K‘azg(p_ ) ] @QP?{4Q - (¥lwn)) = K . (E.11)

6Qaﬁ 6‘101 -

i1} Elementos com todos os indices diferentes,

2 2 _ 2
Bprgq,., - [JK& pz(p 1)] @Qr* (eQ - (Fvd) =L . (E.12)
9%
Bloco 50900

Esse bloco também apresenta tamanho n(n — 1)/2zn(n — 1)/2 e possui trés tipos de

elementos:

i) Elemento com indices iguais entre pares,

329 _ K232p(p — 1)Qp—-2 [1 _ K2ﬂ2p(p _
2

aQaﬁaQnﬂ - 2

i1) Elementos com um indice igual entre pares,

dg [Kzﬁzpz(l?— 1)] (Qp-z)z (Q2 - ((Pg)) =N . (E.14)

”QF-*QG—Q)] -M . (E1)

aQaﬁaQ oy h

iii) Elementos com todos os indices diferentes,

i Kzlm _1)2 p=242 2 4
e o @@ -wh)=0 . @)
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Apéndice F

Expansao em séries de poténcias da
equacgao da magnetizagao (4.18)

Neste Apéndice vamos expandir as equagdes do pardmetro de ordem vidro de spins (Eq.
{4.19)) ¢ da magnetizagdo (Eq. (4.18)) com o objetivo de obter uma aproximacdo até
quinta ordem para a magnetizagio; veremos que essa expansdo fornece apenas termos de

poténcias impares, ou seja uma equagioc do tipo
m= A;m + A3m3 + A5m5 -+ O(m7) . (Fl)

Expanséo até quinta ordem da Eq. (4.19)

Vamos considerar inicialmente a expansio em série de Taylor alé terceira ordem da Eq.

(4.18) em tornode m=0e g =g

. s 1[#e], .
q —QU+ aq 0('?—90)+ 6m0m+§|:6q2 o(q_q°)+
5Q #Q| ] . 1[5°Q :
2 aqam U(q (}'o)m-]- 2 om] + P [F 0((}-—9’0) + (F2)
33@ 2 63Q 2 33@ 3
33q26ﬂ19(q QO)m+3a_q§;—n?o(q_QU)m +ﬁom )
113
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onde ( est4 definido a seguir ¢ as derivadas sfio tomadas em m = 0 e ¢ = gp. As equagdes

dos parimetros de ordem {4.18-4.19) podem ser escritas como

M = p_ui + pout} +p+u1 = 3 pul (F.3)
=—,0,+ -

Q=p-uy +ppus +pius = Y. puh (F.4)
i=—0,+ )

*
onde M e } sio a magnetizacdo e o pardmetro vidro de spins, respectivamente, ug
dado por

ud = / Dz th £ (F.5)
-]
I _?Q-
f Dr..=[ e (F6)

com &3 dados pela equagdo (4.16) e & dado pela equagdo {4.17). Uma derivada geral de

u}. com relagéo a g pode ser calculada,

%*;" kbJ f Dot - b )z . (F.7)
Utilizando o resultado
j Daf(z)z = [ Dzf'(z) (F.8)
obtemos, apds algumas simplificagOes,
%’f‘ = k(ﬂTJ)z [ Dz [(k ~ 1) th*=2€ — 2k th* £ + (k 4 1) th**? g")] , (F.9)
ou seja

6!.‘.1. _ k(ﬁJP [
8 2

onde utilizamos o fato.que uf = 1. Podemos, também, calcular uma derivada geral de ul

(k— i — 2kuf + (k + ujyo] (F.10)

com relacdo a m, )
Buy i i
S kBJolugy — wsa] - {F.11)

Utilizando os resultados acima, podemos facilmente calcular as derivadas na Eq. {(¥.2).

A seguir calcularemos cada derivada da expansiio separadamente.
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Céleulo de 22
9q lg
Por exemplo, a primeira derivada com relagdo a ¢ fica
J Bu‘
R RIS

i=—,0,4

Calculando a derivada em m = 0 e g = ¢ ficamos com

P! ) )

Q =(8IY Y, m[l-45{m) + 30b{a)]
i=—,0,+

onde definimos

ot () = [ Dath™ (87 /@ag b}

ek=12,... E interessante observar a relacao entre p; e pr. Considerando

2
_ dz -
Pk (qo) = oo \/2—7‘_6 thﬂk(ﬂ'] goz — ﬁh) )

e fazendo a transformacéo z > —z, obtemos

2
_ © dz -
pitan) = [ e T MBI ioz + O1) = ot
Logo
Ouy _ Buy
dg Og

(F.12)

(F.13)

(F.14)

(F.15)

(F.16)

(F.17)

Utilizando o fato que estamos interessados no caso p, = p_ = {1 — pp)/2, ficamos com

6Q = (B9)*(1 -~ o) {1 =~ 457 (a0} + 303 (90)] + (8Ypo [1 — 473 (a0) + 35(a0)]

Definindo agora

+ + )
TF =1—4p7 {gg) + 37 (go)

e
I'=(1—pg)T + poI®
obtemos
B, = 61T
115
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Calculo de 29—
omlg

Utilizando o resultado da Eq. (F.11) vemos imediatamente que

oR Bul .
== Pig— = 2By pilur -uz| - (F.22)
om .-=)-:,o + am ‘__Z’,J’ + [ 1 3]
Quando m =0, ¢ = ¢p e & for impar temos
up = f Dz th*(B/q07 — Bho) ' (F.23)
de forma que fazendo a transformagio z — —z obtemos uy = —uj. Além disso
W = f Dz th*(8y/gz) =0 . (F.24)
para k impar. Logo |
o, = 0 (F.25)
7°Q
Célculo de —;
om?|
Efetuando a derivada em m na Eq. (F.22) temos
9*Q oul Sy
Z¥ .9 huthnd § . .
gz = Ph 2, P (Bm am (F.26)
Utilizando o resultado da Eq. {F.11) temos
dut  Oul ; ;
am 3m = ﬁJﬂ(l - 4‘“2 + 3u4) 3 (F.??)

¢ observando que em m = ( e ¢ = ¢, temos

Uy =pi{a) . ¥ =plw) . (F.28)
e entao _
duy  Ou) ;
o 22— BT (F.29)
Assim, a segunda derivada em m da Eq. (F.4) fica
Q 2 |
=1 = 2(8Jy)°T , (F.30)

onde consideramos py =p_ = (1 — pp)/2.
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Calculo de —
9¢% |,
Efetuando a derivada em ¢ na Eq. (F.12) temos
3262 4
(‘BJ) Z p‘( -4+ 34'&2 - 60“4 + 30'&5)
39' i=—0+

Apés tomarmos m =0, g = gy e py. = p_ = {1 — pp)/2, ficamos com

’Q

2| =0

onde definimos

7 = -4+ 340 — 6045 -+ 300}

7= {1-po)7" +po7°

9*Q
dgom 0.
Efetuando a derivada em m na Eq. (F.12) temos

8%*Q
dg90m

Calculo de

= (81 (BJ) Y. pi(—8u} + 20uf — 12uf)

i=—,0,4 -

Considerando m = 0, g = gp € p,. = p_ = {1 — py)/2, vemos que

Q| _ 0
Oqom |, B
°Q
Cdlculo de
“ Oqom?|;
Efetuando a derivada em m na Eq. (F.35) temos

Rl

por =2(8I(B)* 3 pi(—4+ 34ul — 60w} + 30u) .

i=—0+
Considerando m =0, ¢ = gy ¢ py. = p— = {1 — py}/2, temos

FcQ | 2
Befm |, ~ 2(81Y*(BJo)*
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Obtenc¢ao da expansao de @@ em termos de m

Nessa se¢fio vamos considerar todas as derivadas obtidas nas segdes anteriores e substitui-

las na Eq. (F.2). Veremos logo adiante que a expansdo de {} terd a seguinte forma
g =@Qem® + Qum* + O(m®) . (F.39)

Como estamos interessados em expanstes até quinta ordem em m, as derivadas %3;?,
P 89 s o = .
W% e a? nao serao necessarias no nosso célculo.

Substituindo as equagtes (F.21, F.25, F.30, F.32, F.36, F.38) na Eq. (F.2) obiemos

g= g+ {BJ)T{qg— q0) + L{(BI)v(g — )*
(F.40)

+(BIYTm? + (BJ){BJo)*v(g — gu)m?

Vemos, entdo, que a primeira corre¢io em g — g; é da ordem de m?®. Considerando

somente os termos até segunda ordem em m temos

g — g = (BI)T{(q — o) + (BL)'Tm?> (F.41)

ou
_ _(BRyr
P T @B

Substituindo o valor de ¢ — gp na Eq. (F.40) e rearranjando os termos resultantes,

(F.42)

obtemos
g — g0 = Qem® + Qem* + O(m®) _ (F.43)
onde
__(B&)’T ;
Q2 - 1 — (ﬂ.}')21" H (F'44)
e
2 4
Q= {8J)*(8J0)*T (I*.45)

- 2(1 - (BJ)T)?
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Expansao até quinta ordem da Eq. (4.18)

Vamos considerar inicialmente a expansdo de Taylor até quinta ordem da Eq. {4.18) em

tornodem =0eg=gqp

oM oM|  1[&M

_oM oM 1 — a2
m = e o(q %) + B 071rz,+2[8q2 I}(q g) .+
& M| L1 1[M 5
* aqom)|, am20m}+5_aqa gl
>FM A PM
3 5aa— aq%om|, (- @f'm+3 55— B o m‘*]
JLeMl L LM e LB 1 M|
6 oms|,™ * 6 agoms), @ W™ 24 omt |, 120 amE |,
(F.46)

onde s6 aparecem os termos até quinta ordem em m, levando em consideracio que (g—gp)
¢ da ordem de m?. Vamos agora calcular cada derivada separadamente, utilizando as

derivadas gerais (F.10) e (F.11).

oM
Célculo de —
Utilizando as Egs. (F 3) ¢ (F. 11) a derivada de M com relagio a m é dada por
a :
am 2. P ul =8k 3, m[l-d] . (F.47)
i=—0,+ t=—0,4+

Considerando m =0, ¢ = gp € p4+ = p- = {1 — pp)/2, vemos que u; = ug. Entdo

"’Ml — B [1 - it (@) + ol (o) - Raa))] (F.48)

onde gi(g) ¢ dado pela Eq. (F.14).

Célculo de ?ﬂl

dq
Utilizando as Egs. (F.3) ¢ (F.11), a derivada de M com relagdo a ¢ fica
M duj .
— = pi— = —{(8J)* pi |uf —uy (F.49
6m i=§;+ aq 3__2’0t+ [ ' 3] )
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a partir da Eq. {F.22), vemos que
oM

dm

quando fizermos m =0, g =gy e py = p- = (1 — pp)/2.

92M
2
d¢* |,
Derivando a Eq. (F.49) com relagdo a q te

Calculo de

M

i=— D0+

que se anula quando fizermos m =0, ¢ = gg € p; = p— = (1 — py)/2.

o?M
dmdq|,

Derivando {F.47) com relagio a ¢, temos

Calculo de

M

Gmde ~ ~BINBIY T pil- 4+ 3]

efazendom =0,¢=q e p; =p_ = (1 — py)/2, ficamos com

M

Bmdq, = —(BJ){BJ)’T

2

Caélculo de 9
Im? o

Derivando (F.47) com relacdo a m, temos

FM

5 = 2060 X pilui-u]

e fazendom =0,g=g e py =p_ = (1 — py)/2, ficamos com

M
Om2

=0
0

mos

=—,0,+

i=—,0,+

=0

0
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Cilculo de

PBM
 gm3

0

Derivando (F.54) com relagdo a m, temos

e fazendom =0, ¢ = gy e p; = p. = (1 — py)/2, ficamos com

Calculo de oM

FM

om?

=—2(800)° 3 mi[l-dub+3di]

==+

= —2(,3-]0)3]:‘
U

FM
om?
4
4
om* |,
Derivando (F.56) com relagio a m, temos
oM
omt

que se anula quando fizermos m =0, g =g e p, = p_ = (1 — py)/2.

Calculo de

M
om?

0

= —4(8h) 3 pi|-4ul+10uf —6ui]
=—,0,+

Derivando (F.58) com relagio a m, temos

asM — L] i i i
55 = —4(6J0) .--_Zu 7 [—4 + 34u} — 60} + 30ui]
ou
FPM! .
s |, —4(BJo)>y
PM
Célculo de ——
Og’om|;
Derivando {F.52) com relagéo a g, temos
BM . . ,
3am ~ ~ BRI '__zm-pg 4 + 34u} — 60uf + 30uf]
ou
agom|, —{(BH)BI) 7
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Célculo de
0gom?|,
Derivando (F.52) com relagdo a m, temos
>FM . : :
= —(BJ0)*(8J)* pi |—4ul + 10u} — 6ul| F.63
aq mz2 ( 3) ( ) ;‘.:—.Z:,{},.]- [ 1 3 us] ( )
ou
BM
8g?0m, (F.64)

™

™

(=

™

-

™

=

™

™

o

™

(

(™

{ﬁ?\

l@'\

™ 4
PN Cdlculo de 9 M3
- dqdm?|,
o
™
{@Y\
o
™
o
™
™
™
™
™
™
-
™
o
o

Derivando (F.63) com relagio a m, temos

oM

Fadms = ~2BRIBIY i=_z'm+ pi[—4+34u - 60ui +30uf] ,  (F:65)
ou
M
e B CONC (F66)

Expansado da equagao da magnetizagao

Substituindo as derivadas acima na Eq. (F.46) e usando a Eq. (F.43), ficamos com

m = Aim + Asm® + Asm® + O(m") {F.67)
onde
‘ Ay = BhH(1 - q) (F.68)
. __{BJ) [1+2(8J)T |
:; Ay = 3 [ 1 - (BJ)T } I' ; (F.69)
__(BJ0)® [1+8(BJ)T + 36(BJ)*T? + 15(4J)°T
z A== 50 [ (- (BI)T) ] (F-70)
'@K‘\
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Apéndice G

Equivaléncia das condicoes para
fronteiras criticas na expansao de
Landau e na expansao da equacao da
magnetizacao

Em geral, quando estamos resolvendo problemas de fisica estatistica de sistemas

magnéticos, tratamos com uma energia livre da forma

1

fm) = 5m* = glm) | G1)

onde f(m) deve ser minimizada em relagdo ao parimetro m, que representa a magneti-

zagao local. A minimizacio fornece uma equagio de estado
Sim)=0=>m=g'(m) , (G.2)

onde g/{m) € uma funcdo impar na auséncia de campos magnéticos. Desta forma, sempre
existe uma solugdo trivial dada por m = 0. A situagiio torna-se mais interessante quando
surge uma solugiio ndo trivial (m # 0), representando uma fase ordenada.

A expansdo de Landau para a energia livre {G.1) pode ser escrita na forma
f{m) = Am® + Bm® + Cm* 4- O(m®) . (G.3)

As condiges para obtermos as fronteiras criticas a partir da Eq. {G.3) sao discutidas em

vérios livros textos como o Huang'®®, por exemplo. Assim, temos
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1. As transicdes de segunda ordem sfio dadas pelas condigdes A=0,B>0e C > 0.
2. As linhas de primeira ordem ocorrem quando A >0, B<0eC > 0.

3. Quando os dois tipos de transigdes estdo presentes, a fronteira de segunda ordem e

a de primeira ordem se juntam em um ponto tricritico!?313

, 0 qual define o limite
de validade das expansGes em série; a partir do ponto tricritico a magnetizagao é

descontinua. A localizagdo de tal ponto é obtida fazendo A=B=0eC > 0.

Observando a Eq. (G.1), vemos que os coeficientes A, B e C podem ser expressos

como

A= (1~ gP0)

1 .
= —uuptd)
B=—5990) , (G4)
1
. (]

onde g‘*}(0) indica a n-ésima derivada com relagio a m, calculada em m = 0. Por outro

lado, quando expandimos o pardmetro de ordem para pequenos valores de m, ob{emos da
Eq. (G.2),
m=Am+A;m® + Agm® +... (G.5)

onde
A= 9(2) o ,
A5 =2490) (G6)

1
As 549 (1))

Utilizando as condigGes 1., 2., 3. e as Egs. (G.4) e (G.8), vemos que as fronteiras criticas
podem ser obtidas examinando os coeficientes A,, A; ¢ A;. Assim, as fronteiras criticas

podem ser obtidas a partir da expansido da equagio da magnetizagio:

o As transigSes continuas {ou de segunda ordem) sdo dadas pelas condictes 4; =1 e
Az < 0.
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¢ As transi¢oes de primeira ordem ocorrem quando A, =1le Az > 0; a linha de coe-
xisténcia de fases, nesse caso, € determinada através de uma construgdo de Maxwell,

ou, igualando as energias livres das duas solugdes.

o Quando os dois tipos de transigdes estdo presentes, a fronteira de segunda ordem
e a de primeira ordem se juntam em um ponto tricritico que € obtido através das

condigtes A; = Az =0e A5 < 0.
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