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Resumo

O controle estatistico de processos fornece diversas ferramentas para monitoramento de
caracteristicas de qualidade, entre elas estd o gréafico de controle. Com a necessidade de
se monitorar simultaneamente duas ou mais caracteristicas da qualidade os gréficos de
controle se estenderam para os casos multivariados. No monitoramento de processos
multivariados, em diversas situacdes, faz-se necessario detectar pequenas e moderadas
mudancas. Nessas ocasides é recomendado o uso de graficos de controle de memoria, que
é 0 caso de graficos como o Multivariado de Somas Acumuladas (MCUSUM) e o
Multivariado de Média Movel Exponencialmente Ponderada (MEWMA). A anélise de
componentes principais (ACP) se apresenta como uma grande aliada dos graficos de
controle multivariados, a fim de potencialmente reduzir a dimensédo dos dados e facilitar
a compreensdo da andlise, uma vez que se tenha um numero consideravel de variaveis.
Este trabalho propde aplicar os graficos de controle EWMA e CUSUM multivariados a
dados reais, composto por oito varidveis, utilizando-se das componentes principais.
Assim, a aplicacdo da ACP aos dados reduz o nimero de variaveis a serem analisadas
para apenas duas componentes. Apresenta-se também um comparativo dos graficos T2 de
Hotelling com o MCUSUM e MEWMA considerando a aplicacdo da anélise de
componentes principais.

Palavras-chave: Controle estatistico de processos. Graficos de controle multivariados.
Anélise de componentes principais.



Abstract

Statistical process control provides several tools for monitoring quality characteristics,
including control. With the need to simultaneously monitoring two or more quality
characteristics, control charts have extended to multivariate cases. In the monitoring of
multivariate processes, in several situations, it is necessary to detect small and moderate
changes. For these occasions it is recommended to use memory control plots, such as the
Multivariate Cumulative Sum (MCUSUM) and Multivariate Exponentially Weighted
Moving Average (MEWMA) plots. The principal component analysis (PCA) is presented
as a great ally of control charts in order to reduce the size of the data and facilitate the
understanding of the analysis, once a considerable number of variables is present. This
paper proposes to apply the multivariate EWMA and CUSUM control charts, composed
of eight variables, using the PCA. Thus, the application of PCA to the data reduces the
number of variables to be analyzed for only two components. This work also presents a
comparison of the Hotelling T2 with MCUSUM and MEWMA considering the
application of Principal Components Analysis.

Keywords: statistical control process. Multivariate control charts. Principal component
analysis.
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1 Introducao

A qualidade é um fator de grande relevancia para o consumidor no momento de
selecionar algum servigo ou produto para compra. Em decorréncia disto, a busca pela
melhoria nos padrbes de qualidade faz-se cada vez mais necessaria. Atualmente o
crescimento das industrias esta basicamente baseada na melhoria continua de seus
processos e produtos (Montgomery, 2016). Com isso, 0 controle estatistico da qualidade
vem com o objetivo de atingir processos e produtos capazes e estaveis sem depender,

necessariamente, de inspecdes para garantir especificacdes exigidas (Samohyl, 2009)

O controle estatistico de processo (CEP) é uma das mais poderosas metodologias
desenvolvidas visando auxiliar no controle eficaz da qualidade e contribuir no Controle
estatistico da qualidade (Lima, 2009). E uma area de estudo que trata do monitoramento
de processos, na qual estabelece informacéo permanente sobre o comportamento destes,
e possui uma vasta colecdo de ferramentas Uteis na obtencao da estabilidade do processo

através da deteccdo das causas que geram instabilidade.

O grafico de controle é uma das técnicas fundamentais do controle estatistico, til
no monitoramento de ocorréncias de instabilidade. Quando hé presenca de fontes externas
de variabilidade, o grafico de controle faz com que as médias amostrais sejam marcadas
fora dos limites de controle, possibilitando que o processo seja parado para avaliar e

corrigir a fonte que causa a variabilidade, ver Montgomery (2016) para maiores detalhes.

Uma das maneiras de se avaliar o desempenho de um grafico de controle €
mediante o nUmero médio de amostras (NMA), que corresponde ao nimero de amostras
necessérias para se detectar uma mudanca ocorrida no processo. E a quantidade de
amostras na média, necessarias, para que o grafico de controle sinalize que o0 processo
esta fora de controle estatistico (WALTER et al., 2013). Segundo Samohyl (2009), se o
alarme for falso, entdo é chamado de NMA,; se verdadeiro, é chamado de NMA;.

O desenvolvimento do conceito estatistico de grafico de controle foi introduzido
por Shewhart em 1924, que aplicou os graficos pela primeira vez enquanto estudava 0s

dados de um dos processos de seu laboratorio, o Bell Telephone Laboratories.

Entre os anos de 1940 e 1960, surgiram novos graficos para cobrir as limitagdes

presentes nos graficos de Shewhart, como a deteccdo de pequenos desvios no processo
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que passam desapercebidos pelos graficos de Shewhart. Esses novos modelos de grafico
de controle foram denominados gréficos de controle para pequenos desvios do valor
nominal, que sdo os graficos de controle de soma acumulada (CUSUM, do ingés
cumulative sum control chart) e os graficos de controle de média movel
exponencialmente ponderada (EWMA, do inglés exponentially weighted moving

average), criados para 0 monitoramento univariados do processo.

No entanto, ha muitas situacdes nas quais € necessario 0 monitoramento
simultaneo do controle de duas ou mais caracteristicas da qualidade relacionadas, e
monitorar  essas  caracteristicas  independentemente  pode ser  enganoso
(MONTGOMERY, 2004). Tendo isso, em 1947, Harold Hotelling desenvolveu um

método de controle para monitorar mais de uma variavel em um Unico gréafico.

No monitoramento de processos multivariados, em diversas situacfes, faz-se
necessario detectar pequenas e moderadas mudancas das variaveis correlacionadas,
nessas ocasides € recomendado o uso de gréficos de controle de memoria, que é 0 caso
de graficos como o Multivariado de Somas Acumuladas e o Multivariado de Média Mdével
Exponencialmente Ponderada. Ambos, como ja relatado, foram desenvolvidos para
monitoramento de processos univariados, mas assim como os graficos y? e T2, eles
também podem ser (teis no caso de processos multivariados. Lowry et al. (1992)
desenvolveram o EWMA multivariado e Crosier (1998) e Pignatiello e Runger (1990)
propuseram Vvarios procedimentos do CUSUM multivariado.

Devido a dificuldades em relagdo as técnicas multivariadas, a aplicacdo de
gréficos de controle para processos multivariados € pouco comum em processos
industriais (HENNING et al. 2011). E, mesmo na literatura, ndo se ha muitos estudos
sobre os graficos multivariados EWMA e CUSUM.

Assim, justifica-se a proposta de realizar um estudo no controle estatistico de
processos multivariado, a respeito dos graficos de controle com memoria, 0o MCUSUM e
0 MEWMA.


https://en.wikipedia.org/wiki/Control_chart
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1.1 Objetivos

Os principais objetivos desta monografia séo:

o estudar graficos de controle multivariados, com énfase nos graficos CUSUM e
EWMA; e,

« estudar e analisar artigos desenvolvidos por Henning et al (2011).
Desta forma, os objetivos especificos podem ser dados por:

e revisar a literatura, acerca do tema do controle estatistico de processo com
énfase nos graficos EWMA e CUSUM multivariados;

 analisar resultados desenvolvidos por Henning et al. (2011) e

o realizar andlises com dados reais

1.2 Software livre R verséo 3.4.0

O software utilizado para o desenvolvimento deste trabalho foi o R verséo 3.4.0.
O mesmo estd disponivel para diversos sistemas operacionais. O R possui diversos
pacotes, ou bibliotecas, que englobam diversas ferramentas especificas para cada funcao
pretendida

Para a execucdo das andlises e estatisticas deste trabalho foram utilizados os
pacotes gcc (Scrucca, L. 2004) e Devore7 (John Verzani, 2014), para gerar os graficos
univariados EWMA, CUSUM. J& para os graficos MCUSUM e MEWMA, aplicam-se
funcbes do pacote MSQC (Edgar Santos-Fernandez, 2013).

Para finalidade de consulta as rotinas utilizadas neste trabalho estdo presentes no

Apéndice do mesmo.

1.3 Organizagdo do Trabalho

Este trabalho foi estruturado em 8 capitulos. O primeiro traz a Introducdo, assim
como os objetivos gerais e especificos, o software utilizado no estudo e a organizacéo do
trabalho. No segundo capitulo encontra-se a revisdo tedrica, em que se apresenta uma
revisao sobre alguns temas de CEP; analise de componentes principais; e o grafico de
controle T2 de Hotelling. O capitulo trés foi destinado para dar uma maior énfase aos
gréaficos CUSUM e EWMA para o caso univariado, e o capitulo quatro para o
multivariado. O quinto capitulo traz um estudo comparativo da literatura em relacdo aos

graficos multivariados aplicados com analise de componentes principais. No sexto, o
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estudo dos graficos EWMA e CUSUM multivariados, sdo aplicados em dados reais, no
capitulo seguinte, o sete, sdo apresentados os resultados analisados e consideracdes finais.
Por fim, no capitulo oito, tem relacionado as referéncias bibliograficas.

2 Revisao tedrica

Este capitulo contéem uma pequena revisdo sobre alguns assuntos que sdo de
relevancia para o estudo em questdo, e que ajudardo na compreensao do mesmo, sdo eles

a analise de componentes principais e o grafico multivariado T2 de Hotelling.

2.1 Analise de componentes principais
A Anélise de Componentes Principais € um método estatistico multivariado que
visa transformar um conjunto de variaveis originais correlacionadas em outro conjunto
de variaveis ndo correlacionadas, de mesma dimensdo, denominadas componentes
principais.
O objetivo é facilitar a interpretacdo dos dados, uma vez que possibilita a redugao
do numero de variaveis para se analisar, ver Varella (2008) para maiores detalhes.
Essas componentes sdo combinacbes lineares das variaveis originais e
representam suas projecoes nas direcGes de maxima variabilidade dos dados.
Zy = C11X1 + CpXp + o +C1pXy;

Zy = Cy1Xq + Coo Xy + .- +Cszp;

Zp = Cp1X1 + CpaXp + =+ +CppXp;

Propriedades:

1. Cada componente principal € uma combinacdo linear de todas as variaveis
originais;

2. Sdo ndo correlacionadas entre si;

3. S&o obtidas com o proposito de reter o maximo de informacdo sobre a
variacao total dos dados.

Geometricamente, as variaveis das componentes principais z;, z,, - z, S0 0S
eixos do novo sistema de coordenadas, obtido pela rotacdo do sistema das variaveis
originais. Os novos eixos representam as dire¢cdes de maxima variabilidade.

A informacdo contida no conjunto completo das p componentes principais
corresponde aquela contida no conjunto completo de variaveis originais do processo
(Pefia, 2002).
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Em geral temos:

Var 1 Comp 1

Var 2 Componentes principais Comp 2

Var p Comp k
Emaque k < p.

Deve-se ressaltar que além reduzir as variaveis a serem investigadas, a analise de
componente verifica também a identificacdo da variavel(s) causadora(s) da instabilidade

no sistema (Martins, 2011), ou seja, 0 que causa a variabilidade do processo.

2.2 Grafico de controle T2 de Hotelling

O procedimento mais familiar de monitoramento e controle de um processo
multivariado é o gréafico de controle T2 de Hotelling, para monitoramento do vetor média
do processo. Ele é analogo ao grafico X de Shewhart univariado (MONTGOMERY,
2004).

E recomendado quando as caracteristicas do processo sdo fortemente
correlacionadas e precisam ser monitoradas conjuntamente. Além disso, o gréafico de
controle T2 de Hotelling apresenta mais sensibilidade do que os graficos univariados,
permitindo ao operador detectar mais rapidamente os possiveis problemas existentes no
processo e com isso corrigi-los com mais agilidade (HENNING et al., 2009).

A estatistica de teste é dada por:

T2 =nX-X)Y (X -X)

Em que, X e ¥ correspondem, respectivamente, ao vetor das médias do processo
e a matriz de variancia e covariancia do processo.

Existem duas fases distintas para a construcdo dos gréaficos de controle T2 de
Hotelling. Lowry e Montgomery (1995) mostram que a Fase | consiste em utilizar os
graficos de controle para testar se o processo estava sob controle quando as primeiras m
observacdes foram extraidas, objetivando obter um conjunto de dados sob controle para
0 estabelecimento dos limites de controle. Estes limites de controle s&o utilizados na Fase
Il para testar se 0 processo permanece sob controle, quando as observagdes futuras séo
extraidas durante a Fase Il. Os limites de controle para a primeira fase sdo dados por

Mason, Tracy e Young (1992) como:

p(m—-1n-1)

LSC = mn—m—p +1 a;pymn—-m-p+1
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Em que p é o ndmero de varidveis, m o nimero de amostras, € n 0 tamanho da
amostra. F é o valor tabelado da estatistica de teste referente a distribui¢do F de Snedecor
com grau de liberdade do numerador igual a a (equivalente a taxa de alarmes falsos), e
do denominador igualap,mn —m —p + 1.

Para a fase I, o limite superior estabelecido é dado por:

p(m+1(n—-1)

LSC = LSC === Fapmn-m-p+1

O limite inferior para os dois casos é igual a zero. Para a utilizagdo dos gréficos
de controle multivariados, também se faz necessario a verificagdo das suposi¢Ges de

normalidade e autocorrelacdo entre os dados, para que seja possivel sua utilizacao.
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3 Os graficos CUSUM e EWMA univariados

3.1 Grafico CUSUM

Os gréaficos de controle de soma acumulada (CUSUM) sdo alternativas vidveis aos
gréaficos de controle de Shewhart e sdo 0s mais apropriados para reconhecer o histérico
dos dados, caracteristica ausente em graficos mais simples, e também para reconhecer
pequenas alteragBes nos processos muito antes dos alarmes dos graficos X (SAMOHYL,
2009). Foram, inicialmente, propostos por Page (1954).

Uma das maiores vantagens do grafico CUSUM ¢é que ele acumula informacdes
de todo o conjunto de dados, dando pesos equivalentes as amostras, fazendo com que,
dessa forma, o grafico detecte pequenas alteracdes na média do processo.

Ele compreende toda a informacéo na sequéncia dos valores da amostra, plotando
as somas cumulativas dos desvios dos valores da amostra em relacdo a um valor-alvo.
Assim, sendo u, o valor-alvo, o grafico CUSUM é construido plotando a seguinte

quantidade:

i
Ci = Z(fj —Hy)
=1

versus o numero i da amostra.

Se for observado uma tendéncia nos pontos plotados, tanto para cima quanto para
baixo, é uma forte evidéncia de que a média do processo foi alterada, e deve ser realizada
uma pesquisa para determinar alguma causa atribuivel. Enquanto a média do processo
estiver ajustada no alvo, os desvios positivos serdo compensados pelos negativos, e entdo
a estatistica oscilaré aleatoriamente em torno do zero.

Note que se n = 1, entdo 0 CUSUM se torna:

Ci=(x;—uy) + Cics

No entanto, o grafico CUSUM ndo &, prontamente, um grafico de controle, pelo
fato de Ihe faltar os limites de controle estatisticos. Assim, h4 duas formas de se
caracterizar o CUSUM: a primeira com o CUSUM tabular e a segunda com a forma
mascara V do CUSUM. No entanto, na literatura o CUSUM tabular é a melhor

representacdo e pouco se encontra a respeito da segunda forma.

O CUSUM tabular acumula desvios da media p, que estdo acima do alvo com a

estatistica C* e as que estdo abaixo do alvo com a estatistica €, as quais sdo chamadas,
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respectivamente, de CUSUMSs unilaterais superior e inferior. Sdo calculadas através das
equacoes:

Cit = méax[0,x; — (uo + K) + Ct4]

Ci = max[0, (o — K)—x; + Ci_4]

Em que os valores de Cf = C; = 0;
K € um valor de referéncia, que €, aproximadamente, a metade da soma do valor-
alvo u, com o valor da média fora de controle. Assim, se a mudanca for expressa em

unidades de desvio-padrao, como u,; = uy + 60, entéo:

_6 _|“1_“0|
K=z0="%—

Seja x; a i-ésima observacao do processo. Quando o0 processo esta sob controle,
supde-se que x; segue uma distribuicdo normal com média p, e desvio-padrdo o. Assim,
nota-se que tanto C;* como C;~ acumulam desvios a partir do valor-alvo que sejam maiores
que K, e valendo zero quando ambas se tornam negativas.

Se C;* ou C;excederem o intervalo de decisdo H o processo é dado como fora de
controle. De acordo com alguns estudos define-se H = ha, em que ¢ é 0 desvio-padrao
da variavel amostral utilizada no estudo para a constru¢do do CUSUM. Usando h = 4 ou
h=5¢e k=1/2, resulta em um CUSUM que possui boas propriedades do CMS
(comprimento meédio da sequéncia) (MONTGOMERY, 2016).

3.2 Grafico EWMA

Em 1959, mantendo a filosofia de utilizar a informacédo prévia com a finalidade
de aumentar a eficiéncia para detectar pequenas alteracbes no processo, Robert S.
introduziu o grafico de médias moéveis ponderadas exponencialmente. O grafico EWMA
(do inglés, Exponentially Weighted Moving Average), traduzido como MMPE (Média
Movel Ponderada Exponencialmente), é semelhante ao grafico de somas acumuladas e,
de certa forma, mais facil de estabelecer e operar. Pode ser usado para melhorar a detec¢édo
de pequenas mudancas no controle de processo estatistico multivariavel, Prabhu e Runger
(1997).

Este gréafico € definido como:

zi=Ax;+ (1 =z,
Emque 0 < 4 < 1 éuma constante e o valor inicial é o alvo do processo, de modo

que zo = Uo-
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Se as observacbes x; sdo varidveis aleatoria independentes com variancia
g2, entdo a variancia de z; é:
2 _ L2 A 2
o =0 (3 )11 - (=]
Assim, o grafico de controle EWMA é construido plotando z; versus o nimero da
amostra i (ou tempo).

Os limites de controle do grafico séo dados por:

LSC=,u0+La\/(2_A) [1—(1—A)2]

LC = g

2 .
LIC=,uO—La\/(2_/1) [1—(1—A)2]

Note que o termo [1 — (1 — 2)?!] se aproxima de 1 quanto maior for o i. O que
induz que quando o nimero de amostras ou periodos de tempo sdo muito grande os limites

de controle vao se aproximando do estado estacionario:

A

LIC = L
Uo + Lo 21

A
2—-21

LIC = py — Lo

A escolha dos parametros L e A podem ser dados para se ter um melhor
desempenho do CMS do grafico de controle EWMA. H& muitos estudos na literatura
sobre as propriedades do comprimento médio da sequéncia do grafico de controle
EWMA, em que fornecem tabelas com valores do CMS para diversos valores de A e L.

O procedimento de planejamento Otimo consistiria da especificacdo dos
comprimentos médios de sequéncia sob controle e fora de controle, e a magnitude da
mudanca no processo que é antecipada, para entdo fazer-se a selecdo da combinacao de
A e L que fornecesse o desempenho do CMS desejado (MONTGOMERY, 2016).

3.3 Exemplo ilustrativo
A Tabela 1 contém os valores dos x; para a ilustracdo dos graficos CUSUM e
EWMA presentes neste topico.
O exemplo é retirado do livro de Devore (2006, p. 626). Os dados tratam-se do

peso de carvédo vegetal para churrasqueiras. O carvdo € empacotado em sacos de varios
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tamanhos, o maior dos quais se supde que contenha aproximadamente 40 libras (1 lb =

0,4536 kg). Os dados séo organizados em 16 amostras de tamanho n = 4. Os dez

primeiros pesos foram obtidos de uma distribuicdo N(u = 40,0 = 0,5). Iniciando com a

amostra de numero 11, a média foi deslocada para cima, com p = 40,3.

Tabela 1 - Valores dos x;'s

Nimero da Observacdes
amostra
1 40,77 39,95 40,86 39,21
2 38,94 39,70 40,37 39,88
3 40,43 40,27 40,91 40,05
4 39,55 40,10 39,39 40,89
5 41,01 39,07 39,85 40,32
6 39,06 39,90 39,84 40,22
7 39,63 39,42 40,04 39,50
8 41,05 40,74 40,43 39,40
9 40,28 40,89 39,61 40,48
10 39,28 40,49 38,88 40,72
11 40,57 40,04 40.85 40,51
12 39,90 40,67 40,51 40,53
13 40,70 40,54 40,73 40,45
14 39,58 40,90 39,62 39,83
15 40,16 40,69 40,37 39,69
16 40,46 40,21 40,09 40,58

Fonte: Devore (2006)

Figura 1 - Grafico de controle CUSUM
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Fonte: elaborada pelo autor
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Figura 2 - Grafico de controle de EWMA
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Fonte: elaborada pelo autor

Pode-se observar, a partir das Figuras 1 e 2, que os graficos de controle assinalam
a mudanca no vetor de médias a partir da amostra 11, quando, visualmente, nota-se que
o gréafico comeca a apresentar um comportamento crescente. O que demonstra 6timo
desempenho de mabos os graficso na detec¢do de pequenas alteracdes no vetor de médias

do processo.

Os gréficos foram gerados pelo pacote qcc (Scrucca, L. 2004) do Software R. O
comando esta em anexo (APENDICE A).
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4 Os graficos CUSUM e EWMA multivariados

4.1 Grafico MCUSUM

O CUSUM multivariado, ou MCUSUM, foi primeiramente proposto por Crosier
(1986). A decisao sobre o estado do processo é baseada na informacdo acumulada de
diversas amostras, e ndo apenas na Ultima delas, acumulando, dessa forma, a pequena
evidéncia que cada amostra fornece do estado do processo, conseguindo assim maior
rapidez na sinalizacdo de pequenos desajustes (COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI,
2009), com um numero médio de amostras (NMA) menor do que fariam os tradicionais
gréficos de Shewhart.

Para o uso do grafico MCUSUM, é necessario considerar que as observacdes sao
independentes e que a sua matriz de covariancia é conhecida. O procedimento para a
utilizacdo do gréafico baseia-se na coleta sucessiva de amostras de tamanho n na qual é
obtida a estatistica de cada vetor aleatorio previamente observado, em relacdo ao valor
nominal para monitorar o vetor de médias de um processo multivariado.

Os procedimentos de controle estatisticos multivariados baseados na filosofia
CUSUM sao discriminados em duas principais categorias: (i) procedimentos de controle
que utilizam multiplos graficos de controle CUSUM univariados (abreviados por MCU),
desconsiderando assim a correlagdo entre as variaveis e (ii) procedimentos de controle
que utilizam um gréafico de controle CUSUM multivariado (abreviado por MCUSUM),
isto é, utilizam a matriz de covariancias das variaveis para obter uma aproximacao do
grafico CUSUM em processos multivariados.

Crosier (1988) propfe dois métodos para a analise do grafico de controle
MCUSUM. O primeiro procedimento é baseado na raiz quadrada da estatistica T2 de
Hotelling, enquanto o segundo pode ser obtido substituindo a quantidade de escalares nas
expressdes de somas acumuladas pelos correspondentes vetores.

O primeiro procedimento, denominado grafico de controle soma de T, COT ou
CUSUM of T consiste em reduzir as observagdes multivariadas a escalares. A estatistica
de soma acumulada para este procedimento é dada por:

St =méax(0,S;_, +T; — k)
Este procedimento baseia-se em realizar uma soma acumulada da raiz quadrada

da estatistica T;? para a i-ésima amostra, isto é:

T; = v (Xi — 1o)'S™* (X — 1o)
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Emque S, >0,k > 0e X; éai-ésima observa¢do p variada do processo e k é 0
valor de referéncia. O procedimento indicara um processo fora de controle quando S; >
h, em que h é o intervalo de decisdo (limite de controle).

No segundo método, que é uma extensdo do grafico CUSUM univariado de

Crosier, 0 MCUSUM (CUSUM de vetores) a estatistica calculada para o grafico € dada

por:
Y, = (SiZ7is)Y?
As somas acumuladas §; sao dadas por:
k
Sendo: {Si = (Si-1 +X)(1 - c_i)’ sec; >k
5 =0, sec; <k

ComS,=0ek >0.

Definindo C; como:

Ci = [(Sim1 + X; — 10)' T (Si—1 + X; — po)]*?
sendo:
X;: vetor de observac6es dos subgrupos de tamanho n da i-ésima amostra;

Ho: vetor de valores alvo;

> matriz de variancia e covariancia.

Se Y; = (§;X715,)'/2 > h, indica que o processo esta fora de controle.

A partir de um estudo comparativo entre estes dois procedimentos de grafico
MCUSUM Crosier demonstra que o segundo procedimento MCUSUM (CUSUM de
Vetores) apresenta um desempenho NMA superior em relacdo ao procedimento COT
(SomadeT).

4.2 Grafico MEWMA
O MEWMA ¢é utilizado para monitorar, conjuntamente, duas ou mais
caracteristicas de qualidade de processos correlacionados em um gréafico de controle
ponderado exponencialmente. A eficiéncia do processo é garantida mesmo com a
presenca de pequenas mudancas, pois um erro, mesmo que pequeno, € acumulado durante
0 tempo amostral.
A primeira referéncia sobre o grafico de controle multivariado MEWMA, se deve

a Lowry et al. (1992) que definem o MEWMA como uma extensao logica do grafico de
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controle EWMA univariado (p = 1), que utilizam mais informagdes que o grafico T2 de
Hotelling, cuja estatistica de controle para monitorar o valor médio do processo é dada
por:
Zi=x;+(1-1Z;_,
Em que x; € uma matriz pxn com os valores das p varidveis referentes a i-ésima

amostra; A € o peso amostral,emque 0 <A< 1eZ, = 0.

Quando A=1 o grafico MEWMA ¢ equivalente ao grafico de controle T? de
Hotelling.

A quantidade plotada no grafico de controle é definida como:
T} =2'13;'Z;

Em que a matriz de covariancia de Z; é dada pela equacéo:
A .
— _ _ 20
Su=5—[1-A=-D¥]3

A analise completa do NMA do gréafico de controle MEWMA é feita utilizando a
abordagem por cadeia de Markov de Brook e Evans (1972). Os limites de controle H
foram escolhidos para dar um NMA, = 200 sempre que 0 processo estiver sob controle.
O tamanho da mudanga, ou desvio em relacdo a média do processo sob controle, é dado
por uma quantidade chamada de parametro de ndo centralidade:

§=p'y'u'’?
em que, quanto maior valor de § maior é a mudanca na média, assim § = 0 representa o
estado sob controle.

A Tabela 2 dada por Prabhu e Runger (1997) nos déa os valores de LSH(H) para
um nimero de amostras até detectar um alarme falso de 200, para 2,4,6,10 e 15 variaveis,
variando os valores dos §'s e A's.

Para um dado & pode-se observar que os NMA'’s tendem a crescer na medida em
que A cresce, para valores muito altos de §.

O EWMA multivariado pode ser planejado para ter uma detec¢do mais rapida, ou
seja, obter menores valores do NMA;. Sua forma robusta em relacdo a valores grandes,
OU pequenos, proporciona uma seguranga maior para 0 caso de processos que sofrem

pequenas alteracdes.
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Tabela 2 - Comprimento médio de sequéncia (estado zero) para o grafico de controle
MEWMA [de Prabhu e Runger (1997)]

A
p 4
005 | 040 | 020 | 030 | 040 | 050 | 060 | 0,80
H=7,35 864 965 10,08 10,31 10,44 10,52 10,58
2 00 199,93 199,98 199,91 199,82 199,83 200,16 200,04 200,20
05 2661 2661 3517 44,10 53,82 6407 7450 95388
1,0 11,23 11,23 1020 11,36 1326 1588 1924 28,65
15 7,14 714 549 548 578 636 725 10,28
20 528 528 378 356 353 362 38 479
30 356 356 242 220 205 195 190 191
H=11,22 12,73 1387 1434 1458 1471 1478 1485
4 00 199,84 200,12 199,94 199,91 199,96 200,05 199,99 200,05
05 3229 3511 4630 59,28 7243 8528 97,56 120,27
1,0 1348 12,17 1267 1481 1812 2254 2806 42,58
15 854 722 653 668 7,31 840 10,03 1540
20 631 519 441 420 424 448 493 6,75
30 423 341 2,77 250 236 227 224 237
H=1460 16,27 1751 1801 1826 1839 1847 1854
6 00 20011 200,03 200,11 200,18 199,81 200,01 199,87 200,17
05 3639 40,38 5471 70,30 8510 99,01 111,65 133,91
1,0 1508 13,66 14,63 17,71 2227 2822 3544 5351
15 954 801 732 765 860 10,20 12,53 20,05
2,0 7,05 574 48 468 480 520 589 8,60
30 472 376 303 272 258 251 251 277
H=20,72 22,67 2407 2462 2489 2503 2511 2517
10 0,0 199,91 199,95 200,08 200,01 199,98 199,84 200,12 200,00
05 4249 4852 67,25 86,58 102,05 116,25 128,82 148,96
10 17,48 1598 17,92 2272 2947 37,81 4754 6791
15 1104 923 858 928 1091 1349 1717 28,33
20 815 657 560 547 577 648 7,68 1215
30 545 428 343 307 293 290 297 354
H=27,82 30,03 31,59 32,19 3248 3263 3271 32,79
15 0,0 199,95 199,89 200,08 200,03 199,96 199,91 199,93 200,16
05 4820 5619 7841 9854 11536 129,36 141,10 159,55
1,0 19,77 1828 2140 2806 3696 47,44 5903 83,86
15 1246 1041 989 11,08 1353 17,26 22,38 37,07
20 9,20 73 632 630 68 797 980 16,36
30 616 478 380 343 329 331 349 449

Fonte: Montgomery (2016)

4.3 Exemplo ilustrativo

Os dados para a ilustracdo dos graficos CUSUM e EWMA multivariados séo dados

de Crosier (1988) e estdo presentes na Tabela 3. Esses dados foram extraidos

aleatoriamente de uma distribuicdo normal bivariada com variancia unitaria e coeficiente
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de correlacéo igual a 0,5. O vetor de médias do processo € (0,0) para as cinco primeiras

observacoes e (1,2) para as outras cinco.

Tabela 3 - Dados para exemplo de aplicacdo para os graficos multivariados

X1

-119 o012 -169 030 089 082 -030 063 156 1,46

059 09 040 046 -0,7/5 098 228 175 158 3,05

Fonte: Crosier (1988)

Figura 3 — Grafico de controle MCUSUM
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Fonte: elaborada pelo autor

Figura 4 — Gréfico de controle MEWMA
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Fonte: elaborada pelo autor

Na Figura 3 0 processo apresenta estar fora de controle estatistico a partir da

amostra 10, e, observa-se que, através da Figura 4, as amostras 9 e 10 estdo fora de
controle estatistico.

E interessante notar que, apesar de n&o ser o foco do estudo, o grafico MEWMA

nota a mudanga na média do processo primeiro que o grafico MCUSUM.
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Para a construcdo de ambos os graficos foi utilizada a funcdo MSQC (EDGAR
SANTOS-FERNANDEZ, 2013). N&o professor, a media muda sim, para as primeiras
cinco variaveis o vetor de médias € diferente das Ultimas cinco.

5 Graficos de controle multivariados combinados com

analise de componentes principais

Entre os gréaficos multivariados existentes, o grafico de controle multivariado T2
de Hotelling é o mais conhecido na literatura. Hotelling (1947) foi um dos primeiros a
analisar variaveis correlacionadas sob uma perspectiva de controle estatistico, utilizando-
se de um procedimento multivariado.

No entanto, o grafico T2 de Hotelling tal como os gréficos de controle MCUSUM
e MEWMA ndo sdo suficientemente robustos para tratar com um grande ndmero de
variaveis correlacionadas, pois foram desenvolvidos para monitorar um pequeno ndmero
dessas variaveis (PHAM, 2006). E em algumas situacdes, quando se tem um grande
namero de variaveis, tais estatisticas ndo poderdo ser calculadas devido a dificuldade de
inversdo da matriz de covariancias das varidveis de processo. Assim, faz-se necessario o
uso combinado de gréaficos de controle multivariados com as ferramentas da analise de
componentes principais (ACP), para reduzir a dimensdo dos dados, sem haver perda de
informacao.

5.1 Problematica
Atualmente na montagem de carrocarias de veiculos, pecas estampadas em aco sdo

unidas entre si formando sua estrutura. Medidas tridimensionais dessa estrutura precisam
ser controladas para que o restante das pecas possa ser adequadamente montado em etapas
posteriores do processo. Em particular, pecas mdveis como portas e capuz do motor estao
recebendo especificacbes muito rigidas nas folgas no intuito de aumentar tanto a
confiabilidade do produto quanto a qualidade percebida pelos consumidores. Um
dispositivo de medicéo tridimensional é usado para se obter dados de vérios pontos da
cabina do caminhdo pré-montada. Estudando-se em particular o sub-processo de
montagem do capuz do motor, 4 pontos no assento do capuz sdo importantes para controle
(tendo cada uma delas diregdo longitudinal e transversal) (COLACIOPPO, 2001).

Os dados foram coletados com o objetivo de entender a variabilidade do assento do
capuz, para poder agir preventivamente e reduzir custos de ajuste bem como ganhar

produtividade na linha de montagem. O conjunto de dados contém 43 observacdes desse
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processo, que foram obtidas durante 2 meses para um determinado tipo de caminh&o. As

8 variaveis utilizadas nesse processo estdo descritas em Anexo (Apéndice B).

5.2 Aplicagdo
Os graficos de controle, pressupdem que os dados tenham distribui¢cdo normal e
sejam independentes. Assim, faz-se necessario 0 uso de um teste de normalidade nos
dados, e a garantia da independéncia entre as observacdes de cada variavel.
A normalidade dos dados foi verificada a partir do gréafico de probabilidade
normal multivariada apresentado abaixo. Assim como a normalidade de cada uma das

oito varidveis separadamente, que pode ser verificada no Apéndice deste trabalho.

Figura 5 — Grafico da probabilidade normal multivariada

10 15 20

1 Quantile

Fonte: elaborada pelo préprio autor

Como pode ser visto a partir da Figura 5, visualmente, pode-se dizer que os dados
seguem uma distribui¢do normal, podendo assim, ser aplicada a analise de componentes
principais aos dados, para se obter um novo numero de varidveis para se trabalhar e
facilitar a interpretacdo da analise final.

Para a realizacdo do grafico de probabilidade normal multivariada, utilizou-se a
distribuicdo qui-quadrada, o comando para a reproducdo do mesmo foi retirado do livro
de Everitt e Hothorn (2011). H& uma outra rotina para a verificacdo da normalidade nos
dados, desenvolvida por Mingoti (2005), que utiliza o teste de Mardia para a decisao.

Ambas as rotinas podem ser encontradas no Apéndice D.

Para a anlise dos dados iremos usar, antes da aplica¢do dos graficos de controle,
0 uso das componentes principais, uma vez que, temos um numero de variaveis elevada,

e dificultaria na analise final.
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Assim, leva-se em consideracdo que as componentes principais sdo ndo
autocorrelacionadas, para se garantir a independéncia das variaveis, e assim, aplicar os

gréaficos de controle.

Tabela 4 - Autovalores, variancia expliacada por compoenenete e variancia acumulada

Proporcdo da Proporcdo da variancia
Componentes Autovalores o
variancia acumulada
1 2,10 0,5520 0,5520
2 1,72 0,3693 0,9213
3 0,55 0,0385 0,9598
4 0,44 0,0250 0,9848
5 0,32 0,0126 0,9974
6 0,11 0,0015 0,9989
7 0,08 0,0009 0,9998
8 0,04 0,0002 1,0000

Fonte: elaborada pelo autor

Figura 6 — Grafico das componentes (Screeplot)

Variances
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Fonte: elaborada pelo autor

reduzidas a duas componentes, que sdo responsaveis por, aproximadamente, 92% da
variabilidade total dos dados, como podemos perceber através da Tabela 4 e da figura 6.
Depois de executada a analise de componentes principais nos dados, e ver que

apenas duas variaveis sdo suficientes para explicar, aproximadamente, 92% da



28

variabilidade geral dos dados, foi realizado também, com as duas variaveis restantes, um
estudo comparativo entre os gréficos de controle T2 de Hotelling e os graficos MEWMA

e MCUSUM, para se observar o comportamento de cada um deles. As Figuras 7 e 8

mostram os resultados do teste.

Figura 7 — Grafico T2 de Hotelling para as componentes princiais
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Fonte: elaborada pelo autor

Figura 8 — Grafico MCUSUM para as componentes principais
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Fonte: elaborada pelo autor

Figura 9 — Grafico MEWMA para as componentes principais
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Fonte: elaborada pelo autor



29

Como pode-se observar os graficos MCUSUM (Figura 8) e MEWMA (Figura 9)
das componentes principais sinalizam uma alteracdo no vetor de médias do processo,
sinalizando que o processo esta fora de controle estatistico, a partir da amostra 13 nos
dois gréaficos. Essa alteracdo do vetor de médias inicia-se a partir da amostra 11, em ambos
os gréaficos, quando as amostras comegam a apresentar um comportamento crescente.
Porém esta alteracdo ndo é detectada pelo gréfico T2 de Hotelling (Figura 7), que
demonstra um processo sob controle.

Esta ndo deteccdo pelo grafico T2 de Hotelling é explicada pelo fato da Estatistica
T? ser baseada apenas na Ultima observagdo, e ndo levar em conta as passadas, como é o
caso dos outros dois graficos, sendo, o grafico T2 de Hotelling, insensivel a pequenas
alteragBes no vetor de médias do processo.

Esta analise confirma o fato dos graficos MCUSUM e MEWMA serem bem mais

eficientes em detectar pequenos desvios no vetor de médias do processo.
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6 Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo expandir os conhecimentos das técnicas
tradicionais de CEP a respeito dos graficos CUSUM e EWMA, estendendo-0s para 0 caso

multivariado.

Foi introduzido o conceito da analise de componentes principais, em que esta foi
combinada com os gréficos multivariados para se ter uma melhor facilidade na

interpretacdo dos dados, e reduzimos uma anéalise de 8 varidveis para apenas 2.

Pode-se notar que a andlise de componentes principais aplicada ao controle
estatistico de processo multivariado é uma étima alternativa para reduzir o nimero de
varidveis a serem analisadas, sem haver perda de informac6es sobre elas, mostrando-se
assim uma importante aliada no monitoramento de processos multivariados. Ademais,
conforme o numero de variaveis aumenta os graficos multivariados convencionais
perdem sua eficiéncia (MONTGOMERY, 2004).

O gréfico T2 de Hotelling, como ja se era sabido, mostrou-se insensivel a pequenas
mudancas no vetor de médias, com isso, uma boa alternativa seria usa-lo sempre conjunto
aos gréaficos de controle para pequenos desvios do valor nominal, EWMA e CUSUM

multivariados.

Uma possivel extensdo deste trabalho é a ampliagdo dos estudos para 0 caso em que
as varaveis do processo sdo correlacionadas, pois neste trabalho assume-se
independéncia. Podendo assim verificar o comportamento dos graficos MCUSUM e

MEWMA na presenca de correlacdo dentro das variaveis.

Seria interessante também um estudo para comparar qual dos dois graficos é o mais
sensivel a mudanca, o MCUSUM ou 0 MEWMA.

Além disso, um possivel trabalho futuro pode levar em conta o desempenho do
grafico de controle, medindo o nimero médio de amostras (NMA), que corresponde ao
namero de amostras necessarias para se detectar uma mudanga ocorrida no processo, para

quando se tem um processo sob controle.



Apéndice A - Rotinas no R para os graficos EWMA e CUSUM
Univariados

library(Devore7)
library(gcc)

cusum(amostra, title="Grafico CUSUM", ylab="Soma acumulada",
xlab="0bservacoes")

ewma(amostra, title="Grafico EWMA", ylab="Média", xlab="0bservacbes")

#amostra sdo os dados para anélise no grafico

Multivariados
#HOTELING
mult.chart(type="t2" ,x[,c(1,2)])
#MCUSUM
Xmv<-mult.chart(x[,c(1:2)], type="t2")$Xmv
S<-mult.chart(x[,c(1:2)],type="t2")$covariance
mult.chart(type="mcusum", x[,c(1:2)], Xmv=Xmv, S=5)
mult.chart(type="mcusum2", x[,c(1:2)], Xmv=Xmyv, S=S)
#MEWMA

mult.chart(type = "mewma", x[,c(1:2)])

Apéndice B — Tabelas a respeito dos dados da aplicacdo do Topico 5

Tabela 5 - Significado das siglas usadas como nomes das variaveis em estudo
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Variavel Ponto Direcéo de medigéo Posicéo Lado
XFD A Transversal Frente Direito
XFE B Transversal Frente Esquerdo
XTD C Transversal Traseira Direito
XTE D Transversal Traseira Esquerdo
YFD A Longitudinal Frente Direito
YFE B Longitudinal Frente Esquerdo
YTD C Longitudinal Traseira Direito
YTE D Longitudinal Traseira Esquerdo

Fonte: Colacioppo (2001)



Tabela 6 - Dados observados no processo
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Obs | XFD XFE XTD XTE YFD YFE YTD YTE
1 0.0 0.0 -0.6 0.4 0.6 -0.7 -1.6 -2.6
2 -1.6 -1.4 2.2 1.9 0.3 -0.3 -1.4 -2.4
3 -0.9 -1.9 1.4 24 0.5 -0.6 -1.3 -2.3
4 -0.3 -1.3 0.7 1.7 0.1 -0.2 -1.9 -1.8
5 -0.9 -1.7 1.4 2.3 0.1 -0.2 -1.6 -1.8
6 -1.1 -1.2 1.4 1.7 0.9 -1.0 -0.9 -2.4
7 0.5 0.5 -0.6 -0.2 0.6 -0.7 -1.5 -2.5
8 -0.9 -1.2 0.9 1.7 1.0 -1.1 -1.0 -2.5
9 -1.6 -2.1 2.5 2.5 0.5 -0.6 -0.9 -2.1
10 -2.0 -1.2 2.0 1.4 -0.5 0.5 -2.4 -0.9
11 -0.8 -0.5 0.9 0.7 -0.4 0.5 -1.8 -0.8
12 -2.2 -2.3 2.6 2.6 -0.7 0.7 -2.1 -0.7
13 0.5 -0.5 0.3 1.0 -0.5 0.4 -2.1 -1.1
14 -0.1 -0.1 0.3 0.5 -0.5 0.5 -2.0 -0.4
15 -0.9 -0.1 1.1 0.4 0.3 -0.4 -1.6 -1.7
16 -0.3 -1.1 1.3 1.7 0.7 -0.8 -0.7 -2.6
17 0.5 0.5 -0.5 -0.1 0.1 -0.2 -1.8 -2.3
18 -2.3 -3.7 24 4.2 0.7 -0.7 -1.3 -2.4
19 0.7 -0.6 0.8 1.2 0.6 -0.6 -0.7 -2.3
20 -1.7 -1.5 1.8 2.0 0.7 -0.8 -0.9 -2.3
21 -2.9 -1.0 24 1.3 0.6 -0.6 -1.2 -1.8
22 -3.9 -3.7 4.1 4.1 0.6 -0.6 -1.0 -1.8
23 0.3 -0.7 0.2 1.3 0.8 -0.8 -0.9 -3.0
24 -3.2 -2.8 3.4 3.1 0.7 -0.6 -0.9 -1.7
25 -3.0 -2.9 3.3 3.2 11 -1.0 -0.6 -2.1
26 0.2 -0.8 0.7 1.2 0.4 -0.5 -1.3 -2.0
27 -0.6 -1.2 0.7 1.6 0.8 -0.8 -1.2 -2.3
28 1.7 -0.1 0.4 0.5 0.5 -0.7 -0.4 -3.1
29 1.3 0.4 -0.6 0.1 0.6 -0.5 -1.0 -2.1
30 -0.4 -1.7 1.7 2.2 0.9 -1.0 -0.8 -2.8
31 -2.7 -2.6 2.3 2.9 0.8 -0.8 -1.2 -1.9
32 -2.1 -1.4 2.0 1.7 0.6 -0.7 -1.1 -2.2
33 3.3 2.4 -3.0 -1.9 0.3 -0.3 -1.4 -1.5
34 -1.0 -1.5 1.7 2.0 0.8 -0.8 -0.6 -2.1
35 -4.2 -3.5 4.2 3.8 0.7 -0.7 -1.0 -1.7
36 -1.4 -1.4 1.8 1.8 0.8 -0.8 -1.2 -2.6
37 2.6 1.4 -1.7 -0.8 0.7 -0.7 -1.3 -2.6
38 -1.3 -2.1 1.4 2.6 1.1 -1.2 -1.1 -2.7
39 -4.6 -4.4 4.1 4.8 0.4 -0.5 -1.7 -1.7
40 -2.4 -2.7 2.5 3.0 11 -1.1 -0.9 -2.5
41 -2.1 -1.8 1.9 1.9 0.9 -1.0 -1.3 -2.4
42 -5.3 -4.4 5.3 4.8 11 -1.0 -0.5 -2.2
43 -2.6 -2.5 3.3 2.9 1.1 -1.1 -0.6 -2.3

Fonte: Colacioppo (2001)
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Apéndice C — Graficos da probabilidade normal para as oito variaveis

Sample Quartiles
Sample Quartiles
Sample Quartiles
Sample Quartiles

Theoretical Quantiles Theoretical Qluanties Theoretical Quantiles

5 6 8

Sample Quantiles
Sample Quantiles
Samp\j Quartiles
Samp: Quartiles

T T T T T T T T T T T T T T T
2 -1 0 1 2 2 El 0 1 2 2 El 0 1 2

Theoretical Quantiles Theoretical Quanties Theoretical Quanties Theoretical Quantiles

Fonte: elaborada pelo autor

Apéndice D — Rotinas para a reproducéo do gréfico de probabilidade normal

multivariado

Rotina 1 - Everitt e Hothorn (2011)
x <- D[, c("t1", "t2", "t3","t4", "t5", "t6","t7", "t8")]
#D é o objeto em que se encontra os dados para anélise
cm <- colMeans(x)
S <- cov(x)
d <- apply(x, MARGIN =1, function(x)
t(x - cm) %*% solve(S) %*% (x - cm))
plot(qchisq((1:nrow(x) - 1/2) / nrow(x), df = 3), sort(d), xlab = expression(paste(d"*2)),
ylab = expression(chi®2),cex.main=5,cex.lab=1)
abline(@=2,b=2)

Rotina 2 - Mingoti (2005)

ggmult4<- function(y){
library(QRM)#Para acessar teste Mardia

library(psych)#varios histogramas



x<-as.matrix(y,ncol=ncol(y),nrow=nrow(y))
colnames(x)<-names(y)

nvar<-dim(x)[2]

##thistograma, curva normal e densidade

#nr <- ifelse(nvar>3,ceiling(sgrt(nvar)),1)

#nc <- ifelse(nvar>3,ceiling(nvar/sqrt(nvar)),nvar)
#multi.hist(x,nrow=nr,ncol=nc)

#teste shapiro
shapiro.res<-matrix(c(0),ncol=nvar,nrow=1)

for (iin 1:nvar) {
shapiro.res[1,i]<-shapiro.test(x[,i])$p.value }
colnames(shapiro.res)<-names(y)
shapiro.res<-data.frame(shapiro.res)
vetormedias<-as.vector(colMeans(x))
mc<-cov(Xx)
desvios<-matrix(c(0),ncol=ncol(x),nrow=nrow(x))
for (j in 1:ncol(x)){
desvios|,j]<-x[,j]-vetormedias[j]}
imc<-solve(mc)

nop<-desvios %*% imc

na<-1:length(x[,1])

g<-(na-0.5)/nrow(x)

p<-ncol(x)

c2<-qchisq(q,p,lower=F)

td<-t(desvios)

d2<-0

for (i in 1:nrow(x)){

d2[i]<- nop[i,]%*%td[,i]}

c2<-sort(c2)

d2<-sort(d2)

rtm<-MardiaTest(x)
plot(d2,c2,main="",ylim=c(-0.5,max(c2+0.5)),ylab=expression(chi*2),pch=19,
xlab=expression(d"2),cex.main=1.2,cex.lab=1.5)
abline(Im(c2~d2))
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structure(list(TESTE.SHAPIRO.p.valor=shapiro.res, MARDIA.coef.ass=rtm[1],
p.valor=rtm[2], MARDIA.coef.curtose=rtm[3],p.valor=rtm[4]))

}
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