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1 Introducao

Um espago de probabilidades consiste dos elementos (2, F,P) em que ) é o conjunto de todos os
resultados possiveis do experimento, espago amostral, F é uma o-algebra de subconjuntos de ,
eventos, ¢ P uma medida de probabilidade definida nos elementos de F. [1] [2]

Definigdo 1.1 (o-Algebra de Conjuntos) Uma classe nio vazia F de subconjuntos de ) é dita
ser uma o-dlgebra se:

1. Qe F.
2. Se A e F, entio A° € F.
3. Se A; € FVi€N, entdo U2, A; € F.

Definigao 1.2 (Medida de Probabilidade) Seja F uma o-dlgebra de conjuntos de Q. Uma
fungdo P : F—[0,1] ¢ uma medida de probabilidade se:

1. P(Q) =1.
2. VA e F, P(4) >0.

o0
8. Se A1, As, ... € F e disjuntos, P(UR, Ai) = ) P(A;). A medida P ¢ o-aditiva.

=1

Se o espago amostral for constituido de no méximo uma quantidade enumersvel de pontos,
i.e., finito ou infinito enumerével, pode-se tomar como o-algebra de £ o conjunto das partes de 2,
ie., F = P(Q). Se o espago amostral 2 for infinito ndo enumersvel nem todos os elementos de
P(€2) serdo elementos de F, e portanto ndo mensuréveis em relacio a medida P.

O ensino de probabilidade ao nivel de ensino médio geralmente se restringe ao estudo de
problemas em que o espago amostral é finito e equiprovével, isto é, todos os eventos elementares
tém a mesma probabilidade, neste caso a probabilidade de um dado evento é dada simplesmente
pela razéo entre as cardinalidades do evento e do espaco amostral. Neste contexto ao se falar em
probabilidade néo muito mais & feito do que fazer problemas de contagem, sem se quer descrever as
propriedades da medida de probabilidade PP, onde ela esta definida e até mesmo trabalhar nogdes
mais elaboradas de classes de conjuntos além do conjunto das partes.

No ensino médio raramente & falado de um problema cléssico em Anéalise Combinatéria que
& o de calcularmos a quantidade de subconjuntos de tamanho p de um dado conjunto de tamanho
n 1n0s quais os elementos do subconjuntos sdo néo consecutivos. Este problema tem solucdo nos
Lemas de Kaplansky. O principio da incluso e exclusgo é outro tépico que também é abordado no
ensino médio de maneira superficial e sem associé-lo a inimeras outras ferramentas mateméaticas
numa vasta classe de problemas em que o mesmo se insere.

Abordaremos um problema classico da teoria das probabilidades no qual é um bela apli-
cagdo do principio da incluséo e exclusio juntamente com o Lema de Kaplansky.

2 Os Lemas de Kaplansky

Considere um conjunto com n elementos dos quais estamos interessados em saber quantos sub-
conjuntos de tamanho p existem sem que haja elementos consecutivos. Como um exemplo inicial
considere a seguinte situagdo. Um grupo de n presidentes estdo reunidos numa conferéncia da
ONU sendo que os presidentes de Israel e Ird recusam-se a sentar lado a lado. Observemos que
o total de possibilidades de todos se disporem & mesa respeitadas as preferéncias dependera se a
mesa tem forma circular ou ndo. Se a mesa tiver formato circular a posicdo 1 é consideradada
adjacente a posiglo n, caso a mesa ndo seja circular a posiciio 1 & considerada adjacente apenas da
posic¢ao 2. [3]



Lema 2.1 (Primeiro Lema de Kaplansky) Quantos sdo os subconjuntos de Q ={1,2,...,n}
de tamanho p em que néo hd elementos consecutivos é

()

Demonstracao: Cada escolha de p elementos determina outros m — p elementos nio
selecionados. Notemos que para os p elementos selecionados sejam nao consecutivos é suficiente
escolhermos p posicoes das n — p + 1 determinadas pelos n — p elementos ndo selecionados, assim

o total de possibilidades de escolha é ("“;’“).
O

Lema 2.2 (Segundo Lema de Kaplansky) Quantos sio os subconjuntos de Q = {1,2,...,n}
de tamanho p em que ndo hd elementos consecutivos e gue o 1 é considerado adjacente ao n €

=gl
n—p\ p J

Demonstracao: Particionemos os subconjuntos de tamanho p de elementos ndo consecuti-
vos em relagdo & presenca ou ndo do 1. Pelo principio aditivo, segue-se que o total de possibilidades
serd os subconjuntos de tamanho p e elementos ndo consecutivos nos quais o 1 est4 presente mais
os subconjuntos de tamanho p e elementos ndo consecutivos nos quais o 1 ndo esta presente.

Se o 1 estiver presente devemos escolher p—1 elementos néo consecutivos de {3,...,n — 1},

que pode ser feito de
B8 ~p—~1)+1y fa—p=—1
p—1 "\ p-1 )

Se o 1 n#o estiver presente, devemos escolher p elementos ndo consecutivos de {2,...,n},

que pOde ser feitO de
ol

Assim, o total de possibilidades é
(22 (77 75077
+ =— :
p—1 P n—p\ p

3 Desenvolvimento

Se n casais est@o sentados numa mesa circular com cadeiras numeradas de 1 a 2n, em que ho-
mens e mulheres estdo em posicoes alternadas e as mulheres ocupam as posi¢des impares, qual a
probabilidade de que nenhum casal sente em posi¢oes adjacentes?

Solugao: Sejam Q) ={todas as permutagGes nas quais pessoas de mesmo sexo nao aparecem
juntas} e A; ={h4& um casal nas posigdes i ¢ i+1} para todos € {1,...,2n}. O evento A = UZR, A,
é nao vazio, se e somente se, a0 menos um casal ocupa posicoes adjacentes. Queremos calcular a
probabilidade do evento complementar, A° = N2", A¢, de que nenhum casal se sente em posices
adjacentes. Assim,

2n
P(A%) =1-P(4) =1 -PUZ4) =1-> P(A)+ Y. P(A,4;,)
i=1 1<i1<ia<2n (3_1)
- Y P(Ai, AiyAig) + .. + (—1)2"P(41 45 .. .. A3,), com [Q] = (n!)?

1<41<ig<iz<2n



Determinemos as probabilidades dos eventos dados em (3.1), com a convengdo que a po-
sicdo 2n + 1 ¢ a mesma que primeira posi¢io, logo P(A2, A1) = 0. A cardinalidade de = nln! =
(n!)2. Consideremos

O evento A; ocorre, se e somente se, houver um casal nas posicoes i e i+1, esposa e marido,
respectivamente. Ha n possibilidades para a escolha de um dos casais para ocupar as posi¢des i e
i+ 1, com os demais n — 1 homens podendo-se alternar em n — 1 posi¢des diferentes de (n — 1)!
maneiras, havendo também outras (n — 1)! possibilidades para as mulheres. Assim,

(n—=1)2 (n-1)!
nl2 T nl

P(A4;) = = Vie{l,...,2n} (3.2)

Observe que se i e j s8io consecutivos, entdo A;A; = @, pois deverfamos ter dois casais em
trés posicoes, o que é impossivel devido a superposi¢do. Se 7 e j so ndo consecutivos, o evento
A;A; ocorre, se e somente se, existir um casal nas posigbes 7 e ¢ + 1, ha n possibilidades, um
segundo casal nas posicdes j e j + 1, hé& outras n — 1 possibilidades, restando n — 2 homens para
serem distribuidos em n — 2 posigdes, existem (n — 2)! possibilidades, e a mesma quantidade de
(n — 2)! para as n — 2 mulheres que néo fazem parte dos casais que estdo nas posicdes i, i+ 1, j e
J + 1 e que vao ocupar n — 2 posicdes. Logo, com P(Az, A1) =0 e para todo 4,5 € {1,...,n}

(n—2)% (n—2)!

P(A;4;) = M- DT =T s lim gl 22 (33)
0 se [t—j|=1
Consideremos agora o evento A;, A;, ... A;, com {i1,49,...,9} C {1,...,2n} tais que:

1. 2y Ly & e TS

2. ij41 —14; > 2 para todo j € {1,...,k — 1}, pois A;Aj11 =@

2

3. Como os casais estdo dispostos numa mesa circular, a posigdo 2n é adjacente & posicdo
1. Deveremos ter portanto para que A;, 4;, # @, que as posicoes iy e i + 1 néo sejam
coincidentes, ou seja, 2n + 41 — (ix + 1) > 1.

Considerando-se as restrigdes dos trés itens acima expostos tem-se que A; A4;,...4;,
ocorre, se e somente se: um primeiro casal ocupa as posicées i1 e i1 + 1, que pode ocorrer de
n maneiras, pois had n casais para se escolher. Um segundo casal ocupa as posicoes iy € g + 1,
que pode ocorrer de n — 1 maneiras,..., um k-ésimo casal ocupa as posicdes iy e i, + 1 que pode
ocorrer de n — k + 1 maneiras. Para cada uma das n(n — 1)...(n — k + 1) maneiras de distribuir
os k casais de modo que cada marido fique ao lado de sua esposa, existem outras n — k posicoes
para os homens e n — k para as mulheres que podem ser preenchidas de (n — k)!(n — k)! maneiras.
Assim,

nn=1)...(n~k+1)(n=kK)"? (n—k)!
nl2  nl

P(A;, Ay, ... A;) =

. ik

(3.4)
Observe que para cada k € {1,...,n}, cada subfamilia de eventos A4;, 4;,...4;, tem

iguais probabilidades dadas em (3.4) e definamos por Si,, o total de subfamihas de tamanho k
com P(4;, A;, ... Ag,) > 0, com Sy, := 1. Da defini¢io de Sk e (3.4), segue-se de (3.1) que

P(A°) = I—Z]P’(A)—r— > P(Andy) - 3 P(AyAnAn) +. ..

=i 1<i1<i2<2n 1<41<42<13<2n
= Vg g ap gy a2, (35)
+(— 1)3( 3) San+ .. —Z( 1)’“” ’“) B
k=0



Notemos que determinar Sy, corresponde a contarmos o niimero de maneiras que podemos
escolher k pares de assentos, sem que nenhum desses pares tenha um assento em comum com outro
par, pois neste caso P(4;, ... 4;,) = 0. Como os casais estdo em uma mesa circular, as posicdes
2n e 1 séo adjacentes. Consideremos entdo o problema inicial de determinar N, := o ntimero
de maneiras de escolher k pares de assentos adjacentes, de um total de m assentos e nos quais o
assento 1 néo & considerado adjacente ao assento 2n, sem assentos comuns entres os pares. N,
corresponde a permutar k simbolos de um tipo (os pares de assentos escolhidos) e m — 2k de um
segundo tipo (os assentos que ndo foram escolhidos para formar par). Segue-se portanto que

Ny = (m o ik + k) N (m; k) (3.6)

Particionemos o total das permutagdes dos k pares de assentos adjacentes naqueles que o
par 1 e 2n é escolhido ou ndo. Se o par 1 e 2n for escolhido, devemos entdo selecionarmos k — 1
pares de um total de 2n — 2 assentos, dos assentos 2 a 2n-1, cujo total de possibilidades é, por
(3.6), Nk—1,2n—2. Se os assentos 1 e 2n nfo forem escolhidos para formar um par, entdo basta
selecionarmos k pares de assentos adjacentes entre os 2n assentos disponiveis, Ni, oy Assim,

6) (2n—2— (k-1 2n—k
Sk,n == Nk—l,Z'n,—Z +Nk,2n (3:) ( k—‘(]. )> + ( nk; ) =

2n—k-1 4 2n—k\ _[2n—k\ 2n -1}
—1 k) \ k Jam—Fk
De (3.7) em (3.5) segue-se que
ey _ Nk (B —K)! 2n——k> 2n
]P(A)ﬁg( 1) n! ( k J2n—k
L1

4 Comentarios
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