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Correcgao relativistica em curvas de rotagao de galaxias

Autor: Ramon De Oliveira Silva Junior

Orientador: Prof. Dr. Ronaldo Carlotto Batista

RESUMO

A matéria escura é uma das grandes incognitas do mundo da ciéncia. Sua existéncia
é evidenciada como necessaria para explicar fenomenos astrofisicos e cosmologicos rela-
cionados as forgas gravitacionais. Entretanto, sua composicao é desconhecida por nao
apresentar interacoes nao gravitacionais com particulas do modelo padrao. Ela foi pro-
posta para explicar evidéncias de falta de massa no universo, como no caso das curvas de
rotacao em galaxias espirais, onde a velocidade de rotacao das das estrelas e do gas ob-
servada é maior que a esperada de acordo com a massa visivel. Neste trabalho, buscamos
estudar o problema da matéria escura em curvas de rotacao de galaxias espirais usando o
modelo da esfera isotérmica rebaixada e avaliamos suas possiveis corregoes relativisticas
devido a corre¢ao na energia cinética do sistema. Para determinar as curvas de rotacao,
resolvemos numericamente, com simetria esférica, a equacao de Poisson, com a densidade
de matéria escura dada pela funcao de distribuicao de velocidade das particulas. Para rea-
lizar uma analise realista das correcoes relativisticas, ajustamos os parametros do modelo
para descrever os dados observacionais de oito galéxias do catalogo SPARC, com massas
totais da ordem de 10°M,, 10*°M, e 10'* M. Entao, tomamos a correcao relativistica
de primeira ordem da energia cinética que, por sua vez, corrige a fungao de distribuigao.
Verificamos que o modelo da esfera isotérmica rebaixada classico descreve satisfatoria-
mente os dados de curvas de rotagao das galaxias analisadas e que, mesmo para a galaxias
mais massivas, que tem velocidade de rota¢do méaxima de cerca de 300 km/s, a corregao
relativistica ¢ muito pequena em toda a extensao do halo. Finalmente observamos que
a correcao relativistica seria relevante apenas para velocidades de rotacao da ordem de
1000 km/s. Nao ha galaxias espirais conhecidas com tamanha velocidade de rotagdo, mas
essa ¢é a escala da dispersao de velocidades de galaxias em aglomerados de galaxias, o que
sugere que a distribui¢ao de velocidades das particulas de matéria escura nesses objetos

pode ser ligeiramente modificada devido a efeitos relativisticos.



Palavras-chave: Matéria Escura, Curvas de Rotacao, Galaxias.



Relativistic correction in galaxy rotation curves
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ABSTRACT

Dark matter is one of the great unknowns in the world of science, as its existence is
evidenced as necessary to explain astrophysical and cosmological phenomena related to
gravitational forces, but its composition is unknown as it does not have non-gravitational
interactions with particles in the standard model. It was proposed to explain evidence of a
lack of mass in the universe, as in the case of rotation curves in spiral galaxies, where the
observed speed of rotation of stars and gas is greater than expected according to the visible
mass. In this work we seek to study the dark matter problem in rotation curves of spiral
galaxies using the lowered isothermal sphere model and evaluate its possible relativistic
corrections due to the correction in the kinetic energy of the system. To determine the
rotation curves, we solve numerically, with spherical symmetry, the Poisson equation with
the dark matter density given by the particle velocity distribution function. To perform a
realistic analysis of relativistic corrections, we adjusted the model parameters to describe
observational data from eight SPARC catalog galaxies, with total masses of the order
of 10°My, 101°M, and 10''M,. Then, we take the first-order relativistic correction of
the kinetic energy, which in turn corrects the distribution function. We verified that the
classical lowered isothermal sphere model satisfactorily describes the rotation curve data of
the analyzed galaxies and that, even for the most massive galaxies, which have a maximum
rotation speed of about 300 km/s, the relativistic correction is very small across the entire
length of the halo. Finally, we note that the relativistic correction would only be relevant
for rotational speeds of the order of 1000 km/s. There are no known spiral galaxies with
such a high rotational speed, but this is the scale of the dispersion of galaxy velocities in
galaxy clusters, which suggests that the velocity distribution of dark matter particles in

these objects may be slightly modified due to relativistic effects.

Keywords: Dark Matter, Rotation Curves, Galaxies.
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1 Introducao

Ao estudar cosmologia, nos depararmos com o problema da matéria escura é algo
recorrente. A matéria escura é uma forma de matéria que nao tem interagoes eletro-
magnéticas, sua existéncia é inferida apenas por efeitos gravitacionais e sua dispersao de

velocidades é nao relativistica, dificultando, dessa forma, sua deteccao.

Observacoes de velocidades de rotacao de galaxias espirais, dispersao de velocidade de
galédxias em aglomerados de galéxias, lentes gravitacionais e distribuicao de temperatura
de gés quente em galaxias e aglomerados implicam que a matéria escura é responsavel
pela maior parte de massa no universo, compondo cerca de 85 % da matéria e 25 % de
sua densidade total de energia. Ela também desempenha um papel central na formagao
de estruturas e na evolucao das galaxias, e tem efeitos mensuraveis nas anisotropias da
radiacao cosmica de fundo, tornando-a, assim um objeto de estudo essencial para explicar

a evolugao do universo. [5]

Os candidatos a matéria escura podem ser divididos em 3 categorias segundo sua velo-
cidade térmica no universo jovem: matéria escura fria, morna e quente. A matéria escura
fria consiste em particulas nao relativisticas no momento em que se desacoplam dos outros
componentes do universo (essencialmente fotons e neutrinos). A matéria escura quente,
por outro lado, consiste em particulas que se moviam em velocidades ultra relativisticas
no momento em que se desacoplaram. Ja a matéria escura morna é formada por particulas
que se movem com velocidades nao despreziveis, mas muito menores que a velocidade da

luz. [5]

O modelo de matéria escura quente foi descartado pois suas previsoes para as ani-
sotropias da radiacao cosmica de fundo e formacao de estruturas ¢ muito diferente do
observado. Assim, as solu¢oes mais coerentes seriam os modelos de matéria fria ou morna.
[6]

Concentramos nosso estudo no caso da velocidade de rotacao da matéria escura em

galaxias espirais utilizando o modelo esfera isotérmica rebaixada, que é conhecido e utili-
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zado para descrever sistemas astronémicos como aglomerados globulares e halos de ma-
téria escura [7]. Para modelar as curvas de rotagao realizamos simulagdes computacionais
utilizando a linguagem de programacao Python e resolvemos numericamente, com sime-
tria esférica, a equacao de Poisson com a densidade de matéria escura dada pela fungao

de distribuicao de velocidade das particulas.

As curvas de rotagao foram ajustadas a partir dos dados observacionais presentes no
catalogo SPARC [g]. Por fim, realizamos a corregao relativistica de primeira ordem na
energia cinética do sistema, que gera uma correcao também na funcao de distribuicao

utilizada no modelo e verificamos a diferenga entre os modelos com e sem corregao.

O trabalho foi dividido da seguinte maneira: O capitulo 2 apresentard uma revisao
tedrica sobre a matéria escura, sua historia, suas evidéncias e o detalhamento no problema
focado das curvas de rotagao. No capitulo 3, serd apresentado como as curvas de rota-
¢ao sao modeladas a partir de um perfil de densidade, apresentando exemplos de perfis
ja conhecidos e bastante utilizados. No capitulo 4, sera apresentado o modelo da esfera
isotérmica rebaixada, detalhando sua definicao a partir de uma funcao de distribuicao e
os resultados para as curvas de rotagao. No capitulo 5, sera apresentado a correcao relati-
vistica e quais mudancas ela apresenta em relagao ao modelo padrao. Por fim, no capitulo
6, apresentamos as principais discussoes e conclusoes obtidas a partir dos resultados das

simulagoes e as perspectivas geradas por essas conclusoes.
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2 Matéria escura

Neste capitulo serd apresentada uma retrospectiva sobre acontecimentos importantes
que puseram o problema da matéria ausente do universo em evidéncia, seguido de uma

revisao teodrica sobre as curvas de rotacao em galaxias que serao o foco do trabalho.

2.1 Analise historica

O interesse dos seres humanos em entender o universo e seus componentes ¢ algo
que nos permeia desde os tempos que se tem registro. Os grandes questionamentos que
fundamentaram a criacao da filosofia grega sobre quem somos, de onde viemos e de que
tudo é composto serviram como base para a cosmologia conhecida nos dias de hoje a
partir do momento que essas perguntas se expandiram para elementos astronémicos como

planetas, estrelas e galaxias.

Apesar de que, até hoje, nao termos certeza do que de fato é a matéria escura, as
evidéncias de sua existéncia s6 aumentaram com a evolugao da fisica e do nosso conheci-
mento sobre o universo. Com a formulacao das leis de Newton e sua publicacao, no fim do
século XVII, o estudo da astronomia deu um grande salto pois através da lei da gravitagao
universal foi possivel determinar a massa gravitacional de corpos astronémicos a partir

de suas propriedades dinamicas.

Dentre os primeiros cientistas que se propuseram a abordar o problema da matéria
ausente temos Lorde Kelvin. Em 1884, utilizando da dinamica Newtoniana, ele propos
que se as estrelas da Via Lactea pudessem ser descritas como um gas de particulas, sob
influéncia da gravidade. Assim, seria possivel estabelecer uma relagao entre o tamanho do
sistema e a dispersao de velocidade das estrelas igualando a energia cinética do sistema a

energia potencial gravitacional.

Kelvin concluiu que, para que o sistema fosse estavel e permanecesse em equilibrio,

como ¢ observado, a quantidade de massa existente na galaxia deveria ser muito maior
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que a calculada de acordo com a luz das estrelas, sugerindo entao que deveria existir
mais estrelas que aquelas que sao possiveis observar, denominando esses elementos como

"corpos escuros'[9].

Durante os estudos de Kelvin a compreensao era de que o Universo existente se li-
mitava a extensao da Via Léctea. Apds a virada do século com a descoberta de novas
galéxias por Edwin Hubble, o astronomo Fritz Zwicky notou que esse problema da massa
ausente se estendia também para aglomerados de galaxias. Em 1933 Zwicky utilizou o
Teorema do Virial para calcular a massa do aglomerado de Coma. Através de seus calcu-
los a dispersao de velocidades referente a massa visivel deveria ser de 80 km/s, enquanto
a dispersao de velocidade observada seria em torno de 1000 km/s [9]. Essa anélise o fez

inferir que a quantidade de matéria deveria ser muito maior que a de matéria observavel.

Outros grandes avangos sobre o estudo da matéria faltante s6 vieram a acontecer por
volta da metade do século XX. Com computadores mais avangados e técnicas de detecgao
e observacao mais precisas, a proposicao da existéncia da matéria escura se fortaleceu.
Estudos sobre as curvas de rotacao em galaxias espirais realizados por Vera Rubin e Kent
Fort demonstraram que a matéria escura também dominava esses objetos. Ao analisar a
galaxia de Andrémeda constataram que as curvas de rotagdao se mostravam planas para

grandes raios, diferente do que era esperado de acordo com a matéria visivel. [10]

Apenas as curvas de rotacao nao se mostraram suficientes para a comprovacao da
existéncia da matéria escura, porém, paralelamente, a verificacao de evidéncias cosmolo-
gicas para sua existéncia deu suporte a teoria, sendo uma das principais as anélises das

anisotropias da radia¢ao cosmica de fundo. [5]

Além disso, proximo ao fim do século as lentes gravitacionais, propostas por Eins-
tein em sua teoria da relatividade geral publicada em 1915, puderam ser observadas. Ao
analisar a deformacao do espago causada pela gravidade de objetos com grandes massas
como galaxias e aglomerados foi possivel inferir que a quantidade de massa necessaria,
para ocorrerem as deformacoes observadas, se mostra incompativel com distribuicao da

matéria visivel. [11]

Diversas outras evidéncias da matéria escura surgiram apés o aumento de sua relevan-
cia devido observagoes como as descritas. Nas proximas secoes iremos discutir algumas
evidéncias cosmologicas e detalhar a evidéncia das curvas de rotagao que sao o foco do

trabalho.
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2.2 Curvas de rotacao em galaxias espirais

Em galaxias espirais, podemos considerar que as estrelas realizam movimento circular,

orbitando o centro da galaxia, formando um disco como mostra a figura

Figura 1: Representacao do movimento circular do disco de estrelas em uma galéxia
espiral. Fonte: ESO/L Calcada.

Sendo o raio da orbita R e a velocidade orbital v, a estrela nessa configuracao sofrera

aceleragao centripeta apontando para o centro da galaxia, dada por

2
v
= — 2.1
Qa R Y ( )
a estrela também sofre aceleracao proveniente da atracao gravitacional dada por
GM(R)
a = T, (22)

sendo M (R) a massa contida numa esfera de raio R, centrada no centro da galaxia. Como
o sistema estd em equilibrio podemos igualar as duas aceleragoes, encontrando assim, a

relacao entre a massa da galédxia e sua velocidade de rotacao

v*  GM(R)
R OR (23)
logo
_ |GM(R)
v= gl (2.4)

Assumindo simetria esférica, a massa M (R) é dada por
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M(R) = 47r/0 p (r)ridr. (2.5)

Se consideramos a massa total da galdxia apenas a massa visivel, para a regiao visivel
ela pode ser calculada como a massa contida em uma esfera de raio R, com densidade p,

temos entao que

4 3
M(R) = L (2.6)
substituindo esse resultado da massa em (2.4)), temos
GarpR? \/ 47t pG
! \/ 3R 3 2.7)

logo, v < R.

Para as regioes externas ao disco de matéria visivel, o esperado é que a massa da

galaxia permanega constante, de modo que, ao substituir na equacdo (2.4) devemos ter

v o 1/VR.

Porém, resultados obtidos a partir da medi¢oes das curvas de rotacao de galaxias
mostram que a velocidade nao esta de acordo com o esperado. Para a regiao central, com
grande densidade de estrelas, a relagao v o< R é observada, mas para a regiao externa a
velocidade, que deveria decair & medida que as estrelas se tornassem mais distantes do

centro da galaxia,a velocidade se mantém constante apds atingir um valor méaximo.

A matéria visivel nao é suficiente para que a velocidade se mantenha dessa maneira.
A soluc@o encontrada é que a as galaxias deveriam estar envolvidas por halos esféricos
extensos e difusos de matéria escura, pois se a massa M (R), for proporcional a R para
a regiao externa ao disco, temos que a partir da equagao a velocidade circular sera

constante [9].

Sendo o halo esférico, para M(R) < R, devemos ter uma densidade p(r) nessas gala-

xias do tipo

pox R2 (2.8)

Como veremos a frente no capitulo 4, a densidade distribuida de modo similar & uma

esfera isotérmica.
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E comum na literatura descrever que as curvas de rotagao da maioria delas podem
ser ajustadas satisfatoriamente pela sobreposicao das contribui¢oes do disco estelar e do
gasoso, que correspondem a parte luminosa, ambos modelados por discos exponenciais,
as vezes, de um bojo, e do halo de matéria escura, modelado por uma esfera quase isotér-
mica. A velocidade circular total da galaxia pode ser calculada pela soma de todas essas

contribuigbes a partir da formula [12]

‘/Z:Q(T) = ‘/92&9(7“) + T*D‘/d%ﬁsco(r) + T*B‘/;)ono(r) + V]\2/IE(T)7 (29)

onde T,p e T,p sao a razao massa-luminosidade do disco e do bojo respectivamente.

Na figura [2| podemos observar essa sobreposicao. Dessa figura, podemos observar que
para raios menores, proximo ao centro da galaxia, a contribui¢ao de matéria luminosa é
de grande importancia, mas com o aumento do raio a existéncia de um halo esférico de

matéria escura se mostra indispensavel.

No capitulo 3, iremos demonstrar como a modelagem para as curvas de rotagao pode
ser realizada, exemplificando com alguns modelos utilizados para simular o halo esférico

de matéria escura.

2.3 Evidéncias cosmolobgicas

Observagoes cosmoldgicas nos mostram de maneira consistente que a maior parte
da massa no universo consiste em um componente desconhecido de matéria escura. A
radiacao cosmica de fundo em micro-ondas, conhecida como Cosmic Microwave Back-
ground (CMB), fornece medidas mais exatas dos parametros cosmolédgicos que descrevem
a composicao do universo e a nucleossintese primordial restringe a abundancia de matéria
barionica. Analisando as diferengas entre o limite possivel de matéria barionica e a radia-
¢ao encontrada na CMB devido a matéria ha uma lacuna que permanece uma incognita

na composi¢ao do universo.

A radiagao cosmica de fundo foi descoberta em 1965 e impactou a cosmologia desde
entao por permitir o estudo da evolugao do universo através da radiacao emitida desde
seu estagio inicial. Sua descoberta estabeleceu a ideia do Big Bang e confirmou a ideia

que o universo esta em expansao [13].

A partir do estudo dessa radiacao é possivel entender sobre a composi¢ao do universo,

pois a matéria barionica, no inicio do universo, era ionizada e interagia fortemente com
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Figura 2: Ajuste das curvas de rotacao com dados observacionais realizando a sobrepo-
sicao de 3 parametros, as linhas tracejadas sao para os componentes visiveis, as linhas
pontilhadas para o gas e as linhas trago-ponto para o halo de matéria escura. Fonte: Ref.

.

a radiacao via espalhamento de Thomson. J&4 a matéria escura nao possui interagoes
eletromagnéticas, logo nao interage diretamente com a radiagao, porém afeta a CMB por
seu potencial gravitacional e por seus efeitos na densidade e velocidade da matéria. Assim,
as perturbagoes da matéria baridnica e da matéria escura evoluem de forma diferente com

o tempo e deixam marcas diferentes na radiagao cosmica de fundo [13].

Anélises em escalas cosmologicas de anisotropias na CMB demonstram que os fo6tons
sofreram oscilagoes que congelaram ao se desacoplar da matéria barionica em um redshift
de 1100. A escala angular e a altura dos picos dessas oscilagoes sao dados importantes para
a definicao dos parametros cosmoldgicos, incluindo a densidade de energia total, a fracao

de massa baridnica e o componente de matéria escura. Na figura [3| temos a representagao
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do mapa das anisotropias da CMB e na figura [4] a representacao da fungao de correlagao

das flutuacoes de temperatura na escala angular.

Figura 3: Mapa das anisotropias da CMB Fonte:ESA /Planck Collaboration.
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Figura 4: Espectro de poténcia das flutuagoes de temperatura no fundo césmico de micro-
ondas. As flutuagoes sao mostradas em diferentes escalas angulares no céu. Pontos ver-
melhos com barras de erro sao os dados do Planck. A curva verde representa o modelo de
concordancia da cosmologia ACDM. Fonte:ESA /Planck Collaboration.

O espectro de poténcia nos da uma base para geometria e para a composi¢ao do
universo. O primeiro pico do espectro, posicionado em cerca de 1°, indica que o universo
possui geometria plana, correspondendo a uma densidade de energia do universo atual de

~ 1072 gm/cm?.

O posicionamento dos outros picos das flutuagoes de temperatura permitiram a de-

finicao dos valores para os parametros cosmologicos. Dessas anélises, foi concluido que

2,

apenas 5% da composicao total do universo é referente & matéria baridnica, enquanto
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26% do total é matéria escura [14]. Sendo possivel observar que a CMB por si s6 for-
nece evidéncias que a matéria escura, além de existir, seja mais abundante que a matéria

barionica.
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3 Perfis de densidade

Neste capitulo, sera descrito como podemos derivar as curvas de rotagao em galaxias

espirais a partir da definicao do perfil de densidade do sistema.

3.1 A equacao de Poisson

A equacao de Poisson é uma equacao diferencial parcial muito utilizada, em areas da
fisica como o eletromagnetismo e a gravitagao, que nos permite entender como o potencial
elétrico ou o gravitacional se comporta no espaco real a partir da escolha de uma forma

funcional da densidade.

Para obté-la podemos considerar uma certa superficie esférica de uma distribuicao de

massa para um volume V arbitrario dada por

M = /pdV, (3.1)

\%4

onde p é a fungao de densidade. O fluxo do campo gravitacional (g) através dessa superficie

esférica sera dado pela expressao

fﬁ- dA, (3.2)

a lei de Gauss para a gravitacao nos diz que o fluxo gravitacional que atravessa uma

superficie é igual a —47wG M, assim temos

f G-dA = —47GM = —47G / pdV, (3.3)
14

o teorema da divergéncia afirma que
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j[g-dhz/v-gdv, (3.4)
v
substituindo a equagao (3.4]) em (3.3]) temos

/ V. GdV = —dnG / pdV, (3.5)
1% 1%

para que isso seja verdade para qualquer volume, devemos ter

V- §=—4rGp, (3.6)

g pode ser escrito em termos do potencial gravitacional ¢ por

g=-Vo. (3.7)

Entao, a equagao (3.6 pode ser escrita usando (3.7)) como

V2¢ = 47Gp, (3.8)

essa equagao (3.8)) é a chamada Equacao de Poisson.

Através da resolucao dessa equacao diferencial podemos encontrar a velocidade circu-
lar de uma galaxia, pois a partir de (2.1)), temos que o modulo da aceleragao da gravidade

g(r) sera

2
v
= ¢ 3.9
o(r) =", (39
a partir da relagao (3.7) podemos encontrar a velocidade circular por
do
2
. = —Tr—, 3.10
v = (3.10)

A resolucao de equacoes diferenciais como essa nem sempre é facil ou possivel de
ser realizada analiticamente, necessitando de métodos computacionais para encontrar sua
solugao numérica. Além disso, para que essas curvas geradas representem uma descri¢ao
coerente com o esperado é necessario que os parametros das fungoes e as condigoes de

contorno sejam bem definidas.



24

3.2 Exemplos de perfis de densidade

Modelagens de curvas de rotacao de matéria escura sao realizadas desde o fim do
século XX, existem modelos de perfis de densidade relevantes que utilizaram dos métodos
descritos nas segoes anteriores e apresentam descricoes satisfatérias para curvas de rotacao.

Nessa secao sera mostrado alguns exemplos.

3.2.1 Perfil da esfera isotérmica

O modelo da esfera isotérmica singular é um modelo simples utilizado para descre-
ver aglomerados globulares e halos de matéria escura. Esse modelo é chamado de esfera
isotérmica devido & dispersao de velocidade oy ser constante, pois esse parametro esté
ligado a temperatura do sistema através da relagao termodinamica 0% = kgT'/m, logo a

temperatura do sistema também serd constante.

Podemos derivé-lo se considerarmos um sistema com simetria esférica, sujeito apenas
as forcas de pressao e da gravitacao. Pode-se imaginar o sistema como um gés cujas

particulas sao estrelas, galaxias, ou matéria escura.
A equacao de Euler para fluidos ideais é dada por

ov 1

— 0.V)U=—-VP -V 3.11
5 +(EN)T= VP - Vs, (311)
onde U é a velocidade do fluido, P a pressao e ¢ o potencial gravitacional.

Supondo que o sistema esteja em equilibrio hidrostatico temos que para um fluido em

repouso a variacao de velocidades sera nula, assim a equagao se torna

1 - -

Assim, substituindo a equacao (3.12)) na equagao de Poisson, temos

V- (lv?> = —47Gp. (3.13)
p

E possivel definir uma equacio de estado geral onde a pressido ¢ uma funcao da

densidade
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P = P(p), (3.14)

de modo que a equagao (3.13)) pode ser escrita, com simetria esférica em r, como

1dPdp |1 dp , d (dPdp\ 1
o - S 2| = —anGp. 1
r2 dp dr [,02 ( " )] * [dr <dp dr ) p mGp (3:15)

Temos que para um gas ideal de particulas de massa m a pressao é dada por

P = pKgT/m. (3.16)

Para um sistema gravitacional, é mais conveniente usar-se a dispersao de velocidades das
particulas que a temperatura. Seja oy a dispersao de velocidades unidimensional, se o
sistema ¢é isotropico, sua dispersao de velocidades total serd 30%. Utilizando o teorema da

equiparticao de energia

1 3
§m30‘2/ = 5 KsT, (3.17)

assim, a equagao de estado deste gas ¢ dada por

P = poi, (3.18)

como a dispersao de velocidades é constante, a resolugao dessa equagao diferencial (3.15])

nos da o perfil de densidade

2
_ _9v
plr) = o2nGr?’

(3.19)

Esse perfil é conhecido esfera isotérmica singular devido ao seu perfil de densidade
possuir uma singularidade na origem, pois se r — 0 teremos uma densidade infinita na

origem.

Além disso, a massa contida até o raio R em um sistema esférico pode ser calculada

por (2.5 substituindo a equagao (3.19)), a massa sera

R 02 0.2
M(R) = 47r/ (2 GVTQ) ridr = 2EVR, (3.20)
0 T
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sendo, dessa maneira, a massa diretamente proporcional ao raio, tornando a massa total
do sistema infinita.

Apesar disso, o modelo apresenta um perfil de densidade de acordo com o esperado
em observacoes como citado na secao 2.2 e consequentemente por M x R, teremos que a

velocidade circular, se substituirmos a massa em ([2.4)), sera

=20y, (3.21)

assim, a velocidade circular para esse perfil sera constante, resultado que também corres-

ponde com o observado para grandes raios.

3.2.2 Perfil Einasto

Um dos primeiros perfis de densidade para sistemas esféricos estelares a serem pro-
postos foi o perfil de Einasto (1965). Simulagoes realizadas por Graham (2006), Merritt
(2006) e Navarro (2004) mostraram que o perfil de Einasto fornece uma descri¢ao bas-
tante precisa dos perfis de densidade de matéria escura que surgem durante o colapso do
halo cosmologico, bem como perfis de bojos e galaxias elipticas (Cardone, Piedipalumbo

e Tortora 2005) [15].

O perfil de Einasto é caracterizado por ter uma inclinagao logaritmica que varia como

uma lei de poténcia para o raio

o parametro « define a inclinacao da lei de poténcia e 7, é o raio de escala em que p oc 2,

nos dando uma inclinacao logaritmica —2.[3].

Ao integrar a equacgao (3.22)) obtemos o perfil de densidade Einasto representado por

o(r) = pyexp (—% [(—) - 1]) | (3.23)

temos entao que o perfil de Einasto possui trés parametros: o raio de escala r,, a densidade

nesse raio de escala ps e a.
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3.2.3 Perfil NFW

Apesar do perfil Einasto ter sido um dos primeiros perfis propostos, a popularizacao
de sua utilizagao em simulagoes computacionais ocorreu apoés o sucesso das simulagoes
realizadas para o perfil de Navarro-Frenk-White(NFW). Em 1997, Julio F. Navarro, Carlos
S. Frenk e Simon D.M. White publicaram um artigo em que realizaram simulagoes para
curvas de rotagao de galaxias para modelos de matéria escura fria(Cold Dark Matter -
CDM) e demonstraram que os halos de matéria escura fria em simulagées numéricas de

N-corpos sem colisdes poderiam ser descritas por um perfil de densidade universal [16]

Lo do

Al oy Ty e e Y ey % (3.24)

onde 7, ¢ o raio de escala, p. = 3H2/87G & a densidade de massa critica cosmoldgica,
0o é conhecida como a sobredensidade caracteristica e Hy = 67.8 & 0.9 é o parametro de
Hubble [17].

Pode ser visto na figura [5| abaixo exemplos de curvas de rotagao modeladas a partir
do modelo NF'W

80
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60} IIII
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Figura 5: Exemplo de galaxia com o modelo NFW. As linhas verdes, rosas e pretas re-
presentam contribuicoes de gas, disco e matéria escura, a linha vermelha representa a
velocidade total. Fonte: Ref. [2].

O modelo NFW se mostra em 6timo acordo com observagoes cosmologicas de grande
escala, contudo apresenta problemas nas escalas de galédxias. O modelo prevé que os perfis

de densidade nas regides centrais desses objetos sao divergentes (p o 77!), ao passo
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que observagoes indicam que a densidade é regular na origem (p o cte). Tal situacgao é
conhecida na literatura como "Cusp/Core Problem"[18] e ¢ possivel observar na figura

uma diferenga maior entre o modelo e os dados proximo a origem.

O modelo de Einasto, diferente do NFW, nao apresenta o comportamento de cus-
pide préximo a origem. Apresentando uma melhor descrigao do observavel, que seria um
comportamento mais regular como um carogo. Na figura [f] abaixo temos um exemplo
de galédxia modelada com o perfil Einasto onde é possivel observar que essa modificacao
no perfil de densidade gera um melhor ajuste aos dados na regiao préoxima a origem se

comparado com o exemplo da figura [5]
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Figura 6: Exemplo de galaxia com o modelo Einasto. Os pontos pretos com barras de erro
sao os dados observacionais para as curvas de rotacao da galéxia; as linhas pontilhadas
verdes sao a contribuicao bariénica para as curvas de rotagao; as linhas pontilhadas vi-
oletas sao as curvas de rotagao do halo de matéria escura; e as linhas vermelhas sao as
curvas de rotagdo de melhor ajuste resultantes para os dados observados. Fonte: Ref. [3].
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3.2.4 Outros perfis

Além desses modelos, diversos outros perfis foram definidos e testados a partir de
simulagoes buscando um ajuste compativel com os dados observados, podemos ver na
figura [7] abaixo um comparativo entre alguns desses modelos, para a funcdo densidade e

para as curvas de rotacgao.
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Figura 7: Comparacao entre as simulagoes dos perfis de densidade Fonte: Ref. [4].

Na figura [7] além dos perfis ja citados, outros perfis representados sao:

o(r) = p, (—) (1 ' —) o (3.25)

O perfil de Moore [19]

O perfil Burkert [20]

£o
= . 3.26
= Tt o) (320
O perfil da esfera exponencial[21]
p(r) = poe™"/". (3.27)
O perfil isotérmico nao singular [22]
pr) = T (o (3.28)

T (/)2

Escolhemos trabalhar com um modelo derivado do perfil isotérmico, buscamos modelar

o halo esférico de matéria escura em torno das galaxias a partir do modelo da esfera



30

isotérmica rebaixada. No proximo capitulo serda descrito o processo de determinacao do
perfil de densidade a partir das caracteristicas fisicas do modelo utilizando uma funcao
de distribuicao da energia, demonstrando como o modelo descreve as curvas de rotagao e

pode ser generalizado para comportar corregoes relativisticas para a velocidade.
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4 A esfera isotérmica rebaixada

4.1 Sistemas com simetria esférica definidos por uma
funcao de distribuicao

Vamos assumir que o halo de matéria escura em torno de uma galaxia espiral possui
formato esférico. Para definir o perfil de densidade desse halo utilizamos o conceito esta-
tistico de fungao de distribuigao. Uma funcao de distribui¢ao ¢ uma expressao matemaética

que descreve a probabilidade de um sistema assumir um valor especifico [23].

A partir de uma funcao de distribuicdo podemos encontrar a densidade espacial de
niumero v(Z) no espaco real a partir de uma forma funcional no espago de fase diretamente

por [7]

W(F) = /dﬁf(f, 9, (41)

Para o caso estudado, a funcao de distribuicao pode ser definida como a probabilidade
de encontrar certo o nimero de particulas ou massa em um volume do espago de fase.

Podemos entao escrever que a densidade de massa sera

p(r) = /d3rd3v f(r,v). (4.2)

Os modelos a serem analisados descrevem sistemas em equilibrio sem colisoes e por

isso podem ser modelados através da equagao de Boltzmann nao colisional

0 - 0f(q, - 0f(q,

4
ot o7 (43)

que ¢ uma equacao diferencial parcial para a funcao de distribuicao, dependente das seis
coordenadas no espago de fase e do tempo, onde ¢ representa uma coordenada generalizada

para a posi¢ao e p uma coordenada para o momento.
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Os teoremas de Jeans enunciam que: qualquer solu¢ao da equagao de Boltzmann nao
colisional e estacionaria depende apenas das integrais de movimento do sistema e qualquer
funcao das integrais de movimento é solucao estacionaria da equacao de Boltzmann nao

colisional [7].

Como o halo esférico de matéria escura estudado esta em equilibrio, podemos assumir
que ele é estacionéario. Usando o teorema de Jeans, nao precisamos resolver a equagao de
Botzmann, basta assumir uma forma da funcao de distribuicao que satisfaca o teorema.
Desse modo, o teorema nos permite construir facilmente diversas fung¢oes de distribuicao
para estudar algum sistema gravitacional em equilibrio, pois nos garante que qualquer
fungao das integrais de movimento (como energia e momento angular, por exemplo) é
uma solucao valida da equacao de Boltzmann nao colisional para um sistema em equilibrio

estacionério.

Assumindo a simetria esférica do halo, podemos descrevé-lo a partir da funcao de
distribuicao de sua energia relativa
L,
=1 — 3V (4.4)

onde definimos 1 como o potencial relativo

b= —® + By, (4.5)

sendo ® o potencial gravitacional, ®; uma constante escolhida de modo que f > 0 se
e>0e f=0see < 0. Esse potencial relativo, também satisfaz a equagao de Poisson e

estéa sujeito a condigao de contorno ¢ — &y, quando |x| — oc.

Assim, definindo uma func¢ao de distribuigao para a energia f(¢) e utilizando a equagao

1' teremos uma funcao de distribui¢ao para e, f(¢ — %02), sendo possivel escrever a
equagao de Poisson (3.8) para ¢ como
2 3 L,
Ve = —AnG [ v f ¢—§U ) (4.6)

onde v ¢ uma funcao do raio r e, devido a simetria esférica, d3v = 4mv?dv. Assim

1d d 1
Ear (7“2%5) =166 | J (‘” - 5“2) v 4D
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Sendo possivel, desse modo, determinar a velocidade circular de um sistema esfé-
rico definido por uma funcao de distribuicao a partir da solucao dessa equacao integro-

diferencial para (r) utilizando a equagao (3.10).

4.2 A esfera isotérmica

Um exemplo de sistema esférico que modela satisfatoriamente o halo de matéria escura
em galaxias espirais é o modelo da esfera isotérmica. Esse modelo possui a funcao de

distribuicao

fle) = (%Zﬁe@/‘”, (4.8)

onde os parametros p; é o fator de escala para a densidade e ¢ a dispersao de velocidade,

ambos sendo constantes.

Realizando a substituigao da energia (4.4) temos

o2

fv) = Wem (w_—%“Q) . (4.9)

Integrando a funcao de distribuicao em relacao a velocidade como em (4.6|)

4 o0 _ 1.2
o(0) = ot [ aovrean (U0, (4.10)

o perfil de densidade encontrado sera

() = pre?’”, (4.11)

assim, a equacgao de Poisson para esse sistema pode ser escrita
d ([ ,dy 9 2
— (222 ) = —4x?Gpyr2etle 4.12
dr ( dr) T ’ (4.12)

se utilizarmos a equagao (4.11]) para escrever o potencial em func¢ao da densidade temos

v =1n(p/p1)o?, tornando a equagao (4.12)

1 d [ ,dinp ArG
—=— = — . 4.1
r2dr (T dr ) o2 (4.13)
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A solugdo para essa equagao diferencial pode ser obtida analiticamente [7]. Se considera-

mos que a solucdo serd do tipo p = Cr~° teremos

—b=—(4nG/c®)Cr*7°, (4.14)

assim, devemos ter b = 2 ¢ C' = ¢2/47G, entao o perfil de densidade em fungao do raio
sera

0.2

p(r) = e (4.15)

Podemos observar que a partir da fungao de distribuicao foi possivel encontrar o
mesmo resultado para a esfera isotérmica singular, obtido na se¢ao 3.2.1. Como ja descrito
nessa secao, esse modelo apresenta uma modelagem satisfatoria para sistemas globulares
exceto apenas pela singularidade que apresenta na origem. Desse modo, buscamos utilizar
um modelo que se assemelha ao da esfera isotérmica singular mas que nao possua densi-
dade no centro da galaxia e massa total infinitas e que seja limitado por uma velocidade

de escape. O modelo escolhido foi o da esfera isotérmica rebaixada.

4.3 A esfera isotérmica rebaixada

O modelo da esfera isotérmica rebaixada, assemelha-se ao modelo da esfera isotérmica
singular para pequenos raios, onde a galédxia possui a maior quantidade de particulas com
grandes valores de energia relativa, mas é menos denso para raios grandes, tornando assim

sua massa finita. [7]

Podemos definir essa funcao de distribuicao, apenas modificando a equacao (4.8) para
raios pequenos, realizando uma subtracao de modo que f = 0 para ¢ < gg. Definindo
g9 = 0, é possivel eliminar a singularidade do perfil de densidade para raios pequenos e

obter uma equagao similar a (4.8) quando £ > 0.

A fungao de distribuicao f desse modelo é dada por

21a2)3/2(es/7° — 1) £>0
fle) = pr(2mo) ) , (4.16)
0 e<0

queremos realizar a integral até a velocidade de escape, que pode ser definida como a
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velocidade em que a energia do sistema ¢ igual a zero. Da equagao (4.4])

Vese = \/21). (4.17)

Assim, utilizando a equagao (4.4]) e substituindo a fungao de distribui¢ao na equagao (|4.6))

com esse limite na integracao, temos

V20 1,2
p(Y) = %/0 dvv? {exp (¢ 22U > — 1} : (4.18)

p(¥) = p [ew"Qerf (*@) - \/% (1 + %)] : (4.19)

a partir desse perfil de densidade podemos escrever a equacao de Poisson

eVl erf (@) - \/% (1 + %)] . (4.20)

Resolvemos essa equagao diferencial numericamente utilizando programacao em python.

d [ ,dv\ _ 2 2
e (7“ %> = —An*Gpr

Para isso realizamos as substitui¢oes r = roz e ¥ = ¥gy(r) e definimos b = 1)y/0?, desse

modo a equacgao (4.20) pode ser escrita como
d 5 dy porE o | 4 4b 2b
(0222 ) = —anGE 2 | evert (Voy ) =4[y (14 Sy )| 4.21
dgg(x dx> WGwoa: eer Yy —y(1+ 3y (4.21)

Definindo a constante adimensional
pors
A =47G=2, (4.22)
o

temos

d 2 dy 2
— — | =-A
dz <:zc dx) v

a solucao dessa equacao diferencial depende de dois pardmetros adimensionais: A e b.

eWerf (@) — %by <1 + %by)] , (4.23)

Para sua resolu¢ao numeérica utilizamos as condigoes de contorno y(0) = 1 e 3/(0) = 0,

eliminando a singularidade presente na origem do caso da esfera isotérmica singular.

Utilizando as substitui¢oes para a velocidade circular na equagao (3.10)), temos para
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a matéria escura

Vip = —T—— = —pT—=. (4.24)

Como vemos, vy g depende do parametro .

Como buscamos ajustar o modelo aos dados observacionais das velocidades totais das
galéxias precisamos levar em consideragao também as contribui¢oes da matéria baridnica.
Para diminuir a quantidade de parametros, buscamos analisar galaxias que nao possuem

contribuigao do bojo, sendo a velocidade total, mostrada na equagao (2.9)), calculada por

‘/;Q(T) - thzas(r) + T*DVinsco<T) + V]\Q/[E<T) (425)

Onde V45 € Vyisco sa0 dados observacionais presentes no catdlogo SPARC. Das equagoes

(4.23), (4.24) e (4.25) temos os parametros utilizados para o ajuste do modelo aos dados

do catalogo SPARC, que sao os parametros A, b, ¥y e T,p.

4.4 Ajuste de parametros

4.4.1 MCMC

O método de Markov Chain Monte Carlo (MCMC), busca estimar as propriedades de
uma distribuicao examinando amostras aleatérias geradas de modo iterativo, onde cada
amostra aleatoria ¢ usada como um ponto de partida para gerar a proxima amostra aleato-
ria, refinando assim os resultados gerados e analisando quais descrevem melhor os dados.
Esse refinamento é realizado através da definicao de uma fungao de probabilidade que
nos daré a probabilidade dos parametros analisados descreverem bem os dados, servindo
de referéncia para o modelo se a nova cadeia de amostras aleatorias sao mais ou menos
adequadas que as anteriores. Para o caso das curvas de rotagao podemos escrever uma

fungao de probabilidade Gaussiana L [24]

(Vobs (1) = Ve(rn 45))

c
2
On

N
1 2

In L(Vis |7, q5) = -3 ;1 { +In (27 0?), (4.26)

onde Vs € a velocidade circular observada presente no catalogo SPARC, ¢; sao os para-

metros do modelo a serem definidos, N o nimero de pontos observacionais e ¢, 0 erro

presente nos dados.
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No processo de geracao das amostras o modelo MCMC realiza a geracao de novas
amostras estimando a funcao de probabilidade posterior que nos da uma distribuicao
consistente com o conjunto de dados e segundo o teorema de Bayes essa probabilidade
posterior é proporcional aos "priors"dos parametros multiplicado pela funcao de proba-

bilidade, podemos escrever o teorema como

P(qi|Vobs) o< p(qi)L(Vons|g5), (4.27)

onde p(q;|Vops) € a fungdo de probabilidade posterior que nos dara a probabilidade de
na amostra futura os parametros estarem dentro dos priors, L(Vs|g;) ¢ a funcao de
probabilidade (4.26) e p(g;) é a funcao prior que determina os intervalos possiveis para

cada parametro.

Os priors dos parametros sao os conhecimentos prévios que se tem sobre eles, como
resultados de experimentos antigos ou faixas fisicamente aceitaveis. Eles direcionam a

geracao de novas amostras consistentes pelo MCMC.

Para o caso estudado, os pardmetros A, b e 1)y por serem basicamente parametros de
escala dependiam do tamanho das galaxias, os priors com distribui¢ao uniforme utilizados
foram 1km/s < 1y < 640000km/s, 1071 < A < 1072, 1 < b < 30. Esses valores foram
escolhidos de maneira que nao limitam a distribuicao dos parametros. Ja o parametro Y,p
possui restricao fisica definida de acordo com a analise de modelo populacional estelar
0.3<Y,p <0.8. [12]

Utilizamos para simular as cadeias de parametros a biblioteca emcee [24] no Python,
que utiliza os conceitos descritos acima. A partir dela podemos ajustar as curvas de rotagao
dos modelos desejados a dados observacionais, seguindo o passo a passo descrito na se¢ao
3.1, definindo um perfil de densidade que nos permitiré encontrar uma velocidade circular
que seré utilizada na funcao de probabilidade do MCMC, definindo os parametros que
mais se adéquam aos dados de maneira iterativa. Nas figuras [§] [9] e [I0] podemos observar

a distribuicao dos parametros

4.4.2 Resultados para as curvas de rotacao

Dentre as galéxias dos catalogo que nao possuiam a contribuicao do bojo, foi realizado
o plot dos gréficos em grupos de acordo com o tamanho das galaxias definido por sua

massa.
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Figura 8: Distribuicao dos parametros Galaxia ESO563-G021.

Para galaxias menores com massa total M ~ 10° M, temos que a maioria nao possuem
muitos pontos observacionais para o ajuste e demandam bastante tempo para convergéncia
das cadeias no MCMC. Podemos observar na figura[11] alguns dos melhores exemplos para

galaxias com essa dimensao

Para galdxias médias com massa total M ~ 10'°M o ajuste dos dados foram mais
faceis de serem realizados. Havia uma quantidade maior de galédxias com bojo, mas para
aquelas que nao tinham bojo a quantidade de dados, por serem galdxias um pouco maiores,
também era maior. Podemos observar na figura alguns dos melhores exemplos para

galédxias com essa dimensao

Para galdxias maiores com massa total maior que M ~ 10 M, temos uma grande
quantidade de dados observacionais para a grande maioria, o que melhora a descricao
dos dados pelo modelo, porém a maior parte dessas galdxias apresentavam bojo em sua
composi¢ao, limitando um pouco a quantidade de curvas de rotacao disponiveis para
a nossa simulacao. Podemos observar na figura alguns dos melhores exemplos para

galédxias com essa dimensao

Observamos uma boa qualidade nos ajustes das curvas de rotacao nas galaxias. Na
maioria das galaxias, com exce¢ao da UGC12732 e da ESO563-G021, pode-se observar
nas figuras que o modelo apresentou um x? reduzido abaixo de 1. Demonstrando que o

modelo apresenta uma boa descri¢ao dos dados observacionais.
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Figura 9: Distribuicao dos parametros Galaxia F574-1.

15000 20000
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Figura 10: Distribui¢ao dos parametros Galaxia UGCA444.
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Figura 11: Galaxias com massa total M ~ 10°M,. Os pontos pretos com barra de erro
representam os dados do catalogo SPARC e a linha azul é a curva gerada pelo modelo.
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Figura 12: Galdxias com massa total M ~ 10'°M,. Os pontos pretos com barra de erro
representam os dados do catédlogo SPARC e a linha azul é a curva gerada pelo modelo.
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Figura 13: Galaxias com massa total maior que M ~ 10" M. Os pontos pretos com barra
de erro representam os dados do catdlogo SPARC e a linha azul é a curva gerada pelo

modelo.
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5 Correcao relativistica

A teoria da relatividade, proposta por Albert Einstein, nos diz que a energia relati-

vistica total de uma particula pontual é dada pela equagao [25]

mc?

sendo v o conhecido fator de Lorentz. Expandindo o radical em série de Taylor, teremos

E =ymc® = (5.1)

102 30 1 3 vt
E=mc®(1+=-=+-=+.. :mcz+—mvz+—m—2+... (5.2)
c c 2 8 ¢
Podemos observar que o segundo termo corresponde ao termo classico da energia cinética,
a0 passo que o primeiro (mc?) é uma constante. Essa constante na teoria da relatividade
¢é conhecida como energia de repouso, pois é o valor da energia quando v = 0. O restante

da equagao corresponde & energia cinética do sistema

1 5, 3 vt

Iremos entao na secao 5.1, demonstrar como a corregao relativistica é realizada no
modelo da esfera isotérmica rebaixada se considerarmos a corre¢ao até a primeira ordem

na energia cinética.

5.1 Modificacoes no perfil de densidade

Apos a verificagao do modelo da esfera isotérmica rebaixada com os parametros das
galaxias bem definidos, analisamos como a curvas de rotacao seriam modificadas ao rea-
lizar a correcao relativistica de primeira ordem na energia cinética do sistema. Com essa

modificagdo a equagao (4.4]) torna-se
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1 vt

e=1 — —v?

- — 4

a velocidade de escape presente no limite de integragao da densidade pode ser calculada

para € = 0, logo

Vese = \/ 20 <1 - i-ié) . (5.5)

Desse modo, a integral da densidade com a corregao ¢é

34 4
4 py Vap(1-35) P — 2? — %
p(v) = W/o dv |viexp % — 2|, (5.6)

resolvendo o primeiro termo da integral, temos

3¢
2

VEp(1- L1y
exp <%> /0 ( )d111}2633p [ ;: (1 + i—?)} (5.7)

¢ m(l_élcz 9 2
= exp (;) /0 dvvexp < 5 (5.8)
Escrevendo ( 2)
1,.2 1+3L2 2
—v ac 822
ew (Z-) T = o), (5.9)
onde 22 = v?/c? e u = —3v?/0?. Expandindo esse termo em série para z < 1 temos

exp(u) (1+25) _ exp (u) [1 - zuxQ + %u2x4 +0(2)], (5.10)

a partir dos termos de z* em diante teremos termos de (1/c?)? tornando-os irrelevantes,
pois ¢ > v, fazendo os termos tenderem a zero. Assim, podemos considerar apenas os

termos até a segunda ordem e retornar para a variavel v obtendo
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L (=3 /Om(lfc%)dvvﬁexp<_§f>], (5.11)

8022

podemos dividir a expressao em duas integrais 1 e Io

VED(1-3) —12
I, = /0 dvvexp ( 022 ) : (5.12)
Vo (1-2% 1,2
(—3) [v2(-22) —Ly
I, = 302 |, dvvlexp 022 . (5.13)

Resolvendo a primeira integral temos

I — a? [_%mp (_Lﬁ) N (1 —~ i’—i) + Vmoer f (M)] ,

=3 30 3\ ! 300\ 2 |
12_8\/5@ ﬂ(l—p> (15 4+4¢2(1—42) HW(U_F))

- a2 - s\ T
X | —2exp <_¢ (1 02462) > + 8\/5302 150°/mer f <M> , (5.15)

o

se expandirmos as equagoes (5.14)) e (5.15) em fungao de 1/c e desprezarmos os termos
de ordem maior que 1/c*, temos para (5.14)

=l () () ()
+4\/§90264[ ( ) (o @D)}+O(1/c5), (5.16)

e para (.15
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I = 8\/_362 {—2 zp (;—Z’) Vb (150% + 1002 + 492 + 150°/mer f (@)1
+ ﬁ [exp <;—lf> wg/Q] +0(1/), (5.17)

eliminando os termos de ordem maior que 1/c? e fatorando os termos exp (U—w) \/g erf (‘@) ,

a equagao (| - tem como resultado

= exp <%) [exp (;_;/’) (—202\/% — %W? 86\%_2(150 +100%) + 44 ))]
+exp (%) \/gerf (\/TJ) <a3 - 485:25) . (5.18)

entao a func¢ao de densidade da equagao (5.6 podera ser escrita

V2c2 8v/2¢
o (2) s () (- 22) LB,

podemos simplificar ainda mais se expandirmos o termo ao cubo (1—3¢/c?)?

p(v) = (2;:% [(—202 % — Sy SV 6vo (150" + 100°0 + 4¢) ))

, cancelarmos

os termos com potencia de ¢ maior que 2 no denominador. O perfil de densidade com a

correcao relativistica de primeira ordem na energia cinética pode ser definido como

a3} () ()
\/g (1 + % (1 - %) - \/;iy + 4ﬁ?06>2(15a4 + 100%) +4¢2)>]. (5.20)

Com o melhor ajuste para os parametros definido para cada galéaxia, foi utilizado a

equagcao ([5.20]) para calcular as novas curvas de rotagdo com a corregao, substituindo-a na
equacao de Poisson e calculando a velocidade total. Realizando a comparacao do modelo

com a correcao e os dados e verificando a diferenga entre o modelo com e sem correcao.
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5.2 Resultados da correcao relativistica

Assim como no plot das curvas de rotagao, plotamos a diferenca entre as velocidades
para os grupos de galaxias de acordo com o tamanho. Para galaxias menores com massa
total M ~ 10°M,, obtivemos as diferencas presentes na figura Para galaxias médias
com massa total M ~ 10° M, obtivemos diferencas presentes na figura Para galaxias

maiores com massa total maior que M ~ 101 M, obtivemos as diferencas presentes na

figura

—— UGCA444
1073 4
—— UGC01281
=
T
s
T 1072 A
2
5
10—5 i
T T
1071 100
Raio(kpc)

Figura 14: Diferenca entre os modelos com e sem correcao em escala logaritmica para as
galdxias com massa total M ~ 10°M,, .

E possivel observar que a diferenca entre os modelos com e sem a correcio aumenta
de acordo com o tamanho da galaxia. Na figura [17]isso fica ainda mais claro pois temos a
representacao da comparagao das diferengas entre 3 das galaxias demonstradas, a maior(
ESO563-G021), uma entre as médias (F574-1) e a menor (UGCA444). Temos que a maior

diferenca entre elas estd na maior galaxia, sendo ela em torno de 0.55%.

Essa anélise nos permite inferir que a correcao relativistica nesse modelo pode vir a ser
relevante para casos de elementos astrondmicos de escalas maiores como os aglomerados
de galaxias, onde podemos ter velocidades de rotagao mais de 10 vezes maiores que para

o caso de uma tnica galaxia.
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Figura 15: Diferenca entre os modelos com e sem corre¢ao em escala logaritmica para as
galaxias com massa total M ~ 101°M.
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Figura 16: Diferenca entre os modelos com e sem corre¢ao em escala logaritmica para as
galaxias com massa total maior que M ~ 10 M.
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6 Consideracoes finais e perspectivas

6.1 Conclusoes

Nesse trabalho buscamos estudar como modelar o halo de matéria escura em ga-
laxias espirais a partir do perfil de densidade definido pela funcao de distribuicao de
energia relativa do sistema. Foi possivel verificar que o modelo da esfera isotérmica rebai-
xada apresentado descreve satisfatoriamente as curvas de rotagao das galaxias analisadas,
mostrando-se uma boa alternativa para perfil de densidade. Nao apresentando o cuspide
proximo a origem como o modelo NFW e nao apresentando a singularidade da origem do

modelo da esfera isotérmica singular.

A partir dos resultados obtidos para o calculo da correcao relativistica notamos que ela
aumenta de acordo com o o tamanho da galaxia. A corre¢do mostrou-se desprezivel para
galaxias espirais menos massivas e apresentando uma diferenca de 0,55% para a maior
galaxia com velocidade circular em torno de 300km/s. Podemos especular, entdo, que
essa correcao pode ser considerdvel pra os aglomerados de galdxias que possuem massas
consideravelmente maiores, com dispersao de velocidade em torno de 1000 km /s, podendo

ser estudado esse caso mais adiante.

Além disso, a metodologia do modelo pode também ser aplicada para galaxias que
possuam contribui¢ao do bojo, entretanto havera o aumento da carga computacional exi-

gida e possivel maior dispersao no ajuste dos parametros.
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