UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO NORTE

CENTRO DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENGENHARIA ELETRICA E
" DE COMPUTAGAO

Tracamento de raios sismicos com multiplas
condicoes iniciais usando Redes de
Kolmogorov-Arnold com Informacoes Fisicas

Lucas Torres Marques

Orientador: Prof. Dr. Tiago Tavares Leite Barros

Co-orientador: Prof. Dr. Luiz Affonso Henderson Guedes de Oliveira

Dissertacio de Mestrado apresentada ao
Programa de P6s-Graduacdo em Engenharia
Elétrica e de Computacdo da UFRN (drea de
concentracdo: Engenharia de Computagao)
como parte dos requisitos para obtencdo do
titulo de Mestre em Ciéncias.

Natal, RN, dezembro de 2025



Universidade Federal do Rio Grande do Norte - UFRN
Sistema de Bibliotecas - SISBI
Catalogacao de Publicacdo na Fonte. UFRN - Biblioteca Central Zila Mamede

Mar ques, Lucas Torres.

Tracanento de raios sismcos comnultiplas condicdes iniciais
usando Redes de Kol nogorov-Arnold com I nformagbes Fisicas /
Lucas Torres Marques. - 2025.

80f.: il.

Di ssertacao (Mestrado) - Universi dade Federal do Ri o G ande
do Norte, Centro de Tecnol ogia, Prograna de P6s G aduagdo em
Engenharia El étrica e de Conputacgdo, Natal, 2025.

Orientacdo: Dr. Tiago Tavares Leite Barros.

Coorientacdo: Dr. Luiz Affonso Henderson Guedes de diveira.

1. Tracanento de Raios Sismicos - Dissertacdo. 2. Redes de
Kol nogor ov- Arnol d - Dissertacdo. 3. Redes Neurais com I nformacéo

Fisica - Dissertacdo. 4. Geofisica Conputacional - Dissertacao.
5. Meétodos de Aprendi zado de Maquina - Dissertacdo. |. Barros,
Tiago Tavares Leite. Il. diveira, Luiz Affonso Henderson CGuedes
de. I1l. Titulo.

RN/ UF/ BCZM CDU 004

El aborado por Rai nundo Muniz de diveira - CRB-15/429




A minha esposa, que fez do amor um
lugar seguro durante esta jornada.
Obrigado por permanecer ao meu

lado em cada etapa, sem condigoes,
sem reservas.



Agradecimentos

Ao meu orientador e ao meu co-orientador, professores Dr. Tiago Barros e Dr. Luiz
Affonso Guedes, pela orientagdo cuidadosa, pela disponibilidade ao longo de todo o mes-
trado e pelas contribui¢des decisivas para o desenvolvimento deste trabalho. Mais do que
guias académicos, foram mestres no sentido mais pleno da palavra.

Ao colega pesquisador Dr. Ramon Araujo e ao professor Dr. Ivanovitch Silva, pela
ajuda na revisdo deste trabalho e pelas observagdes que contribuiram para aprimorar a
apresentacdo final do texto.

Aos colegas do laboratorio Model2Al, pelas sugestdes, pelas discussdes e pela troca de
experiéncias que enriqueceram esta pesquisa.

Aos demais colegas de pos-graduagdo pelas criticas construtivas, pelo convivio e pelo
ambiente de aprendizado compartilhado ao longo desta jornada, destacando, em especial,
meus amigos Ricardo, Nathan e Leandro.

Aos amigos que estiveram presentes ao longo desta jornada e que, com apoio, escuta e
incentivo, tornaram o percurso do mestrado mais leve e possivel.

A minha familia, agradeco pelo apoio constante, pela compreensdo e pelo incentivo nos
momentos mais exigentes do percurso.

A minha esposa, pelo amor, paci€ncia e apoio constantes ao longo desta caminhada.

Este trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de
Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001



Resumo

A modelagem de propagacdo de ondas sismicas é fundamental para o imageamento
sismico e a caracterizag@o de reservatdrios na industria de petroleo e gas. O tracamento de
raios sismicos € uma técnica eficiente, mas métodos tradicionais enfrentam dificuldades
em modelos geoldgicos complexos devido a instabilidade e ao alto custo computacional,
uma vez que exigem a resolu¢do de uma unica condi¢do inicial por vez. Este trabalho pro-
poe o uso de Redes de Kolmogorov-Arnold com Informacao Fisica (PIKANSs, do inglés
Physics-Informed Kolmogorov-Arnold Networks) para superar essas limitacdes, permi-
tindo o tracamento simultaneo de multiplos raios com diferentes condi¢des iniciais. A
metodologia inclui a suavizacdo do modelo de velocidade com filtro de B-splines, a utili-
zacdo de uma fun¢do de perda composta e o uso de pesos adaptativos na funcdo de perda
fisica para melhorar o treinamento do modelo. Foram realizados dois experimentos com
dados sintéticos: o primeiro com um modelo de velocidade parametrizado e o segundo
com um modelo ndo parametrizado usado como referéncia na drea de processamento sis-
mico, chamado de Marmousi. Os resultados demonstram a consisténcia da abordagem,
com valores de R? préximos a 1 para o primeiro experimento e superiores a 0.90 para o
segundo. De forma qualitativa, o método tracga raios sismicos com precisao, inclusive em
regides ndo utilizadas no treinamento e em areas com rapida variacio espacial de veloci-
dade, mostrando-se mais preciso em predizer as coordenadas espaciais do raio do que o
vetor de vagarosidade.

Palavras-chave: Tracamento de Raios Sismicos, Redes de Kolmogorov-Arnold, Re-
des Neurais com Informacao Fisica, Geofisica Computacional, Métodos de Aprendizado
de Méquina.



Abstract

Seismic wave propagation modeling is fundamental for seismic imaging and reservoir
characterization in the oil and gas industry. While ray tracing is an efficient technique, tra-
ditional methods face challenges in complex geological models due to instability and high
computational cost, as they require solving for a single initial condition at a time. This
work proposes the use of Physics-Informed Kolmogorov-Arnold Networks (PIKANS) to
overcome these limitations by allowing the simultaneous tracing of multiple rays with dif-
ferent initial conditions. The proposed methodology includes velocity model smoothing
with B-spline filters, the use of a compound loss function, and the application of adaptive
weights in the physics-informed loss function to enhance model training. Two experi-
ments were conducted using synthetic data: the first with a parameterized velocity model,
and the second with a non-parameterized model widely used as a benchmark in seismic
processing, known as the Marmousi model. The results demonstrate the consistency of
the approach, with R? values close to 1 for the first experiment and exceeding 0.90 for the
second. Qualitatively, the method accurately traces seismic rays, even in regions not used
for training and in areas with rapid spatial velocity variation, proving to be more precise
at predicting the ray’s spatial coordinates than the slowness vector.

Keywords: Seismic Ray Tracing, Kolmogorov-Arnold Networks, Physics-Informed
Neural Networks, Computational Geophysics, Machine Learning Methods.
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem de propagagdo de ondas sismicas € um componente fundamental para
0 imageamento sismico e a caracterizagdo de reservatdrios na industria de petrdleo e
gés (Sheriff 2002, Yilmaz 2001). Dentre as diversas técnicas de modelagem, o tragamento
de raios sismicos destaca-se como uma abordagem eficiente e amplamente utilizada para
simular a propagacdo de ondas em meios heterogéneos (Muniz 2016). Esta técnica con-
siste na resolucdo de um sistema de equagdes diferenciais nao-lineares que aproximam a
Lei de Snell para estimar as trajetorias dos raios e os tempos de transito em modelos de ve-
locidade heterogéneos e anisotrépicos (Cerveny 2001, Virieux et al. 1988, Cerveny 1989).

O tragamento de raios sismicos € particularmente relevante em contextos onde a preci-
sdo na determinacao das trajetorias de propagacdo das ondas € crucial, como na migracdo
pré-empilhamento em profundidade (PSDM, do inglés Post Stack Depth Migration), na
tomografia sismica e na andlise de atributos sismicos (Wang 2013, Romero et al. 2024).
Tradicionalmente, este problema € abordado por meio de métodos numéricos convenci-
onais, como o método de Runge-Kutta, que resolvem as equagdes candnicas do sistema
Hamiltoniano que descrevem a trajetéria dos raios no meio (Margrave 2003, Margrave &
Lamoureux 2019). Embora estes métodos fornecam solucdes precisas em condicdes ide-
ais, eles apresentam limitag¢des significativas quando aplicados a modelos de velocidade
com alto contraste ou variabilidade espacial acentuada, situagdes comuns em ambientes
geoldgicos complexos (Koketsu & Sekine 1998, Carcione et al. 2002).

Nestas condicdes desafiadoras, os métodos numéricos tradicionais frequentemente
perdem estabilidade ou demandam esfor¢co computacional excessivo, comprometendo
sua aplicabilidade pritica em cendrios geofisicos realistas (Vesnaver 1996, Rawlinson
& Sambridge 2004). Além disso, a necessidade de reiniciar o processo de integracdo
para cada condicao inicial nova (como posicao da fonte ou angulo de disparo) torna estes
métodos computacionalmente onerosos quando multiplos raios precisam ser calculados,
como € o caso em aplica¢des de imageamento sismico (Virieux & Operto 2009).

Diante destas limitacdes, nos dltimos anos, tem havido um crescente interesse no de-
senvolvimento de abordagens alternativas baseadas em aprendizado de mdquina para a
solugdo de problemas de tracamento de raios sismicos (Zhu et al. 2019, Smith et al. 2021,
Duarte et al. 2023). Em particular, as Redes Neurais com Informacao Fisica (PINNs, do
inglés Physics-Informed Neural Networks) emergiram como uma linha de pesquisa pro-
missora (Raissi et al. 2019, Karniadakis et al. 2021). Estas redes incorporam as equacoes



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

fisicas que governam o fendmeno estudado diretamente na funcdo de perda, durante o
treinamento, permitindo que o modelo aprenda solugdes fisicamente consistentes mesmo
com acesso limitado a dados rotulados (Cuomo et al. 2022, Moseley et al. 2020a).

Apesar dos avangos proporcionados pelas PINNs, estas ainda enfrentam desafios sig-
nificativos quando aplicadas ao tragamento de raios sismicos (bin Waheed et al. 2021, Mo-
seley et al. 2020b). Problemas de convergéncia e generalizacao sdo recorrentes, especial-
mente quando se tenta incorporar condi¢des iniciais varidveis como entradas do modelo
(Wang et al. 2022). Consequentemente, as implementacdes atuais de PINNs para traca-
mento de raios frequentemente limitam-se a aprender uma tnica trajetéria com condi¢des
iniciais fixas, restringindo severamente sua generalizagdo e escalabilidade para aplicagdes
praticas em geofisica (Smith et al. 2021, Duarte et al. 2023, bin Waheed et al. 2021).

O presente trabalho propde uma nova abordagem para superar estas limita¢des, empre-
gando Redes de Kolmogorov-Arnold com Informacao Fisica (PIKANSs, do inglés Physics-
Informed Kolmogorov-Arnold Networks) para o tracamento de raios sismicos. As Redes
de Kolmogorov-Arnold (KANSs, do inglés Kolmogorov-Arnold Networks) representam
uma arquitetura neural recentemente desenvolvida, inspirada no teorema da representacao
de Kolmogorov-Arnold, que afirma que qualquer funcdo continua multivariada pode ser
exatamente representada como uma superposi¢ao finita de fungdes continuas univariadas
e a operacao de adi¢ao (Kolmogorov 1957, Liu et al. 2025).

Diferentemente das redes neurais convencionais, onde as arestas da rede carregam
pesos escalares e os nds aplicam funcdes de ativagdo fixas e ndo-lineares, as KANs atri-
buem fung¢des univariadas treindveis as arestas, enquanto os nds realizam simples somas
(Liu et al. 2025, Yamak et al. 2025). Esta estrutura alinha-se com a representacdo de
Kolmogorov-Arnold, enfatizando composi¢oes e somas de funcdes univariadas para re-
solver funcdes multivariadas de maior complexidade. Tal arquitetura oferece vantagens
significativas em termos de capacidade de interpolagdo, interpretabilidade e eficiéncia de
treinamento (Liu et al. 2025, Hadj Kilani 2024).

1.1 Hipotese Cientifica e Objetivo Geral da Dissertacao

A hipoétese central deste trabalho € que a integracdo das KANs com principios de in-
formacao fisica pode superar as limitacdes das abordagens existentes para o tragamento
de raios sismicos, permitindo a modelagem eficiente e precisa de multiplas trajetdrias de
raios, de diferentes condi¢des inciais, em modelos de velocidade complexos. Especifica-
mente, propde-se que as PIKANSs, ao combinarem a capacidade de representacdo superior
das KANs com a incorporagdo de restri¢des fisicas durante o treinamento, podem gene-
ralizar efetivamente para condi¢des iniciais ndo vistas durante o treinamento, mantendo
consisténcia fisica e precisdo numérica.

O objetivo geral do trabalho é desenvolver e validar um framework baseado em PI-
KANSs para estimar trajetdrias de raios sismicos a partir de condi¢des iniciais varidveis. O
modelo € treinado com uma fun¢do de perda composta, que combina erro orientado por
dados, penalizacoes fisicas via diferenciacdo automdtica e um esquema de ponderagdo
adaptativa. A abordagem visa aplicacdes em imageamento sismico, inversao tomografica
e monitoramento de reservatorios, contribuindo para solugdes mais robustas e eficientes
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em geofisica computacional.

1.2

Objetivos Especificos

Com base na hipétese cientifica e no objetivo geral estabelecidos, definem-se os se-
guintes objetivos especificos deste trabalho:

1.3

Desenvolver um framework baseado em Redes de Kolmogorov-Arnold com Infor-
macao Fisica para o tracamento de raios sismicos em meios heterogéneos e com-
plexos;

Implementar uma fun¢do de perda composta que integre erro orientado por dados,
penalizacdes fisicas por meio de diferenciacdo automadtica € um esquema de pon-
deragdo adaptativa conforme a densidade de amostragem local;

Avaliar a capacidade de generaliza¢do do modelo para condi¢des iniciais nao vistas
durante o treinamento, como diferentes posi¢des de fonte e angulos de disparo;
Integrar uma abordagem de reconstru¢do de modelos de velocidade utilizando in-
terpolacdo B-splines a partir de dados paramétricos esparsamente amostrados;
Validar a eficicia do framework proposto em cendrios sintéticos, incluindo modelos
parametrizados e o0 modelo Marmousi, considerando métricas de precisao, eficién-
cia computacional e aderéncia fisica;

Estrutura do texto

O restante deste texto estd organizado da seguinte forma:

O Capitulo 2 desenvolve o embasamento tedrico necessario, abordando os prin-
cipios do tracamento de raios sismicos, formulagdo Hamiltoniana, Redes Neurais
com Informacdo Fisica e a teoria por trds das Redes de Kolmogorov-Arnold;

O Capitulo 3 oferece uma revisao bibliografica sobre o tracamento de raios sismi-
cos, métodos numéricos cldssicos e abordagens baseadas em aprendizado de ma-
quina, além de realizar uma andlise do estado da arte;

O Capitulo 4 detalha a metodologia proposta, incluindo a arquitetura PIKAN, o
esquema de ponderagdo adaptativo e a técnica de reconstrucdo do modelo de velo-
cidade via interpolacido B-splines, bem como descreve os experimentos realizados
para validar a abordagem, incluindo o desenho experimental, os conjuntos de da-
dos utilizados, as métricas de avaliacdo e as comparacdes com métodos numéricos
tradicionais;

O Capitulo 5 apresenta e discute os resultados obtidos, avaliando o desempenho do
método em termos de precisdo, eficiéncia computacional e capacidade de generali-
zacdo, além de analisar casos especificos e limitacdes observadas;

O Capitulo 6 conclui o trabalho, resumindo as contribui¢des, discutindo limitagcdes
e apontando dire¢des para pesquisas futuras, incluindo possiveis extensoes e apli-
cacoes adicionais da abordagem proposta.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Este capitulo apresenta as ideias fundamentais que embasam a metodologia proposta,
incluindo o tragamento de raios sismicos, as Redes Neurais com Informacgao Fisica e as
Redes de Kolmogorov-Arnold. Estes conceitos servem como base tedrica para o desen-
volvimento da metodologia proposta neste trabalho, detalhando os principios matematicos
€ computacionais que sustentam cada componente.

2.1 Tracamento de Raios Sismicos

O tracamento de raios sismicos € uma técnica fundamental em geofisica para modelar
a propagacdo de ondas através de meios heterogéneos. Dado que o objetivo deste trabalho
¢ prever trajetdrias de raios prospectivas (forward raypaths), € utilizada a formulagao
Hamiltoniana — método bem estabelecido em estudos de tracamento de raios sismicos
(Virieux et al. 1988, Cerveny 1989, Billette & Lambaré 1998). Esta abordagem descreve
a trajetoria do raio como a evolucdo de um sistema no espago de fase (x,p), onde x é a
posicao espacial e p € o vetor de vagarosidade — cuja magnitude € o reciproco do médulo
de velocidade.

A Figura 2.1 ilustra o conceito fundamental do tragamento de raios sismicos no es-
paco bidimensional x-z. O trajeto do raio € representado como uma curva continua que
evolui entre duas regides, Wi e W,, com velocidades diferentes. No instante inicial = 0,
o raio parte do ponto (xp,zo), com vetor de vagarosidade p® = (p!, p?) e angulo inicial
00 em relagdo a vertical, inserido na regido Wj. O raio se propaga ao longo do tempo ¢
segundo a formulagdo Hamiltoniana, que descreve sua evolug@o no espaco de fase (X, p).
No instante final # = t7, o raio alcanga o ponto (x*,z*), dentro da regiao W>, com vetor de
vagarosidade p* = (p}, p}) e angulo final 6, diferentes dos valores iniciais, indicando a
mudanca de velocidade do meio. Esta representagcdo grafica evidencia como a trajetoria
do raio sismico € determinada pela evolucdo simultinea da posi¢do e da vagarosidade,
fundamentando a abordagem adotada neste trabalho para a previsdo de trajetdrias pros-
pectivas de raios sismicos.

A fun¢do Hamiltoniana H € introduzida como uma invariante ao longo da trajetéria do
raio em um meio isotrdpico, isto €, seu valor permanece constante durante a propagacao.
Essa invariincia garante que a relacdo de dispersdo local da onda seja satisfeita ao longo
de todo o percurso do raio e estd diretamente associada a formulacao da equacao eikonal.
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Figura 2.1: Trajet6ria de um raio sismico no plano x — z, do ponto inicial (xg,zo) na regidao
Wi ao ponto final (x*,z*) na regido W>, com angulos inicial e final g e 6, respectiva-
mente.

T
z
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
O Hamiltoniano € definido como (Lambaré et al. 1996):
1
H(x,p) =5 ([Ipl**(x) 1), @.1)

onde x = (x, z) denota a posi¢do espacial, v(x) é a magnitude da velocidade de propagacéo
da onda no ponto x, e p = (py, p;) corresponde ao vetor de vagarosidade (slowness), que é
normal a frente de onda e cuja magnitude ||p|| é a vagarosidade local 1/v(x). A condigdo
H = 0 ao longo da trajetéria do raio é equivalente 2 equacio eikonal (Cerveny 2001).

O vetor de vagarosidade p estd relacionado ao gradiente do tempo de trinsito 7(x)
pela equagdo p = Vz(x). A evolugio da trajetdria do raio no espaco de fase é governada
pelas equacdes candnicas de Hamilton, que descrevem como a posi¢do X e o vetor de
vagarosidade p variam ao longo de um parametro T (frequentemente, o proprio tempo de
transito f):

p—— = — = 2

= VpH 3 v (x)p, (2.2)
dp _O0H

e VxH = " |Ip||“v(x) Vv (x). (2.3)

Adotando o tempo de transito t como o pardmetro de integracdo (i.e., dt = dr), e
utilizando a relacdo eikonal ||p||? = 1/v?(x), as equacdes canonicas podem ser reescritas
na forma comumente utilizada:
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d
7 =P, 2.4)
dp 1

As equagdes 2.4 e 2.5 formam um sistema de equagdes diferenciais ordindrias (EDOs)
de primeira ordem definido no espaco de fases de dimensao 2d, onde d representa a di-
mensao do espaco fisico, tipicamente 2 ou 3. Assim, no caso bidimensional, a dindmica
do raio ocorre em um espago de fases de quatro dimensdes, descrito pelas varidveis (x,
Z, Px, Pz)- Esse sistema pode ser resolvido numericamente por métodos de integracao
padrao, como Runge-Kutta ou métodos adaptativos como o Dormand-Prince. Esses mé-
todos sdo eficientes para tracar a evolucdo da trajetéria do raio (x(7),p(¢)), a partir de
uma condi¢do inicial (Xg,po) por execugdo, permitindo a obtengdo do tempo de trinsito e
a geometria do raio.

2.2 Redes Neurais com Informacao Fisica (PINNSs)

As Redes Neurais com Informacao Fisica (PINNs) (Raissi et al. 2019) representam
uma classe de modelos de aprendizado profundo que integram o conhecimento de leis
fisicas, codificadas como equagdes diferenciais, ao processo de aprendizado baseado em
dados. Diferentemente das redes neurais convencionais, que sao ajustadas exclusivamente
aos dados, as PINNs utilizam as equacdes governantes como um termo de regulariza¢ao
na fun¢do de perda, promovendo solucdes que sdo simultaneamente consistentes com as
observagdes e com os principios fisicos subjacentes.

Considere um sistema fisico descrito por uma Equacao Diferencial Parcial (EDP) ndo
linear geral:

N[ul(z) =0, zeQ, (2.6)

sujeita a condi¢des de contorno Blu|(z) = g(z) em dQ. Aqui, u(z) é a solugio desco-
nhecida (e.g., campo de pressdo, deslocamento, temperatura), z = (X,) representa as co-
ordenadas espaco-temporais, A[-] é um operador diferencial (possivelmente néo linear),
Q € o dominio da EDP, e ‘B[-] ¢ um operador de condi¢do de contorno (e.g., Dirichlet,
Neumann, Robin).

Na metodologia PINN, a solugdo u(z) é aproximada por uma rede neural profunda
ug(z), onde 0 denota o conjunto de parAmetros treindveis (pesos e vieses) da rede. A ca-
pacidade da rede neural de aproximar fun¢des de maior complexidade permite representar
solugdes u com geometrias e variagdes de maior complexidade. A chave da abordagem
PINN consiste na definicao de uma func¢do de perda composta que penaliza tanto o desvio
dos dados observados quanto a violacao das leis fisicas.

O residuo da EDP, avaliado pela aproximacao da rede neural, € definido como:

fo(2) := Nue(2). 2.7
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Figura 2.2: Diagrama representando o funcionamento das Redes Neurais com Informagao
Fisica (PINNSs).

o~ 8
s
*ls 4 4

Liotal(0) = |lue(z) —w'|I*| + [FACHIE
L4(0) L(0)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

As derivadas parciais de ug em relacio a z, necessdrias para o cédlculo do operador
A, sdo obtidas de maneira eficiente por meio de diferenciagdo automética (AD, do inglés
Automatic Differentiation). A AD permite o célculo exato (com excecdo de erros de-
vido a precisao numérica) das derivadas das fun¢des computadas, sendo uma ferramenta
indispensavel nos frameworks modernos de aprendizado profundo (Baydin et al. 2018).

A fung@o de perda Ly, (0) a ser minimizada durante o treinamento é tipicamente uma
soma ponderada de multiplos termos. A Figura 2.2 representa, de maneira simplificada,
como obter essa fungdo. Define-se Ly (0) como

Ltotal(e> = ded(e) + 7\.fo(9) + thc(e)a (2.8)

onde:

* £,;(0) mede a discrepancia entre as previsdes da rede ug e os N, dados de treina-
. L. N . . . e e
mento disponiveis {(z;,,u’)},*, (e.g., medicdes experimentais, condi¢des iniciais):

1 N . .
L£,(8) = FZ |ug () —u'||*. (2.9)
uj=1

Este termo ancora a solucdo aos dados observados.
* Ly(0) penaliza o residuo da EDP em um conjunto de N, pontos de avaliagdo

:\Nf .
{z}}; /| amostrados dentro do dominio Q:

R A
Lf<9>=]7f2|\fe(z}>!| : (2.10)
i=1

Este termo impde que a solucdo da rede neural satisfaca (aproximadamente) a equa-
cao fisica governante em todo o dominio.
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* £.(0) impde as condi¢des de contorno (e/ou iniciais) em Nj, pontos {zé}?ﬁl na
fronteira 0Q:
1Y . -
L@) =5 Y | Bluel(z;) — 8(,)II". (2.11)
i=1

Os pesos A4, Ar, A. sdo hiperpardmetros que ajustam a importancia relativa de cada
termo na perda total. A escolha adequada desses pesos € crucial e pode ser desafia-
dora, pois um desequilibrio pode levar a uma convergéncia pobre ou a solucdes que nao
respeitam adequadamente a fisica ou os dados. Estratégias de ponderacdo adaptativa,
como as baseadas na magnitude dos gradientes de cada termo da funcdo de perda (Wang
et al. 2021) ou em abordagens inspiradas em otimiza¢do multiobjetivo (Eivazi et al. 2022),
buscam ajustar dinamicamente esses pesos durante o treinamento para melhorar a conver-
géncia e a precisao.

A eficdcia das PINNs depende criticamente da capacidade do otimizador (e.g., SGD,
Adam, L-BFGS) de navegar na fungdo de perda Ly (0) e encontrar um bom minimo
local. Esta funcdo pode ser altamente ndo convexa e apresentar multiplos minimos lo-
cais, platds e gradientes evanescentes ou explosivos, especialmente para EDPs de maior
complexidade ou ndo lineares (Krishnapriyan et al. 2021). Técnicas de regularizacao
adicionais, como L1 e/ou L2 sobre os pesos 0, inicializa¢do cuidadosa dos pesos, estraté-
gias de amostragem adaptativa dos pontos de avaliagcdo e a escolha da arquitetura da rede
(profundidade, largura, funcdes de ativacdo) sdo aspectos importantes para mitigar esses
desafios e melhorar o desempenho e a robustez das PINNs (Cuomo et al. 2022).

A incorporacdo da fisica como um regularizador implicito permite que as PINNs
aprendam solugdes fisicamente plausiveis mesmo com dados esparsos, ruidosos ou au-
sentes em certas regides do dominio, tornando-as particularmente promissoras para pro-
blemas inversos (e.g., estimativa de pardmetros da EDP a partir de dados), interpolacao
e integracdo de dados, e cendrios onde a obtengdo de dados experimentais ou simulacdes
numéricas de alta fidelidade é custosa (Karniadakis et al. 2021).

2.3 Redes de Kolmogorov-Arnold (KAN)

As Redes de Kolmogorov—Arnold (KANs) constituem uma arquitetura de rede neural
recentemente proposta por (Liu et al. 2025), que se diferencia fundamentalmente dos Per-
ceptrons Multicamadas (MLPs) tradicionais ao basear sua estrutura no teorema da repre-
sentacdo de Kolmogorov—Arnold (Kolmogorov 1957). Este teorema afirma que qualquer
fun¢do continua multivariada f : [0, 1]" — R pode ser representada exatamente como uma
superposicao finita de fungdes continuas univariadas e a operacao de adicao. Mais preci-
samente, existem 2n + 1 fungdes externas continuas ®, : R — R e (2n+ 1) x n fungdes
internas continuas ¢, : [0,1] — R tais que:

2n n
Fox,.x) = Z @, <Z ¢q,p(xp)> : (2.12)
q=0 p=1

Inspiradas por esta representacdo, as KANs propdem uma arquitetura onde as funcdes
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de ativacdo ndo lineares sdo localizadas nas conexdes (arestas) entre os neurdnios, como
ilustrado na Figura 2.3, em vez de nos préprios neuronios (nds), como nas MLPs. Além
disso, essas funcdes de ativagdo nas arestas sdo parametrizadas e treindveis, tipicamente
utilizando splines.

Figura 2.3: Arquitetura simplificada da KAN, onde as entradas sdo as varidveis xe y, e a
saida z estd relacionada a estimativa da funcao desejada, conforme a estrutura da rede.

z

Funcoes aprendidas
nas conexoes

Somatdrio nos nos

X y

Fonte: Adaptado de Liu et al. (2024).

Considere uma KAN com L camadas, onde a camada / possui n; neuroénios. A saida
X;41,j do j-€simo neurdnio na camada [ + 1 € calculada como a soma das saidas das
fungoes de ativagdo ¢; ;; aplicadas as saidas x;; dos neurdnios da camada anterior:

n
X1y =Y, 0r;i(x:), paraj=1,...,n. (2.13)
i=1

Cada fung@o ¢; ;; : R — R € uma fun¢@o univariada treindvel. Uma escolha comum
para parametrizar essas funcdes € através de B-splines:

O(x) = Apase - base(x) + Aspline - spline(x; t, k) (2.14)

onde spline(x;t,k) é a expansdo em B-splines de grau k com G intervalos, também cha-
mados de tamanho da grade, definidos pelo vetor de nés t, tal que,

G+d
spline(x;t,k) = Y ciBi(x;t,k), (2.15)

i=1
¢; sdo os coeficientes treindveis da spline, B; sdo as fun¢des de base B-splines, como
na Figura 2.4, que serdo apresentadas, com mais detalhes, na Se¢do 2.4. E base(x) é uma
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Figura 2.4: Exemplo das fun¢des de base B-splines (By) apds a expansao da grade para
G =5 e com splines de ordem k = 3.

0.7

0.6 1

0.5

0.4 4

B_i(x)

0.3 4

0.2 4

0.14

0.0 1

T T T T T
-20 -10 0 10 20

Fonte: Adaptado de Liu et al. (2024).

funcdo base (e.g., linear ou sigmoidal) com peso Apase. O pesos Apase € Agpline também sdo
treindveis. A utilizacdo de B-splines permite que as funcdes de ativacao aprendam formas
de maior complexidade e se adaptem localmente aos dados, com a resolug¢ao controlada
pelo nimero de nds e pelo grau da spline (de Boor 1978).

Em notacdo matricial, a transformag¢do da camada / para a camada / 4 1 pode ser vista
como uma aplica¢cdo de uma “matriz funcional” ®; ao vetor de saida x;:

X/+1 = (I)Z(Xl). (2.16)

A saida final da rede x; apds L camadas € a composi¢do dessas transformacdes funci-
onais:

X7, = ((I)L,1 O¢L,20---O¢0) (X()). (2.17)

Esta estrutura difere significativamente da composicao de transformagdes lineares e
ativacoes nao lineares fixas dos MLPs, definida pela Equacdo 2.18.

X, = (6p-10P, 1006, 20P, 20---06¢0Fy) (X), (2.18)

onde G; e P; sdo a fungdo de ativacdo e a matriz de pesos da camada i da rede MLP,
respectivamente.

As KANs oferecem vantagens potenciais em termos de precisao e interpretabilidade.
Teoricamente, KANs podem alcangar melhor escalabilidade em relacdo a precisdo do que
MLPs para certas classes de fung¢des, pois a complexidade (nimero de parametros) cresce
mais lentamente com a dimensdo da entrada n (Liu et al. 2025). A interpretabilidade
advém da possibilidade de visualizar as fungdes univariadas ¢; ; ; aprendidas, o que pode
revelar como a rede decompde a fungdo multivariada e quais interacdes entre varidveis
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sdo importantes. Além disso, a arquitetura permite a adaptacdo dindmica da resolucdo
das splines, o que pode aprimorar a precisdo da aproximac@o em regides especificas do
espaco de entrada.

Contudo, o treinamento das KANs envolve otimizar um nimero maior de parametros
(coeficientes das splines) e pode exigir mais recursos computacionais em comparagdo
ao treinamento de MLPs equivalentes em relacdo ao nimero de camadas e neurdnios.
A estabilidade numérica e a convergéncia durante o treinamento também sao dreas de
pesquisa ativa (Dhiman 2024).

2.3.1 Atualizacao Adaptativa da Grade Durante o Treinamento

Um mecanismo importante na implementagdao da KAN € o de atualizagdo adaptativa
da grade durante o treinamento, conforme proposto por (Liu et al. 2025). Este meca-
nismo ajusta a distribui¢do dos nés da grade para concentrar mais recursos em regioes do
dominio com maior complexidade funcional.

Formalmente, para cada fun¢do unidimensional g, a posi¢dao dos nds € atualizada pe-
riodicamente de acordo com a distribuicao empirica dos dados de entrada e a magnitude
dos gradientes da fun¢do de perda em relagdo aos coeficientes B-splines:

i =Q(i-1)/(G-1)), i=1.2,...,G (2.19)
onde @, € a funcdo quantil da distribui¢io de densidade p, definida como:
0L dg(x))
o< 2.20
PO X 1500 o (2.20)

Jix;eH (x)

onde # (x) é uma vizinhanga de x, e a soma é calculada sobre todas as amostras de entrada
que caem nesta vizinhanga.

2.4 Transformada B-splines Direta como Filtro de Suavi-
Zacao

As B-splines sdo fungdes polinomiais por partes que constituem uma base popular
para a representacdo e aproximacao de funcdes, devido as suas propriedades vantajo-
sas: suporte local compacto, suavidade controldvel pelo grau n, particdo da unidade e
estabilidade numérica (de Boor 1978). A transformada B-splines direta ¢ um algoritmo
computacionalmente eficiente para determinar os coeficientes c[k|] de uma representacéo
B-splines f(x) =Y c[k]p"(x— k), que interpola ou aproxima um sinal discreto s[k] amos-
trado em pontos inteiros, onde B"(x) é a fungdo B-splines causal de grau n centrada na
origem.

A interpolacdo exata (f(k) = s[k]) requer a solucéo de um sistema linear envolvendo
a matriz de convolugdo com as amostras da B-splines B"[k]. Essa deconvolugdo pode ser
realizada de forma eficiente como um filtro de Resposta ao Impulso Infinito (IIR, do in-
glés Infinite Impulse Response), explorando a fatorizacao da transformada z da sequéncia
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B"[k] (Unser et al. 1993b, Unser et al. 1993a).

A formulacdo apresentada no texto original, utilizando as recursdes causal e anticausal
com o polo z; = —2+4 /3, corresponde a uma aplicacio especifica dessa teoria, resultando
em um filtro de suavizacdo. Este filtro aproxima a projecdo do sinal s[k] no espago das
splines ctbicas (n = 3).

A funcio de base B-splines ctbica B?(x) é definida como:

(2—x)? I<|xf <2
B3(x):6 4—6x2+3x> 0< x| <1 (2.21)
0 x| >2

O filtro IIR, correspondente a interpolacdo exata, tem polos estdveis e instdveis. A
aplicacdo sequencial de filtros recursivos baseados apenas nos polos estdveis (como z;)
de forma causal e anticausal implementa um filtro de suavizagdo simétrico e de fase zero,
cujo efeito é aproximar o sinal original pela sua proje¢do no espago das splines (Unser
1999).

As equagdes para as recursdes causal (¢T) e anticausal (¢ ™) sdo apresentadas a seguir:

* Recursao Causal: A recursdo causal € expressa pela seguinte equacao:
c[k] = ous[k] +z1-cT[k—1], parak=1,2,...,N—1. (2.22)

A condigdo inicial ¢*[0] deve ser devidamente inicializada para garantir o trata-
mento adequado das condi¢des de contorno. Uma abordagem possivel € utilizar
a soma da série geométrica para simular um sinal infinito ou aplicar condi¢des de
contorno especificas.

* Recursao Anticausal: A recursio anticausal é dada por:

ckl=z1-(c[k+1]—cT[k]), parak=N-2,N-3,...,0. (2.23)

A condigio inicial ¢~ [N — 1] também requer tratamento especial nas bordas.

* Resultado Final: O resultado final é obtido a partir de c[k] = ¢~ [k], fornecendo os
coeficientes B-splines que representam uma verséo suavizada do sinal original s[k].
A funcdo continua suavizada €, entdo, dada por:

Jimootn (x) = Y c[KIB* (x— k). (2.24)
k

No entanto, a aplicagdo direta do método de interpolacao descrito em dados discretos
com bordas pode introduzir artefatos e descontinuidades. Para mitigar esses problemas,
o espelhamento simétrico (do inglés, mirror padding) é empregado nas bordas da matriz
de coeficientes do modelo de velocidade antes da interpolagcdo. Este procedimento ga-
rante a continuidade do modelo de velocidades apds a reconstrugdo, resultando em um
comportamento adequado das derivadas nas regidoes da borda do campo de velocidade.

O espelhamento simétrico consiste em estender a matriz de coeficientes, replicando
valores internos de forma simétrica nas bordas, conforme o exemplo ilustrado na Fi-
gura 2.5. Esta técnica é matematicamente justificada pela necessidade de estender o
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Figura 2.5: Exemplo da aplicagdo de um mirror padding em um conjunto de dados bidi-
mensional, como o campo de velocidade. Em vermelho estio os valores do conjunto de
dados original, enquanto nos azuis estdo os dados espelhados.

11|10 9 |10(f11}|12)11|10

/|6 |5|6|7|8|7]6

3212|3432

716|5(6|7|8|7]6

111101 9 |10]|11|12}11|10

15114113|14|15]16|15|14

11{10( 9 (101112 (11|10

716|567 |8(|7

6
|

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

suporte local das fungdes base B3(x) das B-splines, que tém um suporte finito definido
no intervalo [—2,2] para o caso ctibico (n = 3). Essas fun¢des de base precisam de da-
dos além dos limites da matriz original para garantir uma interpolacdo suave nas bordas,
sem introduzir descontinuidade ou erros numéricos. A implementagao do espelhamento
simétrico para um mirror padding de 1 € dada por

CespelhadO(l" ]) — C(n(l), m(])),

2, i=1, 2, j=1, (2.25)
n(i)=<i—1, 2<i<N+1, m(j)=49j-1, 2<j<M+1,
N, i=N+2, M, j=M+2.
onde cePelhado ;i) corresponde ao elemento da linha #, coluna j da matriz de coeficientes

de velocidade estendida pelo espelhamento simétrico. Os indices i € {1,2,...,N+2} e
j€{1,2,...,M+2} percorrem a nova matriz c®Pad° com dimensdes (N +2) x (M +2),
sendo N x M as dimensdes da matriz original ¢. Por fim, n(i) e m(j) sdo fungdes que
mapeiam, respectivamente, o indice da linha e da coluna da matriz original c a partir de
um fndice da matriz espelhada ¢esPehado,

A auséncia de tais valores resultaria em uma interpolacao inconsistente e na introdu-
cdo de descontinuidades artificiais nas bordas. Ao garantir a suavizagdo e a continuidade
das derivadas, o espelhamento simétrico assegura que o campo de velocidade interpolado
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(v(x)) e suas derivadas parciais (como % e g—;) se comportem de maneira previsivel e

suave em toda a extensao do dominio, incluindo as bordas. Isso é particularmente rele-
vante para o célculo do gradiente do campo de velocidade (Vv) utilizado na integragao
das equagdes de tracamento de raios (Unser et al. 1993a, Unser 1999, de Boor 1978).

A transformada B-splines atua como um filtro passa-baixas eficaz. A resposta em
frequéncia do filtro de suavizac¢do B-splines de grau n aproxima uma funcao sinc elevada
apoténcia n+ 1, proporcionando uma atenuagao suave das altas frequéncias (Unser 1999).
Essa propriedade € extremamente til para a regularizacdo de dados ruidosos e para garan-
tir a diferenciabilidade de campos (como modelos de velocidade sismica) representados
a partir de dados discretos. A representacdo B-splines garante que o campo reconstruido
f(x) seja continuo C"~! (para grau n), o que é essencial para métodos que dependem de
gradientes, como a integracdo das equacdes de tracamento de raios (Equagdo 2.4) ou o
célculo do termo fisico em PINNs. A eficiéncia computacional O(N) dos filtros recur-
sivos torna esta abordagem pratica para grandes conjuntos de dados em 1D, 2D ou 3D
(através de separabilidade) (Unser et al. 1993a).



Capitulo 3

Trabalhos Relacionados

Pesquisadores do mundo todo e de diferentes dreas se dedicam a investigar o tema do
tracamento de raios sismicos e suas aplicacdes na geofisica computacional. Este capitulo
apresenta producdes pertencentes ao estado da arte do tema desta pesquisa.

3.1 Pesquisa Bibliografica

O tracamento de raios sismicos constitui uma drea de pesquisa consolidada na geo-
fisica, com uma extensa literatura que remonta as primeiras aplicacdes em sismologia e
exploragdo de hidrocarbonetos. Esta secao apresenta os fundamentos tedricos e as defini-
coes das ferramentas matemadticas utilizadas.

3.1.1 Fundamentos do Tracamento de Raios Sismicos

Os fundamentos tedricos do tracamento de raios sismicos foram estabelecidos por
trabalhos fundamentais como o de Virieux et al. (1988), que expandiu a base tedrica ao
desenvolver métodos especificos para tracamento de raios em meios lateralmente hete-
rogéneos. Posteriormente, Cerveny (2001) desenvolveu uma teoria abrangente para a
propagacdo de ondas sismicas em meios heterogéneos e anisotrépicos. Seu livro Seismic
Ray Theory tornou-se uma referéncia fundamental, apresentando formulacdes matemati-
cas rigorosas baseadas em principios variacionais e na teoria de Hamiltonianos.

A formulacdo matematica do problema como um sistema de equacdes diferenciais
ordinarias foi explorada detalhadamente por Cerveny (1989), que introduziu o conceito
de fatoracdo para meios anisotropicos. Posteriormente, Margrave (2003) apresentou al-
goritmos numéricos implementéveis para a solugdo dessas equacoes, estabelecendo o ar-
cabouco para os métodos computacionais.

3.1.2 Meétodos Numéricos Tradicionais

Os métodos numéricos cldssicos evoluiram significativamente nas ultimas décadas. Ju-
lian (1970) introduziu um dos primeiros algoritmos eficientes para tragcamento de raios em
meios heterogéneos, baseado em integracdo numérica direta. Pereyra (1992) desenvolve-
ram o método de “bending”, que otimiza iterativamente um caminho inicial para satisfazer
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o principio de Fermat.

Vesnaver (1996) propds uma abordagem baseada no principio de Fermat para grades
irregulares. O método de Runge-Kutta, amplamente utilizado para integracdo numérica,
foi adaptado para aplicacOes geofisicas por Margrave & Lamoureux (2019). Uma con-
tribuicao significativa foi feita por Koketsu & Sekine (1998) com o método de “pseudo-
bending” para uma Terra esférica, enquanto Rawlinson & Sambridge (2004) introduziu o
método de fast marching para evolugao de frentes de onda.

3.1.3 Fundamentos de Redes Neurais e PINNs

Para além dos métodos numéricos cldssicos, novas ferramentas computacionais sur-
giram. As Redes Neurais com Informacgdo Fisica (PINNs, do inglés Physics Informed
Neural Networks) emergiram como um framework para resolver equagdes diferenciais.
O trabalho pioneiro de Raissi et al. (2019) introduziu o conceito de PINNs para resolver
problemas diretos e inversos envolvendo equacdes diferenciais parciais ndo-lineares.

Karniadakis et al. (2021) realizaram uma revisao abrangente do aprendizado de mé-
quina com informacdo fisica, enquanto Cuomo et al. (2022) analisaram o estado atual
e perspectivas futuras das PINNs. Em termos de otimizacdo dessas redes, Wang et al.
(2022) demonstraram que o respeito a causalidade é crucial para o treinamento eficaz,
e Miiller & Zeinhofer (2023) introduziram o Energy Natural Gradient Descent (ENGD)
para alcancar alta precisao.

3.1.4 Fundamentos das Redes de Kolmogorov-Arnold (KANs)

As Redes de Kolmogorov-Arnold (KANSs, do inglés Kolmogorov-Arnold Networks)
representam uma inovagao recente na arquitetura de redes neurais. O trabalho pioneiro
de Liu et al. (2025) introduziu as KANs inspiradas pelo teorema da representacdo de
Kolmogorov-Arnold, demonstrando capacidade superior de representacdo para funcdes
multivariadas. Dhiman (2024) aprofundaram a compreensdo tedrica das KANs, anali-
sando suas propriedades matemadticas e capacidades de aproximacdo, estabelecendo a
base para seu uso em problemas complexos.

3.2 Estado da Arte

Esta secdo analisa como as técnicas descritas anteriormente sio aplicadas especifica-
mente no problema de tragcamento de raios e modelagem sismica, delineando o estdgio
atual do conhecimento e as lacunas persistentes.

3.2.1 Evolucao dos Métodos Numéricos em Geofisica

Os métodos numéricos continuam evoluindo para lidar com a complexidade geol6-
gica. Virieux & Operto (2009) desenvolveram abordagens para inversao da forma de onda
completa, enquanto Cerveny (1989) introduziu métodos répidos para meios anisotrépi-
cos baseados em perturbacdo. A computagdo de alto desempenho também foi integrada,
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com Jaros et al. (2021) implementando algoritmos em GPUs e Badouel et al. (1990) de-
senvolvendo frameworks paralelos. Contudo, Farra & Madariaga (1988) demonstraram
que instabilidades intrinsecas persistem em cendrios geologicamente complexos.

3.2.2 Aprendizado de Maquina Aplicado ao Tracamento de Raios

A aplicacdo de técnicas de aprendizado de mdaquina transformou o tragamento de
raios. Bergen et al. (2019) e Zhu et al. (2019) estabeleceram precedentes na deteccao de
fases sismicas. No contexto especifico de tempos de transito, Smith et al. (2021) desen-
volveram a EikoNet para resolver a equacao eikonal, demonstrando generalizacdo, mas
limita¢Ges em fortes contrastes.

O uso de PINNs em geofisica avangcou com Moseley et al. (2020a) resolvendo a equa-
cdo da onda e bin Waheed et al. (2021) aplicando solucionadores neurais para a equagao
eikonal, abordando patologias causais. Moseley et al. (2020b) aplicaram PINNs a equagao
da onda sismica com resultados promissores em modelos sintéticos.

Uma contribui¢do central para esta discussdo € o trabalho de Duarte et al. (2023), que
aplicaram PINNs especificamente ao sistema de EDOs do tracamento de raios. Embora
tenham demonstrado a viabilidade da abordagem, identificaram limitacdes significativas
na generalizacdo para diferentes condicdes iniciais, um desafio que motiva novas pesqui-
sas.

3.2.3 Aplicacoes Recentes de KANs em Fisica

Embora as KANs sejam recentes, suas aplicacdes em dominios cientificos ja comeca-
ram a ser exploradas, superando limita¢des de redes convencionais. Yamak et al. (2025)
utilizaram KANs para previsdo de séries temporais, enquanto Hadj Kilani (2024) desta-
caram sua relevancia para problemas que exigem alta precisao.

Na fronteira do conhecimento, Shuai & Li (2025) e Patra et al. (2024) realizaram
trabalhos pioneiros na integracdo de KANs com principios de informagao fisica (Physics-
Informed KANS), aplicando-as a sistemas de energia e resolucio de equagdes diferenciais
parciais, demonstrando capacidades superiores de generalizacdo e convergéncia em rela-
cdo as PINNSs tradicionais.

3.3 Contribuicoes do Trabalho Proposto

A principal contribui¢do deste trabalho € a introdugdo pioneira das Redes de Kol-
mogorov-Arnold com Informagdo Fisica (PIKANs) para o problema especifico de tra-
camento de raios sismicos para multiplas condi¢des iniciais ndo vistas durante o treina-
mento. Enquanto trabalhos anteriores exploraram a aplicacao de PINNs convencionais
para este problema (Duarte et al. 2023, bin Waheed et al. 2021), a utilizacdo de KANs
como arquitetura base representa uma inovagao significativa.

As KANs oferecem capacidades superiores de representagdo para funcdes multivari-
adas de maior complexidade, gracas a sua fundamentacio no teorema da representacao
de Kolmogorov-Arnold (Liu et al. 2025, Dhiman 2024). Ao integrar esta arquitetura com
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principios de informacao fisica, este trabalho estabelece um novo paradigma para mode-
lagem de propagacdo de ondas sismicas.

Uma limitacao critica identificada em trabalhos anteriores € a dificuldade de genera-
lizagdo para diferentes condic¢des iniciais (Duarte et al. 2023, Smith et al. 2021). Tipica-
mente, as PINNs sdo treinadas para uma tnica trajetéria de raio com condig¢des iniciais
fixas, necessitando retreinamento para cada nova configuragao.

A abordagem proposta supera esta limitacao ao incorporar condi¢des iniciais (posi¢ao
da fonte e angulo de disparo) diretamente como entradas do modelo PIKAN. Esta estra-
tégia, combinada com a capacidade superior de representacao das KANs, permite que um
unico modelo aprenda a mapear familias continuas de trajetdrias de raios, generalizando
efetivamente para condicdes iniciais ndo vistas durante o treinamento.

Esta contribui¢do € particularmente relevante para aplicacdes praticas em imagea-
mento sismico e inversdo tomografica, onde madltiplas trajetérias de raios precisam ser
calculadas eficientemente. A capacidade de generalizacdo da abordagem proposta repre-
senta um avanco significativo em relagdo ao estado da arte, potencialmente transformando
fluxos de trabalho em geofisica computacional.

Outra contribuicao deste trabalho € a introdugao de uma estratégia de regularizacao
consciente de dados, que pondera adaptativamente a perda fisica pela densidade local
de dados, inspirado pelo trabalho de Eivazi et al. (2022), estendendo este conceito para
o contexto especifico do tragamento de raios sismicos, onde a distribuicdo espacial dos
dados de treinamento pode ser altamente ndo uniforme. A estratégia proposta promove a
consisténcia fisica em regides sub-amostradas pelas trajetorias dos raios e o refinamento
guiado por dados em regides bem amostradas.



Capitulo 4

Metodologia

Este capitulo esta organizado em trés secoes, visando detalhar a metodologia proposta:
Obten¢do do Conjunto de Dados Sintéticos, Treinamento do Modelo e Avaliagdo da Abor-
dagem. A Figura 4.1 apresenta um esquema geral que sintetiza e orienta a explicacdo das
etapas adotadas na abordagem proposta. O diagrama utiliza a seguinte codificacao de co-
res: processos sao representados em preto, entradas dos processos e hiperparametros em
verde, e saidas em laranja.

Uma caracteristica importante deste trabalho é que todos os experimentos e a imple-
mentacdo dos algoritmos foram realizados na linguagem Python. Para garantir a repro-
dutibilidade dos resultados, o cédigo-fonte completo estd disponivel em um repositério
puiblico na plataforma GitHub', proporcionando acesso aberto as implementacdes.

4.1 Parte 1: Obtencao do Conjunto de Dados Sintéticos

O objetivo principal desta etapa € gerar um conjunto de dados diversificado e repre-
sentativo das trajetdrias dos raios sismicos em um meio com um gradiente de velocidade
definido por uma nuvem de pontos conhecida, seja por meio de um modelo de veloci-
dade parametrizado ou obtido experimentalmente. Um exemplo de modelo de velocidade
esperado € ilustrado na Figura 4.1.

A saida dessa etapa consiste em trés conjuntos de dados, utilizados para treinamento,
validacdo e teste do modelo, que contém, respectivamente, 60%, 20% e 20% do total de
raios sismicos simulados. Nos conjuntos de validacdo e teste, as varidveis de entrada, ou
features (caracteristicas), sdo: a posicdo inicial (xg e zp); o angulo do vetor de vagaro-
sidade inicial (8p); e o instante de tempo (¢), que define o tempo de propagacdo do raio
desde sua posicao inicial em ¢ = 0. J4 as varidveis de saida, ou target (alvo), sdo: a posi-
cdo do tracamento do raio (x e z); e as componentes x e z do vetor de vagarosidade (p, e
P2)-

No caso do conjunto de dados de treinamento, as varidveis de entrada e saida s@o
basicamente as mesmas, com a inclusdo de cinco varidveis adicionais na entrada, que
sdo utilizadas na funcdo de custo fisica: as derivadas parciais da posicdo em relagdo ao

dx dz . . . ~
tempo (E e 5) ; as derivadas parciais do vetor de vagarosidade em relagdo ao tempo

IRepositério disponivel em: https://github.com/Lucastmarques/PIKAN-RT.
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Figura 4.1: Esquema geral da nova abordagem proposta para o tracamento de raios sismi-
cos. Processos sdo representados em preto, entradas dos processos e hiperpardmetros em
verde, e saidas em laranja.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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(dpx dp:
e dr
derivadas e dos pesos wy serdo explicados com mais detalhes nas Subsecdes 4.1.2 € 4.1.3,
respectivamente.

); e o peso adaptativo da fungdo de custo fisica (wy). A obtengdo dessas

4.1.1 Aplicacao do Filtro B-Splines

Como a maioria dos modelos de velocidade possuem descontinuidades, faz-se neces-
sério a suavizacdo do modelo, com o objetivo de garantir a continuidade e diferenciabi-
lidade do campo. Na abordagem proposta, € utilizado a transformada B-splines direta
como filtro de suavizacdo, cuja explicacdo foi apresentada na Secdo 2.4 deste trabalho.

A etapa de suavizacdo inicia-se com a subamostragem dos pontos da grade do campo
de velocidade por um fator s escolhido, tal que

(amostrado) (orig)
Vi o 0§, j-s? (4-1)

onde (j,i) sdo as coordenadas dos pontos da grade subamostrada do campo de velocidade,
e (i-s,j-s) sdo as coordenadas correspondentes na grade original.

O campo de velocidade subamostrado resultante é definido em uma grade menos pre-
cisa, que é representada como uma matriz I € RV*¥_ Para suavizar este campo discreto,
aplica-se a transformada B-splines direta, que opera em duas dimensdes aplicando um
filtro unidimensional ao longo de cada eixo independentemente. Esta estrutura separdvel
reduz a complexidade computacional e permite uma implementagdo eficiente (Briand &
Monasse 2018, Shulga et al. 2019).

Seja f : RE — RE o operador de filtragem B-splines unidimensional recursivo que
calcula os coeficientes splines para uma dada sequéncia de entrada, onde L representa a
dimensdo da entrada e da saida do operador de filtragem. Primeiramente, o operador de
filtragem f € aplicado a cada linha da imagem I, produzindo uma matriz intermedidria
CO) e RVM  Em seguida, o mesmo operador € aplicado a cada coluna de c© para
obter a matriz final de coeficientes B-splines C € RV*¥_ Este procedimento pode ser
formalmente escrito como:

Cg?):f(liﬁ), parai=1,2,...,N,

0 .
C. Zf(C;(,J-)), para j=1,2,..., M.

4.2)

Utilizando os coeficientes c[i, j] € C, é possivel reconstruir o campo de velocidade
v(x,z), com descontinuidades reduzidas, a partir de uma soma ponderada dos coeficientes
proximos. A Equagdo 4.3 descreve o processo de reconstrucao:

v(x,z)zgg li+k,j+1]B (é—k—(i—l))ﬁ(:—g—l—(j—l)), 4.3)

onde k = |z/dg]| e I = |x/dg] sdo as partes inteiras das coordenadas normalizadas, e dg
representa o espagamento entre os coeficientes B-splines vizinhos. Esse espacamento é
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dado pelo produto do fator de subamostragem s € o espacamento entre as amostras do
campo de velocidade discreto dggver, Ou seja, dg = s - dgover. O valor de dgover pode ser
obtido a partir da frequéncia de amostragem nos casos em que o modelo de velocidade foi
obtido experimentalmente. Por fim, B?(-) é a fungdo de base B-splines ciibica, definida
como:

%—x2+%|x|3, se 0 < |x| <1,
3
B3(x) = (2_6|x|) , se 1 < |x] <2, (4.4)
0, caso contrario.

Um exemplo da saida esperada desta etapa € apresentado na Figura 4.1.

4.1.2 Tracamento de Raios Sismicos

Como explicado na Secao 2.2, as PINNs sdo tradicionalmente treinadas a partir de um
balanceamento entre informagdes obtidas experimentalmente, isto é, um conjunto de da-
dos observados, e informacdes obtidas pela teoria, isto €, equacdes fisicas que descrevem
e/ou restringem o problema. Desta forma, € necessario obter amostras de tracamentos de
raios com diferentes posi¢des iniciais em um mesmo campo de velocidade, para que seja
possivel obter as informacdes experimentais para este problema. A metodologia mais uti-
lizada nesses casos € a utilizacdo de dados sintéticos. Esta se¢do detalha a implementagdo
do método de Runge-Kutta de segunda ordem para a integracdo numérica das equacoes
candnicas de Hamilton que governam a propagacao dos raios em um meio heterogéneo.

Formulacao Matematica

Andlogo ao que foi apresentado na Se¢do 2.1, € possivel descrever a evolugdo de um
raio sismico em um meio heterogéneo, para um sistema de coordenadas bidimensionais,
pelo seguinte sistema de equacdes diferenciais ordindrias (EDOs):

dx

E = VZ(X)p,

dp 1

i I V/

i~ v W

onde x = (x,z) representa a posi¢do espacial do raio, p = (py, p;) é o vetor de vagarosi-
dade, v(x) é o campo de velocidade, e t é o tempo de trinsito ao longo do raio.
Este sistema pode ser reescrito na forma vetorial como:

dr
Frie f(r,z), 4.5)

onde r = (x,z, px, p;) é o vetor de estado do raio e f(r,7) é a funcdo que define o lado
direito do sistema de EDOs:
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OyV azv) . 6)

f(r,1) = (vsz, Vpg, ==, ——
v v

Implementacao do Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem

Para resolver numericamente o sistema de equagdes diferenciais ordindrias (EDOs)
que descrevem a trajetdria de um raio sismico, foi utilizado o método de Runge-Kutta de
segunda ordem, também conhecido como método do ponto médio. Este método pro-
porciona um bom equilibrio entre precisdo e eficiéncia computacional, sendo especi-
almente adequado para o tracamento de raios sismicos em modelos geofisicos (Zelt &
Ellis 1988, Rawlinson et al. 2008, Zhang et al. 2017).

O algoritmo proposto recebe como entrada o passo de tempo para a integragdo numé-
rica (dt), o tempo maximo de propagacgdo do raio (tmax), o vetor de estado inicial do raio
ro = (x0,20, Px0, Pz0), 0s limites do dominio computacional nas diregdes x e z, os coefi-
cientes B-splines do modelo de velocidade (cli, j]) e o espagamento da grade para esses
coeficientes (dg).

A implementagdo do algoritmo comeca com a definicdo da grade temporal e a alo-
cacdo de memoria para armazenar a trajetéria do raio e suas derivadas. Em seguida, os
coeficientes do modelo de velocidade sdo espelhados para garantir que as condicdes de
contorno sejam tratadas adequadamente durante a interpolacdo B-splines. As derivadas
do vetor de estado no instante inicial sdo calculadas avaliando a fungdo f(r,7) no ponto
inicial. Tanto o campo de velocidade v quanto as suas derivadas espaciais dyv € d,v sdo
calculadas por meio de interpolacdo B-splines.

O nitcleo do algoritmo consiste na integracdo numérica, que itera sobre os passos de
tempo, aplicando o método de Runge-Kutta de segunda ordem para avangar a solugdo da
trajetdria do raio. O Algoritmo 1 ilustra o processo de integragao.

O espelhamento simétrico (linha 3 do algoritmo 1) tem o objetivo de estender a matriz
de coeficientes replicando valores internos de forma simétrica nas bordas, para garan-
tir a continuidade e valores adequados das derivadas nas regides da borda do campo de
velocidade, conforme explicado na Secdo 2.3.
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Algoritmo 1: Integracdo de Trajetéria de Raio usando o Método Runge-Kutta
de Segunda Ordem

Entrada: Estado inicial do raio ry = (x0, 20, Pxy, Pz, )> teMpo Maximo #max,
tamanho do passo de integracdo dr, coeficientes de velocidade c[i, j],
resolucdo espacial dg, limites do dominio (Xmin,Xmax ) (Zmin,Zmax)

Saida: Vetor de tempo 7, trajetéria do raio r(¢) e suas derivadas 7(¢)

1 Calcular nimero de passos de integragdo: N = [fmax/df ] + 1;

2 Inicializar o array de trajetéria de raio r(t) € RV*# e definir #(0) = rp;

3 Aplicar espelhamento simétrico nos coeficientes de velocidade:
c®spelhado — s rrori2d(c);

4 Calcular a velocidade inicial vg e seus gradientes (dyv,d;v) em (xp,zo) usando
interpolag@o B-splines;

5 Inicializar o array de derivadas #(t) € RV** e definir:

OV 0y
; 2 2 X z
r<0) = (v()pxw vOpZm I
Vo Vo
6 parai=1até N — 1 faca
7 Limitar a posi¢ao atual (x;,z;) para ficar dentro dos limites;
8 Avaliar v, d,v, e 9;v em (x;,2;);
9 Calcular o primeiro passo RK kj:
OV 0y
2 2
kl =dr- (V Px,V Pz, _La ——=
v v
10 Estimar o estado no ponto médio ryjg = ri—1 +0.5-kq;
11 Limitar (Xmid,Zmid) 20s limites;
12 Avaliar v, dyv, € d,v no ponto médio;
13 Calcular o segundo passo RK k;:

ko =dt - (vzp;md7 vngmdv _%V? _%v)

14 Atualizar o estado do raio: r; = ri_1 + kp;

15 Avaliar l;'l‘ Ccomo:
. 2. 0 2 i va aZv
”i—(VanVPza )

1% 1%

16 fim
17 retorna s, r(t), i(t)

Em cada iteracdo, o algoritmo primeiro calcula o incremento k; avaliando a func¢ado f
no ponto atual. As coordenadas sdo limitadas aos limites do dominio computacional para
evitar extrapolacao durante a interpolacdo do campo de velocidade. Em seguida, estima-
se um estado intermedidrio r;—1 4+ 0.5 - k1 e calcula-se o incremento k; avaliando a funcao
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f neste ponto médio. O estado do raio € entdo atualizado utilizando o incremento k», € as
derivadas do vetor de estado no ponto atualizado sdo calculadas e armazenadas para uso
posterior.

O método de Runge-Kutta de segunda ordem utilizado nesta implementagdo pode ser
resumido pelas seguintes equacoes:

ki = dt-f(l‘ifl,tl;l), (4.7)
ky=dt-f(ris1 + 0.5k, t;i1 +0.5-dr), (4.8)
rh=r;—q —|—k2. (49)

Este método oferece uma precisio de segunda ordem (O(dz?)), significativamente me-
lhor que o método de Euler (O(dr)), com apenas um estagio intermedidrio adicional. A
funcdo retorna o vetor de tempos de transito, a matriz de estados do raio contendo os valo-
res de (x,z, px, p;) para cada instante de tempo, e a matriz de derivadas correspondentes,
que sao fundamentais para o treinamento do modelo proposto neste trabalho.

4.1.3 Criacao do Regularizador

No contexto de redes neurais informadas pela fisica (PINNs), os pesos da funcdo custo
desempenham um papel crucial ao equilibrar a contribui¢io entre os dados observados e
as restricoes fisicas do modelo. Estudos recentes demonstram que a escolha inadequada
desses pesos pode levar a convergéncia lenta, instabilidade no treinamento ou até mesmo
falha completa na aprendizagem (Wang et al. 2021, Xiang et al. 2022). Para garantir um
aprendizado adequado ao longo de todo o dominio de interesse, a atribuicdo dos pesos
¢ realizada de maneira adaptativa, levando em consideracdo a densidade dos dados em
diferentes regides do espaco de caracteristicas.

A estratégia adotada baseia-se na frequéncia espacial dos pontos de dados dentro de
intervalos pré-definidos, denominados de quadrantes. Regides com maior densidade de
dados recebem pesos adaptativos menores para a fungdo de custo fisica (wy), enquanto
regides com dados mais esparsos sdo atribuidas com pesos maiores, permitindo que o
modelo PINN aprenda de maneira equilibrada e evite o sobreajuste em dreas com mui-
tos dados. Esta abordagem alinha-se com os principios de balanceamento adaptativo de
perdas propostos por (Gao et al. 2025), que demonstraram melhorias significativas na
precisdo e estabilidade do treinamento quando os pesos sdo ajustados dinamicamente du-
rante o processo de otimizagdo. Matematicamente, o processo de atribui¢do dos pesos é
descrito a seguir.

Inicialmente, realiza-se a contagem do nimero de amostras em cada um dos m qua-
drantes. O nimero total de quadrantes m € determinado pela largura / — hiperparame-
tro da abordagem proposta — e pelas dimensdes do modelo de velocidade utilizado. A
frequéncia de dados para cada quadrante, denotada por p(g), € definida pelo nimero de
amostras que ele contém.
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n
p(q) = Z 1 [x,- € [lein,xqmax] Nzi € [quinvzgnax]} , (4.10)
i=1

onde 1 € a func@o indicadora, que assume valor 1 quando o ponto (x;,z;) estd dentro dos
limites [Xmin, Xmax] € [Zmin, Zmax]» € O caso contrdrio. Os intervalos [xrqnin,x?nax] e [qunin,zglax]
definem os limites do dominio do quadrante g que estd sendo avaliado, respectivamente
nos eixos x € z. Enquanto x; € z; sdo os pontos que compde cada um dos raios tracados no
conjunto de dados de treinamento com n amostras.

Ap6s calcular as frequéncias, estas sdo normalizadas no intervalo [0, 1] utilizando o

escalonamento Min-Max, o que pode ser expresso pela equacao:

(q) = p(g) —min(p)
Pnorm(q) = max(p) — min(p)’
onde Pnorm(q) representa a frequéncia normalizada do g-ésimo quadrante, e min(p) e
max(p) sdo os valores minimo e maximo das frequéncias calculadas, respectivamente.

Com as frequéncias normalizadas, os pesos da fun¢ao de custo fisica para cada qua-
drante sdo calculados como o inverso das frequéncias normalizadas:

(4.11)

1

Pnorm(q)

Além disso, € imposta uma restri¢do superior ao valor dos pesos da fun¢do de custo
fisica, de modo que w¢(g) seja limitado a um valor maximo de 10, para evitar que regioes
com frequéncias muito baixas tenham um peso excessivo que poderia causar instabilidade
no treinamento do modelo.

Atribuindo os pesos da funcdo de custo fisica aos pontos de dados, para cada ponto
(xi,2i), o quadrante correspondente é identificado e o peso da fung@o de custo fisica cor-
respondente a esse quadrante € atribuido ao ponto. O processo pode ser descrito pela
seguinte equacao:

wr(gq) = (4.12)

Wf(X,‘,Z,‘) = Wf(i)7 s€ (Xi,Zi) € [x;]nimx?nax] X [Z?nimzilnax]a (4.13)

g 4 a 4 = - x
em que [X ., Xmax] X [Zi,s max] 30 0s valores necessdrios para a reconstrucdo de cada
quadrante.
Este procedimento garante que os pesos sejam adequadamente distribuidos de acordo
com a densidade de dados em cada regido do espago de caracteristicas.
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Algoritmo 2: Cilculo e Atribui¢do dos Pesos da Funcdo de Custo Fisica aos
Dados
Entrada: Dados (data), restri¢des (restrictions), tamanho do passo (step)
Saida: Dados com pesos da fungdo de custo fisica atribuidos
1 Definir limites de cada quadrante com base nas restricoes;
2 Calcular frequéncias de dados para cada quadrante usando as restri¢des € o passo;
3 Normalizar as frequéncias usando escalonamento Min-Max;
/* Calcular e Clipar os pesos da funcdo de custo fisica para
cada quadrante */
4 para cada quadrante q em restrictions faca

Wf(Q) - pnonln(Q);
wi(q) = min(w(g),10)

7 fim
/* Salvar os pesos para cada registro de data na coluna
“pi_weight” */
8 para cada (x;,z;) em data faga
9 Identificar quadrante correspondente ¢ para (x;,z;);
10 datal(x;,z;), “pi_weight”] = wi(q);
1 fim
/* Retorna o conjunto de dados com a coluna de pesos da funcéo
de custo fisica atribuida */
12 retorna data

O Algoritmo 2 mostra como o processo de cédlculo e atribuicdo dos pesos da fun-
cdo de custo para cada amostra do conjunto de dados de treinamento € feito, através da
implementacdo das Equacdes 4.10 a 4.13. O valor 10 utilizado no clipping dos pesos,
na linha 6, foi obtido de maneira empirica e € fundamental para evitar que quadrantes com
pouco ou nenhum dado receba valores muito grandes, que tendem a infinito.

Por fim, é importante ressaltar que w}(q) € o peso da funcdo de custo fisica para cada
quadrante. S6 ap6s a identificacdo do quadrante e a atribuicdo dos pesos correspondentes
a cada amostra, nas linhas 8 a 11 do Algoritmo 2, que os pesos da fungdo fisica w(x;,z;)
sdo obtidos. Estes sdo utilizados durante o treinamento do modelo, de forma andloga
a Equagao 2.8, para obter a funcdo de custo total.

4.1.4 Divisao do Conjunto de Dados

Ap6s a simulacdo de todas as trajetdrias, os dados brutos foram organizados em um
formato estruturado, especificamente um DataFrame da biblioteca Pandas. Cada linha do
DataFrame corresponde a um ponto especifico (x, z) em uma determinada trajetoria de
raio, definida pelas suas condi¢des iniciais (xp, zo, 69), em um instante de tempo ¢. As
colunas do conjunto de dados foram definidas para incluir:

* Entradas (Features): As condicdes iniciais (xg, zo, 09) que definem o raio e o
tempo de transito ¢ até o ponto atual.
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* Saidas (Targets): As varidveis a serem previstas pelo modelo, sendo elas a posi¢ao
(x,z) e as componentes do vetor de vagarosidade (py, p;) no instante ¢.
« Informacdes Adicionais: As derivadas temporais (&, 9, 9P 9P

. & d d d ) também foram
armazenadas, assim como os pesos da fungdo de custo fisica (wy).

Esta estrutura permite que o modelo da abordagem proposta seja treinado para mapear
as condig¢des iniciais e o tempo de transito para o estado correspondente do raio (posi¢ao
e vagarosidade).

Para garantir uma avaliacdo imparcial do desempenho do modelo e evitar o vaza-
mento de informagdes (do inglés, data leakage) entre as fases de treinamento e teste, o
conjunto de dados completo foi dividido em trés subconjuntos mutuamente exclusivos:
Treinamento, Validacao (ou Desenvolvimento) e Teste.

No contexto de aprendizado de méquina, a divisao do conjunto de dados em trés
subconjuntos mutuamente exclusivos segue uma pratica metodoldgica consolidada e es-
sencial para o desenvolvimento de modelos robustos e generalizaveis (Goodfellow et al.
2016). O conjunto de Treinamento € utilizado para ajustar os pardmetros do modelo
através do processo de otimizagdo, permitindo que o algoritmo aprenda os padrdes sub-
jacentes aos dados. O conjunto de Validacdo, por sua vez, € utilizado para ajustar hi-
perparametros, selecionar arquiteturas e monitorar o processo de treinamento, evitando o
sobreajuste (do inglés, overfitting) (Bishop 2006). J4 o conjunto de Teste permanece com-
pletamente isolado durante todo o processo de desenvolvimento, sendo utilizado apenas
uma vez, ao final, para fornecer uma estimativa ndo-enviesada do desempenho do mo-
delo em dados nunca antes vistos, simulando o comportamento em ambiente de produgao
(Hastie et al. 2009).

Esta metodologia de divisdo tripla também € importante para o problema de traca-
mento de raios sismicos, onde a capacidade de generalizacdo para diferentes condi¢des
iniciais e modelos de velocidade é fundamental para aplicacdes préticas em geofisica ex-
ploratéria. Conforme destacado por (James et al. 2013), a avaliagdo em um conjunto
de teste independente € a Unica forma confidvel de verificar se o modelo aprendeu ca-
racteristicas genuinamente preditivas ou apenas memorizou peculiaridades dos dados de
treinamento.

Assim como mostra a Figura 4.2, a divisdo foi realizada estrategicamente com base
nas condicdes iniciais dnicas (xg,z,0¢) que definem cada raio completo. Ou seja, todas
as amostras pertencentes a uma mesma trajetoria de raio foram mantidas juntas no mesmo
subconjunto. Esta abordagem garante que o modelo ndo seja treinado e testado em seg-
mentos diferentes da mesma trajetoria, o que poderia inflar artificialmente as métricas de
desempenho. A proporcao da divisdo (i.e., 60% para treinamento, 20% para validacao,
20% para teste) foi aplicada sobre o conjunto de raios tnicos.

E crucial ressaltar que esta divisdo foi realizada antes de qualquer etapa de pré-
processamento adicional (como normalizagdo ou escalonamento dos dados), preservando
a independéncia estatistica entre os subconjuntos.

A geracdo, organizagdo e divisdo cuidadosa dos dados sintéticos foram processos fun-
damentais para assegurar a qualidade e a representatividade do conjunto de dados utili-
zado no subsequente treinamento e avaliacdo do modelo PIKAN, sendo, portanto, a dltima
etapa da parte 1 da abordagem proposta.



CAPITULO 4. METODOLOGIA 29

Figura 4.2: Divisao do Conjunto de Dados original em treinamento, validagdo e teste.

Conjunto de Dados Dividido

Conjunto de Dados Original

Treinamento

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

4.2 Parte 2: Treinamento e Validacao do Modelo

Assim como todo modelo de Aprendizado de Maquina, o processo de treinamento e
valida¢ao do modelo hibrido baseado na unido de Redes Neurais com Informagao Fisica
(PINNSs) e Redes de Kolmogorov-Arnold (KANs) constitui uma etapa fundamental para
garantir a capacidade preditiva e a conformidade fisica do sistema proposto. Esta se¢ao
detalha a metodologia empregada no treinamento e validacdo do modelo, abrangendo a
formulacao matemaética da funcdo de perda, as estratégias de otimizag@o, os mecanismos
de regularizagao e o protocolo de validacao implementados.

4.2.1 Formulacao da Func¢iao de Perda

A funcao de perda total (L)) foi estruturada para incorporar simultaneamente a ade-
réncia aos dados observados e o respeito as leis fisicas que governam o fendmeno mode-
lado. Conforme proposto por (Raissi et al. 2019), a abordagem de PINNs fundamenta-se
na combinacdo ponderada de termos de perda supervisionada e restricdes fisicas. No
contexto deste trabalho, a funcao de perda total é definida como:

Liotal = Lg + kaf + }\fregLreg (4-14)

onde L, representa a perda associada aos dados observados, Ly corresponde a perda rela-
cionada as restricdes fisicas, Ay € o peso atribuido a funcdo de perda fisica, e L engloba
os termos de regularizacio propostos por (Liu et al. 2025).

Perda de Dados

A perda de dados quantifica a discrepancia entre as previsdes do modelo e os valores
observados. Neste trabalho, adotou-se o erro quadratico médio (MSE) como métrica de
avaliacdo, alinhando-se com as recomendacdes de (Goodfellow et al. 2016) para proble-
mas de regressao:
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1 ¥ >
=~ L=yl (4.15)
i=1

onde N € o nimero de amostras do conjunto de dados de treinamento, y; representa a
saida prevista pelo modelo para a entrada x;, e y; corresponde ao valor observado.

Perda Fisica

A perda fisica incorpora o conhecimento das leis que governam o sistema, garantindo
que as solugdes geradas pelo modelo respeitem os principios fisicos subjacentes. No
contexto do tracamento de raios sismicos, esta perda € formulada a partir das equacdes
canonicas de Hamilton (éervenjl 2001):

2
) , (4.16)
2

onde x; representa a posi¢do do raio, p; € o vetor de vagarosidade, v(xi) ¢ a velocidade no
ponto x;, e Vv(x;) é o gradiente da velocidade.

A implementacao da perda fisica requer o cédlculo de derivadas parciais, que ¢ reali-
zado através de diferenciacdo automadtica, conforme destacado por (Baydin et al. 2018).
Esta abordagem permite a propagacdo eficiente dos gradientes através da rede neural,
facilitando a incorporacgdo das restri¢des fisicas no processo de otimizacao.

dx i 2

1N
S

H dpl

dr

Regularizacao

Para mitigar o sobreajuste e melhorar a generalizacao do modelo, foram implementa-
dos multiplos termos de regularizacdo, seguindo as diretrizes estabelecidas para Redes de
Kolmogorov-Arnold (Liu et al. 2025). A perda de regularizacdo € definida como:

Lieg = A1 L1 4 AentLent + Acoet Leoet + Acoetdiff Leoefdifts 4.17)

onde £ é a regularizacdo L1 aplicada aos parametros da rede, promovendo esparsidade
(Tibshirani 2018); Len: € a regularizacio baseada em entropia, que incentiva distribui-
coes nao-uniformes dos pesos; Lqoef penaliza a magnitude dos coeficientes das funcdes
splines; Lcoefqiff penaliza as variacdes bruscas entre coeficientes adjacentes, promovendo
suavidade nas funcdes aprendidas.

Os hiperpardmetros Az1, Aent> Acoef € Acoetdiff cOntrolam a influéncia de cada termo de
regularizacdo na funcdo de perda total.

No caso geral de qualquer rede neural, a regularizacdo L1 consiste em acrescentar a
funcao de perda original um termo proporcional a soma dos valores absolutos de todos os
parametros do modelo:

P

L1(8) = [6]1 =Y |64]- (4.18)

k=1
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No contexto especifico das Redes de Kolmogorov—Arnold (KAN), a regularizagdo L1
penaliza a magnitude média das proprias fungdes de ativacdo. Conforme definido (Liu
et al. 2025), a norma L1 de uma tnica funcdo de ativagdo ¢ denotada por |0|;, é sua
magnitude média sobre um conjunto de N, entradas:

1 N
Ly =10 = ]72 |0(x;)]| (4.19)
P i=1

Um valor baixo de |¢|; indica que a fungdo contribui pouco para a saida da rede,
tornando-a uma excelente op¢ao para ser removida no processo de simplificacdo da rede,
conhecido por poda (do inglés, pruning). Aplicando este conceito a uma camada & de
um modelo baseado na arquitetura KAN, com n;, entradas e nqy saidas, o termo de regu-
larizag@o L1 se torna a soma das normas L1 de todas essas funcdes:

Nin Hout

Leanti =Y, Y |00, (4.20)

i=1j=1
No contexto das KANSs, a regularizacdo L1 e a regulariza¢do por entropia atuam em
sinergia para aumentar a esparsidade da rede. Enquanto a L1 encolhe a magnitude de
todas as fung¢des de ativacdo, a regularizagdo por entropia incentiva uma distribui¢ao de
importancia pouco uniforme (de baixa entropia), forcando a rede a concentrar sua expres-

sividade em poucas conexdes vitais. Desta forma, a entropia de @ € definida por (Liu
et al. 2025):

Nin Nout B M)i,j‘l +¢e

= — lo , = 4.21
Lent i:ZU;pe gPe; Pe "DH—S ( )

onde € ¢ um valor infinitesimal que evita divisdes por zero.

4.2.2 Arquitetura e Implementacao

A implementacdo do modelo hibrido PIKAN foi realizada utilizando o framework
PyTorch, que oferece suporte nativo a diferenciacdo automadtica e facilita a implementacao
de arquiteturas personalizadas (Paszke et al. 2019). A estrutura do sistema foi encapsulada
em duas classes principais: Architecture e MappedLoss.

A classe Architecture gerencia o modelo KAN, as fun¢des de perda, os otimiza-
dores, os agendadores — responsdveis por atualizar a taxa de aprendizagem dos otimiza-
dores de acordo com alguma estratégia definida antes do treinamento — e as funcdes
fisicas. Esta abordagem modular facilita a experimentacdo com diferentes configura-
coes e hiperparametros (Smith 2018). A classe implementa métodos essenciais como
train_step_fn, val_step_fn, set_loaders e train, que orquestram o processo de
treinamento e validacao.

A classe MappedLoss, por sua vez, encapsula os diferentes componentes da fungdo de
perda, permitindo o monitoramento individualizado de cada termo durante o treinamento.
Esta abordagem facilita a andlise da contribuic@o relativa de cada componente e auxilia
na identificacdo de possiveis desequilibrios (Wang et al. 2021).
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4.2.3 Processo de Treinamento

O treinamento do modelo hibrido PIKAN foi conduzido utilizando mini-lotes (mini-
batches), uma técnica que equilibra eficiéncia computacional e estabilidade de conver-
géncia (Goodfellow et al. 2016). O processo de treinamento pode ser descrito pelo Algo-
ritmo 3.

Algoritmo 3: Treinamento do Modelo Hibrido PIKAN
Entrada: Conjunto de dados de treino (Dieino), conjunto de dados de validagao
(Dya1), nimero de €pocas (ngpocas)> pardmetros de regularizagdo A),
pardmetros de atualiza¢do da grade (Ograde)
Saida: Modelo treinado M e histérico de perdas
1 Inicializar modelo KAN M, otimizador O e agendador S;
2 B+ |@treino|;
3 para época = 1 até ngyocqs faca
4 Lireino < 0;

5 para cada mini-lote (Xpacn, Yparch) €m Dyreino faca
6 se critério de atualizacdo da grade for satisfeito entao
7 ‘ Atualizar parametros da grade Ograge;
8 fim
9 ?batch —M (z(batch>;
10 Ly < MSE(Ybatch, Yoatch )
1 Ly < PhysicsLoss(M , Xpatch);
12 Lreg < RegLoss(M,\);
13 Liotal = La+Np L+ Areg Lreg;
14 Calcular gradientes Vg Liotal;
15 Atualizar pardmetros: 0 <— 0 — Vg Liotal;
16 Lireino < Lireino T Liotals
17 fim

Lireino X

18 Lireino < B
19 Lya < Validar(M, Dyy);

20 Atualizar agendador § com base em Ly,;
21 Registrar métricas de desempenho;
22 fim

23 retorna Modelo M treinado e histérico de perdas

Um aspecto distintivo do treinamento de modelos KAN ¢€ a atualizacio adaptativa da
grade de splines, que permite refinar a representacao em regides de maior complexidade.
Conforme proposto por (Liu et al. 2025), a grade € atualizada periodicamente durante
o treinamento, com base na distribui¢cdo dos dados de entrada. Este processo € contro-
lado por parametros como update_grid, n_grid_update, start_grid_update_step
e stop_grid_update_step, que determinam quando e com que frequéncia as atualiza-
coes ocorrem. A seguir, apresenta-se uma formulacdo matemdtica formal que descreve
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como esses parametros interagem para controlar o processo de atualizacio:

Seja G a grade de splines do modelo KAN, ¢ a época de treinamento atual, e D =
{(x:,y:)}; o conjunto de dados de treinamento. O processo de atualizagdo da grade é
governado pelos seguintes parametros:

* 8 €{0,1}: parAmetro bindrio update_grid que habilita (6 = 1) ou desabilita (8 =
0) o mecanismo de atualizac¢do adaptativa;

* ny € N parmetro n_grid_update que define o nimero total de atualizacdes a
serem realizadas durante o treinamento;

* fsart € N: pardmetro start_grid_update_step que define o passo de treinamento
a partir do qual as atualizacdes comecam;

* Istop € N*: parAmetro stop_grid_update_step que define o passo de treinamento
apos o qual as atualizagdes cessam.

A frequéncia de atualizag@o fupdate € determinada por

t —1
f update — L Sop San startJ (422)
g
A condig¢ao para atualizacdo da grade no passo ¢ € dada por:
Atualizar(G,t) = B [tstart <t < tstop} [f — It =0 (mod fupdate)}a (4.23)

Quando Atualizar(G,t) = 1, a grade G é refinada com base na distribui¢do dos dados
de entrada {xi}é\': 1- O processo de refinamento adapta a densidade dos nés da grade para
concentrar mais recursos computacionais em regides do espago de entrada com maior
densidade de dados ou maior complexidade funcional.

Formalmente, para cada dimensio d do espaco de entrada, a densidade de nés py(x)
na posigao x ¢é ajustada proporcionalmente a densidade local dos dados py(x):

Pa(x) o< pa(x)%, (4.24)

onde o € um parametro que controla o grau de adaptatividade. Este processo resulta em
uma grade ndo uniforme que aloca mais nds em regides de maior interesse, otimizando
assim a capacidade de representacdo do modelo KAN.

A implementacdo pratica deste mecanismo utiliza o0 método update_grid_from_
samples da classe KAN, que recebe as amostras do mini-lote atual e atualiza a grade
com base na distribuicdo dessas amostras. O cddigo verifica a condi¢do de atualizagdo a
cada passo de treinamento:

if ( mod fupdae = 0) and (¢ < ft0p) and (¢ > fytare) and (p = 1) then update_grid (4.25)

Este mecanismo de atualizacdo adaptativa permite que o modelo KAN ajuste dinami-
camente sua capacidade de representacdo durante o treinamento, concentrando recursos
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em regides do espaco de entrada que requerem maior precisdo, resultando em melhor
desempenho e eficiéncia computacional.

A otimizacdo dos parametros do modelo foi realizada utilizando o algoritmo Adam
(Kingma & Ba 2017), que adapta as taxas de aprendizado para cada parametro individu-
almente, facilitando a convergéncia em problemas ndo convexos. A escolha deste otimiza-
dor € particularmente adequada para o treinamento de modelos hibridos PIKAN, devido
a natureza heterogénea dos gradientes provenientes dos diferentes termos da funcdo de
perda.

4.2.4 Ajuste do Tamanho da Grade na Rede de Kolmogorov-Arnold

Durante o treinamento do modelo KAN, alguns experimentos envolvendo a otimiza-
cdo de hiperparametros foram realizados, sendo o principal o ajuste do tamanho da grade
na arquitetura PIKAN, com o objetivo de identificar o valor de G que minimiza o erro de
validacdo do modelo. Formalmente:

G = arggleigLVal(%G)7 (426)

onde G € NT € o conjunto de tamanhos de grade considerados, My, representa o modelo
PIKAN treinado com tamanho de grade G, e L, € a fun¢do que retorna as métricas
avaliadas no conjunto de validagao.

Refinamento Progressivo do Tamanho da Grade

A metodologia adotada consiste no refinamento progressivo da grade sobre aprendi-
zado continuo em KANs (Liu et al. 2025). Este processo pode ser formalizado como uma
sequéncia de problemas de otimizagdo:

SJe)

i+1

= argmein L(B) sujeitoa P56, (06,) =6, 4.27)

onde G; e G;1 sdo tamanhos de grade consecutivos; na sequéncia G, 6, sdo os parime-
tros otimizados para o tamanho de grade G;, € g, ,G;,, € um operador de proje¢do que
mapeia os pardmetros de um modelo com tamanho de grade G; para um modelo equiva-
lente com tamanho de grade G, .

O operador de proje¢do %, G, , preserva a fungio representada pelo modelo original
através da interpolagdo dos coeficientes B-splines. Para cada fun¢do unidimensional g pa-
rametrizada por coeficientes {c j}?izl em uma grade de tamanho G;, os novos coeficientes

{cj}';i | para uma grade de tamanho G;y so calculados de modo a minimizar:

2
i1

b| 1
/ Z c jBI; (x) — Z c/jBI; (x)| dx (4.28)
a |j=1 j=1

Este processo de refinamento progressivo permite que o modelo preserve o conheci-
mento adquirido em grades menores enquanto ganha capacidade de representacao adici-
onal com o aumento do tamanho da grade.
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Protocolo Experimental

O protocolo experimental para o ajuste do tamanho da grade seguiu uma abordagem
sistematica estruturada nas seguintes etapas:

1. Imicializacdo: O modelo PIKAN foi inicializado com o menor tamanho de grade e
parametros aleatérios 8, seguindo a inicializagdo proposta por Liu et al. (2025):

2 2
Cl,i,j ~ N (0, dl_l 'l’ll) s W17i7j ~N (0, E) (4.29)

2

2. Treinamento inicial: O modelo foi treinado por um nimero especifico de épocas
utilizando o otimizador Adam com taxa de aprendizado 1 = 1073 e tamanho de lote
B =128:

6, " =6 —n-Adam (VoL(6())) (4.30)

3. Avaliacao: O modelo treinado foi avaliado no conjunto de validagao, calculando as
métricas de desempenho? para cada varigvel alvo.

4. Refinamento progressivo: Para cada tamanho de grade subsequente G; € NT, o
modelo foi refinado e treinado:

0 = %5, 5606, ) (4.31)
ol = B) —n- Adam (V@(Gé’?)) . t=0,1,... E—1 (4.32)

onde E; é o nimero de épocas de treinamento para cada configuragao.
5. Anadlise comparativa: Os resultados de todas as configura¢des foram analisados
para identificar o tamanho de grade 6timo G* que minimiza o erro de validagao:

* .1 u a
G :arngnenngj_Z’lRMSE(yj,yj) (4.33)

onde y; e §; representam os valores reais e previstos para a j-ésima varidvel alvo,
respectivamente.

Este protocolo experimental permitiu uma avaliacdo sistemdtica do impacto do ta-
manho da grade na capacidade de representacdo e no desempenho preditivo do modelo
PIKAN, fornecendo mais informacdes sobre o balanco entre complexidade do modelo e
generalizacgdo.

ZPara mais informagdes sobre os experimentos, consultar o Capitulo 5.
3Para mais informacdes sobre as métricas de avaliagdo, consultar a Parte 4.3.5.
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4.2.5 Ajuste do Fator de Subamostragem no Pré-processamento do
Campo de Velocidade

O fator de subamostragem s € um hiperparametro critico no pré-processamento do
campo de velocidade, determinando o nivel de suavizacdo aplicado ao modelo Marmousi
através da interpolacdo B-splines. O objetivo deste ajuste € encontrar o valor ideal de s
que equilibre a mitigacdo de descontinuidades numéricas com a preservacdo das carac-
teristicas geoldgicas essenciais do modelo. Formalmente, busca-se o fator que otimiza o
desempenho do modelo PIKAN no conjunto de validagdo:

s* = argmin Ly (Mp, ), (4.34)
seF ’

onde ¥ € N* € o conjunto de fatores de subamostragem considerados, My representa o
modelo PIKAN treinado com o campo de velocidade pré-processado com o fator s, € Ly
¢ a funcdo que retorna as métricas avaliadas no conjunto de validagdo.

Protocolo Experimental

O protocolo experimental para o ajuste do fator de subamostragem seguiu uma abor-
dagem sistematica estruturada nas seguintes etapas:

1. Selecao dos Fatores: Foi selecionado um conjunto discreto de fatores de subamos-
tragem F = {20,25,30,35,40} para avaliac@o.

2. Pré-processamento do Campo de Velocidade: Para cada s € #, o campo de ve-
locidade do modelo Marmousi foi subamostrado e interpolado usando B-splines,
gerando um campo de velocidade suavizado.

3. Treinamento e Avaliacao: O modelo PIKAN foi treinado por 10 épocas para cada
campo de velocidade pré-processado, utilizando o tamanho de grid de G = 4, oti-
mizador Adam com taxa de aprendizado | = 10~3 e tamanho de lote B = 128.

4. Avaliacao Quantitativa e Qualitativa: O modelo treinado foi avaliado no con-
junto de validacdo, calculando as métricas de desempenho® para cada varidvel alvo.
Adicionalmente, foi realizada uma anélise qualitativa da preservacao das estruturas
geoldgicas no campo de velocidade suavizado.

5. Andlise Comparativa: Os resultados de todas as configuragcdes foram analisados
para identificar o fator de subamostragem 6timo s* que minimiza o erro de validagcao
e maximiza a fidelidade estrutural.

Este protocolo experimental permite uma avaliacao sistematica do impacto do fator de
subamostragem na qualidade do campo de velocidade e, consequentemente, no desempe-
nho preditivo e na estabilidade do modelo PIKAN.

4.2.6 Validacao do Modelo

A validagc@o do modelo durante o treinamento € essencial para monitorar o progresso,
evitar o sobreajuste e ajustar hiperparametros. Neste trabalho, adotou-se uma abordagem

4Para mais informacdes sobre as métricas de avaliacdo, consultar a Secio 4.3.
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de validac@o continua, avaliando o desempenho do modelo em um conjunto de dados
independente ap6s cada época de treinamento.

O processo de validacao segue uma metodologia similar a proposta por (Hastie et al.
2009), onde o modelo € avaliado em termos de sua capacidade de generalizagdo para da-
dos ndo vistos durante o treinamento. A funcdo val_step_fn implementa este processo,
calculando a perda de dados no conjunto de validacdo sem atualizar os parametros do
modelo.

Um aspecto importante da validag¢do € o uso de agendadores para atualiza¢do da taxa
de aprendizado, que ajustam dinamicamente o passo de otimizacdo com base no de-
sempenho do modelo no conjunto de validacdo. Conforme destacado por (Loshchilov
& Hutter 2017), esta abordagem pode melhorar significativamente a convergéncia e o
desempenho final do modelo. No presente trabalho, utilizou-se um agendador do tipo
ReduceLROnPlateau, fornecido pelo framework PyTorch, que reduz a taxa de aprendi-
zado quando o desempenho no conjunto de validacao estagna.

Para facilitar a andlise do processo de treinamento e validagdo, foram implementadas
funcgdes de visualizacdo como plot_losses, que geram graficos das diferentes compo-
nentes da perda ao longo das épocas. Esta abordagem visual permite identificar rapida-
mente problemas como sobreajuste, subajuste ou desequilibrios entre os diferentes termos
da fun¢do de perda (Goodfellow et al. 2016).

Por fim, € importante ressaltar que a perda fisica Ly e as regulariza¢des Lyeg sO foram
calculadas para o conjunto de dados de treinamento, uma vez que sua funcao era exclu-
sivamente para auxiliar a convergéncia do modelo. Desta forma, os gréficos gerados por
plot_losses se restringem a fungdo de custo fisica, func¢do de custo dos dados e a fun-
cdo de custo total para o conjunto de dados de treinamento. Ja para o conjunto de dados
de validacdo, tem-se apenas a funcdo de custo dos dados. Ou seja, apenas a fungdo de
custo dos dados pode e deve ser avaliada, a partir do conjunto de validagcdo, durante o
treinamento do modelo.

4.2.7 Outras Estratégias de Regularizaciao

Além dos termos de regularizagdo incluidos na funcao de perda, foram implementadas
estratégias adicionais para melhorar a robustez e a generalizacdo do modelo. Uma dessas
estratégias € o uso de pesos adaptativos para a funcdo de perda fisica (Wang et al. 2021).
Esta abordagem ajusta dinamicamente o peso wy com base na densidade dos dados em
diferentes regides do espaco de caracteristicas, conforme explicado na Subsecdo 4.1.3,
permitindo um equilibrio mais adequado entre a aderéncia aos dados e o respeito as res-
tri¢des fisicas.

A técnica de singularity avoiding, uma estratégia proposta e implementada pelos au-
tores do trabalho original da KAN (Liu et al. 2025), também foi utilizada no modelo. Ela
visa mitigar problemas associados a singularidades nas fun¢des splines que compdem a
arquitetura, modificando ligeiramente a forma como as fun¢des sdo avaliadas em regides
proximas a descontinuidades e melhorando a estabilidade numérica do modelo.

Formalmente, considere uma fung@o splines S(x) definida por segmentos em uma
grade de nés {x;}"" ;. Em uma implementacdo padrdo, quando a entrada x se aproxima
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de um né x;, podem ocorrer instabilidades numéricas devido a transicao entre diferentes
segmentos polinomiais. A técnica de singularity avoiding introduz uma fungao de suavi-
zacdo 0g(x,x;) que modifica o comportamento da avaliagdo da splines nas proximidades
dos nos:

~ S(xi+e€-sgn(x—x;)), se|x—ux;| <eparaalgum i

S(x) = (4.35)

S(x), caso contrario

onde € > 0 é um pardmetro de tolerdncia pequeno (tipicamente € =~ 107°), e sgn(-) é a
funcao sinal:

-1, sez<0
sgn(z) =40, sez=0 (4.36)
1, sez>0

Esta modificacdo garante que a avaliacdo da fung¢do nunca ocorra exatamente nos
nds da grade, mas sim em pontos ligeiramente deslocados, evitando assim potenciais
singularidades. Para funcdes splines multidimensionais S(x), onde x € R, a técnica é
aplicada componente a componente:

S(X)jzgj(xl,XQ,...,xd), (4.37)

para cada componente j da fungdo vetorial.

Durante o treinamento, quando o parametro singularity_avoiding é definido como
True, todas as avaliagdes diretas do modelo KAN utilizam esta versdao modificada das
funcdes splines. Isto € particularmente importante durante a retropropagacao, onde o cél-
culo de gradientes pode ser severamente afetado por instabilidades numéricas préximas
as descontinuidades das derivadas das funcdes splines.

A implementacdo desta técnica resulta em uma melhoria significativa na estabilidade
do treinamento, especialmente em modelos KAN profundos ou quando as fung¢des alvo
apresentam variagdes abruptas. Matematicamente, esta abordagem preserva a continui-
dade da fun¢do enquanto evita os pontos criticos onde as derivadas podem apresentar
comportamento singular.

4.2.8 Consideracoes sobre Reprodutibilidade

Para garantir a reprodutibilidade dos resultados, implementou-se um mecanismo de
controle de sementes aleatdrias através da funcdo set_seed, que configura as sementes
para todos os geradores de nimeros pseudoaleatdrios utilizados no processo de treina-
mento. Esta prética estd alinhada com as recomendacdes de (Pineau et al. 2021) para
pesquisa reproduzivel em aprendizado de méquina.

Adicionalmente, foram implementadas funcionalidades para salvar e carregar check-
points do modelo através dos métodos save_checkpoint e load_checkpoint. Estas
funcionalidades permitem interromper e retomar o treinamento, facilitando experimentos
de longa duracdo e possibilitando a comparagao controlada entre diferentes configuragdes.
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4.3 Parte 3: Avaliacao do Modelo

A avaliacdo sistemadtica e rigorosa de modelos baseados em aprendizado de maquina
constitui uma etapa fundamental no desenvolvimento de solu¢des computacionais para
problemas fisicos complexos (Goodfellow et al. 2016). Esta secdo apresenta a meto-
dologia empregada para avaliar o desempenho do modelo PIKAN (Physics-Informed
Kolmogorov-Arnold Network) proposto neste trabalho, abrangendo tanto aspectos quanti-
tativos quanto qualitativos.

4.3.1 Meétricas de Avaliacao Quantitativa

A natureza multivariada do problema de tracamento de raios sismicos, que envolve a
predicdo simultanea de quatro varidveis de saida (posi¢ao x, z € componentes do vetor de
vagarosidade py, p;), exige uma abordagem de avaliacdo que considere o desempenho do
modelo em cada dimensdo separadamente (Hastie et al. 2009). Para tanto, foram imple-
mentadas cinco métricas complementares que capturam diferentes aspectos da qualidade
preditiva do modelo, sendo elas: O Coeficiente de Determinacao; o Erro Absoluto Médio;
o Erro Percentual Absoluto Médio; o Erro Quadratico Médio; e a Raiz do Erro Quadratico
Meédio.

Coeficiente de Determinacao (R?)

O coeficiente de determinacdo, ou R?, quantifica a propor¢do da varidncia na varidvel
dependente que € previsivel a partir das varidveis independentes (Draper & Smith 1966).
Para um problema de regressio multivariada, o R? é calculado separadamente para cada
variavel de saida, conforme a equacao:

o2 Lm0 = 9i)’
i=1-3 — 5 (4.38)
i (vij—¥j)

onde y;; representa o valor observado da j-€sima varidvel de saida para a i-€sima amostra,
Vij € o valor predito correspondente, y; € a média dos valores observados para a j-€sima
varidvel, e n é o ndmero total de amostras. O R? varia entre (—oo, 1], onde 1 indica uma
previsdo perfeita, 0 indica que o modelo ndo é melhor que um modelo constante, e valores
negativos indicam um desempenho pior que um modelo constante.

Esta métrica foi escolhida por sua interpretabilidade e capacidade de quantificar a pro-
por¢do da variabilidade explicada pelo modelo, sendo amplamente utilizada na avaliacao
de modelos fisicos (Wang et al. 2021).

Erro Absoluto Médio (MAE)

O MAE mede a magnitude média dos erros em um conjunto de previsdes, sem con-
siderar sua direcdo. E calculado como a média das diferencas absolutas entre os valores
previstos e observados:
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n
MAEj = % Z |yij —)/7\,']' (439)
i=1
Esta métrica é robusta a outliers e fornece uma medida diretamente interpretdvel na
mesma unidade das varidveis originais (Chai & Draxler 2014). No contexto do traca-
mento de raios sismicos, 0 MAE oferece uma indicacao clara do erro médio esperado nas
coordenadas espaciais e nas componentes do vetor de vagarosidade.

Erro Percentual Absoluto Médio (MAPE)

O MAPE expressa a precisdo como uma porcentagem do erro, oferecendo uma me-
dida relativa e adimensional que facilita a comparacao entre diferentes varidveis de saida
(Hyndman & Koehler 2006). E calculado como:

1 n

MAPE; = Z‘i
=

Yij = Jij
Yij

Esta métrica € particularmente util para avaliar o desempenho do modelo em termos
relativos, permitindo comparagdes entre varidveis com diferentes escalas. No entanto, €
importante notar que o MAPE pode ser problematico quando os valores observados se
aproximam de zero, resultando em divisOes instaveis (Makridakis 1993). No contexto
do tracamento de raios sismicos, esta limita¢do foi considerada durante a andlise dos
resultados.

x 100% (4.40)

Erro Quadratico Médio (MSE)

O MSE € uma das métricas mais utilizadas em problemas de regressao, calculando a
média dos quadrados dos erros:

1 n
62

MSE]' = ;Z(yij_yij) (441)

i=1
Esta métrica penaliza erros maiores de forma mais acentuada devido a operacdo de
quadrado, tornando-a particularmente sensivel a outliers (Willmott & Matsuura 2005).
No contexto de PINNs, o MSE tem sido amplamente utilizado para avaliar a precisao
das solu¢des numéricas em comparagdao com solugdes analiticas ou experimentais (Raissi

et al. 2019).

Raiz do Erro Quadratico Médio (RMSE)

O RMSE ¢é simplesmente a raiz quadrada do MSE, calculado como:

1 ¢ .
RMSE; = \/; Y (vij—9ij)? (4.42)
i=1
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Esta métrica mantém as mesmas propriedades do MSE, mas apresenta a vantagem
de estar na mesma unidade das varidveis originais, facilitando a interpretacdo (Chai &
Draxler 2014).

4.3.2 Implementacao das Métricas de Avaliacao

A implementacdo das métricas de avaliacdo foi realizada utilizando o framework Py-
Torch, que oferece suporte nativo a operacdes tensoriais e facilita o cdlculo eficiente
em lotes de dados (Paszke et al. 2019). A func¢do score foi desenvolvida para cal-
cular simultaneamente todas as cinco métricas para cada uma das quatro varidveis de
saida, retornando os resultados em um formato tabular através da biblioteca Pandas (Wes
McKinney 2010).

Esta abordagem modular e vetorizada permite a avaliacdo eficiente do modelo em
conjuntos de dados de teste potencialmente grandes, além de facilitar a comparagao entre
diferentes configuracdes do modelo ou entre o0 modelo PIKAN e outras abordagens. A
implementagdo segue as melhores praticas de programacdo cientifica, com fungdes bem
documentadas e interfaces consistentes (Wilson et al. 2014).

4.3.3 Justificativa da Escolha das Métricas

A escolha das cinco métricas complementares para avaliagdo do modelo PIKAN foi
fundamentada em consideragdes tedricas e praticas relevantes para o problema especifico
do tracamento de raios sismicos:

» O R? foi selecionado por sua capacidade de quantificar a proporgio da variincia
explicada pelo modelo, oferecendo uma medida normalizada que facilita a inter-
pretagdo e comparacdo entre diferentes varidveis (Draper & Smith 1966).

* O MAE foi escolhido por sua robustez a outliers e interpretabilidade direta na
mesma unidade das varidveis originais, sendo particularmente util para avaliar o
erro médio esperado nas coordenadas espaciais (Chai & Draxler 2014).

* O MAPE foi incluido para fornecer uma medida relativa do erro, permitindo com-
paracdes entre varidveis com diferentes escalas e ordens de magnitude (Hyndman
& Koehler 2006).

* O MSE foi selecionado por sua sensibilidade a erros maiores, o que € importante
em aplicacoes fisicas onde desvios significativos podem indicar violacdes das leis
fisicas subjacentes (Willmott & Matsuura 2005).

* O RMSE foi incluido por combinar a sensibilidade do MSE a erros maiores com a
vantagem de estar na mesma unidade das varidveis originais, facilitando a interpre-
tacdo (Chai & Draxler 2014).

A utilizacdo conjunta destas métricas proporciona uma visao abrangente do desempe-
nho do modelo, capturando diferentes aspectos da qualidade preditiva e permitindo uma
avaliacdo mais robusta e informativa (Botchkarev 2019).
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4.3.4 Avaliacao Qualitativa

Além da avaliagdo quantitativa baseada em métricas, foi realizada uma anélise qua-
litativa do desempenho do modelo através da comparag@o visual entre os raios sismicos
obtidos pelo modelo PIKAN e aqueles obtidos analiticamente via método de Runge-Kutta
de segunda ordem. Esta abordagem complementar € fundamental em problemas fisicos,
onde a conformidade com principios fisicos subjacentes é tdo importante quanto a preci-
sao numérica (Karniadakis et al. 2021).

A avaliacdo qualitativa foi estruturada em trés aspectos principais:

1. Conformidade com as leis fisicas: Verificacdo visual da aderéncia dos raios pre-
vistos as equagdes candnicas de Hamilton que governam a propaga¢do de ondas
sismicas (éerveny 2001).

2. Comportamento em regioes de elevado gradiente de velocidade: Analise da
capacidade do modelo em capturar corretamente a curvatura dos raios em regioes
com variagdes significativas no campo de velocidade (Rawlinson et al. 2008).

3. Generalizacao para condicoes iniciais nao vistas: Avalia¢dao da robustez do mo-
delo quando aplicado a condi¢des iniciais (posi¢do e dngulo) ndo presentes no con-
junto de treinamento (Liu et al. 2025).

Para todos os aspectos, foram gerados gréificos comparativos mostrando os raios pre-
vistos pelo modelo PIKAN e os raios de referéncia calculados pelo método de Runge-
Kutta. Esta visualizagdo permite identificar padrdes sistemadticos de erro e avaliar quali-
tativamente a capacidade do modelo em generalizar o conhecimento fisico aprendido.

4.3.5 Protocolo de Avaliacao

O protocolo de avaliagdo seguiu uma metodologia rigorosa para garantir a validade
e reprodutibilidade dos resultados, onde ambos os dados, cddigos e andlises utilizados
neste trabalho estdo disponibilizados em um repositério no GitHub (Pineau et al. 2021).
Assim, os seguintes passos foram executados:

1. Separacao estrita dos dados: O conjunto de teste foi mantido completamente iso-
lado durante todas as fases de desenvolvimento do modelo, incluindo treinamento,
validagdo e ajuste de hiperparametros, para evitar vazamento de informacdes (data
leakage) (Kaufman et al. 2012).

2. Avaliacao em multiplas condi¢oes: O modelo foi avaliado em diferentes confi-
guracdes de campo de velocidade e condicdes iniciais, para testar sua robustez e
capacidade de generalizacdo (Shukla et al. 2024).

3. Calculo das métricas: As cinco métricas quantitativas (R?, MAPE, MAE, MSE,
RMSE) foram calculadas para cada uma das quatro varidveis de saida, resultando
em uma matriz de avaliagdo completa.

4. Visualizacao dos resultados: Foram gerados grificos comparativos entre os raios
previstos e os raios de referéncia, permitindo uma avaliagdo qualitativa do desem-
penho do modelo.
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Este protocolo sistemético permite uma avaliagdo abrangente do modelo PIKAN, con-
siderando tanto aspectos quantitativos quanto qualitativos do seu desempenho.

4.3.6 Consideracoes sobre Avaliacao em Modelos Hibridos PIKAN

A avaliacao de modelos hibridos que combinam redes neurais com informacao fisica
(PINNSs) e redes de Kolmogorov-Arnold (KANs) apresenta desafios especificos que foram
considerados na metodologia adotada. Conforme destacado por (Zhang et al. 2025), estes
modelos devem ser avaliados ndo apenas em termos de precisdo preditiva, mas também
quanto a sua capacidade de respeitar as restri¢des fisicas subjacentes.

No contexto do PIKAN, isso implica verificar se os raios previstos satisfazem as equa-
coes canodnicas de Hamilton para o problema de tragamento de raios sismicos. Esta ve-
rificacdo foi realizada tanto quantitativamente, através do cdlculo do residuo fisico nas
equagdes diferenciais, quanto qualitativamente, através da andlise visual das trajetérias
previstas, tendo como objetivo principal avaliar a capacidade do modelo em generalizar
para condi¢des ndo vistas durante o treinamento, um aspecto critico para aplicagdes pra-
ticas em geofisica exploratéria (Wang et al. 2025).



Capitulo 5

Experimentos e Resultados

Neste capitulo sdo apresentados os experimentos realizados nesta pesquisa, bem como
os respectivos resultados obtidos.

Em consonéncia com o protocolo de avaliacdo descrito na Subsecdo 4.3.5 deste tra-
balho, foram realizados dois experimentos principais. O primeiro envolve a utilizagao de
um campo de velocidades simples e parametrizado, definido por uma equagao linear. O
segundo, por sua vez, explora um modelo ndo linear e mais complexo, caracterizado por
descontinuidades e cuja definicdo € baseada em uma nuvem de pontos, ao invés de uma
equacao linear.

Para ambos os experimentos, as posi¢des (x,z) sdo expressas na escala de quildmetros,
as velocidades v(x,z) s3o medidas em quilometros por segundo, e o vetor de vagarosidade
(px, pz) € representado em unidades de segundos por quildmetro. Essas escalas foram
escolhidas de forma a assegurar que as varidveis ndo apresentem diferencas significativas
em suas ordens de grandeza.

Para facilitar a compreensdo e andlise dos resultados, o capitulo serd estruturado em
duas sec¢oes, sendo que cada uma delas abordard detalhadamente o experimento corres-
pondente e os resultados obtidos.

5.1 Modelo Parametrizado

Para os experimentos iniciais com o modelo PIKAN, foi utilizado um campo de velo-
cidade parametrizado, definido de forma analitica pela seguinte equagao:

v(x,z) =1.54+0.3x+z (5.1

Esta formulacdo representa um modelo de velocidade com gradiente linear tanto na
direcdo horizontal quanto vertical, onde a velocidade aumenta com a profundidade (z) e
com a distancia horizontal (x). A escolha deste modelo paramétrico simplificado permite
validar o comportamento do método proposto em um cendrio onde as trajetorias dos raios
podem ser calculadas com alta precisdo através de métodos numéricos convencionais,
servindo assim como referéncia para avaliagdo do desempenho do modelo PIKAN.
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5.1.1 Geracao dos Dados Sintéticos

A geragdo dos dados sintéticos para treinamento, validacdo e teste do modelo , seguiu
o Algoritmo 1, explicado na Subsecdo 4.1.2 deste trabalho. A implementagado foi feita
em Python 3.10.15, com ajuda das bibliotecas Pandas, Numpy e Matplotlib, através da
classe DataGenerator, que encapsula todo o fluxo de trabalho necessario para produzir
trajetorias de raios sismicos no campo de velocidade parametrizado. O processo completo
de geracdo de dados segue as etapas descritas a seguir.

Defini¢ao do Dominio Computacional
O primeiro passo consiste em definir os limites do dominio computacional para as

variaveis x e z, de modo que:

Xmins Xmax > Zmin, Zmax € RJr; Xmax = Xmin +dg,  Zmax = Zmin +dg (5.2)

Para os experimentos realizados, foram adotados os seguintes limites:

Xeange = (0,3.6) (5.3)
Zrange = (0,1.8) (5.4)

Estes valores definem uma regido retangular que representa o meio de propagagao das
ondas sismicas, com dimensdes adequadas para capturar a curvatura dos raios induzida
pelo gradiente de velocidade.

Discretizacdo do Campo de Velocidade

O campo de velocidade continuo € discretizado em uma grade regular com espaca-
mento dgover €ntre pontos adjacentes. Para garantir uma representacdo precisa do campo,
foi utilizado um valor pequeno para este parametro:

dgover = 1 x 1072 (5.5)

A partir desta discretizacao fina, sd@o gerados vetores de coordenadas para os eixos x e

Xover = {xminaxmin +dgover, - - - axmax} (5.6)

Zover = {Zminyzmin + dgoven cee azmax} (57)

O campo de velocidade € entdo calculado para cada ponto da grade, aplicando a equa-
cdo paramétrica:

Vdepth(ia ]) =15+03- Xover(j) + Zover(i) (5.8)
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Subamostragem e Interpolacio B-splines
Como explicado na Subsecdo 4.1.1, o campo de velocidade discretizado € subamos-
trado por um fator factor:
s =20 (5.9)

Isto resulta em uma grade mais esparsa com espagamento efetivo:

dg =s-dgover = 0.2 (5.10)

O campo de velocidade subamostrado € entdo utilizado para calcular os coeficientes
da interpolacao B-splines bidimensional, que permite reconstruir o campo discretizado
sem descontinuidades a partir dos valores discretos:

c[i, j] = coeffs_bsplines_2d(v([i, j]) (5.11)

Definicao das Condigoes Iniciais

Para cada raio sismico a ser tracado, sao definidas as seguintes condi¢des iniciais:

1. Posicdo inicial: (xo, 7o) dentro do dominio computacional.
2. Angulo inicial: 6) em graus, medido a partir da vertical no sentido anti-horario.

Para os experimentos realizados, foram utilizados os seguintes intervalos para as con-
di¢cdes iniciais:

Brange = (45°,75°%) (5.12)
X0 = (0.25,2.25) (5.13)
Z0pnge = (1.0, 1.75) (5.14)

O angulo inicial 6 € Bange € convertido para radianos e ajustado para o sistema de
coordenadas utilizado:

. 180° — 0
r 180°
Os coeficientes sdo entdo espelhados e a velocidade no ponto inicial é calculada atra-
vés da interpolacdo B-splines:

0 (5.15)

. . 20 X
Vo = 1nterp2d_bsphnes_core(ceSpelhado, <0 , 0 ), (5.16)
dg dg
onde ¢Pe1Pad0 36 o5 coeficientes B-splines com tratamento de borda por espelhamento.

O vetor de vagarosidade inicial é entdo calculado a partir do angulo e da velocidade:

sin Gop
Pxy =

Vo
cos éOp (5.17)
Pz =

V()p
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O estado inicial completo do raio € representado pelo vetor:
ro = [x()vz()apr:pZo] (518)

Integracao Numérica das Trajetorias

Com as condicdes iniciais € o campo de velocidade definidos, a trajetéria do raio
¢ calculada através do método de Runge-Kutta de segunda ordem, conforme descrito
no Capitulo 4. Os parametros de integra¢do utilizados foram:

dt=1x1035s (5.19)
fax = 0.4 s (5.20)

O algoritmo de tracamento de raios retorna trés conjuntos de dados:

1. tray: Vetor de tempos discretos ¢ € [0, fmax];

2. rt: Matriz de estados [x(7),z(t), px(t), p;(t)] para cada instante de tempo discreto;

3. dray: Matriz de derivadas [%(¢),z(t), px(f), p;(¢)] para cada instante de tempo dis-
creto.

Organizacio dos Dados

Os resultados do tracamento de raios sdao organizados em um DataFrame do Pandas,
contendo as seguintes colunas:

* x, z: Coordenadas espaciais do raio em cada instante de tempo;

* px, pz: Componentes do vetor de vagarosidade em cada instante de tempo;
* x0, z0: Posi¢ao inicial do raio;

* thetal_p: Angulo inicial em radianos;

* t: Tempo de transito desde a origem;

* dg: Espacamento da grade;

* v: Valor da velocidade no ponto;

* dxdt: Derivada da posicdo x pelo tempo t;

* dzdt: Derivada da posic¢do z pelo tempo ;

* dpxdt: Derivada da componente x do vetor de vagarosidade p pelo tempo t;
* dpzdt: Derivada da componente z do vetor de vagarosidade p pelo tempo #;

Esta estrutura de dados facilita o posterior processamento € a alimentacdo do modelo
PIKAN durante as fases de treinamento, validacao e teste.

5.1.2 Geracao do Conjunto de Dados Completo

Para gerar um conjunto de dados abrangente, o processo descrito anteriormente foi
repetido para multiplas combinacdes de condigdes iniciais, variando sistematicamente
os valores de xq, zo € B9 dentro dos intervalos especificados. Especificamente, foram
utilizados os seguintes passos:
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1. Discretizacdo dos intervalos de condig¢des iniciais com espacamento de 0.25 km
para xg € zp, € 5° para 6.

2. Execucdo do tracamento de raios para cada combinag¢do de condi¢des iniciais.

3. Concatenagdo dos DataFrames resultantes em um tnico conjunto de dados.

O conjunto de dados final contém 101.052 pontos, correspondendo a 252 trajetorias
distintas com diferentes condi¢des iniciais. Este volume de dados foi considerado ade-
quado para capturar a diversidade de comportamentos dos raios sismicos no campo de
velocidade parametrizado e permitir um treinamento efetivo do modelo PIKAN.

Em seguida, como descrito na Sec¢do 4.1, o conjunto de dados completo foi dividido
em trés subconjuntos para as fases de treinamento, validagdo e teste, seguindo a propor-
cdo padrao de 60%, 20% e 20%, respectivamente. Importante reforcar que a divisdo foi
realizada ao nivel das trajetdrias completas, e ndo dos pontos individuais, para evitar vaza-
mento de informagdes entre os conjuntos. Isto significa que todos os pontos pertencentes
a uma mesma trajetdria foram alocados exclusivamente a um dos trés subconjuntos.

ApOs isso, os pesos da funcdo fisica foram computados para o conjunto de treina-
mento, assim como descrito na Subsecdo 4.1.3 deste trabalho. Por fim, o conjunto de
dados de treinamento final seguiu o formato! da Tabela 5.1.

x0 z0 thetaO_p t  pi_weight dxdt dzdt dpxdt dpzdt x z px pz

025 1.00 2.36 0.00 10.00 1.82 -1.82 -0.12 -039 025 1.00 027 -0.27
0.25 1.00 2.36 0.00 4.54 1.82 -1.82 -0.12 -039 025 1.00 027 -0.27
0.25 1.00 2.36 0.00 4.54 1.82 -1.83 -0.12 -039 025 1.00 0.27 -0.28
0.25 1.00 2.36 0.00 4.54 1.82 -1.83 -0.12 -039 026 099 027 -0.28
0.25 1.00 2.36 0.00 4.54 1.81 -1.83 -0.12 -039 026 099 027 -0.28

Tabela 5.1: Exemplo das cinco primeiras amostras do conjunto de dados de treinamento
para o modelo de velocidade parametrizado.

5.1.3 Visualizacao dos Dados Gerados

Para validar a qualidade dos dados gerados e obter insights sobre o comportamento
dos raios sismicos no campo de velocidade parametrizado, foram produzidas visualiza-
coes das trajetorias e do campo de velocidade. A Figura 5.1 ilustra o conjunto total das
trajetdrias geradas, sobrepostas ao campo de velocidade.

Estas visualizacdes confirmam que as trajetérias dos raios exibem a curvatura espe-
rada devido ao gradiente de velocidade, com os raios tendendo a se curvar em direcao
as regides de menor velocidade, conforme previsto pela teoria do tracamento de raios
sismicos.

1Os valores foram arredondados para duas casas decimais para melhorar a visualizagio da tabela.
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Figura 5.1: Raios tragados para o modelo de velocidade parametrizado.

x (km)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

5.1.4 Refinamento de Hiperparametro: ajuste do tamanho da grade
na KAN

Um aspecto critico no desenvolvimento do modelo PIKAN € a determinac¢do do tama-
nho ideal da grade utilizada na Rede de Kolmogorov-Arnold (KAN). Este hiperparame-
tro controla diretamente a capacidade de representacdo do modelo, influenciando tanto a
performance preditiva, quanto a eficiéncia computacional do modelo. Esta subse¢do des-
creve o procedimento experimental adotado para determinar o tamanho 6timo da grade,
bem como os resultados obtidos e suas implica¢des para o desempenho do modelo.

Metodologia de Ajuste do Hiperparametro

Para determinar o tamanho ideal da grade na arquitetura KAN, foi implementado um
procedimento de busca de hiperparametros, avaliando diferentes configuracdes e anali-
sando seu impacto nas métricas de desempenho. Especificamente, foram testados sete
tamanhos de grade diferentes:

G € {4,8,12,16,20,24} (5.21)
A arquitetura do modelo PIKAN foi configurada com a seguinte estrutura:
» Camadas de entrada e saida: Dimensionadas de acordo com o nimero de carac-

teristicas de entrada e varidveis alvo, respectivamente. Ou seja, 4 de entrada e 4 de
saida.
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* Camadas intermediarias: Duas camadas intermedidrias com configuragdes [4, 2]
e [3, 1], representando o nimero de nés somadores e o nimero de nés multiplica-
dores, respectivamente (Liu et al. 2025).

* Grau polinomial: k£ = 3, correspondendo a B-splines ctibicas.

* Intervalo da grade: [—5,5], definindo o dominio de operacdo das fungdes splines.

O treinamento foi realizado utilizando o otimizador Adam com taxa de aprendizado
de = 1073 e funcdo de perda de dados dada pelo Erro Médio Quadritico (MSE, do
inglés Mean Squared Error).

A funcdo de perda fisica utilizada é definida pela Equagdo 4.16. As derivadas %
e % foram obtidas a partir da diferenciacdo automatica do PyTorch, a cada passo do
treinamento. Enquanto Vy(x;) foram obtidas previamente, durante a criagdo do conjunto
de dados.

Durante o treinamento da rede, percebeu-se a dificuldade da PIKAN em representar
os pontos iniciais (para t = 0) corretamente, o que resultava no tracamento de raio muito
diferente do original, obtido pelo RK2. Para superar esta dificuldade, um erro quadratico
médio foi somado a fun¢do de perda fisica, aumentando a importancia dos pontos iniciais
na predicao do modelo.

Os termos de regularizag@o (entropia, L1, coeficientes e diferengas de coeficientes)
foram desativados neste experimento especifico, permitindo uma avaliacao mais direta do

impacto do tamanho da grade na capacidade de representacdo do modelo.

Protocolo Experimental
O protocolo experimental seguiu as seguintes etapas:

1. Imicializacdo: O modelo foi inicializado com o menor tamanho de grade (4) e
treinado por um ndmero fixo de épocas (save_steps = 20).

2. Refinamento progressivo: Apos o treinamento inicial, o modelo foi refinado se-
quencialmente para cada tamanho de grade subsequente na lista G, utilizando o
método refine da classe KAN. Este método preserva o conhecimento adquirido
enquanto adapta a estrutura para acomodar uma grade mais densa.

3. Treinamento por estagios: Para cada tamanho de grade, o modelo foi treinado por
save_steps épocas adicionais, com atualizacdes adaptativas da grade durante o
treinamento. Estas atualiza¢des foram controladas pelos parametros:

* update_grid = True: Habilitando o mecanismo de atualizacdo adaptativa.

* stop_grid_update_step = save_steps: Limitando as atualizacdes ao nu-
mero total de épocas para cada tamanho de grade.

* n_grid_update = 10: Definindo o nimero total de atualizagGes a serem re-
alizadas.

4. Avaliacdo: Apos o treinamento com cada tamanho de grade, o modelo foi avali-
ado no conjunto de validagdo, calculando as métricas de desempenho (R2, MAE,
MAPE, MSE, RMSE) para cada variavel alvo (x, z, px, pz)-

5. Armazenamento de resultados: Os resultados da avaliacdo e o estado do modelo
foram salvos para cada configuracao, permitindo analises comparativas posteriores.
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Este protocolo resultou em um total de 140 épocas de treinamento (20 épocas x 7
tamanhos de grade), proporcionando uma exploragao ampla do espago de hiperparametros
relacionado ao tamanho da grade.

Resultados e Analise

A Figura 5.2 apresenta os resultados da avaliacdo do modelo para diferentes tama-
nhos de grade, considerando quatro métricas principais: Erro Absoluto Médio (MAE),
Erro Percentual Absoluto Médio (MAPE), Raiz do Erro Quadratico Médio (RMSE) e
Coeficiente de Determinacdo (R?). Cada métrica € apresentada para as quatro varidveis
alvo (x, z, px, pz), permitindo uma andlise detalhada do desempenho do modelo.

Figura 5.2: Impacto do tamanho da grade nas métricas de avaliacdo do modelo PIKAN
para o modelo de velocidade parametrizado. As barras coloridas representam as métricas
para cada varidvel alvo, enquanto a linha preta indica a média do modelo.

Variaveis Alvo

Impacto do Tamanho da Grade no Modelo m— X mmm Px —— Média Geral
- 7 Pz
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A andlise dos resultados revela padrdes significativos:

1. Erro Absoluto Médio (MAE): Observa-se um aumento gradual do erro com o
aumento do tamanho da grade, com um salto notdvel para o tamanho 24. O menor
MAE médio (0.005) € obtido com o tamanho 4, enquanto o maior (0.102) ocorre
com o tamanho 24.

2. Erro Percentual Absoluto Médio (MAPE): Segue um padrio similar ao MAE,
com valores crescentes a medida que o tamanho da grade aumenta. O MAPE médio
varia de 0.011 (tamanho 4) a 0.162 (tamanho 24).
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3. Raiz do Erro Quadratico Médio (RMSE): Apresenta comportamento consistente
com as métricas anteriores, com valores crescentes para tamanhos de grade maiores.
O RMSE médio varia de 0.007 (tamanho 4) a 0.142 (tamanho 24).

4. Coeficiente de Determinacao (R?): Exibe um padrdo inverso, com valores decres-
centes a medida que o tamanho da grade aumenta. O R? médio varia de 0.991
(tamanho 4) a 0.335 (tamanho 24).

Um aspecto notdvel € a diferenca de comportamento entre as varidveis alvo. As co-
ordenadas espaciais (x e z) geralmente apresentam erros normalizados menores em com-
paracdo com as componentes do vetor de vagarosidade (p, € p;), especialmente para
tamanhos de grade maiores. Isto sugere que a predicao do vetor de vagarosidade € mais
sensivel ao aumento do tamanho da grade da posi¢@o, possivelmente devido a sua menor
ordem de grandeza em relacdo a posi¢do, o que amplifica o impacto relativo dos erros
nas métricas normalizadas. Em outras palavras, como os valores tipicos de p, e p, sdo
menores em mddulo do que os de x e z, uma mesma variagdo absoluta no erro leva a um
erro relativo mais alto para o vetor de vagarosidade.

Para este experimento, os resultados experimentais revelaram uma tendéncia contrain-
tuitiva: o desempenho do modelo piora com o aumento do tamanho da grade. Este com-
portamento pode ser atribuido a varios fatores:

1. Sobreajuste: Grades maiores proporcionam maior capacidade de representagao,
potencialmente levando ao sobreajuste dos dados de treinamento e prejudicando a
generalizagdo para dados ndo vistos;

2. Desafios de otimizacao: O aumento do nimero de parametros associado a grades
maiores torna o problema de otimizacdo mais complexo, dificultando a convergén-
cia para minimos globais;

3. Interacdo com a funcido de perda fisica: A combinacdo de grades mais densas
com restricdes fisicas tende a produzir uma paisagem de otimizacao mais complexa
e potencialmente mais acidentada. Isso ocorre porque o aumento da resolugdo es-
pacial e a imposi¢do de multiplas restricdes reduzem o espaco de solucdes vidveis,
podendo gerar gradientes mais instdveis e multiplos minimos locais durante o trei-
namento da rede.

Com base nos resultados quantitativos e nas consideragdes acima, o tamanho de grade
4 emerge como a escolha 6tima para o modelo neste experimento com campo de velo-
cidade parametrizado. Esta configuracdo apresenta o melhor desempenho em todas as
métricas avaliadas, com MAE médio de 0.005, MAPE médio de 0.011, RMSE médio de
0.007 e R2 médio de 0.991.

E importante ressaltar que esta conclusdo é especifica para o problema e conjunto de
dados em questdo. Em cendrios mais complexos, com campos de velocidade heterogé-
neos ou descontinuidades acentuadas, tamanhos de grade maiores podem ser necessarios
para capturar adequadamente as variacdes do meio, como serd discutido na Secdo 5.2.
Adicionalmente, estratégias alternativas de regularizacdo e otimizagao poderiam potenci-
almente mitigar os problemas observados com grades maiores.
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5.1.5 Treinamento e Avaliacao do Melhor Modelo

ApOs a andlise sistemdtica do impacto do tamanho da grade na capacidade de repre-
senta¢do e no desempenho preditivo do modelo PIKAN, foi selecionado o tamanho de
grade G = 4 como configura¢do 6tima para o problema de tracamento de raios sismicos
no campo de velocidade parametrizado. Esta subsecio apresenta o processo de treina-
mento refinado do modelo final — com os melhores hiperpardmetros — e os resultados
obtidos, tanto em termos quantitativos quanto qualitativos.

Configuraciao do Treinamento Final

Para o treinamento do modelo final, foi mantida a arquitetura PIKAN com as mesmas
especificagdes estruturais descritas anteriormente, porém com ajustes nos hiperparame-
tros de otimizagao e no protocolo de treinamento. As principais configura¢des adotadas
foram:

* Tamanho da grade: G =4, conforme determinado pelo estudo de hiperparametros.

* Numero de épocas: 35, proporcionando tempo suficiente para convergéncia.

+ Taxa de aprendizagem inicial: Mo = 1072, uma ordem de magnitude maior que
a utilizada no estudo de hiperparametros, permitindo exploracdo mais ampla do
espaco de parametros nas fases iniciais do treinamento.

* Agendamento adaptativo da taxa de aprendizagem: Implementado através do
algoritmo ReduceLROnPlateau, fornecido pelo PyTorch, com uma redugdo da taxa
de aprendizagem por um fator de 0.1 quando ndao houver melhoria na perda de
validagdo por 5 épocas consecutivas. Matematicamente, a taxa de aprendizagem na
época t € dada por:

: (i ()
0 = Ni—1-0.1, se mln,_5§’,~.<, Lo < L (5.22)
Ni—1, caso contrdrio
* Atualizacdo da grade: Realizada a cada 10 épocas, permitindo o refinamento adap-

tativo da distribuicdo dos nds da grade em momentos estratégicos do treinamento.

Os demais parametros do modelo foram mantidos idénticos aos utilizados no estudo
de hiperparametros, incluindo a fun¢do de perda composta (dados + fisica), a técnica de
singularity avoiding e a ponderagao adaptativa da perda fisica.

Evolucao do Treinamento

A Figura 5.3 apresenta a evolugdo das diferentes componentes da fung¢do de perda ao
longo das 35 épocas de treinamento. Os graficos mostram trés aspectos fundamentais do
processo de aprendizagem: a perda total de treinamento, a perda fisica de treinamento e a
comparacao entre as perdas de dados nos conjuntos de treinamento e validagao.

A andlise dos gréficos revela padrdes significativos no processo de aprendizagem:

1. Perda total de treinamento: Observa-se uma rapida diminui¢do nas primeiras épo-
cas, seguida por um pico préximo a época 7, possivelmente associado a primeira
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Figura 5.3: Evolu¢do das componentes da funcdo de perda durante o treinamento do
modelo PIKAN no modelo de velocidade parametrizado. Painel superior: perda total de
treinamento. Painel central: perda fisica de treinamento. Painel inferior: comparagao
entre as perdas de dados nos conjuntos de treinamento e validacao.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

atualizacio da grade. Apés este ponto, a perda estabiliza-se em torno de 1073, com
pequenas flutuacdes nas épocas subsequentes.

2. Perda fisica de treinamento: Apresenta comportamento similar a perda total, com
reducdo acentuada nas fases iniciais e estabilizacdo apds a época 10. O pico na
época 7 € mais pronunciado nesta componente, sugerindo que a atualizacido da
grade afeta principalmente a satisfacdo das restricdes fisicas.

3. Perdas de dados: As curvas de treinamento e validagdo exibem comportamento
consistente ao longo de todo o processo, com valores muito proximos entre si. Esta
proximidade € um indicador positivo de que o modelo ndo estd sobreajustado ou
subajustado, mantendo capacidade de generalizacdo similar para dados vistos e ndo
vistos durante o treinamento.

Um aspecto notdvel é a auséncia de divergéncia entre as perdas de treinamento e va-
lidacao, mesmo apds 35 épocas. Este comportamento sugere que a combinacio do tama-
nho de grade compacto (G = 4) com as atualizacdes periddicas da grade e o agendamento
adaptativo da taxa de aprendizagem foi eficaz em prevenir o sobreajuste, um problema
comum em modelos com alta capacidade de representagao.

Avaliacao Quantitativa

Ap6s o treinamento, o modelo foi avaliado no conjunto de teste, que contém trajeto-
rias de raios com condi¢des iniciais ndo vistas durante o treinamento ou validacdo. A Ta-
bela 5.2 apresenta as métricas de desempenho obtidas para cada uma das quatro varidveis
alvo: posi¢do (x, z) e componentes do vetor de vagarosidade (py, p;).
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X Z Px Pz
R? 0.9998 0.9997 0.9952 0.9991
MAPE 0.36% 0.42% 0.69% 0.86%
MAE 0.0051 0.0038 0.0016 0.0015
RMSE 0.004690 0.002431 0.001778 0.003084

Tabela 5.2: Métricas de avaliacdo para as predicdes do PIKAN no tragcamento de raios
sismicos.

Os resultados quantitativos demonstram um excelente desempenho do modelo PI-
KAN:

+ Coeficiente de Determinacio (R?): Valores extremamente préximos de 1 para to-
das as varidveis alvo, indicando que o modelo explica praticamente toda a variancia
nos dados. Mesmo o R? minimo de 0,9952 para p, ainda é uma métrica excelente.

* Erro Percentual Absoluto Médio (MAPE): Valores inferiores a 1% para todas as
varidveis, com o menor erro (0,36%) para a coordenada x e o maior (0,86%) para a
componente p, do vetor de vagarosidade.

» Erro Absoluto Médio (MAE): Valores na ordem de 103 para as coordenadas
espaciais, representando um erro médio de alguns metros, e 10~* para as compo-
nentes do vetor de vagarosidade, demonstrando alta precisdo nas predi¢des.

e Raiz do Erro Quadratico Médio (RMSE): Valores consistentemente baixos, com
o menor erro (0,001778) para p, e o maior (0,004690) para x.

E notével que, apesar da simplicidade da arquitetura (tamanho de grade G = 4), o
modelo conseguiu capturar com alta precisdo tanto as posi¢des quanto as componentes do
vetor de vagarosidade ao longo das trajetdrias dos raios. Este resultado valida a escolha do
tamanho de grade compacto e demonstra a eficicia da abordagem PIKAN para o problema
do tracamento de raios sismicos.

Avaliacao Qualitativa

Além da avaliagdo quantitativa, foi realizada uma inspec¢ao visual das trajetdrias pre-
ditas pelo modelo PIKAN em comparagdo com as trajetérias de referéncia calculadas pelo
método de Runge-Kutta de segunda ordem. A Figura 5.4 apresenta esta comparagdo para
um subconjunto representativo de raios no campo de velocidade parametrizado.

A inspecdo visual confirma o excelente desempenho do modelo PIKAN, com as tra-
jetdrias preditas muito proximas das trajetérias de referéncia. Observa-se que:

1. O modelo preserva a fisica subjacente ao fendmeno, respeitando as equagdes cand-
nicas de Hamilton que governam a propagacao dos raios sismicos.

2. O modelo captura corretamente o comportamento dos raios em diferentes angulos
de incidéncia e posi¢des iniciais, demonstrando boa capacidade de generalizagao.

3. As trajetdrias preditas seguem fielmente a curvatura caracteristica dos raios sismi-
cos em meios com gradiente de velocidade, com maior curvatura nas regides de
transi¢cdo mais acentuada.
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Figura 5.4: Comparacdo visual entre trajetdrias de raios sismicos calculadas pelo método
de Runge-Kutta de segunda ordem (linhas sélidas cinzas) e preditas pelo modelo PIKAN
(linhas tracejadas pretas). O campo de velocidade parametrizado € representado pelo
gradiente de cores, com valores variando de 1,5 km/s (azul) a 4,5 km/s (vermelho).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

4. As pequenas discrepancias visiveis em alguns pontos sdo consistentes com os bai-
xos valores de erro reportados na avaliagdo quantitativa.

Desta forma, o modelo PIKAN passa nos trés critérios estabelecidos na Subsecao 4.3.4,
demonstrando que o modelo ndo apenas reproduz os valores numéricos com alta precisao,
mas também se ajustou as equagdes que modelam o fendmeno fisico de propagacdo de
onda sismicas em meios heterogéneos.

5.2 Modelo Nao Parametrizado

Embora os resultados obtidos no modelo de velocidades parametrizado tenham sido
excepcionais, no contexto da geofisica esse modelo € simples demais para representar as
complexidades da propagacdo de raios simicos em meios heterogéneos. Portanto, faz-se
necessdrio a investigacdo da metodologia proposta em um modelo de velocidade mais
proximo da realidade, isto €, heterogéneo, nao-parametrizado e com descontinuidades.

Desta forma, essa se¢do apresenta os experimentos e resultados preliminares obtidos
para o tracamento de raios sismicos no modelo de velocidade do Marmousi, bem como
os futuros experimentos a serem feitos para validar corretamente a metodologia proposta
para o tracamento de raios sismicos.
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5.2.1 Geracao dos Dados Sintéticos: Marmousi

A geracdo dos dados sintéticos para treinamento, validacdo e teste do modelo seguiu
um processo andlogo ao descrito na Subsecdo 5.1.1, a inica mudancga consiste na obtenc¢ao
dos pontos da grade de velocidades. Além disso, uma vez que o modelo ja é discretizado,
a etapa de Discretizacdo do Campo de Velocidade ndo € necessdria. Por fim, todas as
etapas que forem redundantes, isto €, etapas que ja foram explicadas detalhadamente
na Subsecdo 5.1.1, serdo apenas citadas durante as explica¢des a seguir.

O Modelo de Velocidade do Marmousi

O modelo de velocidade do Marmousi € um modelo numérico amplamente utilizado
em geofisica e na sismica para simular a propagacao de ondas sismicas em um meio hete-
rogéneo. Desenvolvido por investigadores da industria petrolifera, o modelo Marmousi é
caracterizado por uma complexa estrutura geoldgica, incluindo camadas de diferentes ve-
locidades e profundidades, que refletem uma secao transversal do subsolo realista. Ele é
especialmente util para testar e validar métodos de inversdo sismica e técnicas de imagem
de subsuperficie, devido a sua complexidade e a variedade de caracteristicas geoldgicas,
como saltos de velocidade e variagdes nao-lineares nas camadas. O modelo do Marmousi
¢ considerado um benchmark cléassico para a avaliacdo de algoritmos de processamento
sismico e modelagem de ondas em meios heterogéneos.

O modelo de velocidade do Marmousi utilizado neste trabalho pode ser obtido em (Geoazur
2025). O arquivo de interesse com o modelo de velocidade € o marmousi_vp.bin, que
consiste em um arquivo que armazena dados em formato bindrio.

Para realizar a leitura dos dados corretamente e converter os dados bindrios no modelo
de velocidade de propagacdo de ondas P do modelo do Marmousi, é necessario considerar
os parametros do modelo:

¢ n, = 2301: ndmero de amostras na dimensao ‘“distancia’;

* n, =751: nimero de amostras na dimensao ‘“profundidade”;

¢ dx =4: incremento de distancia na dimensao “distdncia”, isto €, distancia entre dois
pontos consecutivos no eixo Xx;

* dz =4: incremento de distancia na dimensao “profundidade”, isto é, distancia entre
dois pontos consecutivos no €ixo z;

Com esses valores, é possivel converter os dados bindrios para um array do Numpy
com o tipo de dado float de 32 bits (v,), considerando o formato de armazenamento em
little-endian. Entretanto, esta operagdo resulta em um array unidimensional de tamanho
1.728.051 com as velocidades em m/s. Assim, para garantir que o modelo estard no
formato e grandeza corretos para o modelo PIKAN, o array v, € formatado para (n,, n;),
transposto e dividido por 1000.

Definicao do Dominio Computacional

Enquanto no modelo parametrizado os limites do dominio computacional para as va-
ridveis x e z foram arbitrados, neste experimento eles seguem o modelo de velocidade do
Marmousi, tal que
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ny - dx

Xrange = (O, IXOOO ) = (0,9.204) (5.23)
n;-dz

Zrange — <O; ﬁ) = (0,3004) (5.24)

Demais Etapas

As etapas de subamostragem e interpolacao B-splines, definicdo das condi¢des inici-
ais, integracdo numérica das trajetorias, e organizacdo dos dados sdo todas exatamente
iguais as etapas detalhadas na Subsecao 5.1.1. Os hiperparametros utilizados nas etapas
citadas estdo listados logo abaixo.

dgover =1x 10_2

Xover = {xmimxmin + dgovera ‘e 7xmax}
Zover = {Zmina Zmin + dgover, - - - aZmax}
s =30

dg =s-dgover =0.3
Orange = (45°,75°)
Xpnge = (4.0,6.0)
Z0punge = (1.0,2.0)
dt=1x10"s
tmax = 0.4 s

5.2.2 Geracao e Visualizacao do Conjunto de Dados para o Modelo
do Marmousi

Assim como descrito na Sec@o 4.1, o processo foi repetido para multiplas combi-
nacdes de condi¢des iniciais, apenas com uma pequena diferenca na discretizacdo dos
intervalos de condicdes iniciais, que foi realizado com um espacamento de 0.1 km para
X0 € z9. Os demais passos se mantiveram inalterados.

O conjunto de dados final contém 648.417 pontos, correspondendo a 1617 trajetorias
distintas com diferentes condicdes iniciais. Este volume de dados é quase 6.5x maior
que o conjunto de dados utilizado no modelo parametrizado. Esse aumento do conjunto
de dados nao € por acaso. Uma vez que a complexidade do problema aumentou signifi-
cativamente, intuitivamente é possivel concluir que a complexidade do modelo também
deve aumentar para que a PIKAN consiga tragar corretamente os raios sismicos. Assim,
o aumento do conjunto de dados, sobretudo o de treinamento, é uma técnica eficaz e am-
plamente conhecida para evitar o sobreajuste de modelos mais complexos, desde que a
variancia dos dados também seja maior (Hastie et al. 2009, Goodfellow et al. 2016).
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O conjunto de dados completo foi dividido da mesma forma que no modelo para-
metrizado: trés subconjuntos para as fases de treinamento, validacdo e teste, seguindo a
propor¢do padrao de 60%, 20% e 20%, respectivamente.

Em seguida, os pesos da funcdo fisica foram computados para o conjunto de treina-
mento, tal que o conjunto de dados de treinamento final seguiu o formato® da Tabela 5.3.

x0

z0

dxdt

dzdt

thetaO_p t  pi_weight dpxdt dpzdt x z pXx pz
420 1.90 2.27 0.34 1.27 1.28 -1.22 0.19 -0.05 4.67 147 041 -0.39
5.90 1.80 2.01 0.33 3.51 1.72 -0.60 -0.00 -0.02 647 157 052 -0.18
5.80 1.90 2.36 0.03 2.29 1.36 -134 0.02 0.17 5.84 1.86 037 -0.37
5.70 1.10 2.27 0.20 1.96 125 -1.11 -0.19 -0.01 595 088 045 -0.40
4.60 1.90 2.01 0.33 1.52 149 -092 -0.04 -022 513 162 049 -0.30

Tabela 5.3: Exemplo de cinco amostras escolhidas aleatoriamente do conjunto de dados
de treinamento para o modelo de velocidade do Marmousi.

Por fim, assim como foi feito para o modelo ndo parametrizado, a Figura 5.5 ilustra o
conjunto total das trajetérias geradas, sobrepostas ao campo de velocidade.

Figura 5.5: Raios tracados para o modelo de velocidade do Marmousi a partir do método
Runge-Kutta de segunda ordem.

5.2.3

Refinamento do Fator de Subamostragem

X (km)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Treinamento e Avaliacao do Modelo

Como discutido na Sec¢do 4.1, o fator de subamostragem (s) constitui um hiperpara-
metro central no pré-processamento do campo de velocidade. Ele controla diretamente o
grau de suavizagdo introduzido pela interpolagdo via B-splines: quanto maior o s, mais

20s valores foram novamente arredondados para duas casas decimais para melhorar a visualizacdo da

tabela.
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espacada é a malha de controle e, portanto, mais agressiva a regularizacao implicita apli-
cada ao modelo. Essa etapa € particularmente critica no contexto do tracamento de raios
com redes de Kolmogorov—Arnold com informacdo fisica (PIKAN), pois o sistema Ha-
miltoniano que governa a evolucdo de (X,Z, Py, P;) é sensivel a gradientes de velocidade.
Descontinuidades numéricas ou variagdes abruptas no campo v(x,z) podem induzir ins-
tabilidades no termo de for¢a Vv~!, degradando a integragio e propagando o erro para as
componentes do vetor de vagarosidade. Por outro lado, uma suavizacio excessiva distorce
interfaces e heterogeneidades reais, reduzindo a fidelidade fisica do conjunto de treina-
mento. Assim, o objetivo ao refinar s € identificar um valor que elimine irregularidades
que dificultam a solucdo do problema direto, sem apagar fei¢des geoldgicas essenciais do
Marmousi. A metodologia completa encontra-se na Subsecdo 4.2.5.

A andlise dos resultados apresentada a seguir evidencia um trade-off claro entre tra-
tabilidade numérica e preservacao estrutural, corroborado por avaliacdes qualitativas e
quantitativas. A Figura 5.6 compara o Marmousi original com suas versdes suavizadas.
Para valores baixos de s (e.g., 20 e 25), a interpolacdo retém maior complexidade do
modelo, preservando camadas finas e contrastes laterais, porém ainda permite a perma-
néncia de pequenas descontinuidades e varia¢des de alta frequéncia no campo v(x). Em-
bora sutis no mapa de velocidades, tais irregularidades amplificam o gradiente Vv(x) que
atua diretamente na evolugdo de p pela Equacao 2.5, podendo induzir mudancas abrup-
tas na dire¢do do vetor de vagarosidade e, consequentemente, curvaturas ndo fisicas nas
trajetérias dos raios. Em contraste, valores altos (e.g., 35 e 40) produzem um campo
excessivamente regular, no qual interfaces estratigraficas tornam-se difusas e estruturas
de pequena escala, relevantes para os gradientes locais que controlam o tragamento, sao
atenuadas. Nesse regime, o campo de velocidade passa a representar uma versao filtrada
do Marmousi, limitando a capacidade da PIKAN de aprender dindmicas coerentes com a
geologia subjacente.

A Figura 5.7 complementa a inspe¢do visual ao apresentar métricas de validagdao em
fungdo de s. Sdo mostrados R?, MAPE, MAE e RMSE para as quatro varidveis de saida
(X,Z, Py, P,); a curva preta (“Overall”) resume o comportamento médio. Observa-se um
platd de desempenho entre s =25 e s = 35, com MAPE médio atingindo seus menores va-
lores nessa faixa. H4, contudo, um padrao consistente: o aumento de s tende a elevar o R?
de X e Z, sugerindo que uma suavizacdo moderada facilita a aprendizagem da geometria
global dos raios; entretanto, para Py e P, a tendéncia se inverte em valores altos, indicando
perda de informacdo associada aos gradientes locais que governam a dindmica do vetor
de vagarosidade. Em outras palavras, uma regularizacdo forte melhora a previsibilidade
espacial, mas empobrece a fisica angular/kinemdtica aprendida pelo modelo.

Nota-se que 0 MAPE “Overall” € minimizado ja em s = 25 (3,450%), mantendo-se
praticamente estavel em s = 30 (3,374%) e s = 35 (3,219%). Essa estabilidade reforca
que, dentro desse intervalo, a PIKAN opera préximo ao limite de generalizacdo imposto
pelos dados. Ainda assim, as curvas de R” e de erros absolutos revelam que valores ex-
tremos de s ndo afetam todas as varidveis de forma homogénea: melhorias marginais em
X e Z vém acompanhadas de degradacao sutil porém sistemdtica em P, e P,, evidenci-
ando sensibilidade do modelo ao hiperparametro e a necessidade de calibracdo cuidadosa
quando a prioridade € preservar dinamica fisica.
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Figura 5.6: Comparacao visual do Modelo de Velocidade do Marmousi Original (painel
superior esquerdo) com as versdes suavizadas por interpolacdo B-splines, variando o fator
de subamostragem (s). Valores baixos (s = 20 e s = 25) preservam contornos e heteroge-
neidades, mas podem reter descontinuidades locais; s = 30 mantém interfaces principais
com redugdo efetiva de variagdes espurias; valores altos (s = 35 e s = 40) promovem su-
avizagdo excessiva, com perda visivel de detalhes finos e contraste entre camadas.

Modelo Marmousi Original Modelo Suavizado (s = 20)
Modelo Suavizado (s = 25) Modelo Suavizado (s = 30)

Modelo Suavizado (s = 35) Modelo Suavizado (s = 40)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Figura 5.7: Avaliag¢do quantitativa do desempenho do modelo PIKAN em fung¢ao do fator
de subamostragem (s) no conjunto de validacao.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Com base nessa analise, a escolha adotada foi s = 30. Esse valor oferece o melhor
trade-off entre precisdo e realismo fisico: do ponto de vista quantitativo, mantém o de-
sempenho dentro do platd 6timo; do ponto de vista qualitativo, reduz descontinuidades
suficientes para estabilizar o tracamento, preservando simultaneamente as interfaces e
heterogeneidades dominantes do Marmousi. Assim, o campo de velocidade utilizado
no treinamento da PIKAN permanece representativo da complexidade geoldgica do pro-
blema, mas com suavidade adequada para evitar artefatos numéricos na integracdo dos
raios.

Refinamento do Tamanho de Grade

Conforme descrito na Subsecdo 4.2.4, o tamanho de grade (G) é um hiperparametro
intrinseco da arquitetura KAN, pois define a resolu¢do da malha sobre a qual as fun¢des
B-splines das camadas sdo representadas. Em termos praticos, G controla a capacidade
de aproximacdo local da rede: grades mais finas permitem capturar variacdes mais deta-
lhadas das funcdes aprendidas, ao custo de maior nimero de parametros € maior tempo
de treinamento. Assim, o objetivo deste refinamento foi avaliar a sensibilidade do desem-
penho da PIKAN a resolucdo das splines e identificar um valor de G que preservasse a
performance preditiva sem impor custos computacionais desnecessarios.

A metodologia experimental seguiu um protocolo andlogo ao do refinamento ante-
rior, conforme detalhado na Subsecdo 4.2.4: o modelo PIKAN foi treinado e avaliado
no conjunto de validacdo para um intervalo de tamanhos de grade testados. As métricas
quantitativas de desempenho (incluindo a média geral “overall’’) foram registradas para
cada valor de G.

A apresentacdo dos resultados sdo expostas na Figura 5.8. A andlise quantitativa in-
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Figura 5.8: Avaliagdo quantitativa do desempenho do modelo PIKAN em funcdo do ta-
manho de grade (G) no conjunto de validagdo.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

dica que o desempenho preditivo do modelo PIKAN se manteve estavel e consistente em
toda a faixa de tamanhos de grade testada. Essa estabilidade é evidenciada pela linha
preta (“Overall”) nos graficos de MAPE, MAE e RMSE, que apresenta pouca variacao,
oscilando entre 0.039 e 0.043 para o MAPE. A auséncia de uma degradacio significativa
no desempenho para grades menores ou um ganho substancial para grades maiores € um
achado importante, pois indica que a arquitetura PIKAN € robusta a variagdes moderadas
na resolucdo da grade de splines, e que a complexidade do modelo pode ser controlada
sem comprometer a precisao.

A escolha final do hiperparametro foi o tamanho de grade G = 12. Esta selecao foi
justificada por representar um bom compromisso entre o desempenho preditivo e o custo
computacional. O valor G = 12 permite que o modelo mantenha a alta capacidade predi-
tiva observada, a0 mesmo tempo que otimiza a eficiéncia computacional.

A configuracdo final do modelo PIKAN, com s = 30 e G = 12, foi entdo utilizada
para a avaliac@o final de desempenho e eficiéncia computacional, cujos resultados sdo
apresentados na Tabela 5.4 e discutidos nos préximos blocos desta secdo.

Configuracio do Treinamento Final

Para o treinamento do modelo inicial, foi utilizado a seguinte arquitetura PIKAN:

* Camadas de entrada e saida: Iguais ao modelo parametrizado. Dimensionadas
de acordo com o nimero de caracteristicas de entrada e varidveis alvo, respectiva-
mente. Ou seja, 4 de entrada e 4 de saida.

* Camadas intermediarias: Duas camadas intermedidrias com configuragdes 12 e
6, representando o nimero de nds somadores da primeira e segunda camada oculta,
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respectivamente.
* Grau polinomial: k = 3, correspondendo a B-splines cubicas.
* Intervalo da grade: [0, 10], definindo o dominio de operacao das fun¢des splines.

O treinamento foi realizado utilizando, também, o otimizador Adam com taxa de
aprendizado de ) = 102 e funcio de perda de dados MSE (Mean Squared Error).

A fun¢do de perda fisica utilizada é a mesma do modelo parametrizado, definida
pela Equacdo 4.16. Todos os valores utilizados na perda fisica foram obtidas da mesma
forma que no modelo ndo parametrizado, isto €, a partir da diferenciagdo automatica do
PyTorch e/ou pelo proprio RK2.

Assim como no modelo parametrizado, a PIKAN apresentou dificuldade na conver-
géncia do tragamento de raios nos pontos iniciais (para ¢t = 0), portanto, também foi ado-
tado a estratégia de acrescentar um erro quadratico médio a funcdo de perda fisica para as
amostras em ¢t = 0.

Diferente do modelo parametrizado, os termos de regularizacao (entropia e L1) foram
utilizados neste experimento. Os pesos utilizados foram:

A=1x10"3
AMp=1x107
7\‘ent =2

Em que A € o peso utilizado em todos os termos de regularizagdo, Az o peso utilizado
apenas para a regularizacdo L1, e Aepe 0 peso utilizado apenas para a regulariza¢do de
entropia.

As principais configuragdes adotadas foram:

* Tamanho da grade: G = 12. Por ser um modelo mais complexo, a hipotese inicial
era que uma grade maior seria melhor.

* Ndmero de épocas: 100, um nimero de épocas maior que o modelo parametrizado,
pela mesma justificativa do hiperparametro anterior.

+ Taxa de aprendizagem inicial: 1o = 1073, sendo este um valor bastante presente
na literatura como valor padrao.

Os demais parametros do modelo foram mantidos idénticos aos utilizados no expe-
rimento anterior, incluindo a funcdo de perda composta (dados + fisica), a técnica de
singularity avoiding e a ponderagdo adaptativa da perda fisica.

Evolucio do Treinamento

A Figura 5.9 apresenta a evolugdo das diferentes componentes da funcdo de perda ao
longo das 100 épocas de treinamento. Os graficos mostram trés aspectos fundamentais do
processo de aprendizagem: a perda total de treinamento, a perda fisica de treinamento € a
comparacao entre as perdas de dados nos conjuntos de treinamento e validagao.

A andlise dos gréficos revela padrées no processo de aprendizagem parecidos com os
obtidos no primeiro experimento:
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Figura 5.9: Evolucao das componentes da funcido de perda durante o treinamento do
modelo PIKAN no modelo de velocidade do Marmousi. Painel superior: perda total de
treinamento. Painel central: perda fisica de treinamento. Painel inferior: comparagao
entre as perdas de dados nos conjuntos de treinamento e validacao.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

1. Perda total de treinamento: Observa-se uma rdpida diminui¢@o nas primeiras épo-
cas, estabilizando-se em torno de 1072, com pequenas movimentacdes nas épocas
subsequentes.

2. Perda fisica de treinamento: Apresenta comportamento similar a perda total, com
reducdo acentuada nas fases iniciais e estabilizagdo rapida apds a época 5.

3. Perdas de dados: As curvas de treinamento e validagdo mostram um padrio es-
tdvel ao longo de todo o processo, com resultados bastante semelhantes entre elas.
Essa semelhancga sugere que o modelo apresenta um bom equilibrio, sem sinais de
sobreajuste ou subajuste, ¢ mantém uma capacidade de generalizacdo comparavel
tanto para os dados de treinamento quanto para os dados ndo vistos.

Um aspecto relevante, também observado no primeiro experimento, é a convergéncia
das perdas de treinamento e validacdo, mesmo apds 100 épocas. Esse comportamento
indica que o aumento no tamanho da grade (G = 12) foi eficaz em mitigar o subajuste,
um problema frequentemente encontrado em tarefas de maior complexidade.

Avaliacao Quantitativa

Ap06s o treinamento, o modelo foi avaliado no conjunto de teste, que contém trajeto-
rias de raios com condicdes iniciais ndo vistas durante o treinamento ou validagdo. A Ta-
bela 5.4 apresenta as métricas de desempenho obtidas para cada uma das quatro varidveis
alvo.

Os resultados quantitativos demonstram resultados promissores:

* Coeficiente de Determinacio (R?): Valores acima de 0.98 para todas as varidveis
alvo, indicando que o modelo explica muito bem a variancia nos dados. Um ponto
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X z Px Pz

R? 0.9999 0.9998 0.9886 0.9925
MAPE  0.061% 0.262% 0.995% 2.036%
MAE  3.29¢e—03 3.25¢—03 4.57e—03 5.28¢—03
MSE  2.08e—05 1.88¢—05 3.52e—05 5.94e—05
RMSE 4.56e—03 4.33e—03 5.93e—03 7.71e—03

Tabela 5.4: Resultados obtidos para o tracamento de raios com PIKAN no modelo de
velocidade do Marmousi.

de atencdio é o p., que obteve o R? de 0.9886, aproximadamente, sendo o menor
valor para este experimento.

* Erro Percentual Absoluto Médio (MAPE): Valores inferiores a 1% para todas
as varidveis, exceto para a componente p, do vetor de vagarosidade, se tornando,
também, um ponto de atenc¢do para os experimentos futuros.

 Erro Absoluto Médio (MAE): Valores na ordem de 1073 para todas as varidveis,
representando um erro médio de alguns metros, demonstrando alta precisdo nas
predicdes.

¢ Raiz do Erro Quadratico Médio (RMSE): Valores consistentemente baixos, com
o menor erro (4.56e—03) para z e o maior (7.71e—03) para p,.

E notédvel que, apesar do pequeno aumento na complexidade da arquitetura, o modelo
conseguiu capturar com alta precisdo tanto as posi¢des quanto as componentes do vetor
de vagarosidade ao longo das trajetérias dos raios. Este resultado valida a eficdcia da
abordagem PIKAN para o problema do tragamento de raios sismicos em cendrios reais.

Avaliacao Qualitativa

A Figura 5.10 apresenta a comparacao das trajetdrias preditas pelo modelo PIKAN
com as trajetorias de referéncia calculadas pelo método de Runge-Kutta de segunda or-
dem, para um subconjunto representativo de raios no campo de velocidade de Marmousi.

A inspecdo visual confirma o excelente desempenho do modelo PIKAN, com as traje-
térias preditas muito proximas das trajetorias de referéncia. Além disso, o modelo PIKAN
aplicado no modelo de velocidade do Marmousi também passa nos trés critérios estabele-
cidos na Subsec¢do 4.3.4, demonstrando que o modelo reproduz os valores numéricos com
alta precisao e se ajustou as equacdes que modelam o fendmeno fisico de propagacao
de onda sismicas em meios heterogéneos, mesmo em um cendrio mais complexo, mais
proximo da realidade.

5.2.4 Comparacao entre PIKAN e PINN tradicional

Nesta subsecdo, comparamos o desempenho da rede Physics-Informed Kolmogorov-
Arnold Network (PIKAN) com uma PINN tradicional baseada em MLP, ambas aplicadas
ao tracamento de raios sismicos no modelo de velocidade Marmousi. O objetivo € isolar
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Figura 5.10: Comparagdo visual entre trajetorias de raios sismicos calculadas pelo método
de Runge-Kutta de segunda ordem (linhas sélidas cinzas) e preditas pelo modelo PIKAN
(linhas s6lidas pretas). O campo de velocidade parametrizado € representado pelo gradi-
ente de cores, com valores variando de 1,5 km/s (roxo) a 6 km/s (amarelo).

— Runge-Kutta 6
—— PIKAN
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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o efeito da arquitetura (KAN vs. MLP), mantendo constantes o conjunto de dados, a for-
mulagdo da perda com informacao fisica e a ordem de grandeza do nimero de pardmetros
treindveis. Dessa forma, diferencas observadas podem ser atribuidas predominantemente
a capacidade de representacdo de cada arquitetura.

Ambos os modelos recebem como entrada o mesmo vetor de varidvel e realiza a predi-
cdo das mesmas varidveis de saida. A base de dados utilizada € a mesma do experimento
anterior. Em ambos os casos, € utilizado a fun¢do custo definida na Equacao 4.14. Outro
ponto comum € o esquema de ponderagdo espacial da perda. Por fim, as duas redes sao
treinadas com o mesmo otimizador Adam (taxa de aprendizado inicial 107%) e agenda-
mento via ReduceLROnPlateau, além de critérios de parada compardveis, assegurando
um regime de otimizacdo equivalente.

Arquiteturas e nimero de parametros

A arquitetura PIKAN ¢ implementada como uma KAN com largura

[input_size, 12, 6, output_size], (5.25)

grade interna de base spline G = 12 e ordem k = 3. Essa configuracao resulta em exata-
mente 3 818 parametros treinaveis.

Para uma comparacio justa, foi projetada uma PINN tradicional baseada em MLP
densa com ndmero de parametros similar. A MLP possui quatro camadas ocultas de 36
neurdnios, com ativagao ReLLU:

[input_size, 36, 36, 36, 36, output_size|, (5.26)

totalizando aproximadamente 4000 pardmetros. Portanto, ambas as arquiteturas tém
quantidades de parametros treindveis comparaveis, garantindo que a comparacgao reflita
diferencas arquiteturais e ndo mera capacidade numérica adicional.

Desempenho preditivo em teste

A Tabela 5.5 resume as métricas obtidas para os dois modelos no mesmo conjunto
de teste. Sdo reportados o coeficiente de determinagio (R?), o erro percentual absoluto
médio (MAPE), o erro absoluto médio (MAE) e a raiz do erro quadratico médio (RMSE)
para cada varidvel alvo.

Métrica PIKAN (KAN) PINN (MLP)
X Z Px Pz X K4 Px Pz
R? 0.9999 0.9998 0.9886 0.9925 0.9998 0.9994 0.9714 0.9869

MAPE  0.061% 0.262% 0.995% 2.036% 0.107% 0.475% 1.597% 2.918%
MAE 3.29e—03 3.25¢e—03 4.57e—03 5.28e—03 5.82e—03 5.89e—03 7.37e—03 7.80e—03
RMSE 4.56e—03 4.33e—03 5.93e—03 7.71e—03 7.84e—03 7.71e—03 9.40e—03 1.02e—02

Tabela 5.5: Comparacdo quantitativa entre PIKAN (KAN) e PINN tradicional (MLP) no
conjunto de teste do Marmousi.
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Os resultados indicam que ambas as arquiteturas atingem excelente aderéncia as tra-
jetdrias de referéncia, com R? muito préoximo de 1 em todas as varidveis. Entretanto, a
PIKAN apresenta erros sistematicamente menores em todas as métricas e saidas, com
ganhos mais expressivos em py € p., que sdo quantidades diretamente controladas pelos
gradientes do campo de velocidade. Isso sugere que a representacio funcional das KANs
favorece a captura de variacdes sutis do meio e de suas derivadas, produzindo trajetdrias
fisicamente mais consistentes em um cendrio altamente heterogéneo como o Marmousi.

Custo computacional de inferéncia

O tempo de execugdo para o tracamento de 323 trajetérias no conjunto de teste foi
comparado entre o método numérico de referéncia e as duas redes neurais pré-treinadas.
O método de Runge—Kutta de segunda ordem demanda aproximadamente 16 s por experi-
mento, excluindo o tempo necessario para o pré-processamento dos dados. Em contraste,
a inferéncia da PIKAN leva em torno de 66.6 +-43.7 ms, enquanto a PINN ¢é ainda mais
rapida, com aproximadamente 18.9 +21.6 ms nas mesmas condi¢des. Essa diferenca é
esperada, pois a PINN baseada em MLP utiliza apenas operacdes matriciais densas e ati-
vacoes elementares, altamente otimizadas em bibliotecas de aprendizado profundo, como
o Pytorch, ao passo que a PIKAN incorpora camadas KAN com avaliagdo de B-splines e
combinagdes funcionais unidimensionais, o que envolve maior custo por forward pass.

Apesar disso, ambas as arquiteturas fornecem aceleracdo de vérias ordens de magni-
tude em relagdo ao método numérico, reduzindo o tempo de tragamento de segundos para
dezenas de milissegundos. Além disso, os tempos de inferéncia de ambos os modelos
sdo suficientemente pequenos para aplicacoes reais: a diferenca absoluta entre PIKAN e
PINN (da ordem de poucas dezenas de milissegundos para centenas de trajetérias) nao
impactaria substancialmente um cendrio operativo tipico, especialmente quando compa-
rada ao ganho massivo obtido frente ao método Runge-Kutta. Nesse contexto, o leve
sobrecusto computacional da PIKAN tende a ser plenamente aceitdvel e facilmente com-
pensado por sua maior capacidade preditiva e interpretabilidade da rede.
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Conclusao

Esta dissertacdo propds, implementou e validou uma nova metodologia para o traca-
mento de raios sismicos em meios heterogéneos, fundamentada em Redes de Kolmogorov-
Arnold com Informacao Fisica (PIKANs). Partiu-se da hipétese de que a combinagdo
entre (1) a alta capacidade intrinseca de aproximacao funcional das redes de Kolmogorov-
Arnold (KANs) e (ii) a inclus@o explicita das restri¢des fisicas definidas pelas equagdes
candnicas de Hamilton poderia resultar um tracador neural mais preciso, mais estavel e
com melhor generalizacdo em comparacdo com as PINNs tradicionais baseadas em MLP.
Os experimentos realizados ao longo do trabalho sustentam essa hipdtese: a PIKAN de-
monstrou consistentemente desempenho superior, especialmente nas varidveis dindmicas
mais sensiveis aos gradientes do campo de velocidade. Além disso, manteve um custo de
inferéncia consideravelmente menor frente ao método numérico de referéncia e desprezi-
vel frente as PINNs tradicionais.

6.1 Sintese das contribuicoes

As principais contribui¢des desta dissertac@o para a geofisica computacional e para o
aprendizado de miquina com informacao fisica podem ser sintetizadas em:

1. Framework PIKAN para tracamento de raios sismicos. Foi desenvolvido um
framework completo que formula o problema de tragamento de raios como um sis-
tema de EDOs hamiltonianas e o resolve por meio de redes PIKAN. Trata-se, ao
melhor do nosso conhecimento, da primeira aplicagdo de KANs com informacao fi-
sica a esse problema, abrindo uma nova linha de investiga¢do para métodos neurais
em modelagem geofisica.

2. Generalizacao para um conjunto amplo de condicoes iniciais. Ao contririo de
muitas PINNs voltadas a trajetdrias especificas, a PIKAN foi treinado para apren-
der um operador dindmico condicionado por (xo,zo,00), demonstrando excelente
capacidade de generalizagdo para condi¢des iniciais ndo vistas. Essa caracteristica
¢ fundamental em aplicagdes reais de imageamento, nas quais milhares de raios
com diferentes disparos precisam ser avaliados.

3. Funcio de perda composta, adaptativa e com informacoes fisicas. Implementou-
se uma fungdo de perda hibrida que equilibra supervisao por dados e penalizacdo
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fisica via diferenciacdo automadtica das equagdes candnicas. Além disso, empregou-
se ponderacdo espacial adaptativa do termo fisico, mitigando vieses de amostragem
e impondo consisténcia também em regides menos densas do dominio.

. Validacao em cenarios sintéticos de complexidade crescente. O método foi vali-

dado em um modelo parametrizado linear e no Marmousi, mostrando alta acurdcia
em ambos. No caso mais complexo, a PIKAN obteve resultados comparaveis ou
superiores a0 Runge—Kutta de segunda ordem, com a vantagem de fornecer uma
solucdo continua, diferencidvel e consultdvel em tempo real apds o treinamento.

6.2 Limitacoes do trabalho

Apesar dos resultados positivos, algumas limitagdes relacionadas ao escopo desta dis-
sertacdo devem ser destacadas:

* Dimensionalidade. O estudo foi conduzido em 2D. A extensdo para 3D € natural,

6.3

porém envolve aumento substancial na complexidade geométrica, na dimensionali-
dade de entrada/saida e no custo computacional, exigindo adaptacdes de arquitetura
e de geracdo de dados.

Custo de treinamento. Embora a inferéncia da PIKAN seja extremamente rapida,
o treinamento em modelos mais complexos (como o Marmousi) permanece compu-
tacionalmente custoso, caracteristica compartilhada por PINNs e métodos neurais
informados por fisica em geral.

Retreinamento para Novos Modelos de Velocidade. O modelo PIKAN ¢ trei-
nado para um modelo de velocidade especifico (e.g., Marmousi). A aplicagdo a um
novo modelo de velocidade requer o retreinamento completo da rede, o que pode
ser computacionalmente intensivo e limita a aplicacdo imediata a novos cendrios
geoldgicos.

Trabalhos futuros

A partir das contribui¢des e limitacdes levantadas, apresentam-se dire¢des para pes-
quisas futuras:

1.

Aplicacdo a modelos do pré-sal brasileiro. Avaliar a PIKAN em modelos tipicos
do pré-sal, caracterizados por alto contraste de velocidades, geometrias complexas
e presenca de sal. Esse cendrio representa um teste de robustez com forte relevancia
industrial e académica.

. Tracamento orientado a tarefas geofisicas especificas. Integrar a PIKAN em

aplicacdes de rotina geofisica, como célculo de tempos de transito, migracao e co-
nexao tiro-receptor em modelos de aquisi¢do sismica, explorando a consulta rapida
de trajetorias condicionadas pelas fontes e receptores.

Controle de qualidade em problemas inversos. Investigar o impacto das traje-
torias preditas pela PIKAN em tarefas inversas, como tomografia sismica. Com-
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paracdes diretas com métodos numéricos podem quantificar ganhos (ou limites) na
qualidade de inversao.

4. Mapeamento do residuo hamiltoniano. Construir mapas de calor do maximo
residuo das equagdes de Hamilton no dominio, avaliando a aderéncia fisica local
da PIKAN. A comparacdo com mapas gerados pelo Runge-Kutta forneceria uma
importante ferramenta diagndstica objetiva.

5. Dependéncia do erro em funcdo das condicdes iniciais. Ao contririo de mui-
tas PINNs voltadas ao aprendizado de trajetorias especificas, a PIKAN foi treinado
para aprender um operador dindmico condicionado por (xg,Zz9,6p), demonstrando
excelente capacidade de generalizacdo para condicdes iniciais ndo vistas. Essa ca-
racteristica é fundamental em aplicagdes reais de imageamento, nas quais milhares
de raios com diferentes dire¢des de disparos precisam ser avaliados.

6. Extensao para a equacao Eikonal. Adaptar o framework PIKAN para resolver
a equacgdo Eikonal, explorando a capacidade de KANs informadas por fisica em
EDPs de primeira ordem e ampliando a classe de problemas geofisicos trativeis.

6.4 Consideracoes finais

Em resumo, esta dissertacdo fundamentou o uso de redes de Kolmogorov-Arnold com
Informagdo Fisica no tracamento de raios sismicos, evidenciando melhorias significativas
em precisdo, generalizacdo e consisténcia fisica em relac@o as abordagens tradicionais ba-
seadas em PINNs, em condi¢des experimentais controladas e com nimero de pardmetros
semelhante. Os resultados sugerem que a PIKAN é uma opc¢do promissora para ace-
lerar problemas diretos em geofisica computacional, particularmente em dominios mais
complexos nos quais os gradientes do meio t€ém um papel fundamental. As extensodes
propostas tém como objetivo fortalecer essa abordagem como um instrumento sélido e
eficaz para a modelagem da propagacdo de ondas em meios geoldgicos realistas.
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