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Resumo

Através da nova técnica de Busca Automdtica de parametros de ordem e propriedades
criticas, estudamos varios sistemas fisicos conhecidos, com o intuito de testar a eficiéncia
desta técnica, a fim de aplicéd-la para sistemas complexos em geral.

O Método de Busca Automdtica (MBA) é desenvolvido em combinagéo com o Método
de Simulagio de Monte Carlo e este por sua vez se utiliza de nima determinada dindmica
para fazer o sistema evoluir com o tempo. Nos problemas que tratamos, utilizamos as
dinamicas de Metropolis e de Glauber, que produzem resnltados essencialmente equiva-
lentes.

Fazemos numa breve revisao das transicoes de fasc e fendmenos criticos. Descrevemos
o MBA e comentamos alguns trabalhos onde a aplicagio deste método ja obteve sucesso.

Aplicamos 0 MBA para o modelo de Ising ferromagnético. Calculamos as fronteiras
criticas e o expoente 3 da magnetizagio em varias redes geométricas e varias dimensoes
espaciais.

Aplicamos também o MBA para o modelo de Ising ferromagnético em uma rede
quadrada com diluigio de sitios. Calculamos as fronteiras criticas, o expoente § € o
expoente v da susceptibilidade. O MBA calcula simulianeamente os expoentes 5 e 7.
Verificamos que a classe de universalidade do sistema néo é alterada quando se introduz
diluigao.

Estudamos o problema da percolagao de ligagbes de longo alcance na cadeia linear
dilufda. Discutimos questdes e extensividade ¢ ndo extensividade inerentes & sistemas
com interagoes de longo alcance.

Finalmenie, apresentamos nossas conclusdes e possiveis extensoes deste trabatho.
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Abstract

The new technique for automatic search of the order parameters and critical properties
is applied to several well-know physical svstems, testing the cfficiency of such a procedure,
in order to apply it for complex systems in gencral.

The automatic-search method is combined with Monte Carlo simulations, which makes
use of a given dynamical rule for the time evolution of the system. In the problems inves-
tigated, the Metropolis and Glauber dynamics produced essentially equivalent results.

We present a brief introduction to critical phenomena and phase transitions. We
describe the automatic-search method and discuss some previous works, where the method
has heen applied successfully.

We apply the method for the ferromagnetic Ising model, computing the critical fron-
tiers and the magnetization exponent § for several geometric lattices.

We also apply the method for the site-diluted ferromagnetic Ising model on a square
lattice, computing its critical frontier, as well as the magnetization exponent 8 and the
susceptibility exponent y. We verify that the universality class of the system remains
unchanged when the site dilution is introduced.

We study the problem of long-range bond percolation in a diluted linear chain and
discuss the non-extensivity questions inherent to long-range-interaction systems.

Finally, we present our conclusions and possible extensions of this work.

iil
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Introducao

A maior parte da fisica existente até a primeira metade do século X X é a chamada
fisica cléssica, em que as leis de conservagéo, descritas por equagoes diferenciais lineares,
ligadas as invariincias espago-temporais, sa0 da maior importincia pare descrever 0s movi-
mentos de um sistema dinamico ao longo do tempo. Coustituem essas leis de conservago
as regras que permitem prever o comportamento do sistema no futuro uma vez conhecido
o seu estado inicial. Faz parte dessa fisica a Mecanica Newtoniana e o Eletromagnetismo
de Maxwell, constituindo-se o que se chama Fisica Classica. Entretanto essas leis fun-
damentais da Fisica Classica nio mais explicavamn as experiéncias que surgiram depois
da descoberta do mundo atémico. Por exemplo a radiaciio do corpo negro (Max Planck,
1900), efeito fotoelétrico (Einstein, 1905), dtomo de Bohr (1913), etc. Desse modo surgiu
a necessidade de uma teoria mais abrangente, surgindo dai a Mecinica Quéntica. Nesta
nova teoria nao era possivel ter ac mesmo tempo posicao o velocidade simultaneamente
com precisao ilimitada (principio da incerteza), terminando assiin a era do enciclopedismo
{uma. vez conhecidas as condigdes iniciais de um sistemna se conheceria seu passado e seu
futuro, portanto a histéria de qualquer sistema). No século XX Maxwell comentou
sobre as limitagoes da visio Laplaciana e mostrou a existéncia de sistemas que, mesmo
com poucas particulas e descritos por equagbes deteriministicas, exigiam uma descrigao
probabilistica, em fun¢ao de apresentarem grande sensibilidade & variagio das condigdes
iniciais. Poincaré elaborou um longo trabatho sobre esses tipos de sistemas e de alguma
maneira previu a existéncia do caos 2. yma pequena variagio nas condigdes iniciais,
produz uma enorme variagdo no coinportamento futuro do sistemna.

No final do século passado, outro problema crucial para os fisicos estava relacionado
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em 1916 7.

Os trabalhos de Planck, Einstein, Bohr, Schrodinger, de Broglie, Heisenberg, Dirac,
etc, para a Mecanica Quantica ¢ de Einstein para a Relatividade constituem os pilares da.
fisica até o século X X.

QO estudo de sistemas de muitas particulas € provavelmente a drea de pesquisa mais
ativa da fisica moderna fora do dominio da fisica de altas energias. Como exemplo pode-
mos citar os sistemas bioldégicos, sélidos, liquidos, plasmas, etc. Embora em principio
POSSAMOS escrever as equacdes de movimento para qualquer um destes sistemas, a com-
plexidade da solugio é muito grande. Nem mesmos os computadores atuais poderiam
lidar com tantas informacdes. Devido a isto, poucos sistemas com muitos corpos $80 re-
solvidos exatamente ®. Isso exigiu dos cientistas a formulagiio de métodos aproximados
para tratar tais sistemas. Entre essc métodos aproximativos podemos citar, Dindmica
Molecular {uma aproximagéio é feita toinando-se uma pequena parte do sistema), Fungoes
de Green, Matriz de Transferéncia, Hartree Fock, etc.

Sistemas macroscopicos {envolvendo a temperatura) comegaram a ser investigados de
um ponto de vista fenomenolégico nos tltimos séculos. As leis descobertas formaram a
disciplina da Termodinamica. Na segunda metade do século X/ X a teoria da constituicao
atémica da matéria ganhou aceitagiio ¢ sistemas macroscépicos comegaram a ser analisa-
dos de um ponto de vista microscopico, como sistemas constitufdos de muitos atomos ou
moléculas. O desenvolvimento da Mecanica Quantica depois de 1926 proporcionou uma
adequada teoria para a descrigdo de dtomos e moléculas ¢ assitn abriu o caminho para
uma andlise de tais sistemas na base de conceitos microscopicos.

A ciéncia que trata o sistcma de muitos corpos a partir de uma visao microscopica
é a Mecanica Estatistica (ME). Os valores médios obtidos a partir da ME sio os obser-
véveis fisicos de interesse e devemn ser comparados aos resultados da Termodinamica €
da experiéncia. O que se ganha com a ME é que podemos ter acesso a informagoes do
sistema ao longo de todo o dominio de temperaturas ¢ a obtencao das fungoes respos-
tas, as quals proporcic;nam, por exemplo, a determinagdo das transigoes de fases. Além
disto a teoria permite fazer previsoes, mesmo para regies que ainda estejam inacessiveis

as experiéncias. Esta teoria ¢ fascinante em virtude de relacionar dois esquemas distin-
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tos da realidade fisica: a descricdo microscdpica, que se baseia nas teorias fundamen-
tais { Mecdnica Cldssica. Mecinicn Qudiptica...), as quais regem a evolugao temporal dos
constituintes microscopicos, que podem ser da mais variada natureza {f6tons, particulas
elementares, dtomos, moléculas,...) e a descrigdo macroscdpica termodindmica), que es-
tuda as propriedades globais mensurdveis do objeto fisico, tais como sua forma, tamanho,
composigao quimica, temperatura, cor, densidade, etc. Portanto o papel da ME é, a partir
da visio microscépica (mais completa) encontrar as grandezas observdveis da natureza
{visao macroscopica).

O esquema geral da ME consiste em encontrar as interagoes relevantes (microscépicas)
entre os constituintes {Atomos, moléculas, etc) do sistema e a partir destas interagoes
calcular o Hamiltoniano do mesmo {hd sistemas ndo Hamiltonianos, dissipativos, ¢ neste
caso outros métodos da ME devem ser empregados). Uma vez conhecido o Hamiltoniano
o formalismo permite, analitica ou aproximadamente calcular todas as grandezas fisicas
de interesse.

A ME tem sido aplicada comn considerdvel sucesso ao estudo da matéria em qualquer
estado Tisico, qualquer fase da substincia, qualquer intervalo de temperatura, podendo os
sistemas serem simples ou compostos de varios componentes, etc.

Os principais trabalhos que iniciaram a teoria da ME residemn nas tentativas iniciais
de fundamentar a lei da teoria cinética dos gases ®, com os trabalhos de Bernoulli (1738),
Herapath (1821), Joule {1851) ¢ Kronig (1856). Em 1859 Clausius introduziu o conceito
de caminho livre médio ¢ assim tornou-se o primeiro a analisar o fendémeno de transporte.
Em 1857 Clausius criou a lei dos gases ideais.

Uma base teérica sélida para a ME foi estabelecida com os notaveis trabalhos de
Maxwell (1860) de onde derivou a famosa lei da distribui¢ao das velocidades moleculares,
de Boltzmann (1872 e 1876) que realizou entre varios trabalhos, o da hipdtese ergodica, a
equacdio de transporte, o célebre teorema H, onde os sistemas fisicos apresentam tendéncia
natural a permancer no estado de equilibrio, ¢ o de Gibbs {1902) que transformou a teoria
dos Ensembles em uma.fcrramenta eficiente para os tedricos e que diretamente influenciou
a formulacao atual da ME de cquilibrio, para finalmente, se consolidar com as aplicagoes

da radiagio de corpo negro por Planck (1900}, dos célculos de calores especificos para
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sélidos por Einstein ¢ Debhye, do estudo do magnetismo por Langevin, Curic ¢ Weiss e
outros.

Antigamente quando se estudava um sistema, as vezes nas equagoes que 0 descreviam
apareciam termos nao lincares. Quando isto ocorria, on se achava que o modelo nao era
bom, ou se abandonava por dificuldades matemdticas. A Fisica tratada cra sobretudo
a fisica linear, ou seja a Fisica das equacoes diferenciais lineares. A ciéncia de entéo s6
permitia abordar problemas simples. IHoje sabemos que o mundo linear € apenas uma
pequena fracdo da naturcza. Con a introdugio dos computadores de alto desempenho
criou-se uma nova area de pesquisas. Antes a ciéncia era conhecida como tedrica e expe-
rimental. Agora o cientista pode fazer ciéncia simulando os sistemas no computador. Ea
Fisica Computacional. Esta drea gerou novas idéias, novos problemas e novos conceitos.
Sem a ajuda dos computadores, dificilmente dreas como Caos, Fractais 78 Autdmatos
Celulares 9, Difusso Anémala {voos de Lévy '%1'), Modelos de Crescimento, etc, apre-
scntariam o desenvolvimento que cuncontramos nos dias de hoje. Esses novos conceitos
extrapolam o dominio da Fisica e sio aplicados também & Economia, Biologia, Neurolo-
gia, Metercologia, Geofisica, entre outros, pondo fim & divisio entre as vérias ciéncias,
niio existindo mais um problema de um campo cientifico especffico. A diferenga agora
é a técnica empregada. Isto geron um novo campo de pesquisas que é conhecido como
sistemas complexos.

Nio existe uma definicao precisa do que seja umn sistema complexo. Existem caracte-
risticas tipicas de um sistemna complexo. Grande parte desses sistemas sao formados por
vérios componentes simples quando isolados, porém apresentando comportamento coletivo
extremamente complicado. Eles apresentam alto grau de nao linearidade, ndo extensivi-
dade 21, isto &, o comportamento do todo é bastante diverso do comportamento das
partes. Esta propriedade impede que o problema seja tratado por partes. A néo lineari-
dade também se manifesta nas fungdes respostas {exemplo, calor especifico, susceptibili-
dade, etc, de um sistema magnético). O sistema responde de umna maneira altamente ndo
linear a qualquer estin;uln externo, por exeniplo um campo magnético. Um exemplo € um
sistema que apresenta transicao de fase a uma dada temperatura. Proximo & transigao,

o efeito cooperativo gera ordem de Iongo alcance. Devemos considerar amostras do sis-
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tema da ordem de grandeza do comprimento de eorrelagan, que diverge na temperatura
de transicdo. Qutro exemplo fora do campo da [fisica ¢ a socicdade. Quando pretende-
mos entender como funciona uma socicdade, nao podemos estudar a atitude de um sé
individuo, ou de um grupo, mas de um conjunto mais amplo. A complexidade surge do
cfeito coletivo, cooperativo, de um grande mimnero de componentes interagindo. Ao anali-
sar wn sistema complexo de uma maneira geral impode-se una visio holfstica, em que para
compreender o todo tem-se que estudar o todo. Ao mesmo tempo, surpreendentemente,
em sistemas complexos muitas vezes as informagdes do todo podem ser encontradas em
todas as partes. Por exemplo, o cédigo genético de uma pessoa pode estar contido em
vérios lugares, até no fio de cahelo.

O estudo dos sistemas complexos mostra que para virios sistemas certas grandezas
néo apresentam uma escala tipica. Ao contrério, os fendmenos podem ser observados em
todas as escalas. Se perguntamos qual o tamanho de uma maré, temos uma nogao clara
da resposta, no entanto se quercinos saber o tamanho de um terremoto a resposta nao
é téo clara assim. Consideremos o exemplo da pilha de areta ''® (ver figura 1). Neste
problema, & medida que soltamos & areia na pitha, acontecemn avalanches. A medida que
acontecemn avalanches, a inclinacio da pilha varia desde um valor minimo {estado sub-
critico), onde existemn apenas pequenas avalanches, até um valor maximo {estado super-
critico). Nesse estado existem as grandes avalanches, o sistcma se encontra no estado
meta-estdvel, onde qualquer pequena perturbagdo resulta numa avalanche de grandes
proporgoes. Um pequeno grito pode ocasionar uma avalanche de grande intensidade.
Os alpinistas sabem disto. Um pequeno boato pode derrubar a bolsa de um pafs, um
pequeno estimulo pode levar a umn infarto, um pequeno acitmulo extra de energia pode
levar a um grande terremoto, etc. O estado critico (intermedidrio) caracteriza-se pelo fato
de poderem ser observadas avalanches de todos os tamanhos. A distribuigdo de tamanhos
das avalanches neste caso obedece a uma ler de poléneia, isto quer dizer que quando o
sistema se encontra neste estado & impossivel prever o tamanho da préxima avalanche.
Qualquer outro sist.cm;l que scja descrito por lei de poténcia apresenta comportamento

semelhante.

Alguns sistemas complexos apresentam a caracteristica descrita acima: procura
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Figura 1: Exemplo da pitha de areia 14 A medida que derramamos areia, acontecem

avalanches de todos os tamanhos.

esponidnea do ponto critico. Esta propriedade é conhecida como criticalidade auto or-
ganizada (self-organized criticality, SOC) descoberta e proposta por Per Bak, Thang e
Wiesenfeld '®17. Esta teoria tem como objetivo estudar alguns problemas da natureza
fora do equilibrio, que estdo sempre relaxando ¢ apresentam irregularidades em alguma
propriedade com o decorrer do tempo. O modelo da pitha dc arcia é considerado como
paradigma neste assunto. Aqui as irregularidades sdo as avalanches que ocorrem a0 longo
do tempo. Na economia podemos ter as flutuagoes da bolsa. Em regides sismicas, 0s
sismos e os terremotos sao cstas irregularidades. Podemos pensar também nos batimen-
tos do coragio {cardiogramas), impulsos do sistema nervoso {encefalogramas), torneira
gotejante, etc. Nesta teoria o sistema esta sempre evohuindo esponianeomente na busca
do ponto critico. No caso da pilha de areia, quando o sistema se encontra na regiao
sub-critica ou supercritica, a tendéncia natural é se dirigir {rclaxar) para a regiso critica,
onde temos o comportamento tipo lei de poténcia.

E comum nos dias de hoje a determinagao de leis de poténcias {auséncia de escala
tipica) em fendmenos ffsicos diverses. Anteriormente, eramn bastante conhecidas as teorias
qite explicavam a evolugao temporal de sistemas que relaxavam segundo lei exponencial

{escala tipica). Podemos citar a lei de esfriamento dos corpos, a radioatividade natural,
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rtc. Em todos estes problemas existe wina escala natural. Na radioatividade, por exemplo,
temmos como escala a vida média dos elementos. A teoria SOC permitiu mostrar que
existem sistemas onde isto ndo ocorre, ou seja nao existe uma escala tipica. Se acreditamos
que a teoria SOC seja uin modelo razoavel para explicar os sismos, seria impossivel prever o
tamanho do préximo terremoto, da préxima avalanche, ou o “crash” da bolsa. Em geral,
o espectro gerado pelos pardmetros que caracterizam a evolugdo deste tipo de sistema
sio figuras fractais {auséncia de escala tipica). Por csta razdo, muitas vezes efetua-se
0 processo inverso: analisa-se este espectro de um determinado sistema {em regime de
relaxacdo) e se este espectro ¢ um fractal, considera-se candidato a ser explicado pela
teoria SOC.

Vemos assim que sistemas complexos podem ser vistos em toda parte: sistemas
cadticos, os fractais, as avalanches na neve ¢ de pedras, terremotos, economia, genética,
batidas do coragdo, sistema nervoso, automatos celulares, etc.

Podemos dizer que a drea dos sistemas complexos constitui o que hé de mais recente
na Mecanica Estatistica. Hoje é comum os fisicos trabalharem e assessorarem o pessoal
da bolsa de valores, com metcorologistas na previsiio de tempo, com sismélogos no estudo
dos terremotos, com médicos, bidlogos, etc.

Fala-se que o préximo século serd chamado “séeulo da dgua”. Este precioso liquido
est4 cada vez mais escasso (dgua potdvel) no planeta. Estas novas técnicas sao de suma
importancia neste estudo.

A Mecinica Estatistica dos Sistemas Complexos é uma disciplina que se encontra
em grande evidéncia no mundo cientifico. Agora discutiremos um exemplo simples de
Sistems. Complexo: a percolagio . O inicio dessa teoria data de uma publicagéo de
1957 de Broadbent e Hammersley '°, que se inspiraramn na mdscara feita de graos de
carbono que os mineiros tinham que utilizar nas minas de carvao na Inglaterra para
evitar a contaminacio com os gases venenosos. A mdscara possuia graos {obstdculos)
e poros arranjados alcatoriamente. No problema de percolagdo temos o fluxo de algo
através de um meio desordenado {Auxo de gés através dos poros no caso da méscara). O
aumento da concentragio de obstdculos dificulta a passagem da informagéo em estudo.

Com poucos obstdculos, o fluxe atravessa de um lado a outro do sistema; dizemos que o



sistema percola, caso contririo isto ndo ncorre. Existe um valor eritico da concentragao
de obstaculos que separa as fases percolante o nao percolante. Temos portanto uma
transicao de fase. Alguns exemplos de percolagho: fluxo de infermagoes em uma rede
telefénica, fluxo de dgua através do café ou através de uma barragem, trafego através de
um mapa hidrogréfico, fogo na floresta, ctc.

Vamos estudar a percolagio atraves de wn exemplo simples; consideremos uma grade
como na Fig. 2(a) (rede quadrada). Imaginemos que cada sitio desta rede pode estar
ativo {#) com probabilidade p ou inativo {-) com probabilidade 1—p (ver Fig. 2(b)}. Desta
maneira a rede apresenta uma concentracao p de sitios ativos {ocupados). Definimos como
aglomerado {cluster) um grupo de sitios vizinhos {primeiros vizinhos) conectados {esses

aglomerados estdo mostrados na Fig. 2{c}). A teoria da percolagio estuda a evolugao

{a) {b {c)

Figura 2: Formagio de aglomerados. (a) Grade quadrada; {b) alguus sitios sdo ocupados

aleatoriamente para uma determinada concentragio; {c} Os aglomerados formados em (b)

sao indicados.

dos aglomerados & medida que p aumenta. Os aglomerados vio se conectando uns aos
outros e se tornando cada vez maiores. Existe uma concentragio critica pc onde surge um
aglomerado que permite atravessar, de vizinho em vizinho, de mm lado ao outro da rede.
Este aglomerado é chamado de aglomerado infinito. Na pratica, tratamos com sistemas
de tamanho L finito, mas o resultado que descjamos é o limite termodinamico L — oo.
O resultado I — oo é obtido trabalhando com redes cada vez maiores e verificando
se o0s resultados convex:gcm. Caso ndo convirjam, o limite termodindmico € obtido por
extrapolagiio ou argumentos de escala {finite-size scaling).

No problema da percolagio descjamos calcular principalmente o valor critico pc e 0
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expoente critico # associado ao comprimento de correlacio {tamanho médio dos aglome-
rados Anitos) que diverge na transigio. Nao existe solugio analitica para cste problema.
Utilizamos o método de Monte Carlo para calcular cstas grandezas.

Poderiamos perguntar, onde se encontra a complexidacle no problema da percolaggo?
Préxime & transigéo de fase (p ~ p.), o sistetna é altamente nio linear, porque basta sofrer
uma pequena perturbagio (ligeiro aumento da concentracio) que os vérios aglomerados
finitos, na maioria, se juntam para forimar um aglomerado cada vez maior. Na transigdo
de fase {p = p.) temos o aglomerado infinito.

No nosso trabalho estudamos as transicoes de fases em alguns sistemas especificos.
Existem virios modelos padrao que explicam o fendmeno da transigao de fase; entre eles
podemos citar o modelo de Ising *® {constituido por varidveis bindrias distribuidas nos
sitios de uma rede com interacocs entre cstes sitios), que apesar de simples, apresenta
uma rica variedade de fenémenos ¢ realizagdes experimentais 2'. O modelo de Ising para
D = 1 foi resolvido exatamente por Ising 2 em 1925, que nio encontrou transigéo de fase.
Para D = 2 o modelo foi resolvido exatamente por Onsager 22 em 1944, o qual mostrou
a existéncia da transicio. Para o caso D = 3 o sistema apresenta transigdo de fase; até
hoje nao cxiste solugdo exata.

Como veinos, mesmo para um nodelo simples como o de Ising, ndo existe solugao
analitica para o caso tridimensional. Desta maneira, a maioria dos resultados existentes
para os vérios sistemas tratados na fisica, sio obtidos por métodos aproximados. Entre
estes métodos podemos citar:

1 Teoria do Campo Médio, que transforina o problema de muitos corpos no problema
de um corpo. Uma particula é vista como lmmersa no campo eletivo gerado pelas demais;

2 O método das Fungdes de Green (Zubarev);

3 O Grupo de Renormalizagio 224,

4 As simulagfes numéricas.

Dentre as simuiagdes numéricas vamos destacar O Mcélodo de Monte Carlo® queéo
que usamos nesta tese.

Tradicionalmente se calenla fronteiras criticas fazendo sintonia de  parametros

{parametros relevantes do sistema). A varredura dos parametros permite o cdlculo do

10



{'\

diagrama de fase. Um novo métodn. Método de Busea Antomatica (MBA) 2672 inspi-
rado em SOC calcula o diagrama de fase de uma forma antomatica.

Nosso estudo visa testar a cficiencia deste novo método cipregado para calcular os
pontos ¢ os expoentes criticos. Este mmétodo faz o sistema se dirigir espontaneamente para
o ponto criticn. Para isso, tratamos sistemas magnéticos do tipo Ising ferromagnético
cm varias redes bidimensionais {quadrada, hexagonal, triangular} e cubica, com sistemas
puros e diluidos. O objetivo desta tese ¢ testar a eficiéncia do MBA em vérias transigoes
de fase, algumas ja estudadas por outres métodos, para consolidar este método como uma
poderosa ferramenta no estudo de propriedades criticas de sistemas complexos em geral.
Nés utilizamos esta nova técnica para discutir os expoentes criticos do modelo de Ising
diluido. Existe bastante controvérsia sobre a existéncia de “crossover” entre o sistema
puro e o caso dilutdo.

Nés também tratamos neste trabalho o problema da percolagido de longo alcance na
cadeia linear diluida.

Esta tese esta organizada como segue:

No capitulo 1 efetuaremos um breve resumo dos virios modelos e métodos que exis-
tem hoje na Mecanica Estatistica; concentraremos maior énfase no modelo de Ising fer-
romagnético. Realizaremos também uma explanagiio mais detalhada sobre o método de
Momnte Carlo e das varias dinamicas, em particular, as dindnicas de Glauber ¢ Metropolis,
utilizadas nesse trabalho.

No capitulo 2 apresentaremos um breve estudo sobre transigoes de fase e fendmenos
criticos. Em seguida, apresentamos o MBA onde o pardmetro de ajuste que dirige o
sistema para o ponto critico & a magnetizagdo. Aplicainos tal procedimento para um
sistema de Ising ferromagnético nas redes quadrada ¢ aibica, utilizando tanto a dinamica
de Glauber como a de Metropolis; obtemos resultados razodveis mesmo se considerarmos
redes pequenas, comparados com os conhecidos na literatura, levando a uma economia
considerdvel de tempo computacional. Calculamos o expoente critico da magnetizagao
para as redes quadradé, triangular ¢ hexagonal e para a rede cibica, com valores satis-
fatorios.

No capitulo 3 aplicamos o método, utilizando agora a susceptibilidade cotno parametro
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de ajuste em um sistema de Ising diluido, onde inicialmente efetuamos uma breve mo-
tivagiio para estudar esses sistemas e quais as suas dificuldades. Também conseguimos
encontrar resultados muito bons, considerando que as redes utilizadas séo bastante pe-
quenas.

No capftulo 4 apresentaremos uma breve jntrodugio ao problema da percolagio por
ligagoes de longo alcance. Apresentaremos um estudo baseado em uma simulagao de
Monte Carlo para uma cadeia linear diluida. As probabilidades de ocupagao das ligagoes
sdo dadas pot pi; = p/r {0 < p < La 20), ondery; = 1,2, .. é a distdncia entre sitios
presentes. Para @ — o0 @ o = ), encontramos respectivamente, 0 €asos especificos de
primeiros vizinhos e campo médio.

No tiltimo capitulo apresentamos nossas conclusées e algumas possiveis extensoes deste

trabalho.
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Capitulo 1

Simulagao Computacional em

Modelos Tipo Ising

1.1 Introdugao

A Mecinica Estatistica {(ME), como jé dissemos anteriormente, tornou-se uma das teo-
rias da fisica de mais sucesso hoje em dia; através de modelos simples, ela tem conseguido
descrever, razoavelmente bem, ua grande diversidade de fendmenos em muitas dreas do
conhecimento. Entre os sistemas mais interessantes abordados pela ME vamos destacar
0s que exibemn fendmenos criticos %, Os sistemas que discutimos nesta tese pertencem
a tal categoria. O estudo das transicdes de fase, descrito por modelos simples em redes
geométricas, tem sido o tépico de intensa averiguagao por mais da metade deste século.
Tais modelos simples tentam de alguma maneira captar as propriedades relevantes dos
sistemas em estudo. Embora simples de definir, esses modelos ndo sao usualmente faceis
de resolver exatamente 3; muitos deles sfio estudados através de métodos aproximados e
técnicas numéricas 31, As técnicas de simulagio computacional e analise de dados bem
como o uso de compui;adores cada dia mais potentes, tem se mostrado uma ferramenta
poderosa na solugdo de problemas em fisica, tendo superado em muitos casos, resultados
5—37

de expansdes em série, expansio-¢ *2 3, Grupo de Renormalizagio Monte Carlo ¥ % ¢
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outros métodos aproximativos.

Sistemas fisicos em geral ndo so isolados, ou seja, trocam energia com o meio ambi-
ente. Tais sistemas sao usualmente pequenocs em comparagao ao seu meio. Supomos que
qualquer mudanga na energia do sistema, ndo tem um efeito significativo na temperatura
do meio. Dizemos que o meio atua como um reservatdrio de calor ou banho térmico a uma
temperatura absoluta fixa T. Se um sistema macroscdpico menor € colocado em contato
com um banho térmico, o sistema alcanga o equilibrio térmico trocando energia com o
banho até o sistema atingir a temperatura desse banho.

Durante a evolugao, os estados formam uma sequéncia Markoviana {ver Markoviana
mais adiante) aleatéria gerada de acordo com uma regra dindmica na qual tem como
atragiio os pontos fixos na distribuigio de probabilidade candnica de Boltzmann-Gibbs.

Os estados a no equilfbrio térmico ocorrem de acordo com a seguinte distribuigao

1

Po = - exp(~BEa), (L1)

que é a chamada distribuigio de probabilidade de Boltzmann-Gibbs. £, ¢ a
cnergia das possiveis configuragdes microscopicas {microestados) de um sistema, onde
o conjunto de microestados pode ser continuo ou discreto dependendo do sistema. g é

ignal a 1/ksT, kp ¢ a constante de Boltzmann, T a temperatura absoluta e Z é a fungao

de partigao dada por

Z =Y exp(—BE,). (1.2)

O valor médio de uma dada quantidade @, a uma dada temperatura T € obtido a

partir dos microestados « e é dado por

A
< Q = Z ano- (13)

o=1
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onde < Q >, é o valor médio da quantidade @ com respeito & distribuigdo p, A é o
niimero total de configuracoes. O ensemble compativel com esta informacao ¢ o ensemble
candnico.

Como ja é sabido a teoria de campo médio reproduz a transigao entre a fase ferro-
magnética e & paramagnética do modelo de Ising e outros modelos {&s vezes ela prevé
transicdo onde ndo existe}. A aproxiinagao de campo médio fornece, em geral, resulta-
dos qualitativamente razodveis para a temperatura de transigdo, porém para o caso dos
expoentes criticos os resultados nao sio bons. Mesmo assim esse método continua sendo
util no senitido que € simples e pelo fato que pode apresentar uma primeira visdo dos
fendmenos criticos do sistema em consideragiio. Isso leva a necessidade de propor outros
métodos adequados para obter resultados mais confidveis. O método de Monte Carlo €
um exemplo desses métodos.

Devido ao aparecimento dos computadores de alto desemnpenho, a simulagao computa-
cional ™ representa, no momento, uma poderosa ferramenta para estudar sistemas fisicos
em geral. Entre todos os tipos de simulacao numérica, o método Monte Carlo € provavel-
mente a técnica mais usada, sendo aplicada em wina grande variedade de problemas.

O método de Monte Carlo{MC) #¥7! ¢ um conjunto de algoritmos numéricos,
que faz uso de varidveis aleatorias, para escolher amostras representativas do total das
configuragoes do sistema em equilibrio. O sistema original é representado por um outro de
tamanho L com condigées de contorno apropriadas. Espera-se que os resulatdos melhorem
com o aumento de L. A nossa meta, no método de MC, € simular como um sistema de spins
interage com o meio ambiente, para a partir dai, construirmos a amostra representativa dos
estados do sistema e por conseguinte calcular as grandezas observaveis que nos interessam.
Consideraremos o caso particular de uma colegao de spins de Ising, {0 método MC pode
ser aplicado a sistemas muito mais complicados como por exemplo, sistemas frustrados,
modelo de Heisenberg, modelos XY e outros). Antes de descrever como funciona o MC,
vejamos primeirament;s algumas das caracteristicas gerais de um processo Markoviano.

Um processo Markoviano é um método para gerar aleatoriamente uma nova con-

figuragdo de um sistema a partir da configuragio atual. Neste processo dada uma
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sequéncia de estados, cada estado depende apenas do estado atual do sistema, sem necessi-
dade do conhecimento dos estados anteriores {processo sem memdria). Podemos expressar
esta regra na forma de umn conjunto de probabilidades: para cada possivel par de estados
* . I . * . ,
a ¢ o, existe uma probabilidade associada, P{a — « ), que se o sistema estd no estado a
- rl - » # IR 1] .
entéio no préximo passo estard no estado « . Esta probabilidade satisfaz a regra da soma,
a qual expressa o fato que o sistema € ndo dissipativo e portanto nao cria nem destrdi

estados, ou seja

ZP(a—»aJ) = 1. {1.4)

Estamos interessados em produzir uma cadeia Markoviana {uma sequéncia de estados
gerados por um processo Markoviano), onde a frequéncia de ocorréncia de cada estado o é
propotcional & probabilidade de Boltzmann-Gibbs associada p,. Para que a probabilidade
de transi¢do ocorra € preciso satisfazer as duas condigdes seguintes:

(i) Acessibilidade: a partir de um dado estado inicial o sistema pode evoluir para
qualquer outra configuragio, aplicando a regra de evolugiio um mimero suficientemente
grande de vezes {ergodicidade *?).

(ii} Microreversibilidade ou Balanceamento Detalhado: esta condigao é ex-

pressa pela seguinte equagao

paPln ') = pue Pla’ — a). (1.5)

Podemos encontrar varios conjuntos de probabilidades de transigdes, que obedecem
As regras acima para qualquer distribuicio de Boltzmann-Gibbs {p,}. Podemos escolher

por exemplo

Pla — o) x exp{{Fa — Ew)/2). (1.6)
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As solugies (dinamicas) que satisfazemn as condigdes acima, podem ser igualmente
satisfatérias para o céleulo das quantidades médias termodinamicas no equilibrio ter-
modindmico, embora atinjam o equilibrio através de rotas ¢ tempos distintos. E bom
Jembrar que resultados diferentes podem ocorrer para propriedades de nio equilfbrio. E-
xistem muitos destes conjuntos que nao satisfazem as condigdes mostradas anteriormente,
logo ndo poderdo ser utilizados para representar os estados na distribuigao de Gibbs p,.
Escolhas diferentes nesses conjuntos de probabilidades levam as diferentes definigoes exis-
tentes para a dindmica empregada no método de Monte Carlo N5

Varias dindmicas sio conhecidas, por exemplo Glauber, Metropolis, Banho Térmico,
Kawasaki e outras. Cada dinimica atualiza o sistema & sua maneira. Quando comparamos
as dindnicas, vemos vantagens ¢ desvantagens na escolha de uma delas. Dependendo da
propriedade que estamos interessados nos decidimos por uma ou outra escolha. Neste
trabalho utilizamos duas delas, as que sdo mais usadas na literatura: a de Metropolis 4
¢ a de Glauber *{detalharemos mais adiante essas duas dindmicas). Essas dindmicas
satisfazom os critérios de acessibilidade ¢ balanceamento ja descritos.

Suponha que escolhemos P de modo que satisfaga as condigoes (i), {ii} e a de nor-
malizagiio descrita na equagio 1.4. A partir dessas condigdes acontecem duas coisas: a

primeira é que se cada configuragio « aparece no passo n de uma cadeia Markoviana com

probabilidade W {c, n) igual a sua probabilidade de Gibbs {r«}

W(a,n) = pa, (1.7)

entao esta igualdade permanecerd no passo 7 + 1.

A segunda é que o desvio entre a probabilidade atnal de ocorréncia e a distribuigao
de Boltzmann-Gibbs diminui ao longo o curso da cadeia Markoviana.
O que foi dito é que a cadeia de estados gerados pela aplicagao das distribuigoes nos

conjuntos de probabilidades tende a ser visitada segundo a distribuicfio caracteristica do
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equilibrio terinodinamico, ¢ una vez atingido cste equilibrio, o sistema continua a efetuar
transicoes entre os seits microestados sem no entanto sair espontaneamente dessa condigao.

Antes de aplicarmos o método de MC, fazemos duas aproximagoes no sistema: a
primeira é representd-lo por outro sistema de tamanho finito, factivel ao computador
disponivel; a segunda é representar o sistema, quando definido num meio continuo, por
um outro definido num meio discreto. Por exemplo, se estainos tratando com um fluido,
tomamos um certo elemento de voliime do fluido e associamos a este elemento um deter-
minado valor da varidvel que define o sistema, sua densidade por exemplo {equivaleria a
substituirmos equagoes diferenciais por equagdes de diferengas finitas). Se o sistema ja é
definido num meio discreto, a utilizacio do método de MC ¢ aplicado em esséncia. O uso
mais comum do MC é quando o sistema é definido em redes geométricas. Isto € o que
faremos nesta tese.

O estado do sistema. ¢ caracterizado pelo conjunto de valores das varidveis {em geral
também discretas), digamos S, ({51, S2, 53, ..., Sn), definidas no sitios da rede (1, 2, 3,
..., N) em consideragao. O sistema evolui com o tempo scgundo uma certa dinamica
até atingir um conjunto de estados possiveis compativeis com seus parametros relevantes:
temperatura, campo externo, etc. Este conjunto de estados constitui uma bacia atratora.
Quando o sistema entra nesta bacia ndo sai mais, af dizemos que atingiu o equilibrio.
Cada estado do sistema define os valores das grandezas globais. Por exemplo, se estamos
lidando com spins magnéticos, a magnetizagio do sistema ¢ a soma de todos os spins da
rede. Um observavel é o valor médio destas grandezas. H4 duas maneiras de se {azer
a média destas grandezas, ou se parte de uma certa configuragdo (estado relaxado) e se
deixa o sistema evoluir por um longo tempo para que visite todos os estados acessiveis
{ergodicidade}, ou se faz a média de ensembles. E possivel também fazer as duas coisas
simultaneamente.

Como jé dissemos o método MC é aplicado a redes de tamanho finito (por limites
computacionais). O limite termodinimico ¢ obtido trabalhando com redes de virios ta-
manhos e analisando-se a convergéncia ou se descobrindo como as grandezas se escalam
com o tamanho (finite-size scaling).

O niimero de estados acessiveis ao sistema cresce exponencialmente com o tamanho da
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rede. Cada estado a acessivel do sisteina estd presente com probabilidade proporcional a
exp(—BE,), onde E, é a energia do estado. Imaginemos que se tomando aleatoriamente
uma fracfio dos estados acessiveis para um dado L, estamos escolhendo uma amostra repre-
sentativa de todos os estados do sistema. Com isto em vez de lidar com um nimero enorme
de configuraces, trabalhamos com uma quantidade rednzida que é muito mais factivel.
Com isto esperamos obter as mesmas médias que teriamos se nsissemos a totalidade dos
estados {que ¢ demasiadamente grande!). Isto é a esséncie do método de Monte Carlo.

Para implementar o método de MC fixamos os pardmetros temperatura, campos exter-
nos, tamanho, etc ¢ partimos de um cstado inicial qualquer. Deixamos o sistema relaxar
até atingir o equilfbrio {grandezas termodinamicas estabilizadas). No equilibrio o sistemma
fica evoluindo dentro da bacia dos estados acessiveis. Cada repetigio deste procedimento
(realizagdo) leva o sistema a um estado final qualguer dentro da bacia atratora {detalhes
adiante). O ntimero total de realizaghes corresponde a fragao dos estados acessiveis com
a qual se realiza as médias correspondentes aos observdveis. Na pratica podemos fazer
(para cada realizagio) uma média temporal, apés o sistema ter relaxado e ficar pzi.%seando
dentro da bacia fiza. Depois fazemos a média sobre todas as realizagoes.

Gostarfamos de salientar que, em geral, para se conseguir bons resultados com o
método de MC, mesmo tratando com sistemas reduzidos, um grande esforgo computa-
cional é necessdrio. Consideremos, por exemplo, o modelo de Ising em duss dimensoes
numa rede quadrada. Iniciamos resolvendo um sistema 3x 3, contendo nove sitios ao todo.
Assim como cada spin pode tomar duas configuracdes, existem A = 2% = 512 possiveis
configurages para o sistema. O cilculo das energias neste caso é feito em fragoes de
segundo. A figura 1.1 mostra o resultado do céleulo da energia e do calor especifico deste
sistema em funcido da temperatura. O resultado exato para a quantidade correspondente
a um sistema infinito é mostrado na figura para ser comparado, e dé para ver que os re-
sultados sdo bons tanto para baixa como para alta temperatura, jé na regiao onde ocorre
a transicio de fase os resultados dos exemplos em relagao ao valor exato sao ruins, ocor-
rendo grandes discrepancias. Desse modo, fica dificil extrair propriedades {isicas nessa

regifio, como por exemplo, expoentes criticos.
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Figura 1.1: {a) Encrgia interna cin fungio da constante de acoplamento {¢) e (b) Calor
especifico em fungio da temperatura para redes 3 x 3 {curva cheia), 4 x 4 {curva tracejada}
¢ 0o % oo (curva pontithada) em um sistema tipo Ising. Utilizando condigdes de contorno
periddicas para as redes finitas. Para redes finitas tanto o calor especifico (¢} como a

inclinagiio de u{T) sdo finitos ein T = T .

20



"

Vamos supor agora que o tamanho da rede seja 10 x 10, Assim teremos 100 sitios.
O mimero de estados possiveis ¢ 4 = 21% ~ 1.3 x 107, Umn computador que seja capaz
de operar 10° em pontos por segundo gastara cerca de 102! segundos para operar esta
informagao, 1000 vezes a idade do universo. Um tempo infinito!

Para obtermos melhores aproximacdes na regiao critica precisamos aumentar o
tamanho da rede, para que os efeitos de tamanho finito e das bordas diminuam. O
problema ¢ que quando aumentamos a rede o niimero de configuragdes {A) calculado para
0 sistema, cresce exponencialmente com seu tamanho. Concluimos que fica invidvel fazer
qualquer cdlculo que involva todas as configuragoes possiveis. A partir dessa dificuldade
podemos desenvolver métodos, os quais estimam propriedades termodindmicas mediante
a escolha de pequenos subconjuntos de todas as configuragées. Isto é conseguido através
do método MC e suas extensdes que comentaremos a Segatir.

Numa permanente busca para otimizar sua eficiéncia, o método de Monte Carlo tem
sido frequentemente melhorado sempre relacionando os esforgos computacionais com s
qualidade dos resultados. A técnica do histograma % tem sido combinada com o método de
Monte Carlo, consistindo numa significante otimizagio da analise de dados: a informagao
sobre a probabilidade de equilibrio associada com um dado conjunto de parametros
externos pode ser usada para estimar médias termodinimicas nos valores vizinhos aos
parametros externos ** “®. O que pretendeinos sempre é calcular 0 < @ >, como fungéo
de T, mas para isso precisamos repetir o procedimento (no caso de Monte Carlo) vérias
vezes para cada temperatura diferente. Para economizar tempo de computagdo uma es-
tratégia foi utilizada, onde consiste em retirar a dependéncia da temperatura das equagoes
1.1 e 1.2. S6 existe dependéncia da temperatura na exponencial do peso de Bolizmann
€ Pa, para um certo valor de T, ele guarda num histograma o valor para cada energia,
durante o processo Markoviano de estados simulados. O que o método do histograms.
faz é deduzir uma novs distribuigao P, correspondendo a um novo valor da temperatura
(T"), sem precisar executar o procedimento computacional, simplesmente resubmetendo
nas equagoes 1.1 ¢ 1.2 esse novo valor.

Método de MC usado para simular spins, tal como o modclo de Ising e suas genera-

lizagoes (Potts, XY e Heisenberg), divide-se em duas classes: algoritmo de atualizagdo
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local ¢ de “clusters™. Algoritmos com regras de atualizagio local, exemplo Metropolis,
sio eficientes para simular estes sistemas de spins na regifio nao critica. Proximo de uma
transi¢io de fase de secgunda ordem, o tempo de relaxagio aumenta muito rapidamente
com o tamanho do sistema. Este fenémeno é conhecido como amortecimento critico {criti-
cal slowing down {CSD)} quc é de crucial importancia quando levamos em conta o tempo
de simulacdo computacional na transicao de fase. Quando aumentamos o tamanho da
rede, aumentamos cada vez mais o tempo de relaxagao. E necessario portanto fazer uma
andlisc entre os dois fatores (efeito de tamanho finito e o amortecimento critico) para
saber qual o mais predominante. Este tipo de comportamento {CSD) n#&o acontece para
todo tipo de transigao de fase, por exemplo, autématos celulares ndo apresentam CSD.

Embora o tempo necessdrio para atualizar todo o sistema seja proporcional ao tamanho
do mesmo, a informagio contida na configuracdo é também proporcional ao t_amanho
do sistema. O tempo de correlagdo {0 tempo necessdrio para gerar uma configuragio
estatisticamente independente, 7), diverge como 7 ~ €%, onde £ ¢ o comprimento de
correlagdio ¢ z é chamado de expoente critico dindmico. Para sistemas finitos usados
em simulacdo computacional a correlagio nao diverge, mas aumenta com o tamanho do
sistema da seguinte maneira 7 ~ L%, onde L é a dimensao linear do sistema. Visto que z
é geralmente da ordem de 2.0 ou > 2 ¥7% ¢ o tempo de simulagio deve ser muito maior
que T para ter valores confidveis, isto representa uma limitagio, pois mesmo os melhores
computadores disponiveis ndo conseguem simular redes em tempos téo grandes.

O algoritimo de “cluster” ou Swendsen-Wang {(SW) 756 introduziu dentro do método
de MC original uma regra bascada no mapeamento entre o modelo de Potts e um problema
de percolagao 5758,

Descrevemos o algoritmo de SW, considerando o modelo de Potts definido pela dis-

tribuigdo de probabilidade

P(0) = 5 exp(K 3 (Gruoy = D) (18)

<i,i>

onde K = J/kgT, J ¢ a constante de acoplamento ¢; = 1,2,..,q o somatério percorre

todos os pares de vizinhos mais préximos € Z é a fungao de partigao.
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0O Monte Carlo de SW consiste em dois passos: O primeiro passo transforma uma
configuragio de Potts em uma configuragao de ligagoes; o segundo executa a transforinagao

inversa.

Passo 1: cria uma ligagdo, ny; = 1, entre os sitios vizinhos 7 e j, estocasticamente, com
probabilidade p = 1 — e, se 0; = #;. Caso contrario n;; = 0.

Passo 2: identifica os aglomerados como conjuntos de sitios conectados por uma
ligagdo. Dois sitios estarao no mesmo aglomerado se existir uma ligagdo entre eles. A
cada aglomerado é atribufdo um novo valor efetivo ¢ escolhido com igual probabilidade
entre os valores de 1 a q. A varidvel de Potts o substitui o valor do aglomerado que
existia antes.

O algoritimo ¢ altamente ergddico, todos os estados podem ser alcangados de qualquer
outro estado com probabilidade diferente de zero.

O uso do algoritmo de “cluster”, na qual todas as varidveis dindmicas no aglomerado
definido anteriormente sao atualizados de uma s vez, tem dimimiido consideravelmente
o tempo de relaxacdo proximo do ponto critico.

O algoritmo de Machta et al. %, conhecido como algoritmo de “invaded cluster” (IC},
correlaciona um tipo modificado de pereolagio {usado para definir os aglomerados) com
configuragoes de variaveis dindmicas. A dinamica de IC baseada na formulagao de aglo-
merados de Kastelein-Fortuin e Coniglio-Klein {KF-CK) do modelo de Ising **°%, tem sido
mostrada mais eficiente que a dinamica de SW 3, equilibrando o sistema na temperatura
critica. A dindmica IC tem a vantagem que o valor da temperatura critica nao precisa, a
priori, ser conhecido. De fato a dinamica IC por si 56 dirige o sistema para a regiao critica
a semelhanga do método SOC. O algoritmo IC faz cdlculos em cima dos ensembles IC em
vez do ensemble candnico. Embora se acredite que os dois enscmbles sejam equivalentes
no limite de volume infinito, as propriedades de escala de tamanho finito dos ensembles 1C
nao sao ainda bem conhecidas. Depois da identificagdo dos aglomerados, cada aglomerado
¢ atualizado com probabilidade 1/2 {como no algoritmo de SW %), levando o sistema para
uma nova configuragdo, do qual novos aglomerados sdo definidos.

O algoritmo de Swendsen-Wang é muito parecido com o algoritmo de Wolf 5° exceto

que em cada passo do algoritmo todos os aglomerados definidos pela ligagtes ocupadas
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sdo identificados. Todos s sitjos de cada aglomerade tem o mesmo valor de spin. Os
valores dos spins de cada aglomerado sao delerminados aleatoriamente.

A relagdo entre o algoritmo de SW ¢ o algoritmo IC € andloga a relagio entre percolagéo
ordindria e percolagiio por invasiio. Na percolagio ordindria 8, as ligacoes sfo indepen-
dentemente ocupadas com probabilidade p formando conexdes de sitios aglomerados.Na
percolagdo por invasio 7% as ligacoes sao aleatoriamente ordenadas e sucessivamente
ocupadas até que uma condigido de finalizacio seja alcangada {convencionalmente per-
colagao por invasiio ¢ formulada como um processo de crescimento que é langado um
nimero limitado de sitios sementes, por exemplo wn simples sitio).

Nas proximas se¢des estudaremos com mais detalhes o modelo de Ising € o método de

MC.

1.2 Modelo de Ising

Magnetismo é um fendmeno increntemente quintico. Niels Bohr, um dos criadores
da Mecanica Quantica, fez contribuighes para o campo do magnetismo. Ele mostrou que
um sistema cldssico nunca pode exibir ferromagnetisino. Os ingredientes chaves na teoria
do magnetismo s&o, o spin € o momento magnético associado. Materiais ferromagnéticos,
tais como ferro e niquel, exibem uma magnetizacdo espontanea {sem a presenga de um
campo magnético aplicado). Esta magnetizagio diferente de zero nestes materiais, ocorre
apenas se a temperatura ¢ menor que una temperatura bem definida, sendo ela conhecida
como temperatura de Curie ou temperatura critica 7. Para temperaturas T > ¢, a
magnetizacio se anula. Desse modo T separa a fase desordenada (T > T¢) da fase
ferromagnética (T" < T¢).

O modelo mais popular capaz de exibir uma transicéo de fase é o Modelo de Ising.
Ele foi inventado por W. Lenz em 1920 e proposto para Ising, seu aluno de doutorado,
como win modelo simples de mn ferromagneto. E. Ising resolveu o modelo, que hoje leva
seu nome em 1925, para o caso 2 = 1 {onde definimos D como dimens&o espacial} néo

encontrando transigio de fase. Ein 1944 Onsager resolven o modelo {sem campo) para
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D = 2, em uma rede gquadrada. Onsager mostrou que neste caso hd transigio de fase.
Apesar de décadas de intenso esforgo, este modelo ainda nio foi resolvido exatamente
para o caso D = 3. O caso D = 2 numa rede quadrada na presenga de campo # também
nao foi resolvido exatamente. Para esses casos existem solugdes nimericas.
Consideremos o modelo de um ferromagneto mostrado esquematicamente {figura 1.2)
na rede quadrada. Associado a cada ponto da rede colocamos um spin que pode apontar
ao longo da diregao —~2z ou +z, isto é, pode cstar apontado para baixo ou para cima
respectivamente. Desse modo, o i-ésimo spin no sistemna pode ter apenas dois possiveis

valores, 5; = *1.
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Figura 1.2: Esquema de um modelo de spin para um ferromagneto . Para o caso
dos spins apontando para cima (1) S; = 1 e o caso dos spins apontando para baixo (})

Si=-1.

As propriedades macroscdpicas de wmn sistema sdo determinadas pelo conjunto de
microestados acessiveis. Por isso, ¢ necessario conhecer a dependéncia da energia nas

configuracées de spins. A energia total £ do modelo de Ising ¢ dada por

iyl N
E=-J)Y &8 -HY S, {1.9)

<ig> i=1

onde H ¢ proporcional a um campo maguético externo uniforme. A primeira soma é sobre
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todos os pares de vizinhos mais proximes. A constante e troca (exchange) J é a medida
da intensidade da interacio entre os spins {ver figura 1.3). A segunda soma representa a

energia de interacio do momento magnético dos spins com um campo magnético externo.

E=-J E=+]

Figura 1.3: Energia de interagiio entre 2 spins vizinhos mais proximos na auséncia de um

campo magnético externo .

Se J > 0, sistema ferromagnético, entdo os estados de mais baixa energia sdo: 1T e
11. Reciprocamente se J < 0, sistema anfiferromagnético, os estados de menor energia
sao 1] e 17 .

I interessante termos a energia do sistema para todos as possiveis configuragbes de
spins {equivale termos todos os £, para cada o calculado a partir de 1.9}, estando esse sis-
tema em equilfbrio com o meio externo {(banho térmico), pois a partir dessas configuragoes
podemos calcular qualquer quantidade fisica desejada. Cada um destes cstados representa
uma configuracao particular dos spins, a qual se refere a um microestado do sistema.

Se tivermos uma rede com N spins de Ising, como cada spin pode apresenta dois esta-
dos, existem 2V diferentes possiveis microestados para o sistema. Para N muito grande
entdc temos um niimero muito elevado de microestados. Para uma dads temperatura
os estados acessfveis correspondem a uma pequena fragio destes microestados, a qual
continua sendo ainda muito grande. Desse modo fica dificil resolver o problema analiti-
camente.

Do ponto de vista microscépico, a interagio do sistema com o reservatério de calor
permite a transigio de um microestado para outro. Individualmente os spins mudam de

+1 para —1 ou vice versa, ganhando ou perdendo energia para o meio.
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Uma quantidacde macroseopica que temos interesse ¢ o momento magnético total {mag-
netizaciio), que é efetivamente a média sobre todos os microestados que o sistema total
visita durante o curso de uma medida. Quantidades macroscopicas sdo calculadas pela
equagdo {1.3). O momento magnético de uin microestado M, ¢ a soma dos valores de S;

para todos os spins naquele particular estado. A magnetizagdo serd entdo dada por
M=) M,pa (1.10)
e

onde M, = ¥ 5; e p, é dado pela equagao {1.1).

A seguir explicitamos os passos na aplicagao do método de MC para o modelo de Ising.

1.3 Implementagao do método de Monte Carlo para

o modelo de Ising

Vamos agora enumerar as ctapas gerais utilizadas pelo método de Monte Carlo. Ini-
cialmente preparamos o sistema {tamanho, condigdo inicial, condigdes de contorno, etc),
depois relaxamos e posteriormente, calculamos as médias termodinamicas.

Consideremos um exemplo simples, o modelo de Ising D = 3 {ver equagdo {1.9)), jé
tratado anteriormente.

Primeiramente vamos especificar o tipo e tamanho da rede e a condigao de contorno que
utilizamos. Suponhamos que temos uma rede ciibica de comprimento L. Trabalhamos com
condigio de contorno periddica. A condicao de conlorno periddica ilustrada na Fig. 1.4
é um tipo de condigdo que minimiza os efeitos de tamanho finito. No modelo de Ising
original cada spin s6 interage com os seus primeiros vizinhos. Agora supomos que os spins
das bordas cstdo interagindo com os spins das hordas opostas a rede, como estd indicado
pela linhas pontilhadas na figura 1.4. Todos os spins agora tém quatro vizinhos mais

proximos, o que de alguma maneira os torna todos equivalentes. Esta parece ser a razao
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pela qual o efeito de tamanho finito sao mais atemmados nesta condiciio de contorno. Ao
longo do nosso trabalho utilizamos esse tipo de condigio. Vamos também considerar um
mimero infinitamente grande de cdpias do sistema a volume V e niimero de particulas
N, fixos. Consideremos uma das ¢opias ¢ especifiquemos a condigao inicial por exemplo,
todos os spins scrao inicializados apontando para cima {ordenamento ferromagnético).
Esta condicdo inicial pode ser usada em todas as realizagoes {copias). Agora aplicamos a
seguinte receita:

1. Selecionamos um sitio i da rede no qual o spin S; é escolhido para uma possivel
modificagio nos seus estados (S; — - S;).

2. Calculamos a variacio da cnergia AFE associada com essa possivel modificagao do
spin.

3. Calculamos a probabilidade de transicao, que depende da dinamica utilizada.

4. Sorteamos um niimero aleatdrio {distribuigo uniforme) 0 < z;(t) < 1.

5. Comparamos a probabilidade de transi¢io com o numero aleatério z;.

6. Repetimos os passos {1} até {5) para todos os spins da rede. Isso é denominado de
um passo de Monte Carlo.

7. Repetimos esta receita infimeras vezes até que o sistema atinja o equilibrio, pare
entao calcularmos as médias descjadas.

8. Voltamos ao passo 1 para uma nova. realizagdo {cada vez temos uma trajetéria
distinta, pois temos uma sequéncia de niimeros aleatdrios diferentes, o que configura uma
nova realizagdio, mesmo partindo de uma identica condigio inicial).

9. Fazemos a média das realizagdes.

A seguir descrevemos as dindmicas de Metropolis e de Glauber.
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Figura 1.4: Modelo de Ising com condigio de contorno periddica. Os spins que estao
conectados pelas linhas pontilbadas ao redor da rede sio considerados primeiros vizinhos

e contribuem para o calculo da energia do sistema.

1.4 As Dinamicas de Metropolis e Glauber

1.4.1 A Dinamica de Metropolis

O algoritmo de Metropolis foi claborado por Metropolis ef al. em 1953 4 para simu-
lagao em dindmica molecular (historicamente a primeira dindmica a ser formulada). Ele
é 0 mais usado em processos Markovianos para sistemas de spins e o mais rapido quando
comparado com as outras dindmicas, pois tem poucas instrugoes.

O algoritmo estabelece que se a encrgia do sistema passa de E, para E, {consequente-

- - !’
mente ocorre uma mudanga na configuragio passando de n para o ) e se £, < E; anova
configuragao € automaticamente aceita; se, contudo, %, > £, a nova configuragéo ¢

accita comn probabilidade e~ Fer~Fe) oy seja:
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' A—l s Eo‘ < Ea
Plee » o) = o
Al By ~Fo) oo E.. > E,

r . - . , - -
para aqueles estados & que podem ser atingidos a partir de o ¢ zero caso contrdrio. A é
uma. constante de normalizagdo.

A implementacéo do algoritmo estabelece que o spin ser4 mudado quando comparamos

o mimero aleatério {z;) com a probabilidade de transi¢ao da seguinte maneira:

zi{t) < p = minfl, e~ HEar—E)), (1.12)

A falta de simetria neste algoritmo é visivel, mas ¢ simples mostrar que mesmo ndo
apresentando simetria, satisfaz 4 microreversibilidade. O critério de acessibilidade € sa-
. - - . . - +
tisfeito se 0s novos estados siio escolhidos de tal maneira que a nova configuragao o« possa

em principio ter sido obtida de & em um nimero de passos finito.

1.4.2 A Dinamica de Glauber

A dinadmica de Glauber ¢ uma variante da de Metropolis ¢ atualiza seus spins da

seguinte maneira. Inicialmente definimos uma probabilidade associada ao sitio 7 dada por

pilt) = (1 + exp(—2h:(t))} ™", (1.13)

onde h; é o campo local atuando no sitio ¢, no instante #, o ¢ dado por

i
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onde K = J/kgT,.

Agora comparamos 7;{1) {0 mimero aleatorio) com pi{f) através da seguinte regra.

Para o;{1) = —1 temos,

st =i Tl (1.15)
-1 se z;{(t) > pi{t)

enquanto que parsa o;{t) = 1 temos,

ot +1) = ~1 se {1} <1 —pi(f) (1.16)
1 sex{i) > 1—mlt)

Uma caracteristica dessas duas dindmicas é que elas atualizam os spins um por vez,
ao conirario de outras que ji mencionamos, que atualizam aglomerados de spins. As
dinimicas de atualizagfes individuais fazem com que as configuracdes vizinhas na cadeia
Markoviana, ndo difiram muito uma da outra, trazendo [atores positivos e negativos.
O ponto negativo ¢ que sfio necessdrios maiores tempos de termalizagiio para atingir o
equilibrio, e obtermos as médias estatisticas desejadas, {ver referéncia %6, para saber com
mais detalhes como calcular esse tempo de termalizagio).

No proximo capitulo inicialmente faremos um resumo sobre transicoes de fase e depois
apresentaremos o nosso método de Busca automatica (MBA), mostrando os resultados

das propriedades criticas calculados a partir do modelo de Ising ferromagnético.
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Capitulo 2

Método Eficiente de Procura

Automatica de Propriedades Criticas

2.1 Introducao

Neste capftulo analisaremos um novo meétodo ninerico que pode ser aplicado em
sistemas que apresentam transicoes de fase. Antes de descrever o método, faremos uma
breve descricao da teoria das transigoes de fasc.

Transigoes de fase pertencem a uma importante classe de fendmenos fisicos com
enormes aplicagoes tedricas e praticas. Dentro da Mecanica Estatistica, a drea que envolve
os fendmenos criticos é uma das mais fascinantes ¢, por isso, tenha atraido um grande
niimero de pesquisadores que tém contribuido para o scu desenvolvimento, colocando-a
como um dos ramos mais ativos da fisica moderna. A existéncia de ordem magnética em
materiais do tipo ferro foi 0 que primeiro chamou atengio para o tema do magnetismo.
Clom o entendimento da teoria fundamental do magnetismo estes materiais agora formam
0 que é provavelmente o mais ilnportante teste da teoria das transigoes de fase desde que

foi possivel obter um modelo Hamiltoniano simples e realistico para descrever os sistemas
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magnéticos. Por exemplo. o modelo tedrico mais estudade o qual exibe uma transigéo de
fase ¢ 0 modelo de Ising.

Teoricamente a transicao de fase ocorre quando existe wma singularidade na sua e-
nergia livre ou em uma de suas derivadas. A transigio basicamente caracteriza-se por
uma mudanga global entre estados fisicos de equilibrio bem definidos do sistema. Isto
ocorre a medida que variamos seus pardametros externos, como por exemplo temperatura,
pressio, campo magnético ou campo elétrico. As transigdes liquido-gds, condutor normal-

supercondutor, paramagnética-ferromagnética sdo exemplos comuns.

7 é mostrado na Fig. 2.1. Variando a

O diagrama de fase tipico de um fluido ®
temperatura ¢ a pressdo, a dgua pode se encontrar no estado sélido, liquido ou gasoso.
As fronteiras que separam as fases para cada tipo de fluido sio bem definidas. Ao atra-
vessar a fronteira a transicdo pode ocorrer com a presenca de calor latente {transicao
de primeira ordem). Quando isto ndo ocorre temos a chamada transigdo continua ou de
segunda ordem. N3o existe uin ponto terminal na curva sélido-liquido. No diagrama da
Fig. 2.1 somente no ponto C (T = T, (temperatura critica) e p = p, {pressao critica))
temos transicio de segunda ordemn. A transicio em qualquer ontro lugar do diagrama é
acompanhada de calor latente e portanto ¢ de primeira ordem (s6 para linhas & esquerda
de T,).

Um comportamento andlogo ao dos fluidos ocorre em transides de fase de ferroma-
gnetos. O diagrama de fase de um ferromagneto simples ¢ mostrado na Fig. 2.2. Andlogo
3 transigiio liquido-gds, existe uma linha de transicao de primeira ordem, terminando em
um ponto critico a uma temperatura T = T,. Todas as transigées mostradas na Fig. 2.2
ocorrem a um campo magnético nulo {H = 0). O parametro de ordem associado a esta
transicio ¢ a magnetizacio. Para T < T, ao passarmos de um estado com magnetizagéo
negativa (H < 0) para outro com magnetizagio positiva (#f > 0), o pardmentro de ordem
apresenta um salto {passa de magnetizagdo negativa para positiva) o que configura uma

transicio de primeira ordem. Para T > T, podemos passar continuamente entre estes dois

estados.

24

Dentre os estudos pionciros em transi¢es de fases . podeinos destacar as teo-

rias cldssicas de van der Waals {Ruidos), Weiss {ferromagnetismo}, Ornstein-Zernike
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Figura 2.1: Diagrama de fase tipico de um fluido %, inostrando as fases liquida, gasosa
¢ s6lida. Todas as transices de fases sio de primeira ordem, exceto no ponto critico C.

Além do ponto C {T > T,), pode-se passar continuamente de liquido para gas.

{opalescéncia critica e fungio de correlagdo), Langevin {paramagnetismo), etc. Estas
teorias simples explicam os aspectos gerais {qualitativos) das transigoes. Algumas destas
teorias cldssicas tinham em comum o fato de nfio considerarem as flutuagdes das enti-
dades microscépicas dos sistemas em questio, essenciais para explicar o comportamento
cooperativo destes sistemas. Por csta razio as equagoes de estados obtidas, falham em
prever o comportamento perto do ponto critico observado experimentalmente.

Algumas grandezas termodindmicas apresentam divergéncia no ponto critico. Sao as
chamadas funcdes respostas. Como exemplo podemos citar o calor especifico, a susceptibi-
lidade ¢ a compressibilidade isotérmica. Por csta razio, de uma forma inversa, podemos lo-
calizar transicdes de fase, experimentalmente ou teoricamente, de sistemas desconhecidos,
construindo os diagramas dessas grandezas emn fungio dos correspondentes pardmetros
intensivos relevantes: pressao, temperatura, campo externo, etc. Desta maneira, torna-se
muito importante para o estudo da teoria dos {endinenos criticos o entendimento mais
cuidadoso da forma destas divergéncias e o comportamento singular de outras fungdes
termodindmicas na regido critica. Sdo os expoentes criticos que caracterizam essas di-
vergéncias, indicando o tipo de singularidade dessas grandezas na vizinhanga da mudanga

de fase. Em geral, definimos o expoente critico A associado a uma funcéo £(1) que diverge
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Figura 2.2: Diagrama de fase de um ferromagneto simples 9. A linha de primeira ordem
a campo zero termina no ponto critico a temperatura T = 7.
para algum valor especial de ¢ por
. In{F{
A= lim M (2.1)
t—0 It
rT‘T\
No nosso caso ¢t = (T — T..}/T.. Sc o limite { — 0) existir, ¢ mais usual escrever
F(1) ~ [t (2.2)
Sabe-se que os expoentes criticos dependem da dimensionalidade do sistema {espacial),
do parametro de ordem e do alcance das interagdes que caracterizam o sistema fisico. Na
N

Tabela 1 apresentamos as definigdes para os expoentes criticos mais comuns em sistemas
magnéticos.

Aqui estamos supondo que os expoentes criticos associados as diversas grandezas ter-
modinamicas sfo os mesmos, quando T — TF por ¢cima (T > T.), ou T — T, por baixo
(T < 7). (Esta hipdtese s6 foi devidamente comprovada apds o surgimento da. teoria do

grupo de renormalizagdo 7).
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Tabela 1
[ wifico o ) " e
alor espeeifico a campo nulo Cn ~ i}
Magnetizacao a campo nulo M~ (1)
Susceptibilidade isotérmica a campo nulo xr ~ |77
Isoterma critica {{ = 0) H ~ [MPsgn(M)
Comprimento de correlagio £~ |t
Fungéo de correlagio de pares em T, G{r) ~ 1/rD-2n
Tabela 1: Defini¢oes dos expoentes criticos mais comumente usados para os sis-

termas magnéticos

Os valores dos expoentes o, o, 89,7, 6, V', v e 1 sito dados na Tabela 2 ?° para alguns
fluidos e sistemas magnéticos, para alguns modelos tedricos artificiais, suficientemente sim-
ples, mas absolutamente ndo triviais, que podem ser resolvidos exatamente, ou pelo menos
com uma boa aproximacio. Suas definicdes estio mostrados na Tabela 1 *. Embora os
resultados obtidos para os expoentes criticos nio reproduzam exatamente os dados expe-
rimentais, eles sao importantes na indicagdo dos aspectos relevantes de umn sistema real
quic apresente fenémeno critico. Além disso, os resultados exatos nos dao uma referéncia
para testar teorias mais gerais, inclusive de inétodos aproximados. Um dos principais
resultados desse desenvolvimento mostrou que os expoentes criticos obtidos de solugoes
exatas nio concordam comn os valores clissicos como mostra a Tabela 2. Apesar do fato
que a temperatura critica calculada a partir de experimentos, varia substancialmente de
material para material, nota-se uma similaridade entre os valores experimentais para cada
expoente critico (na mesma dimensao espacial).

A partir de argumentos termodinamicos pode-se detnonstrar que os expoentes criticos

obedecem a certas desigualdades entre elas a de Rushbrooke %, a de Griffiths 5970, a de

Buckinghan 7!, a de Fisher ?! e a de Josephson 727 citadas abaixo:
g 1

a+20+v2>2 {Rushbrooke),
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o1 +68)>2 {Griffiths),
pi=ls (2-n  {Buckinghan)
—— 2> (2= uckinghan),
6+ 1 4 §
{2 -y >~y {Fisher).
Dr>2—-ao {Josephson).
Tabela 2
Byriem T<T, T=T, T»>T,
- B Y - 3 9 a« b4 »
Frwids
o0, ~01 034 -l — 1 — ~01 1-38 —
Xo <02 0-35 ~1-2 0-57 44 — —_ 13 _
Mograeis
MNi ag w =03 042 —_ 122 —_ 1] 136 —_
EuS ap w =018 -9 —_ —_ -—- —_ o0 _ —_—
CrBr, — 0268 - 43 — — 511 —_
Soluite Modrls
cinayical 0 idim} } 1 H 3 4 0 {dive} 1 i
Ovostrin-Zeormniks —_ - - —_ 3 0 ER S | 2 ]
d = 3 sphorscal ovoude] —_ i — —_ 5 o oy, = =] 2 1
d = 1 Ising model o flog) H ~1 1 ~18 i 0 {tom) ~1 1
Appraximations
o = 3 Tuing modsl ~}or ~§or
{Raid?) ~vy ~r ~H - ~E ~0-041 ~ ~ ~ 0834
d = 3 Helsenberg model
{sagnet?} - {~028N  — — ~F  {~D0IT} gy~ =01 ald ~OT

Tabela 2:

mentais 2.

Valores dos expoentes criticos para vérios sistemas tedricos e experi-

Fazendo uso da hipétese de homogeneidade de Widom pode-se mostrar que estas de-

signaldades tornam-se igualdades. Portanto, os expoeutes criticos nao sao independentes;

na verdade, basta conhecer dois deles para se obter todo o conjunto de expoentes.
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Tendo definido os expoentes criticos gueremos realcar porque eles sao intercssantes.
Enquanto T, depende sensivelimente dos detalhes das inferagoes interatomicas, os ex-
poentes criticos dependem apenas de alguns parametros fundamentais. Assim conjuntos
diversos de sistemas podem apresentar os mesmos expoentes criticos. Sio as conhecidas
classes de universalidade.

0 conceito de universalidade foi originado quando Guggenheim 7 apresentou em um
trabalho experiinental a curva de coexisténcia de oito fluidos diferentes em um gréifico
utilizando varidveis reduzidas, T/T. ¢ p/p.. O ajuste de todas as curvas em uimna curva
universal, requer que o expoente critico do parametro de ordem seja § = 1/3 {ver Fig. 2.3).
Portanto, uma classe de universalidade ¢é caracterizada pelo fato que sistemas diferentes

apresentam os mesmos expocentes criticos.
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Figura 2.3: Curvas de coexisténcia *7 de oito fluidos diferentes. O ajuste {curva sdlida)

acontece para § = 1/3.
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2.2 Meétodo e Aplicagoes

Existem varios métodos numéricos para determinar os pontos criticos em modelos de
spin 715777 Estes modelos, como o modelo de Ising ising, modelo de Potts, modelo de
Heisenberg ™8, etc, sdo importantes porque descrevem uma grande variedade de sistemas
naturais, alguns dos quais apresentam caracteristicas interessantes como transigoes de fase
e fendmenos criticos 2°. Resolver estes modelos continua sendo um desafio para os fisicos.
O formalistno padriio da Mecanica Estatistica pode ser aplicado para o estudo destes
sistemas complexos, mas as solugdes exatas sio normalmente dificeis de se obter e ndo
hd uma garantia de encontrar resultados analiticos para um determinado modelo?2 7380,
O método de Monte Carlo {(MC) abrange uma classe de algoritmos para calcular valores
esperados através de amostragem aleatéria no espago de configuragdes 37417 {ou espago
de fase). Freqiientemente, o método de MC tem sido melhorado, em uma permanente
procura para aumentar a sua eficiéncia, sempre contrabalancando os esforgos computa-
cionais com a precisdo dos resultados. As versdes originais, faziam as atualizagoes dos
spins localmente, mas recentemente apareceram propostas que fazem atualizagGes nao lo-
cais, tio bons quanto os algoritmos baseados na Teoria do Grupo de Renormalizagao® ™34
Alguns desses métodos apresentamos no capitulo 1. Mesino com estes grandes avangos,

encontrar os pontos criticos continua sendo um desafio. porque tais métodos requerem

que a temperatura seja controlada ou introduzida a “mae” ou através de outros algo-

ritmos %478,

Uma importante novidade na teoria de fendmenos criticos ocorreu com o surgimento
do conceito de criticalidade auto organizada (self-organized criticality {SOC)) 6. De
acordo com esta teoria o sistema cvolui, segundo alguma dinamica, espontaneamente em
direcdo ao estado critico, isto €, o estado critico é um atrator da dindmica. Desenvolvemos
um método que chamamos de o método de busca automdtica (MBA), 28,8586 haseado
no conceito SOC é utilizado para obter pontos criticos, com sensivel redugdo do tempo
computacional obtendo resultados satisfatorios mesmo para redes pequenas. No caso de

sistemas Hamiltonianos nao ha dissipacio. O que ha em comuin com sistemas nao Hamil-
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tontanos ¢ o fato que mesmo em equilibrio, o sistema fisico interage com sua vizinhanga e
isto permite ao sistema “passear” {via dinamica) dentro de umna certa bacia atratora de
estados. Isto funciona como se o sistema estivesse sempre querendo dissipar mas nao o faz
porque os pardmetros externos cstio fixos. Testamos o novo método calculando a tem-
peratura critica ¢ a curva da magnetizacio no modelo de Ising em duas ¢ trés dimensces
{D=2 ¢ D=3) (mostraremos com mais detalhes na secio 2.2.1}. Calculamos também o
expoente critico § (detalhes na segao 2.2.2).
0O método (MBA) ¢ baseado numa relagio recursiva, que dirige o sistema para o ponto
~ critico. Consideremos o grifico esquematico da magnetizagio versus temperatura de um

sistema ferromagnético tipico {figura abaixo}.

m(T,)

-

Figura 2.4: Esquema da curva de magnetizacao.

Suponhamos que queremos calcular o valor T* correspondente & magnetizagao m*.
Cousideremos a temperatura T} < T* (poderia ser 7y > T*). Aplicando o método de MC
usual podemos calcular a magnetizagio m(T)) > m". A relagao recursiva é dada pela

seguinte expressao

Ko = K, — a{my, —m”), (2.3)
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onde X = J/kyT, m ¢ a magnetizacio por spin {ou seja, m = N 15(S}) e a é um
parametro de controle que comentaremos mais adiante.

A relagdio (2.3) ¢ iterativa para a constante /( ¢ portanto para a temperatura 7.
Escolhido um dado valor para «, substituimos m,(T) e &} = J/kgT; na equagiio (2.3)
para obtermos K3(< /() ¢ portanto To(> T}). Novamente aplicamos o método de MC
para calcularmos m{7,). Repetimos N vezes este procedimente até que m{Tx) seja menor
que m" {aqui o 7" nfio representa a temperatura critica) . Isto significa que Ty > T°.
A partir deste ponto a relagao recursiva {2.3) inverte o sentido de crescimento de K.
Agora o X comega a crescer e portanto T a diminuir. Toda vez que m — m® troca de
sinal, a relacao de recorréncia inverte o sentido de crescimento de 7 dirigindo o sistema
para a temperatura 7. Em resumo, a temperatura do sistema fica oscilando em torno
de T como se fosse um oscilador harménico, a fazendo o papel de constante da mola.
A temperatura T* é calculada apds o sistema entrar na bacia atratora. T corresponde
ao valor médio obtido das oscilagoes do sistema depois de um longo tempo. Desse modo
podemos calcular a curva do parametro de ordem versus temperatura.

Para m" pequeno estamos préximo da transicao de fase. Assim este método permite
calcular aproximagdes para grandezas criticas existentes proximas da transigao de fase.
Este € um dos objetivos desta tese.

Facamos agora algumas consideragdes sobre o pardmentro a. Se ¢ € muito pequeno o
sistema se dirige muito lentamente para a temperatura T*. Se a € muito grande, o sistema.
se dirige rapidamente para T*. Se o é muito grande, o sistema se dirige rapidamente para a
temperatura T, no entanto permanece com grandes oscilagoes em torno de T, incorrendo
em resultados com maiores barras de erro. Portanto existe um comproimisso entre o tempo
de computacao investido e a fidelidade dos resultados.

Descrevemos 0 MBA usando a magnetizagio como grandeza termodindmica. Outras

grandezas podem ser utilizadas, a susceptibilidade por exemplo.

) 26—28,85,86 em uma

Por esta razao podemos escrever a relagio de recorréncia (2.3

forma mais geral,
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Koii = X, =0 (= ¥9), (2.4)

que envolve duas varidveis adimensionais (X,,.Y,), relacionadas a dois parametros rele-
vantes de um dado sistema fisico. Abaixo apresentamos a receita geral da implementacao
MBA no computador. As varidveis (X,,Y,) mudario a cada passo de iteracao n, de
tal modo que depois de um nimero suficiente de passos, X, convergird para um valor
estaciondario X'*, compativel com o valor estaciondrio Y* = Y(X"), de Y,. O estado esta-
ciondrio desejado (X*,Y"*) pode ser selecionado previamente por uma escolha apropriada
da quantidade Y*; a taxa de convergencia para o estado estaciondrio é controlada pelo
parametro «. O método funciona da seguinte maneira:

(a) Primeiro definimos o e Y*, as quais controlarao respectivamente, a taxa de con-
vergeéncia e o estado estacionario a ser acessado;

(b) Na primeira iteragio, escolhemos o valor inicial Xy, de tal forma que (X ¥e)
variard passo por passo de (X, Yy) para (X*,V");

(c) Uma configuragao inicial particular é designada para as varidveis dinamicas e o sis-
tema é deixado evoluir dinamicamente de acordo com um dada prescrigao de MC. Depois
que atingiu o equilibrio (#y passos de MC) podemos calcular as médias termodinamicas
(associada com a escolha do Xjy) sobre ; passos de MC. Para melhorar as estatisticas,
este procedimento é repetido em N, amostras. O valor Y; é calculado, e da equagao (2.4)
obtemos Xy;

(d) O passo (c) é agora executado para o parametro X, e assim por diante, de tal
maneira que obteremos iterativamente, (Xo, Yo) — (X, Y1) — (X3, Ya) -+

(e) O processo para quando Y, e X, apresentarem pequenas oscilagoes ao redor do
valor Y* [definido no passo (a)] e X* (o valor estaciondrio estimado do parametro X),
respectivamente;

(f) Depois do regime estacionario ter sido alcangado, podemos considerar um nimero
An de oscilacoes ao redor de (X*,Y*) para calcular o parametro X* como uma média
dos valores destas oscilacoes.

O MBA descrito acima foi aplicado com sucesso para a determinagao da fronteira

critica no crescimento de polimeros ramificados %, onde X = b (probabilidade de rami-
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ficagao) e ¥ = N (nmimero de pontas ativas), e no problema da percolacio 27, onde X = p
(probabilidade de ocupagao associada com os sitios de ligacoes) e Y = N (nimero de
sitios ou ligagoes ativas).

Na proxima segao apresentaremos os resultados da aplicagao do MBA para o modelo

de Ising.

2.2.1 Resultados e Discussoes sobre o Calculo das Temperaturas

Criticas do Modelo de Ising

Vamos ilustrar o MBA calculando os pontos criticos do modelo de Ising ferromagnético.

A Hamiltoniana de Ising é definida da seguinte maneira

H=-—I3Y S, (J>0; S;=+1), (2.5)

L

onde a soma ;. ¢ restrita aos pares de spins primeiros vizinhos em uma dada rede
geométrica finita de tamanho L de dimensao D (com um niimero total de spins N = 52

Para um sistema finito de tamanho linear L, a magnetizagio por spin ¢ finita no
ponto critico, descrescendo para valores erescentes de L: dessa forma o comprimento de
correlacio torna-se comparavel ao tamanho da rede, isto é, & ~ L. Se consideramos o com-
primento de correlacio bem como a magnetizagao se comportando como lei de poténcia,
resulta m ~ L%/ na criticalidade **. Portanto, a escolha de m*, para que o sistema dirija
em direcao ao ponto critico, deve satisfazer 0 < m”™ < L7 Se tomarmos m* fora deste
intervalo, o sistema se dirige através de um diferente caminho termodinamico e nunca con-
vergird para o ponto critico, por exemplo, considerando m* ~ O(1), a relagao produzira
uma convergéncia para wma baixa temperatura, compativel com o valor de m* 28,8586 [
claro, que os expoentes 3 e v sio quantidades desconhecidas, a serem determinadas. 9]
método presente, de antemao, fornece uma estimativa aproximada da taxa 3/v, através

da observacgao da convergéncia da magnetizagao depois de muitas iteragoes. Portanto, a
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fim de aproximar o ponto critico, neste presente trabalho escolhemos um valor pequeno
para m* (por exemplo, m* = 10 ?%).

Considerando varias escolhas decrescentes do valor de o, verificamos que existe um o,
abaixo do qual a T" nao se altera dentro de uma dada barra de erro. Nos casos estudados
nesse trabalho, tal valor é o = 1072, Para obter dados razodveis para calcular os expoentes
criticos, consideramos wm valor menor para a (o = 107%); como ja mencionamos, tal
escolha nao altera a temperatura estaciondria (ver Fig. 2.9(a)) (comparado com uma
estimativa para o = 1072). Suspeitamos que a independéncia dos resultados na escolha
particular de o, quando a ¢ menor que um certo valor, é uma propriedade geral do método;
isto tem sido observado em todos as outras aplicagoes deste método 2672885787,

Aplicamos o método acima para o modelo de Ising ferromagnético em uma rede
quadrada de tamanho linear L = 20,40,60 e 100 e para a rede cibica com L = 10.
A cada realizagao, nossa simulagao sempre inicia com uma configuragao completamente
ordenada (todo os spins apontados para cima) e um tempo ty, = N/2 passos de MC
foram descartados antes de iniciarmos o calculo de médias térmicas. A cada atualizagao
do sistema, a prescrigao de MC usada, como mencionada no item (¢) acima, faz uma
simples atualizagio nos spins, seguindo as dinamicas de Glauber " ou Metropolis 3, con-
forme descrito no capitulo 1. Em seguida, calculamos a média termodinamica para a
magnetizagao por spin, sobre t; = N passos de MC. Depois que o estado estaciondrio
¢ alcangado, deixamos o sistema oscilar por muitos passos de interagoes; destes dados
estimamos o valor médio K* = .J/kyT" e suas respectivas barras de erro. Para melhorar
as estatisticas, o procedimento como um todo sera repetido cerca de Ny = 200 amostras

(com diferentes sequéncias de nmiimeros aleatérios). A magnetizagao por spin pode ser

obtida a partir de seguinte expressao

1 Ny, 1 N

m = NN Z Z Z Siy(2). (2.6)

y=1t=1 i=l

No momento so estamos interessados na temperatura critica 28 Assim usamos um

valor grande de o (o = 107'). Notamos que o MBA encontra bons resultados para os
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pontos criticos quando usamos os algoritmos de Metropolis em D = 2 e a dindmica de
Glauber em D = 3.

Para testar a eficacia do MBA cscolhemos o modelo de Ising ferromagnético por causa
de sua importancia na Fisica e consequentemente, pela vasta literatura sobre este modelo.
Notamos que o método facilmente gera a curva da magnetizagio, como estd mostrado para
o0s varios tamanhos do sistema L = 20 (Iig. 2.5a), L = 40 (Fig. 2.5b), L = 60 (Fig. 2.6a)
e L = 100 (Fig. 2.6b) usando a dinamica de Glauber. Partindo de qualquer ponto da
curva do parametro de ordem ¢é possivel gerar toda a curva, particularmente o ponto
critico. O método também pode ser usado com outras dinamicas além de Glauber e de
Metropolis.

Utilizamos como valor inicial para o cdleulo da temperatura critica T/T,, = 0.4, isso
para todos os tamanhos na rede quadrada. Para a dinamica de Glauber obtivemos as
temperaturas criticas mostradas na tabela 3 para as redes bidmensionais de tamanho
L =20 (Fig. 2.5¢), L =40 (Fig. 2.5d), L = 60 (Fig. 2.6c) e L =100 (Fig. 2.6d). Para
Metropolis achamos resultados semelhantes aos de Glauber também mostrados na Tabela
4 para redes de tamanho L = 20 (Fig. 2.7¢) ¢ L = 40 (Fig. 2.7d). Sabemos que para
D = 2 a temperatura critica analitica ¢ kpT,./.J = 2.269185.... Para o caso de Glauber

/T.) em torno de 4% (L = 100), enquanto para

achamos uma discrepancia (|7 — T,
Metropolis achamos uma discrepancia de 4% (L = 40). Nossos resultados indicam que o
MBA ¢é capaz de encontrar 6timos resultados para a temperatura critica considerando o
pequeno tamanho das redes empregadas.

Fstudamos também o modelo de Ising ferromagnético em uma rede ciibica. A exemplo
do caso bidimensional encontramos a curva da magnetizacao, que estd de acordo com a
curva ja conhecida de uma transiciao de segunda ordem (Fig. 2.8a), usando a dindmica
de Glauber. Iniciando com o valor T'/T.. = 0.2, o sistema evolui até atingir a temperatura
critica (Fig. 2.8b). O valor da temperatura critica conhecido numericamente ¢é: kgT./J =
4.51142 88 (ver Tabela 3). Comparando com o nosso resultado, a discrepancia (|7 —
T.|/T,) ¢ de 1.1%. Nao utilizamos o algoritmo de Metropolis para a rede ctibica, mas
acreditamos que os resultados sejam tao bons quanto o utilizado com a dinamica de

Glauber.



Observamos que nossos resultados do caso bidmensional sao melhores quando uti-
lizamos a dinamica de Metropolis. No caso [) = 3 ainda nao podemos fazer esta com-

paracao porque so utilizamos a dinamica de Glauber.

Tabela 3

Tamanho do N G]anhe!r_"m‘ o
Sitema D —; .- “'T‘;T, mw-_ﬁ“ — T/ T, T
’—_ 20 2 2'3_5(1_) -_ml.] 1""“- 12% . ‘_.h;-269185
40 2| 2.41(1) 1.06 6% 2.269185
60 2 | 2.38(1) 1.05 5% 2.269185
100 2 | 2.37(1) 1.04 4% 2.269185
10 3| 4.56(1) 1.01 1.1% ~ 4.511617

Tabela 3: Temperaturas criticas encontradas usando a relagao de recorréncia

para varios tamanhos de uma rede quadrada (L = 20,40,60 e 100) e para rede cibica

Os resultados sao supreendentemente

(L = 10). Utilizamos a dinamica de Glauber.

satisfatorios para tamanhos modestos de redes. A 1iltima coluna mostra as temperaturas

conhecidas na literatura.

Tabela 4

o —-Ta.man“h;l do - M::_ni_mhk__
Sistema 3 T il T/ ‘1'1“ - T,|/T. i 4
20 B 2.dll(l)_ . 1.06 6% 2.269185
40 2.37(1) 1.04 4% 2.269185

Tabela 4: Temperaturas criticas a partir do algoritmo de Metropolis. Utilizamos

uma rede quadrada de tamanho [ = 20 ¢ 40.
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Se escolhemos nm valor de m® pequeno (proximo da transicao) e partimos de uma
temperatura proxima de zero, 0 MBA dirige o sistema ponto por ponto atraves da curva
de magnetizacao (Fig. 2.6). Para adquiric mais confianca no método podemos tragar
esta curva escolhendo varios valores de m* (entre 1 e 0) e calculando passo a passo as
respectivas temperaturas T*. Se o MBA ¢ consistente as curvas devem se assemelhar a
curva verdadeira da magnetizacao e ¢ isso o que ocorre. Para este fim usamos redes de

tamanhos L = 20,30, 35,40 e 45, apresentamos os resultados extrapolados na Fig. 2.9h.

2.2.2 Resultados e Discussoes do Expoente da Magnetizagao (/)

Anteriormente fizemos um teste utilizando o modelo de Ising para caleular a tempe-
atura critica com o MBA e obtivemos bons resultados utilizando a dinamica de Glauber

e de Metropolis. Agora estamos interessados em mostrar que o MBA nao é apropriado
somente para obter fronteiras eriticas, mas também para calcular os expoentes criticos,
ou seja, o sistema se dirige para a criticalidade através da curva do pardmetro de ordem
(o caminho termodindmico correto)  Calenlamos o expoente 3 ® do modelo de Ising
utilizando a dinamica de Glauber. Para a temperatura eritica vimos que a dinamica de
Metropolis encontrava bons resultados para algumas redes e resultados razodveis para
outras. FEstudamos virias redes bidimensionais (quadrada, triangular e hexagonal) de
tamanho linear L = 40 uma rede cibica com L = 10. A partir das mesmas configuragoes
iniciais (todos os spins para cima) e mesmos processos de simulagoes, encontramos a
magnetizacio média por spin e as temperaturas criticas para cada rede.

Apds o estado estaciondrio ser atingido deixamos o sistema oscilar por &4n = 100
passos de iteracoes; feito isto, estimamos o valor médio K* = J/kgT" e suas respectivas
barras de erro. Por esse motivo se comparamos as duas tabelas 3 e 5 notamos que para o
easo L = 40 nossos resultados estio melhores que os obtidos anteriormente; isso se deve
ao fato de que a estimativa do valor médio agora foi feita com mais amostragem e desse
modo com mais precisan.

Nossos resultados sio resumidos na tabela 5. Em cada caso, os valores das tempera-
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turas estaciondrias T siao muito proximos do valores conhecidos da temperatura 7, (a
maior discrepancia aconteceu para a rede quadrada, onde |T* —T.|/T. =~ 5%). Na fig. 2.10
apresentamos a magnetizacao versus temperatura para a rede triangular. Destacamos a
regiao utilizada para estimar o expoente critico /7. Os expoentes sao obtidos a partir
da Fig. 2.11 e estao mostrados na tabela 5. Apesar dos tamanhos das redes utilizadas
serem pequenos, nossas estimativas dos expoentes criticos concordam, dentro das barras
de erro, com os valores disponiveis na literatura. Para as redes bidimensionais (quadracda,
triangular e hexagonal) nossos resultados sao universais, como esperado, concordando
com o valor exato bem conhecido, 4 = 1/8 5.

I importante comparar alguns dos nossos resultados com aqueles encontrados por
métodos padrao de MC. A presente estimativa de 7 e T, para a rede ctibica de tamanho
lincar L = 10 estd em boa concordancia com os valores obtidos da simulacao de MC
padrao 8 < L < 96 88 como mostrado na Tabela 5. Para a rede quadrada, Newman e
Barkema # efetuarem uma andlise de escala de tamanho finito (finite-size scaling), numa
simulagao convencional de MC para vdrios tamanhos de rede (10 < L < 200), encontrando
kpT,./J = 2.27(1). Eles calcularam os expoentes criticos da susceptibilidade magnética
e comprimento de correlagao, v = 1.76(1), » = 1.00(5); e também o expoente critico da
magnetizagao, 4 = 0.12(5), obtido para wma rede bidimensional de tamanho L = 40.
Vemos que é supreendente como o MBA pode estimar bons resultados para tamanhos
de redes pequenas, pois conseguimos um melhor resultado em relagao aos dos citados
autores referente ao expoente critico 4. Com relagao a temperatura critica nao foi tao
bom, porém eles trabalharam com redes muito maiores que a nossa. Devemos salientar
que os resultados presentes na tabela 5 podem ser melhorados aumentando o tamanho
das redes.

No proximo capitulo iremos usar novamente o MBA para calcular as propriedades

criticas num modelo de Ising ferromagnético diluido.



Tabela 5

] Rede | Rede | Rede | Rede |
Quadrada | Triangular | Hexagonal Ciibica
kpT*/J 2.385(2) _1-2:71('3) 1.553(1) 4.487(2)
kgT./J 2.269185... | 3.640956... | 1.518651... [ 4.51142(5) 8
T — T|/T. 5.1% 0.8% 2.3% 0.5%
# (presente trabalho) | 0.127(2) 0.125(3) 0.124(2) 0.31(1)
A (literatura) 1/8 1/8 1/8 0.326(4)
Tabela 5: Temperatura critica (kT /.J) e os correspondentes expoentes criticos

da magnetizagao para o modelo de Ising ferromagnético para varias redes geométricas.
Para as redes bidimensionais kpT./.J e [ sio conhecidos exatamente ® (4 = 1/8 em todos
o0s casos, devido a universalidade). Em cada caso, apresentamos a discrepancia relativa

(|T* = T.|/T.) de T* com respeito & temperatura critica conhecida na literatura.
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Figura 2.5: Magnetizagao versus temperatura para o modelo de Ising ferromagnético
em uma rede quadrada, utilizando a dinamica de Glauber.(a) L = 20 and (b) L = 40.
(¢) Temperatura versus nimero de passos de iteragoes para L = 20; obtemos kpT™/.J =

2.53 (T*/T. = 1.11) e (d) para [ = 40; encontramos kpT*/.J = 2.41 (T* /T, = 1.06).
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Magnetizagio versus temperatura para o modelo de Ising ferromagnético

em uma rede quadrada, utilizando a dinamica de Glauber. (a) L = 60 and (b) L = 100.
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Figura 2.7: Magnetizacio versus temperatura para o modelo de Ising ferromagnético
em uma rede quadrada, utilizando a dinamica de Metropolis. (a) L = 20 and (b) L = 40.
(¢) Temperatura versus nimero de passos de iteragoes para L = 20; obtemos kgT"*/.J =

2.40 (T*/Te: = 1.06) e (d) para L = 40; encontramos kpT*/J = 2.37 (T"* [Tc = 1.04).
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Capitulo 3

Busca Eficiente de Grandezas
Criticas no Ferromagneto de Ising na
Rede Quadrada com Diluicao de

Sitios
3.1 Introducao

079 tem atraido a atencao de muitos

O modelo de Ising ferromagnético desordenado *
pesquisadores durante as Ultimas duas décadas. Um entendimento do comportamento
desse modelo representa um grande desafio na fisica dos sistemas desordenados, tanto
do ponto de vista tedrico como experimental. Uma das maiores questoes ainda nao res-
pondidas, consiste no tipo de influéncia (mudanga) no comportamento critico que um
sistema puro pode apresentar quando introduzimos algum tipo de desordem. O compor-
tamento critico pode ser alterado de trés maneiras diferentes: (7) A desordem pode ser
uma perturbacao irrelevante de modo que o comportamento critico seja assintoticamente
inalterado; (71) a desordem pode ser relevante e conduzir a wma diferente classe de uni-

versalidade (“crossover”); e (iii) em casos raros **  a desordem pode levar os expoentes

on
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criticos a uma dependéncia continua na concentracao.

Um argumento heuristico proposto por Harris ™, indiea que a desordem modifica
{ou néo} o comportamento critico se no correspondente sistema puro o expoente critico
do calor cspecifico o é positive {negativo). Visto que em duas dimensoes temos o =
para o sistema puro, isto representa uin caso marginal; como consequéncia, o modelo
de Ising ferromagnético desordenado em duas dimensoes tem sido o objeto de muitas
controvérsias, com diferentes cendrios emergindo. Muitos trabalhos sustentam o quadro
conhecido por universalidade forte 71:95-92.96-101 ' reivindicando que a presenca de desordem
afeta as propriedades criticas do modelo apenas por um conjunto de corregoes logaritmicas
comn relagdo ao comportamento do sistema puro; de fato, tal quadro s € estritamente
vélido no limite de pouca desordem %. Por outro lado, alguns trabalhos numéricos 192193
sugerem quantidades termodinamicas que apresentam o comportamento de lei de poténcia
usual com os expoentes criticos variando continuamente com a desordem, mantendo certas
relagdes (y/v e /1) fxas aos valores do sistema puro; este quadro é chamado de uni-
versalidade fraca ™. Contudo, uma recente andlise '* sistemdtica da escala de tamanho
finito reivindica que uma discriminagio clara entre os quadros de universalidade forte e
fraca ainda nao séo possiveis com base nos dados disponiveis de sistemas finitos. Isto
sugere continuar abordando este tipo de problema.

O caso ferromagnético com dilui¢do temperada {desordemn congelada: sitios ocupados
com probabilidade p) tem sido estudado recentemente através de extensiva simulagao de
Monte Carlo por vdrios autores %9%1%  produzindo resultados que nao estao de acordo
entre si. Souza ¢ Moreira 1% encontraratn cxpoentes criticos na regiao 0.7 < p < 1.0,
compativeis com aqueles do modelo puro. Para os valores da concentracio no intervalo
0.6 < p < 0.7, seus resultados sdo inconclusivos devido a grandes barras de erro. Heuer %
argumenton em favor de expoentes efetivos que dependem da concentragio p, embora
se aproximando assintoticamente dos valores puros proximo da temperatura critica. De
outra maneira, Kim e Patrascioiu * alegaram ter encontrado evidéncia da dependéncia
da diluigio nos expoeﬁi;es criticos.

107,108

A principal razao de tais desacordos consistem nos efeitos de tamanho finito

{finite-size scaling) que se tornam cada vez malis intensos a medida que diminuimos p,
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resultando em sérias dificuldades na extrapolagio para o limite termodinamice.

Outro obstaculo adicional encontrado comumente nas simnlagoes de Monte Carlo em
sistemas desordenados & a presenga de muitos estados metaestdveis em baixa temperatu-
ras, separados por barreiras que podem divergir no limite termodinfimico, fazendo com
que se torne muito dificil equilibrar o sistema. Mesmo acima da temperatura critica, existe
uma fase de Griffiths #, caracterizada por umn comportamento dindmico peculiar na qual
a magnetizagio vai a zero lentamente, comparado comn o decaimento exponencial usual
de uma fase paramagnética convencional. Para o modelo de Ising ferromagnético diluido,
tais regimes sio definidos dentro de um intervalo de temperatura T,.(p) < T < T(1}, onde
Te(p} e T{1) correspondem as temperaturs criticas para o caso ferromagnético diluido e
piro, respectivamente.

Muitos traballios fentaram estudar e explicar os vérios tipos de problemas que exis-
tem para o caso diluido, alguns ji mencionados acima. Virios métodos diferentes foram
utilizados, entre eles os resultados calculados baseados e simulagio computacional, onde
destacainos: o método de Monte Carlg '0993.10L10 o 1hétodo de Monte Carlo veto-
rial ' o método de grupo de renormalizagio Monte Carlo 2, o algoritmo de Swendsen e
Wang 541183114 hropagacio de danos % e o algoritmo de Wolff 1916, Como aproximagoes
tedricas podemos destacar as seguintes técnicas: aproximagdo de campo molecular 7,
técnica variacional, grupo de renormalizacio campo médio '"*199 5 método de expansio
em séries 12121 e a técnica de matriz de transferéncia 103105122

Citamos alguns trabalhos 991051237126 onde existein métodos analiticos para calcu-
lar as quantidades fisicas, tais como, expoentes e temperaturas criticas com a inclusao
de corregoes logaritimicas. Nestes trabalhos melhoramentos de resultados obtidos por
métodos usuais tipo Monte Carlo sdo efetuados, com o emprego de corregoes logaritmicas.

Neste trabalho estudaremos as propriedades criticas do modelo ferromagnético de Ising
com diluigdo temperada de sitios para uma rede quadrada utilizando o MBA %. Nosso
principal interesse para cste problema ¢€ calcular as dependéncias da temperatura critica
e dos comportamentos criticos {expoentes) com relagao a diluigao proximo ao ponto de
transigao de fase. Investigamos o diagrama de fase T.(p}/T.{1) versus p que separa as fases

paramagnética e ferromagnética e calculamos também o valor da derivada da fronteira
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desse diagrama nas proximidades do ponto p = 1. correpondente ao modelo puro.

3.2 Modelo e Formalismo

Consideremos o modelo de Ising ferromagnético diluido. definido pelo Hamiltoniano,

H = . Z G,‘EjS,‘SJ‘, (31)

<ij>

com J >0, e S; = £1. O modelo ¢ definido numa rede quadrada de tamanho L, cujas
varidveis € correspondem 3 desordem e obedecem A seguinte distribuigao de probabili-

dades,

Ple;) = péle; — 1} + (1 —- p)é(e;). (3.2)

Relembremos a relagio de recorréncia (2.4} que constitui o MBA

‘Yn-l-'.l = ‘Yu gl £ (}fn T Y') (33)

Como ja foi mencionado no capitulo 2, precisamos considerar o pardmetro (Y*) su-
ficientemente pequeno, de modo que a relagio {3.3) dirija o sistema ao ponto critico.
Também ji comentamos que existe um « critico, abaixo do qual 7" ndo se altera. Esse
valor é o = 1072, J& para obter dados razodveis para os expoentes criticos, consideramos
um valor menor para a {a¢ = 1077 visto que no caso dos expoentes a sintonia é mais

dificil.
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Aplicamos o MBA para o modelo de Ising ferromagnético desordenado em uma rede
quadrada bidmensional de tamanho linear L = 60 com condi¢oes de contorno periédicas.
Construimos para um dado valor de concentragio p, uma configuracao desordenada diluida
produzida de acordo com a distribuigiao de probabilidades (3.2). A probabilidade p repre-
senta a fracao de sitios ocupados por spins. Ao analisar uma configuragio inicial da rede,
primeiro verificamos se ocorre percolagao, isto ¢, se existe um caminho de sitios ocupados,
conectados, ligando lados opostos da rede. Caso nao exista percolagao tal configuragao
nao ¢ considerada no cdlculo das médias térmicas. No caso da configuragio apresentar
2 percolagao, consideramos apenas os spins que pertencam ao aglomerado infinito para
serem utilizados nos calculos da magnetizacao, susceptibilidade, etc.

Para atingir o equilibrio do sistema é necessario um tempo da ordem ty = N/2 passos
de MC (N é nmimero de sitios). Uma vez o sistema equilibrado, calculamos a média
termodinamica para a magnetizagao por spin tomando #; = N passos de MC. Para me-
lhorar a estatistica, o procedimento como um todo sera repetido para N, = 200 amostras
(diferentes realizagoes da desordem) (com diferentes sequéncias de niimeros aleatorios).
A magnetizagao por spin é dada pela seguinte expressao

Ny 83 N

1
m = NN DD Siu(t). (3.4)

=1 t=11i=1

Apos o estado estacionario ter sido alcangado (quando Y, e X, apresentam pequenas
oscilacoes ao redor do valor Y* ¢ X*), deixamos o sistema oscilar por An = 100 passos
de iteracoes; destes dados estimamos o valor médio K* = .J/kpT:(p) e suas respectivas

barras de erro.
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3.2.1 Resultados e Discussoes

Simulamos o sistema para uma rede quadrada de tamanho L = 60 com as seguintes
concentragoes de sitios p = 1.00,0.95,0.90,0.85,0.80,0.75 ¢ 0.70. Calculamos as tempe-
raturas criticas para cada caso e seus correspondentes expoentes criticos.

Inicialmente fizemos nossos calculos utilizando a mesma relacao de recorréncia para a

magnetizacao que utilizamos no capitulo 2, ou seja

Kpi1 = K, — a(m, —m*). (3.5)

Calculamos as temperaturas criticas utilizando a relagio (3.5) e as mesmas consi-
deracoes feitas anteriormente para a escolha tanto de m* como de a. Nossos resultados
apresentaram uma discrepancia muito grande em relacio aos valores encontrados na li-
teratura. O grande problema consiste no fato de que ao diluirmos a rede, os efeitos de
tamanho finito se tornam bastante acentuados. Por esta razao, pode acontecer que ao
invés de calcularmos a temperatura critica, que equivale ao ponto de inflexao da curva da
magnetizacao, podemos estar calculando um ponto da cauda da curva, resultando em um
grande erro (ver figura (3.1)).

Devido a tais dificuldades em calcular corretamente as temperaturas criticas uti-
lizando a magnetizaciao como parametro de busca, procuramos uma outra grandeza ter-
modinamica que também exiba a transigao. A grandeza que utilizamos foi a susceptibi-

lidade (ver figura (3.3))(em verdade, o inverso da susceptibilidade) e a correspondente

relacao de recorrencia é dada abaixo

Kpy1 = Kn —a(1/Jx = 1/Jx"), (3.6)

onde y é a susceptibilidade por spin dada por
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= g LS - (28) o (3.7)

O MBA calcula aproximacoes para a temperatura critica usando valores de m* cada vez
menores. Isto corresponde a valores cada vez maiores para a susceptibilidade x, atingindo
a divergéncia quando T =2 7. sta ¢ a razao para utilizarmos o inverso da susceptibilidade
como parametro iterativo em (3.6). Por conseguinte, devemos considerar valores cada
vez menores para 1/y para obtermos melhores aproximagoes para a temperatura critica.

Quando estamos tratando com a susceptibilidade temos que efetuar uma andlise se-
melhante & que é feita para a magnetizacao, lembrando que um médximo para y equivale a
um minimo em 1/y. BEste minimo é considerado como o ponto correspondente a transigao
de fase. O valor adequado de /chi* é determinado da seguinte forma: iniciamos com um
valor muito pequeno para 1/x" e verificamos se a relagao de recorréncia converge para
algum valor (T*,1/x*). Se isto nao ocorre, significa que estamos abaixo da curva 1/x*
(lembrar que para um sistema finito a curva 1/y ndo toca o eixo 1/x = 0). Aumentamos
continuamente o valor 1/x* até que o MBA localize a primeira bacia atratora, ou seja
localiza o minimo (T*,1/x").

Calculamos a temperatura e expoentes criticos utilizando a dinamica de Glauber. Mais
uma vez, gostariamos de enfatizar a eficiencia do método, permitindo bons resultados
mesmo para redes pequenas.

Neste capitulo, a varidvel T*(p) corresponde a varidvel reduzida T,(p)/T.(1), onde
T.(1) é a temperatura critica exata do caso puro, ou seja T.(1) = 2.269185 - - - 22

Utilizamos uma rede pequena (L = 60) em relagao a outros trabalhos na literatura,
que utilizam redes de tamanhos maiores (por exemplo, o trabalho de Heuer # que utiliza
redes de tamanhos L (72 < L < 250)). Por esse motivo, conseguimos calcular valores
para a temperatura critica nao tao bons quanto os dos outros trabalhos, pois nossas redes
sao muito menores. Acreditamos que se usarmos redes um pouco maiores, melhorariamos
muito nossos resultados e conseguiriamos ter precisoes tao boas ou melhores do que as

encontradas por outros autores.
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Os resultados e snas dicrespancias ([T*(p) — T.(p)|/T-(p) com relagao aos valores en-
contrados na literatura estao mostrados na Tabela 6. Comparamos nossos resultados
com aqueles encontrados por outros métodos que utilizan o Monte Carlo padrao ou
combinado com outras técnicas. As presentes estimativas de T*(p), para as varias con-
centracoes p, numa rede quadrada de tamanho linear L = 60, apresentam discrepancias
(|7 (p) — T.(p)|/T.(p) com relagiao a outros valores da literatura. O trabalho de Kim e
Patrascioiu ?°, que utilizaram uma rede de tamanho 570 < L < 822, apresentam uma
temperatura critica T.(p)/T.(1) = 0.604 para p = 0.75, o que corresponde a uma dis-
crepancia em relacio ao nosso resultado de 7.8%. No trabalho de Selke et al. % com
redes de tamanho 8 < L < 256 para a concentragao p = 0.70, a temperatura critica é
dada por T,(p)/T.(1) = 0.478 e portanto, a discrepancia em relagao ao nosso resultado ¢

101 hara concentragio p = 0.75 e rede de

de 20%. Ja para o trabalho de Ballesteros et al.,
tamanho 24 < [, < 256, temos uma temperatura critica T.(p)/T.(1) = 0.571 e uma dis-
crepancia de 13.9%. Nos trabalhos acima mencionados eles utilizam o método de Monte
Carlo combinado com as seguintes extensoes: corregao logaritmica e o algoritmo de Wolf
respectivamente. Comparamos também nossos resultados com o trabalho de Heuer 9 que
utiliza o método de Monte Carlo padrao com redes de tamanhos L (72 < L < 250) e o
trabalho de Souza ¢ Moreira % que utiliza o método Grupo de Renormalizagao Monte
Carlo com redes de tamanho I (L = 128 e I, = 192). Nesses dois trabalhos nao s6 com-
paramos as temperaturas que estao mostradas na tabela 6, como também os expoentes f e
v, As estimativas dos expoentes criticos estao em boa concordancia com os valores obtidos
por eles (ver tabela 8). Na tabela 7 comparamos nossos resultados com os trabalhos de
propagacao de danos 1%, para redes de tamanho 20 < L < 80. Outro trabalho que utilizou
a dinamica de Swendsen-Wang ' em redes de tamanho L = 200 e 400, estd mostrado na
Tabela 7. Devemos ressaltar que o nosso método ¢ bastante eficaz quando temos pouca
diluicao (p > 0.85) pois encontramos 6timos resultados, mesmo utilizando redes peque-
nas. Se a diluicao aumenta nossos resultados estao em desacordo com os outros autores
e entendemos que o fato de usarmos redes pequenas é o motivo para esta discordancia.
Como ainda temos a liberdade de aumentar o tamanho das redes, os resultados presentes

nas tabelas 6, 7 e 8 podem ser melhorados substancialmente.
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Na Fig. 3.2 apresentamos a susceptibilidade versus niimero de passos de iteragoes,
para o caso de concentracao p = 0.80 de sitios ativos. Iniciamos com T.(p)/T.(1) = 0.4
e deixamos que o sistema evolua até atingir a temperatura estacionaria. O valor corres-
pondente para a susceptibilidade é y* = 50 (ou 1/x* = 0.02). Este ponto consideramos
como uma aproximagao para a temperatura critica.

Neste trabalho também estamos interessados em calcular os expoentes criticos da
magnetizacio A e o da susceptibilidade 5. Como ja mencionamos, trabalhamos com
vdrias concentracoes de diluigao com uma rede bidimensional de tamanho L = 60.
Nossos resultados sao resumidos na Tabela 6. O grifico da susceptibilidade por spin
versus T/T.(1) estd mostrado na Fig. 3.3 para os varios valores da concentragao
(p = 1.00,0.95,0.90,0.85,0.80,0.75 ¢ 0.70). Neste grafico calculamos as curvas da sus-
ceptibilidade usando a relacao (3.5) que utiliza o parametro da magnetizacao por spin
(m). Nota-se que a medida que vamos diluindo o sistema (diminuindo p), a tempera-
tura e a susceptibilidade diminuem e o pico da curva da susceptibilidade vai se tornando
arredondado até desaparecer a cispide (transi¢ao). Isto ocorre quando estivermos abaixo
do limiar de percolagio (p. = 0.59275) 899127 "onde ja nao existe transi¢ao de fase. Cal-
culamos os expoentes criticos da susceptibilidade (v) e da magnetizagio (/) para cada
concentracao p, como mostrado nas Figs. 3.4 e 3.5. Apesar dos tamanhos das redes
utilizadas, esta é uma das vantagens do nosso método: nossas estimativas dos expoentes
criticos concordam, dentro das barras de erro, com os valores disponiveis na literatura.
Para o caso da rede bidimensional, para as varias concentragoes p utilizadas, nossos resul-
tados mostram que variando p obtemos o mesmo valor para o expoente 7y que do caso puro.
Na Fig. 3.4 da para notar que os ajustes para as varias concentragoes de p com relagao
aos dados calculados pelo nosso método nos dao a mesma inclinagio, concluindo assim
que o conjunto de expoentes pertencem & mesma classe de universalidade do caso puro.
[sso também acontece para o conjunto de expoentes [ (ver Fig. 3.5), onde mostramos
também os ajustes para o expoente [} para todas as concentracoes p. Os valores exatos
(p = 1.0) conhecidos para os expoentes sao: = 1/8 e v =T7/4 %128 Nao encontramos
evidéncia do quadro de universalidade fraca 19219 com os expoentes criticos variando con-

tinnamente com a desordem; de fato, nosso resultado favorece o quadro da universalidade
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forte 91,92.95-101

Na Fig 3.6 apresentamos o diagrama de fase calculado pelo MBA, onde na fronteira

critica proximo de p = 1, podemos fazer wina boa aproximacao por uma linha reta?129,
A inclinagao da curva T.(p)/T,.(1) versus concentracao p em p = 1,
I Tip)
T dp | ()
¢ "+ p=1
00,1 : -
90,190 - Ajustando os dados para o intervalo entre

¢ conhecido exatamente, s = 1.564785...
p = 1.00 até p = 0.80 por uma linha reta (onde os valores de T*(p)/7.(1) estdo mostrados
na Tabela 6), nosso resultado fornecen s = 1.57. A quantidade s é importante pois
podemos saber com que declividade a curva sai do ponto p = 1.00; por isso, a preocupagao
de sempre determinar seu valor para avaliar se os resultados sao bons ou confidveis. Como
vemos, 0 nosso método consegne encontrar resultados préximos do valor exato. Isto nos
da confiabilidade para o resto da curva.

Nés consideramos o valor do s de varios trabalhos que discutem a variavel s ou que
podemos calculd-la a partir de seus dados. A seguir, apresentaremos os resultados obtidos
por vdrios autores: Néda ' que utilizou o método de Monte Carlo combinado com
Swendsen and Wang, estimou explicitamente a quantidade s e encontrou um valor s = 1.7.
Para o caso dos trabalhos de Souza e Moreira '% (que ¢é originado de um esquema baseado
no Grupo de Renormalizagio Monte Carlo para uma rede quadrada de tamanho L = 192)
o de Hener ® (que utiliza o método de Monte Carlo mima rede quadrada de tamanho L
(72 < L < 250)) ajustando os dados para p = 0.90 e p = 1.00 (ver tabela 6), obtém-se
s = 1.62ecs = 1.625, respectivamente. Ajustando agora os pontos parap = 0.95ep = 1.00
(ver tabela 7) por uma linha reta, obtém-se s = 1.60 e s = 1.594, respectivamente. D
importante mencionar que para as referencias 106,93 ¢ s nao foi calculado explicitamente e
que os niimeros acima representam estimativas aproximadas obtidas dos dados contidos
nas tais referéncias. No trabalho de Sousa et al 1%, que utiliza propagacio de danos 132

numa rede quadrada de tamanho L (20 < [ < 80), estima-se o valor s = 1.53. Outro

trabalho que estudou sistemas dilufdos de sitios foi Ballesteros et al 101 - utilizando a

simulacao de Monte Carlo incorporando os efeitos de tamanho finito para encontrar as
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temperaturas. Considerando os dados da referéncia ! para p = 0.889 ¢ p = 1.00 mostrado
na tabela 9, encontra-se s = 1.63.

Nota-se que a nossa estimativa para a inclinacao s mesmo utilizando rede pequenas em
relagdo aos trabalhos mencionados, é bem melhor que as mostrados acima. Encontramos
uma discrepancia (|s — s'|/s’, onde s’ é o valor exato) em relagao ao valor exato de 0.32%,
que é¢ muito menor do que as demais.

Uin outro trabalho que devemos citar é o de Giorgio Mazzeo e Reimer Kiithn '%. Eles
utilizam a técnica de Matriz de Transferéncia através de mma tira com comprimento semi-
infinito N — oo (limite termodinamico) e largura L = 11, para estimar o valor de s que
difere do valor exato por aproximadamente 0.01%. Vemos que o resultado de Giorgio
Mazzeo e Reimer Kiithn ¢ melhor que o nosso, e atribuimos isso ao fato que enquanto

trabalhamos com redes pequenas, eles utilizam tiras semi-infinitas.
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Tabela 6

p | T(p)/TN) | Tp)/ T B | Tp)/T(1} 0} 69 | 6%
0| 103aqn) | wooo | roo0 | 34% | 3.4%
0.95 | 0.944(1) 0.920 0.920 2.6% | 2.6%
0.90 | 0.869(1) 0.838 0.838 3.7% | 3.7%
0.85 | 0.789(1) 0.752 0.753 49% | 4.8%
0.80 | 0.719(1) 0.665 0.664 8.1% | 8.3%
0.75 | 0.651(1) 0.569 - 14.4% -
0.70{ 0.574(1) 0.474 0.462 21.1% | 24.2%
Tabela 6: Temperatura estacionaria adimensional 77 (p)/T.(1) e discrepéancias

coin relagoes a outras estimativas, & = |T°(p) — T.{p)]|/T(p), para valores especificos da

concentracao. Nossos resultados cstao na coluna 2, sendo comparados comn outras esti-

mativas das temperaturas criticas To(p)/T.(1)- A coluna 3 mostra os valores de Heuer %.

Na coluna 5 temos as discrepancias desses valores com relagao ao presente trabalho. Na

06

coluna 4 temos as temperaturas criticas calculada no trabalho de Souza e Moreira % e

na coluna 6 temos as respectivas discrepancias desses valores com relagao ao nosso.
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Tabela 7

p | @)y [ neymo v neymay e s s
1.00 | 1.034(1) 0.994 1.112 4.0% | 7.0%
0.90 [ 0.869(1) 0.841 0.846 3.3% | 2.7%
0.80 | 0.719(1) 0.673 0.636 6.8% | 13.1%
0.70 | 0.574(1) 0.464 0.451 23.7% | 27.3%

Tabela 7: A coluna 2 mostra os nossos resultados para diferentes concentracgoes

p. Na coluna 3 temos os valores das temperaturas do trabalho de Néda . Na coluna

T*(p) — T.(p)|/T.(p). As outras duas

5 apresentamos os valores das discrepancias § =
colunas estao mostrando os valores referentes ao trabalho de Sousa ''®, onde a coluna 4

mostra as temperaturas criticas e na coluna 6 a discrepancia em relagao aos nossos valores.
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Tabela 8

P ."f ~ i'? 03 3 a3 Jjj 106

1.00 012(}(/1)

0.95 | 0.123(3) | 1.76(5
(1)
)

— —— —

1.75(1) | 0.125(6)

0.125(5)
0.125(5) | 1.75(2) | 0.12(3)
0.125(5) | 1.76(2) | 0.125(4)

)
)
0.90 | 0.126(1 )
) | 0.12(1) | 1.76(2) | 0.124(8)
)
)
)

0.85 | 0.123(2
0.80 | 0.127(3) | 1.75(4) | 0.11(1) | 1.78(2) | 0.123(7)
0.10(2) | 1.80(3) .

: | 0120)

0.75 | 0.126(1) | 1.76(3
0.70 | 0.125(1)

Tabela 8: Expoentes criticos da magnetizagao e da suscetibilidade calculados
a partir de nosso método, para o modelo de Ising ferromagnético diluido. Comparamos
nossos resultados com relacio ao trabalho de Heuer  (colunas 4 e 5). Na coluna 6
encontra-se os valores do expoente 3 calculados por Souza e Moreira '%°. Para o caso

yuro numa rede bidimensional /7 e v sao conhecidos exatamente ® (3 = 1/8 e y = 7/4).
!

Tabela 9

F presente resultado | Ref. "' | Ref. '% | Ref. | Ref. ' | Ref. ' | Valor Exato

s 1.57 1.53 1.60 1.594 1.7 1.631 1.564785...

Tabela 9: Céleulo da inclinacao da curva T.(p)/T.(1) versus concentragao p em
p=1(s=T.(1)""Te(p)/dplp=1) a partir do diagrama de fase. As colunas 3,4, 5,6¢7
mostram os valores de s para as seguintes referéncias respectivamente: Sousa et al 9,
Souza e Moreira 1%, Heuer %, Néda '™ e Ballesteros et al 1. As referéncias 9196101 foram
calculadas por nds a partir dos dados retirados de seus trabalhos e as demais referéncias

j4 apresentava o valor de s. A 1iltima coluna mostra o valor exato de s 9130,
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Figura 3.1: Magnetizacdo por spin versus temperatura para vérios valores da diluigao
p, variando de 1.00 até 0.70. Para encontrar essas curvas utilizamos a relagdo de
recorréncia (3.5), onde o parametro usado é a magnetizagdo por spin. E fécil ver que

quando diluimos a rede, o efeito de tamanho finito fica mais visivel.
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Figura 3.2: Susceptibilidade versus nimero de iteragoes para uma rede L = G0 com

20% de diluicio (p = 0.80). A susceptibilidade critica é caleulada (Jx = 50) depois que o
™ estado estaciondrio ¢ aleancado e deixamos oscilar por 100 passos de iteragoes. Iniciamos
as iteragoes com um valor para a temperatura (T.(p)/T.(1) = 0.4). Isto mostra como o

método funciona (evolugio) para encontrar qualquer ponto critico desejado.
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Figura 3.3: Susceptibilidade versus T/T.(1) para vérias diluigdes, variando de
p = 1.00 até 0.70. As curvas sdo calculadas usando a relagdo de recorréncia 3.5, onde o
parametro utilizado é a magnetizagdo por spin. Mostramos que quando vamos diluindo
a rede o pico (valor méximo) vai diminuindo e se tornando mais arredondado, até desa-

parecer a transicdo abaixo do limiar de percolagdo (p. ~ 0.59275).
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Figura 3.4: Ajustes das curvas da suscetibilidade versus temperatura préximo do

ponto critico, em relagio aos pontos calculados usando o MBA. A inclinacéo desses ajustes
mostram os valores que estimamos para os expoentes y. Nota-se que os ajustes para cada
concentragdo p apresentam a mesma inclinagéo; isso nos leva a concluir que todos os casos
pertencem & mesma classe de universalidade do caso puro (ver tabela 8). O valor exato

para o expoente critico da susceptibilidade é v = 7/4.
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Figura 3.5: Os ajustes das curvas da magnetizagio em relagio aos pontos calcu-

lados usando o MBA. A inclinagiio desses ajustes mostram os valores que calculamos
dos expoentes 3. Observamos que os ajustes para cada concentragdo p apresentam a
mesma inclinacéio, concluindo que todos os valores de p se encontram na mesma classe
de universalidade do caso puro (ver tabela 8). O valor exato para o expoente critico da

magnetizaciio é 3 = 1/8.
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Figura 3.6: Diagrama de fase para o modelo de Ising diluido para d = 2, exibindo
as fases paramagnética {P) e ferromagnética {F) obtido pelo presente método. As bolas
cheias correspondem aos valores das temperaturas estaciondrias {T"(p)) calculadas para
cada concentragao p (0.7 < p < 1.0). Abaixo de p = 0.7 até o ponto, bem conhecido, que

refere-se ao limiar de percolagao {p, = 0.592745 1859127} 3 linka é meramente especulativa.
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Capitulo 4

Percolacao de Ligacoes de Longo
Alcance em uma Cadeia Linear

Diluida

4.1 Introducgao

Na natureza alguns sistemas nio sio satisfatoriamente descritos pela Mecinica Es-
tatistica padrio de Boltzmann-Gibbs (BG). Geralimente siao sistemas que apresenlam
interacoes de longo aleance, efeitos de memdria eletiva de longo alcance, ou geometrias
nao Buclideanas.

0 efeito de interacoes de longo alcance em sistemas Hamiltonianos esta atualmente
bastante em evidéncia ™. Estes sistemas apresentam uma variedade de propriedades
dinamieas e termodinimicas interessantes tais como expoente de Lyapunov anomalo, a
discussio extensividade versus nio extensividade, difusio anomala, ete. Em alguns destes
sistemas ocorre violacio de ergodicidade. Neste sentido é necessirio reformular alguns
conceitos de Meecinica Estatistica visando englobar esta nova classe de sistemas. Como o
aleance da interaciao pode até ser infinito, questoes como o limite termodinimico devem

ser rediscutidas. Nos sistemas ditos extensivos, a ordem entre os limites do tempo de
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relaxagio ({ — ©0) ¢ o limite termodindmico (N — o) ¢ irrelevante. J& no caso de
iteragoes de longo aleance isto nio ocorre.

A Termodinamica ¢ a Mcecanica Estatistica usuais, obedecem & duas propriedades
matemdticas importantes: a extensividade {pardmetros macrosedpicos) e as transformadas
de Legendre. Os parametros macroscdpicos desempenham um papel importante em toda
Termodindmica, ja que especificam o macroestado de um sistema. Estes podem ser clas-
sificados como extensivos, ndo extensivos ¢ intensivos. De mancira simples afirmamos
que um parametro extensivo ¢ aquele que dobra seu valor, quando o tamanho do sis-
tema também ¢ duplicado, enquanto wn parimetro intensivo independe do tamanho do
sistema.

A extensividade consiste no fato que as quantidades relevantes sejam, no litnite ter-
modinamico proporcionais a V.

O significado de wna quantidade extensiva é claro em Mecanica Estatistica usual. Por
exemplo, para uma temperatura T fixa ¢ um nimero de particulas N e volume V), res-

pectivamente grandes, com a densida de p = N/V fixa, a entropia ¢ extensiva e dada por

S(V,N, T}~ Ns{p, T) (4.1)

1
i — = 4.2
N,Ii}’I—-]]oo N S(V,N.T)=s(p,T) . (4.2}

Portanto a entropia por particula s depende de p ¢ da temperatura, que sgo quanti-

dades intensivas. Qutros paramentros extensivos siio por exemplo: volume, massa total e

energia interna.

No caso do fractal de Sierpinski, a densidade do sistema se comporta como uma lei de

poténcia do tipo p = L7, onde L ¢ o tamanho do sistema. Nesse caso temos uma situacao
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onde p é uma variavel que nem ¢ extensiva, nem intensiva. Outros exemplos semelhantes
ocorrem em sistemas que apresentam interagoes de longo alcance.

Sistemas nao extensivos nao sao descritos adequadamente pela estatistica de BG. Surge
entao a necessidade de tratar esses problemas com um formalismo mais geral. Inspirado

BT hropos uma generalizacao da estatistica de BG,

em conceitos multifractais, Tsallis
que pretende ser apropriada a sistemas com interacoes de longo alcance. Este formalismo

tem recebido aplicagoes numa grande variedade de situacoes, tais como difusao anomala do

138 139

tipo Levy e do tipo correlacionada '°, turbulencias em plasmas '™, materiais granulares

140 141

tais como pilha de areia ', bem como técnicas de otimizagao Na sua expressao
matematica, ela contém um parametro livre ¢ que expressa o grau de nao extensividade
do sistema. O limite ¢ — 1 corresponde ao caso extensivo e a estatistica de BG é

recuperada. O postulado que generaliza a entropia é dado por

{l - ,T,:EI }}?:I
ol SRR 4.3
. (q—-1) ")

onde k é uma constante positiva, W é o niimero total de possibilidades microscopicas, p;
a probabilidade de ocorréncia da i-ésima configuracao microscépica com energia ;. A
soma ¢ realizada sobre todas as possibilidades, enquato ¢ denota o indice entrépico o qual
est4 relacionado e também determinado, pela dinamica microscopica do sistema. Para o
caso q < 0, deve se ter cuidado para excluir todas as possibilidades, cuja probabilidade
seja negativa. Quando isto acontece considera-se p; = 0. Iste cuidado nao é necessario
para q > ().

Quando usamos p:-""" ~ 14 (q—1)Inp; no limite ¢ — 1 na equagao 4.3, recuperamos

a entropia de Boltzmann dada por

w
Sy =—kY pilnp; (4.4)

i=1

=l
o]



O indice entropico ¢, que caracteriza o grau de nao-extensividade do sistema, aparece

na seguinte relacao de pseudo-aditividade da entropia

S(A+ B S (A S, (B S (A S, (B
B Gl ) oy pS RIS (45)

com A e I3 sendo dois sistemas independentes, no que se refere a probabilidade de A4 B se
fatorizar nas probabilidades de A e de B (on p;;(A+ B) = p;(A)p;(B)). Desde que S, > 0
(propriedade da nao-negatividade), ¢ < 1, ¢ = 1 e ¢ > | respectivamente correspondem
a super-aditividade (super-extensividade), aditividade (extensividade) e sub-aditividade
(sub-extensividade) 2,

De acordo com os trabalhos de Tsallis, dependendo do alcance das interagoes ou do
alcance dos efeitos de memdria presentes no sistema, o formalismo de BG pode nao ser
o mais conveniente. Usualmente se estuda sistemas onde o alcance das interagoes e os
efeitos de meméria sao do tipo curto-alcance e o formalismo BG é aplicado sem problemas.

No caso mais geral, dependendo de algumn parametro que caracterize o alcance da

interacao, o sistema pode apresentar uma regiao extensiva e uma regiao nao extensiva.

4.2 Percolagao de Ligagoes de Longo-Alcance

A teoria da percolacio simples, descrita em redes geométricas, considera que dois sitios
da rede estio conectados quando eles sdao vizinhos proximos. No caso de percolagao mais
seral podemos considerar que todos os sitios estao interconectados.

A finalidade do presente trabalho é fazer um estudo Monte Carlo do problema de
percolacio de ligacoes de longo alcance na cadeia linear diluida. Para fazer a simulagao
consideramos uma cadeia aberta de tamanho N. A dilni¢io aleatéria da cadeia resulta
na presenca de uma concentragio p, de sitios ocupados (ativos). Todos os sitios ativos
estio conectados entre si através de ligacoes que estao presentes com probabilidades pi;

entre os sitios 7 e j, separados por uma distancia ri; (ri; = 1,2, ).
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Rego et al. ' estudaram o problema da percolacao de ligacdes de longo alcance na
cadeia linear correspondente ao caso puro. Eles consideraram que cada ligacao estava

presente com probabilidade p;; dada pela seguinte expressao

Pij = pi/7, (4.6)

onde p; ¢ a probabilidade de ocupagao de ligacao entre os sitios primeiros vizinhos (r; = 1)
esatisfaz0<py <lea>0.

Fles obtiveram através do método de Monte Carlo os seguintes resultados para o
parametro de ordem P..(p;), para valores tipicos de a e N, onde Py (p;) é a probabilidade
de um sitio se encontrar no cluster infinito.

(1) Quando N aumenta e 0 < o < 1 as curvas de Py (p;) colapsam na vertical p; = 0

resultando em p, = 0.

(i1) Para o > 2 Po(p1) colapsam na vertical p; = 1, como consequéncia p, = 1.

(171) Quando temos 1 < a < 2, P(p1) converge para uma curva final intermediaria

entrepy =0ep = 1.

A regido nao extensiva (0 < a < 1) pode ser unificada com a regido extensiva (a > 1)

quando se expressa o parametro de ordem P, em fungio da varidvel p* definida abaixo

l—-p"'=(1- pl}’v‘ (4.7)

onde N* é obtido a partir da seguinte integral " 10
N/ (Nl—% —1)
- D-1,.—a 1.
N* = D/ BT ey (4.8)
J1 (1 s ‘ﬁ)

N & o nimero de sitios da rede.

Quando N — oo, N* se comporta como
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N* - = S0 — > ]
2 = D
o
N*~InN sec —=1
n 5€ D
., N5 o
17 A M se 0< =<1
1-2 D

O tipo de lei de poténcia da distribuicio de probabilidade p;; = pi/r; ¢ muito seme-
lhante aquela usada por Cannas e Tamarit '** para a constante de acoplamento Ji,, ;) em
seu modelo de spin ferromagnético com interagoes de longo-alcance.

Podemos ver que no limite o — oo, corresponde a cadeia lincar padrao com ligagoes
entre primeiros vizinhos, para a qual sabemos nao existir transi¢ao de fase. O outro
extremo, i.e., o = 0, temos uma situacao tipo campo médio, no qual todos os sitios estao
conectados entre si com a mesma probabilidade p, ou melhor, onde todas as ligagoes estao
presentes com igual probabilidade p.

Os casos nao triviais sao aqueles com 0 < o < oo, para o qual o presente estudo é
dedicado, especialmente na regiao de fronteira a = 1, valor no qual ocorre uma passagem
(“crossover™) de um comportamento extensivo para um nao extensivo.

Consideremos agora a questdo da extensividade. Esta discussao se torna mais clara
quando nsamos a variavel N* 2 definida anteriormente na equagao 4.2.

O sistema é extensivo se % > 1, para o qual a termodinamica usual pode ser aplicada.
Caso contrario (0 < & < 1) o sistema ¢ nao-extensivo e uma termodinamica estendida se
faz necessdria.

No caso puro, D = 1, duas subregioes fisicamente diferentes emergem da regiao ex-
tensiva. Quando 1 < o < 2, temos 0 < p, < 1 e para a > 2 p. = 1. Uma peculiaridade
ocorre em o = 2. Neste valor p.(e) é descontinuo: o valor exato p.(2) ainda nao é co-

7 dada por

nhecido, mas existe uma conjectura proposta por Cannas ¢ de Magalhaes
122 "
pe(2) =1—-¢712 ~0.703---. Para0 < a <1, p.=0.
Seguindo as linhas do problema tratado por Rego et al. nds estudamos a cadeia linear

diluida através do método de Monte Carlo.
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4.3 Resultados e Discussoes

Consideremos a cadeia linear diluida, onde cada sitio desta cadeia tem wma probabili-
dade p, de estar ativo (presente). A ausencia de um determinado sitio implica na auséncia
de todas as ligagoes conectadas a este sitio.

No problema da percolagao de longo alcance com diluig¢ao, temos dois ingredientes que
competem. IEnquanto a conexao de longo alcance favorece a fase percolante, a diluigao
tem efeito contrario.

Apresentamos na fig. 4.2(a) o parametro de ordem P, versus py, para N = 300,
p. = 0.8 e varios valores de . Verificamos que a exemplo do caso puro, & medida que
diminuimos o as curvas do parimetro de ordem tendem a se colapsar em p; = 0 no limite
termodinamico. Na fig 4.2 (b) apresentamos para N = 300 ¢ o = 0.8 a evolugao do
parametro de ordem com o aumento da diluigao. Neste caso observamos que a curva
limite é p, = 1. Portanto a fig. 4.2 exibe as duas tendéncias, uma que favorece e outra
que desfavorece a fase percolante.

No caso puro existe trés regioes fisicamente diferentes, a saber 0 < a <1, 1 <a <
2 e a > 2. Vejamos como estas regioes se modificam quando introduzimos diluigao. Os
nossos dados (ainda nao conclusivos) nos dao as seguintes conclusoes:

(a) O caso a > 2 (interagao de curto alcance), p. = 1. Quando introduzimos dilui¢ao
com maior razao, p. vai continuar sendo igual a 1 (a diluigao requer um valor maior da
probabilidade critica para que o sistema continue a percolar).
mover da vertical & = 2 para um novo valor oy < 2 (aqui ay diminui com o aumento
da dilui¢io). A probabilidade p.(a) aumenta com a diluigao. Portanto a curva pe(a)
(fig. 4.3) se desloca para a esquerda e para cima.

(c) Vejamos o que acontece com a regiao () < a < 1; p. = 0. Quando a curva p.()
do caso anterior se move para cima, o valor p.(a = 1) = 0 acompanha este movimento e
se torna p.(a = 1) # 0. Este ponto por sua vez “arrasta” a regiao contigua a esquerda

(pe = 0; 0 < a < 1), até wm valor de aj(ps) parecendo que a regiao extensiva estivesse

co
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invadindo a regiao nao extensiva (ver fig. 4.4).

[5m resumo a diluigao provoca o deslocamento de toda a figura 4.3 (caso puro) para
a esquerda e para cima. O ponto assinalado na figura 4.3 (conjectura de Cannas e de
Magalhaes) descreve uma trajetéria continna a4 medida que diluimos o sistema.

Apresentamos na fig. 4.4 o valor da probabilidade eritica de percolagao p,. para toda
regiao o > 0 e para varias diluigoes do sistema: p. = 0.4, 0.6 e 0.8. Utilizamos cadeias de
tamanho N = 100, 300,500 e 1000 ¢ extrapolamos nossos resultados para N — co. Para
cada tamanho fazemos 1000 realizacoes.

Focalizemos agora a regiao nao extensiva 0 < a < 1. A exemplo do caso puro,
todas as curvas do parametro de ordem P, versus p; colapsam em p; = 0 no limite
termodinamico.

Podemos unificar todas estas curvas Py (p;, o, N) se utilizamos em lugar de p; a

variavel p definida a seguir

YT~ (4.9)

Na fig. 4.5 apresentamos a curva universal Py, versus j para varias diluigoes, varios
valores de N e varios valores de o.

N6s exibimos como os efeitos competitivos (interacio de longo alcance e diluigdo)
podem modificar a probabilidade p. de percolagiao do sistema puro. Observamos que se
o — 0 o sistema percola por maior que seja a dilui¢io ps < 1. Outro resultado que
queremos destacar é a varidvel p. Esta varidvel consegue unificar o parametro de ordem
P., para diferentes valores de N e a independe se o sistema esta diluido ou nao.

Um resultado que queremos destacar é que a descontinuidade que ocorre em a = 2 ou
seja po(a = 2) ~ 0.703 - - - continua a existir no caso diluido. Para uma dada diluicao a
descontinuidade passa a ocorrer em o = ag < 2.

Um resultado que ainda estamos investigando é que como a diluigao provoca o deslo-
camento da curva p, versus p; para a esquerda perguntariamos se nao havia a necessidade

de redefinir o N* incorporando a dilui¢ao, tendo como consequéncia algumas implicagoes
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a

ah

Figura 4.1: llustracao das interagoes (a) curto alcance. (b) Longo alcance em um

sistema fisico esquematico.

nos dominios das regioes extensivas e nao extensivas.

[lustramos esta possibilidade através da fig. 4.1. Jom (a) vemos que se dividimos o
sistema em dois, a energia total é a soma das energias das partes (caso extensivo). Em (b)
claramente a particio é nao extensiva. Especulamos que a dilui¢ao do sistema restringiria
muitas conexoes e portanto afetaria o cdleulo da soma das partes. O sistema continuaria
nao extensivo porém numa situacio intermedidria entre os casos (a) e (b). Isto poderia
justificar a inclusdo da dilui¢ao na variavel N* e portanto no limite termodinamico.

No préximo capitulo apresentaremos nossas conclusoes e as futuras extensoes.
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FFigura 4.2: Os graficos mostram a competicao entre ligacao de longo alcance versus
11 o =]

diluicio (a) Ps versus p; para N = 300, p; = 0.8 e para varios valores de a, mostrando
que diminuindo e as curvas tendem a se caminhar para py = 0. (b) Neste caso mostramos
P., versus p; para N = 300, o = 0.8 e varias concentragoes de diluic¢ao ps = 0.2,0.4,0.6

e 0.8 onde mostramos que a dilui¢ao tende a levar as curvas para py = 1.

86



1.0

0.6

pd=)

0.2 II

conjscture of

Cannas and

de Magahaes
(1007

0.0
0.0 1.0

Figura 4.3:

2.0

3.0

O grafico p, versus o para o caso puro



p=0.8
0.80

p,=0.6
0.8
e ‘|' ®
x
0.60 0.6 [
X
) x —
3,040 - Qu 04
= oL
x
020 } 02 -
E 3 I T
0'00000 = -100 2.00 3.00 0'000 s 1.0 2.0
i ] o 2 ] ’ ] o J
p=0.4
0.8
T
[ ]
0.6 -
o
—
Bost
2]
c
97 b
Bz i
0.0 EI
0.0 1.0 2.0 3.0
o
Figura 4.4:

O gréfico p. versus o para vérias diluigdes. Notamos que a diluigéo

provoca um deslocamento de toda a figura para esquerda e para cima. O ponto azul
representa a conjectura de Cannas e de Magalhaes 7.
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Capitulo 5

Conclusoes e Extensoes

5.1 Conclusoes

Sistemas complexos representam uma das dreas da Fisica em grande evidéncia. Estes
sistenas tém caracteristicas especiais, apresentam ordem de longo alcance, efeitos de
memdoria longa, caracteristicas fractais, nao linearidades, carater holistico, leis de poténcia,
transicoes de fase, etc. Muitos destes sistemas fora do equilibrio se dirigem espontanea-
mente para o estado critico. A teoria da criticalidade auto organizada explica este
fenémeno.

Transicoes de fase ocorrem com frequéncia nos sistemas complexos. Usualmente as
fronteiras criticas sao determinadas fixando-se N — 1 parametros relevantes e fazendo a
sintonia do N-ézimo parametro.

Um novo método (MBA) inspirado em criticalidade auto organizada localiza a fronteira
critica e o parametro de ordem de uma forma automatica. ste método ja foi testado com
sucesso no problema de percolagao e no crescimento de polimeros em meios desordenados.
Neste trabalho, testamos a eficiéncia do MBA para sistemas Hamiltonianos. Tratamos o
modelo de Ising ferromagnético, puro e dilufdo, para vérias redes geométricas. Calculamos
a fronteira critica, o expoente da magnetizagio 3 e o expoente da susceptibilidade +.

Observamos que a rapidez do método é impressionante. A qualidade dos resultados ¢é
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bastante satisfatoria.

O fato de que o método dirige o sistema através de um caminho termodinamico cor-
refo (via curva do parametro de ordem). permite caleular simultaneamente o ponto e os
expoentes criticos.

O MBA é baseado numa relagio de recorréncia. Quando foi proposto inicialmente
se utilizava como parametro recursivo alguma grandeza (parametro de ordem) que se
aproximando de zero na transigao. Neste trabalho vemos que também é possivel utilizar
grandezas que divergem na transi¢ao. Nestes casos escolhemos como pardmetro recorrente
o inverso desta grandeza e recaimos no caso anterior.

Para o modelo de Ising (puro) D = 2, sao conhecidos os resultados exatos para a
temperatura critica e o expoente [ da magnetizagao, das redes quadrada, triangular e
hexagonal. Nossos resultados apresentam, respectivamente discrepancias da ordem de
5%, 0.8% e 2.3%, para a temperatura critica, assim como expoentes [} que concordam
com os valores exatos dentro das barras de erro. Se considerarmos que usamos uma rede
de tamanho L = 40, concluimos que nossos resultados sao muito bons e que podem ser
melhorados, a0 aumentarmos o tamanho das redes.

Para o caso D = 3 tratamos a rede ciibica de tamanho L = 10. Apesar do pequeno
tamanho da rede obtivemos uma discrepancia de 0.5% para a temperatura critica em
relacao ao resultado aceito na literatura %8 o uma discrepancia desprezivel para o expoente
3.

Para o caso diluido, estudamos a rede quadrada de tamanho L = 60 para vérias con-
centracoes. Nio existe resultados exatos para este caso. Comparamos nossos resultados
da temperatura critica e dos expoentes com varios trabalhos existentes na literatura. Con-
sideramos como exemplo uma concentracao (p = 0.85) e comparamos com o resultado de
Heuer que utiliza o método de Monte Carlo. Temos uma discrepancia da ordem de 5%;
¢ bom lembrar que Heuer utiliza redes de tamanho 72 < L < 250. Ainda para p = 0.85,
no que diz respeito aos expoentes, obtivemos os valores /J = 0.123(2) para ser comparado
com A = 0.125(resultadoexato) do caso puro e v = 1.76(5) para ser comparado coin
v = 1.75(resultadoezato) do caso puro. Nossos expoentes criticos nao sao consistentes

com o cendrio de universalidade fraca, de acordo com o qual os expoentes criticos variam
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continuamente com a desordem. Embora nao tenha sido possivel investigar as corregoes
logaritimicas dos expoentes criticos, como uma consequéncia da desordem, nosso resulta-
dos suportam o cenario da universalidade forte.

Para dilnigoes acima de 25% nossos resultados para as temperaturas criticas nao siao
bons e atribuimos isto ao fato de efeitos de tamanho finito crescerem com a diluigao, e
portanto, precisariamos utilizar redes maiores para obter resultados melhores.

Outra grandeza que caleulamos foi a grandeza s = T—‘m 7—‘:}%’;—’){;,__1‘ definida no diagrama
de fase para-ferromagnético, que mede a declividade com que a curva sai do ponto puro
p = 1.0. Nosso resultado s = 1.57 é proximo do valor exato s = 1.564785 - - -. Isto garante
uma grande confiabilidade para o resto da curva.

Focalizemos agora nossa atengao no problema de percolagao de longo alcance. Ve-
rificamos que a diluicao provoca um deslocamento de todo o gréfico p. versus « para a
esquerda (ov menores) e para cima (p. maiores). Isto parece sugerir que a diluigao altera
as regioes extensivas (e portanto a nao extensiva) e que talvez seja necessario redefinir
o N* para incorporar a diluigao, de tal maneira que as virias regioes extensivas e nao
extensivas saiam naturalmente da defini¢ao deste novo N*.

Quando expressamos o parametro de ordem P, em fungao de uma varidvel conveniente

p (em vez de p;) conseguimos, unificar todas as curvas para diferentes valores deae N

(regido nao extensiva) numa curva universal.

5.2 Extensoes

Com relagdo ao método de busca automatica, este trabalho pode ser continuado,
inicialmente empregando redes de tamanhos maiores. O método de Monte Carlo con-
vencional pode ser substituido por versoes mais avangadas (por exemplo, o algoritmo de
Swendsen-Wang) e outras dinamicas podem ser utilizadas. No presente trabalho, estu-
damos os expoentes 3 ¢ y; outros expoentes criticos também podem ser investigados.

No presente trabalho estudamos o modelo de Ising; como extensoes imediatas podemos

destacar investigagdes de modelos mais complexos como os modelos de Potts, Z(n), XY e
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Heisenberg.

Para o modelo de Ising ferromagnético em uma rede ciibica com diluigao de sitios;
poderia se verificar a quebra de universalidade para os expoentes criticos.

O MBA pode ser aplicado para o estudo de outras transi¢oes de fase: autéomatos
celulares, transigoes dinamicas, sistemas frustrados, modelos dissipativos em geral.

Com relac¢ao ao problema de percolagao de longo alcance podemos inicialmente aplicar
o MBA para calcular as transicoes de fase; neste trabalho usamos Monte Carlo usual.
Posteriormente podemos pesquisar outras redes geométricas e outras dimensoes espaciais.

Portanto temos uma técnica poderosa para explorar propriedades criticas de Sistemas

Complexos em geral.
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