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Resumo

A lógica fuzzy surge em 1965 com o trabalho de Lotfi Zadeh que tem por objetivo

tratar de forma rigorosa a incerteza inerente na definição de noções e propriedades im-

precisas ou vagas presentes em diversas situações do cotidiano, como por exemplo, tem-

peratura alta, pendente acentuada, etc. Para isto, Zadeh considerou um grau (um valor

no intervalo [0,1]) para expressar o quanto um determinado elemento pertence a um con-

junto, ou seja, satisfaz uma determinada propriedade. No entanto, algumas críticas a esta

teoria foram feitas, principalmente no sentido dela se propor lidar com incertezas usando

valores exatos, o que motivou vários pesquisadores (entre eles o próprio Zadeh) em 1975,

de forma independente, a estender esta teoria relaxando o conjunto onde os graus de per-

tinência tomam seus valores. Uma destas extensões, é a Lógica Fuzzy Intuicionista de

Atanassov Intervalarmente Valorada, proposta em 1989 por Atanassov e Gargov, que usa

um par de subintervalos de r0,1s, um deles representa o quanto, considerando alguma

inacurácia, se acredita que o elemento satisfaz a propriedade enquanto o outro descreve

o quanto se acredita que não satisfaz a propriedade. Este par de graus intervalares visam

capturar a hesitação e inacurácia presente ao momento de se atribuir o grau com que o

elemento satisfaz a propriedade.

A lógica fuzzy e suas diversas extensões, tem sido aplicada com sucesso nas mais

variadas áreas, como por exemplo: medicina, engenharia, agricultura, econômia e em

administração. Em particular, uma das principais aplicações de lógica fuzzy em admi-

nistração diz respeito ao apoio na tomada de decisão. Um problema típico de tomada

de decisão consiste em escolher a melhor alternativa entre um conjunto delas ou em or-

denar as alternativas de melhor a pior, considerando alguns critérios a serem satisfeitos,

assim como a opinião de um ou mais especialistas. Os métodos fuzzy para problemas

de tomada de decisão baseados em matrizes de decisão, usam graus fuzzy (ou de suas

extensões) para expressar o quanto uma alternativa satisfaz um determinado atributo ou

critério. Por outro lado, os métodos fuzzy para problemas de tomada de decisão baseados

em relações de preferências, usam graus fuzzy (ou de suas extensões) para expressar o

quanto uma alternativa é preferível a uma outra alternativa. Em ambos casos, a opinião

de todos os especialistas é agregada para se determinar uma única matriz de decisão ou
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relação de preferência, segundo seja o caso, e a partir delas extrair uma pontuação (que

pode ser um valor numérico ou não) que permita decidir qual é a potencialmente melhor

alternativa.

Nesta tese são apresentados avanços teóricos significativos na teoria dos conjuntos

fuzzy intuicionistas de Atanassov intervalarmente valorados assim como, são propostos

dois métodos de tomada de decisão que consideram múltiplos atributos (ou critérios) e

um grupo de especialistas, esses métodos são aplicados em problemas específicos e são

comparados com resultados obtidos com outros métodos de tomada de decisão.

Por outro lado, um dos grandes problemas com os métodos ou processos de tomada de

decisão é que, quando aplicado em problemas reais, em geral, não é possível determinar

a qualidade da solução (ranking das alternativas) obtida pelo método. De fato, diferentes

métodos de tomada de decisão para um mesmo problema podem resultar em diferentes

soluções. Nesta tese, se propõe considerar os resultados obtidos por diferentes métodos

(independente do tipo de extensão fuzzy usada e tipo de problema de tomada de decisão)

como informações que podem ser usadas por um outro método capaz de determinar um

ranking das alternativas que de alguma maneira represente a fusão ou consenso desses

rankings.

Palavras-chave: Lógica fuzzy, Tomada de decisão, Lógica fuzzy intuicionista de Ata-

nassov intervalarmente valorada, Ordens admissíveis, Médias ponderadas ordenadas, Re-

presentação intervalar, Fusão de rankings.



Abstract

Fuzzy logic emerged in 1965 with the work of Lotfi Zadeh that aims rigorously deal

with the uncertainty inherent in the definition of notions and inaccurate or vague proper-

ties in several everyday situations, such as high temperature, sharp drop, etc. For this,

Zadeh considered a degree (a value in the range [0,1]) in order to express how much

an element belongs to a set, i.e. satisfies a given property. However, some criticism of

this theory have been made, mainly because that this theory deal with uncertainties using

exact values, which led to several researchers (including himself Zadeh) in 1975 and inde-

pendently, to extend this theory relaxing the set where the membership degrees take their

values. One of these extensions, interval-valued Atanassov’s intuitionistic fuzzy logic,

proposed in 1989 by Atanassov and Gargov, uses a pair of subintervals of [0,1], the first

represent how much, considering some inaccuracy, it is believed that the element satisfies

the property while the second describes how much it is believed that does not satisfy the

property. This pair of interval degrees aim to capture the hesitation and inaccuracy present

at the time of assigning the degree to which the element satisfies the property.

Fuzzy logic and its various extensions, has been successfully applied in various areas,

such as: medicine, engineering, agriculture, economics and management. In particular,

one of the main applications of fuzzy logic in management concerns with the support to

the decision making. A typical decision-making problem is the choice of the best alter-

native among a set of them or the obtention of a ranking of the alternatives, considering

some criteria to be satisfied, as well as the opinion of one or more experts. The fuzzy

methods for decision making problems based on decision matrices, use fuzzy degrees (or

of their extensions) to express how much an alternative satisfies a particular attribute or

criterion. On the other hand, the methods of fuzzy decision making problems based on

preference relations, use fuzzy degrees (or of their extensions) to express how much an

alternative is preferred to other alternative. In both cases, the opinion of all experts is

aggregated to determine only a single decision matrix or preference relation, according

be the case, and from them extract a score (which can be a numeric value or not) in order

to decide which is the potentially best alternative.

In this thesis are presents significant theoretical advances in the theory of interval-
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valued Atanassov’s intuitionistic fuzzy sets as well as are proposed two new decision-

making methods, considering multiple attributes (or criteria) and a group of experts, these

methods are applyed on specific problems and made a comparison with the results obtai-

ned by others decision-making methods.

On the other hand, one of the major problems with the methods or processes of

decision-making is that, when applied to real problems, in general, can not determine

the quality of the solution (ranking of the alternatives) obtained by the method. In fact,

different decision making methods to the same problem may result in different solutions.

In this thesis, it is proposed to consider the results obtained by different methods (inde-

pendent of the fuzzy extension considered and of the type of decision-making problem)

as information that can be used by another method capable of determining a ranking of

the alternatives representing the fusion or consensus of these rankings.

Key-words: Fuzzy, Decision Making, Interval-valued Atanassov Intuitionistic fuzzy lo-

gic, Admissible orders, Ordered weighted average, Interval representation, Rankings fu-

sion.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação

A teoria dos conjuntos fuzzy, que surge em 1965 com o trabalho de Lotfi Asker Zadeh

[200], propõe relaxar a teoria usual de conjuntos por considerar a possibilidade de infini-

tos níveis ou graus de pertinência de um elemento a um conjunto, para assim incluir na

teoria de conjuntos as incertezas que se têm na hora de se definir a pertinência de um ob-

jeto a um conjunto. A teoria dos conjuntos fuzzy, tem se mostrado uma ferramenta muito

útil, que pela sua própria natureza é adequada para lidar com incerteza, ignorância e va-

gueza presentes em problemas do mundo real. No entanto, a definição de conjunto fuzzy

não permite levar em consideração completamente esta vagueza, pois impõe que seja dado

um valor numérico pertencente ao intervalo r0,1s, para descrever o grau com o qual um

elemento do universo pertence a um determinado conjunto1, o qual pode não ser simples

de se fazer e, como quem determina esse valor é um “especialista”, o valor provavelmente

seria diferente se mudarmos de especialista ou mesmo mantendo o mesmo especialista e

pedirmos para fazer sua avaliação um tempo depois. Ou seja, esse valor exato não conse-

gue encapsular as diferênças de avaliações de diferentes especialistas, nem as hesitações

que tem um especialista em sua avaliação. Assim, parece razoável considerar formas al-

ternativas de proporcionar a informação, que não requeiram de tal exatidão, ou que, ao

menos, levem em consideração de alguma forma, a inacurácia2 ou a vagueza inerente

1onde “zero” indica que se está seguro de que o elemento não pertence ao conjunto, e “um” que certa-

mente o elemento pertence ao conjunto. Já os valores intermediários indicam uma certa incerteza na sua

pertinência, de forma que quanto mais próximo de “um” ou de “zero”, menor é a incerteza (de que esteja

ou não esteja, respectivamente, no conjunto). Assim a máxima incerteza é quando se atribui um valor 0,5

ao grau de pertinência de um elemento ao conjunto.
2Acurácia é a exatidão de uma medição ou de um instrumento de medição [62] e portanto inacurácia

seria a inexatidão de uma medição ou de um instrumento de medição. Assim, acurácia refere-se à proxi-

midade (enquanto inacurácia refere-se ao distanciamento) da medida relativamente ao verdadeiro valor de

1
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ao problema que está sendo abordado. Neste sentido, existem diversas propostas para

abordar este problema, entre as que destacamos a Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intervalar-

mente Valorados (TCFIV) introduzida de forma independente por diversos pesquisadores

em 1975 ([77, 87, 143, 201]) e a Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas proposta por

Krassimir T. Atanassov (TCFIA) em 1986 [8, 10]. Aplicações destas teorias podem ser

vista em [10, 17, 32, 38, 88, 122, 145]. Na TCFIV é atribuído a cada elemento do uni-

verso um intervalo em vez de um simples número, onde o comprimento (amplitude) do

intervalo é visto como uma medida da falta de conhecimento ou inacurácia no grau de

pertinência. Na segunda abordagem é considerado um grau extra para modelar hesitação

e incerteza sobre o grau de pertinência de um elemento a um determinado conjunto fuzzy.

Na teoria dos conjuntos fuzzy esse grau de hesitação (ou grau de não pertinência) é impli-

citamente entendido como o complemento do grau de pertinência, enquanto na teoria dos

conjuntos intuicionistas esse grau de hesitação é, de certa forma, independente do grau

de pertinência. Analogamente ao caso da TCFIV, também há uma forma de medir o ta-

manho da incerteza na TCFIA. Porém, como foi demonstrado por diversos autores ambas

extensões são equivalentes do ponto de vista matemático, ou seja, existe um isomorfismo

entre Conjuntos Fuzzy Intervalarmente Valorados (CFIV) e conjuntos fuzzy intuicionistas

de Atanassov (CFIA), porém do ponto de vista semântico eles são diferentes e portanto

têm diferentes aplicações [162]. Em 1989, Atanassov junto com Gargov integraram am-

bas extensões por considerar em [11] um intervalo tanto para o grau de pertinência como

para o grau de não pertinência, permitindo dessa forma modelar a incerteza ou inacurá-

cia que se pode ter ao momento de atribuir esses valores. Ultimamente, esta extensão,

denominada de Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionista de Atanassov Intervalarmente

Valorada (TCFIAIV), tem motivado diversas aplicações, principalmente em apoio à to-

mada de decisão, como por exemplo em [45, 116, 182]. Mas recentemente, em [147] foi

introduzida a noção de conjuntos fuzzy n-dimensionais, onde os grau de pertinências são

intervalos n-dimensionais, ou seja, tuplas da forma ra1, . . . ,ans onde 0 ď ai ď ai`1 ď 1

para todo i “ 1, . . . ,n ´ 1. Em [16] foram estabelecidas algumas possíveis interpretações

e motivações, assim como, uma aplicação em tomada de decisão desta extensão.

Os graus dos conjuntos fuzzy tomam valores no intervalo fechado r0,1s, já os CFIA,

CFIV, Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanassov Intervalarmente Valorados (CFIAIV)

os conjuntos fuzzy n-dimensionais tomam valores, respetivamente, nos seguintes conjun-

tos:

• L˚ “ tpx,yq P r0,1s2 : x ` y ď 1u;

uma variável. Veja também [63, 131].

2
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• L “ trx,ys : 0 ď x ď y ď 1u;

• L
˚ “ tpru,vs, rx,ysq P L

2 : v ` y ď 1u; e

• Lnpr0,1sq “ trx1, . . . ,xns : 0 ď x1, xn ď 1 e xi ď xi`1 para todo i “ 1, . . . ,n´1u.

Enquanto r0,1s possui uma ordem (total) subjacente natural, L˚ e L têm associada uma

ordem, porém parcial, obtida a partir da ordem de r0,1s. A saber:

px1,x2q ďL˚ py1,y2q ô x1 ď y1 ^ y2 ď x2

e

rx1,y1s ďL rx2,y2s ô x1 ď y1 ^ x2 ď y2

Já L
˚ tem sua ordem obtida das ordens de L˚ e L como segue:

pX1,X2q ďL˚ pY1,Y2q ô X1 ďL Y1 ^Y2 ďL X2

Finalmente,uma vez que Lnpr0,1sq estende r0,1s e L, no sentido de que r0,1s “

L1pr0,1sq e L “ L2pr0,1sq, também podemos estender as ordens de r0,1s e L, para obter-

mos uma ordem em Lnpr0,1sq da seguinte forma:

rx1, . . . ,xns ďLn ry1, . . . ,yns ô x1 ď y1 ^ . . .^ xn ď yn

Por outro lado, Joseph Goguen em 1967 com seu artigo [71], proporciona uma teoria

geral de conjuntos fuzzy, onde os graus de pertinencias tomam seus valores em um reti-

culado e que são chamados de conjuntos L-fuzzy. Como claramente, pL˚,ďL˚q, pL,ďLq,

pL˚,ďL˚q e pLnpr0,1sq,ďLnq são todos reticulados limitados, podemos concluir que todas

estas extensões são casos particulares da teoria dos conjuntos fuzzy L-valoradas (onde

L é um reticulado limitado) proposta por Goguen. Porém, é interessante estudar estas

extensões, já que alguns resultados e propriedades que valem para o caso particular não

necessariamente valem para o caso geral e além disso a motivação semântica de cada uma

destas extensões, fazem com que possam ser aplicadas de forma diferente e natural em

alguns casos reais.

Do ponto de vista de reticulados, podemos notar que há algumas relações entre estas

extensões: há um isomorfismo entre os reticulados L˚ e L e entre L˚ e L4pr0,1sq. Podemos

também verificar que existe uma retração do reticulado L (e portanto de L˚) ao reticulado

pr0,1s,ďq e do reticulado L
˚ ao reticulado L˚ (e portanto ao reticulado L) e em geral há

uma retração do reticulado Lnpr0,1sq ao reticulado Lmpr0,1sq quando m ď n.

3
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Existem outras extensões e generalizações de conjuntos fuzzy, como a dos conjuntos

fuzzy de tipo-N3 [201], multiconjuntos fuzzy [190], conjuntos fuzzy hesitantes [19, 163],

etc. Uma análise histórica e hierárquica dessas extensões pode ser encontrada em [33].

A teoria dos conjuntos (clássica) e sua lógica (subjacente), são a base de toda a ma-

temática (convencional) a qual dá suporte, por exemplo, às engenharias e ao desenvolvi-

mento de software convencional. No entanto, ao se mudar desse paradigma para o fuzzy,

é natural e necessário desenvolver uma matemática e lógica para esta teoria, afim dela

poder ser usada em aplicações de engenharia e em outros campos onde se use a mate-

mática e lógica, e se lide com a presença de vagueza ou incerteza. De fato, o sucesso

de aplicações que se baseiam nesta matemática fuzzy, tem feito com que mais e mais

aplicações da matemática fuzzy, nos mais variados campos (economia, medicina, agricul-

tura, engenharia, robótica, etc), tenham sido desenvolvidas e como contrapartida, também

tem-se desenvolvido diversas pesquisas a fim desenvolver novas técnicas e formas de usá-

las, e como corolário, tem-se aprofundado as pesquisas no campo teórico, generalizando

construções matemáticas usuais como integrais, topologias, álgebras, etc para este mundo

fuzzy. Porém, ainda se está muito longe de se atingir o nível de maturidade da matemática

convencional. Por outro lado, por serem mais novas e terem menos gente trabalhando nas

extensões da teoria dos conjuntos fuzzy, elas ainda estão mais longe de tal status e, pelo

tanto, é fundamental o esforço desses poucos (quando comparados com os que trabalham

com lógica fuzzy r0,1s-valorada) pesquisadores para cimentar essa base teórica que per-

mita o aproveitamento de suas particularidades, para desenvolver novas técnicas de uso e

portanto novas aplicações dessas extensões fuzzy. E é justamente, neste ponto que esta

tese pretende contribuir.

Por outro lado, na administração, a tomada de decisão consiste no processo cognitivo

através do qual se escolhe, baseados em variados cenários, ambientes, análises e fatores,

uma alternativa ou plano de ação dentre vários outros [150]. Todo processo decisório

produz uma escolha final, a qual pode ser uma ação ou uma opinião de escolha. Ou seja,

a tomada de decisão refere-se ao processo de escolher a alternativa mais adequada para a

empresa, em uma determinada circunstância. Qualquer decisão tomada, afetará a gestão

da empresa, e por isso tem que ser feita de forma planejada, pensando no que poderá afetar

esta decisão, e embasada em métodos e técnicas bem consolidadas e respeitadas para ter

um grau de confiança em que a escolha se não foi a melhor foi uma boa escolha. Conhecer

qual é a decisão que deve ser tomada e o momento certo para faze-la é fundamental, ela em

geral depende da gravidade e análise que se faz da adversidade e desafios da empresa. An-

3CFIV são casos particulares de conjuntos fuzzy de tipo-2 e analogamente, conjecturamos, que conjun-

tos fuzzy n-dimensionais são casos particulares de conjuntos fuzzy de tipo-n.
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tes de tomar uma decisão, os especialistas devem fazer um estudo minucioso das necessi-

dades da empresa, para tentar diminuir a chance de que a decisão que será realizada esteja

errada e resulte em consequências negativas para a empresa. A necessidade de se tomar

uma decisão em geral ocorre num momento de impasse em que há mais de uma alterna-

tiva. Usualmente, cada pessoa toma suas decisões baseadas em aspectos subjetivos, mas

a subjetividade não tem medida perfeita, e não é organizada, sistemática e nem objetiva.

Por isto, é que em administração há uma preocupação crescente em embasar os tomadores

de decisão com métodos e técnicas que o ajudem nesta complexa tarefa. Neste sentido,

o uso de lógica fuzzy, por sua capacidade de trabalhar com vaguezas e incertezas, tem-se

tornado uma ferramenta eficaz para desenvolver métodos de tomada de decisão, em situa-

ções de incertezas e subjetividades. Assim, a lógica fuzzy tem desempenhado um papel

importante neste campo (ver por exemplo [26, 39, 49, 118, 122, 123, 189]) e portanto,

não é surpreendente que alguns métodos fuzzy utilizados na tomada decisão tenham sido

estendidos para extensões da lógica fuzzy, por exemplo, [16, 37, 46, 176, 177, 178, 179].

Várias aplicações de CFIAIV e extensões de noções habituais fuzzy para os CFIAIV

foram feitas, ver, por exemplo, [9, 34, 35, 127, 167, 170, 180, 182]. Por outro lado, a

tomada de decisão de uma escolha dentre diversas alternativas feita por um grupo de es-

pecialistas, usualmente é feita considerando as opiniões de cada especialista, que expres-

sam suas preferências entre as várias alternativas [50] e quando consideramos a TCFIAIV

para este fim, as preferencias dos especialistas é dada usando como graus de preferencia

valores em L
˚ [56, 116, 170, 181, 182, 197, 199].

Uma ferramenta matemática importante para a tomada de decisão fuzzy é o operador

de média ponderada ordenada (OWA) que foi introduzida em [191] e variações destes, tal

como OWA geométrico [186], OWA geométrico parametrizado [100], Operador de media

ponderada de Bonferroni generalizado [25], etc. (para outras variantes do operador OWA

ver [195]). Diversas versões das variantes de operadores OWA para várias extensões de

lógica fuzzy tem sido propostas, entre elas destacamos [43, 107, 202, 203] e em parti-

cular para TCFIAVI temos [55, 58, 176, 185, 204]. No entanto, estas últimas, apesar de

satisfazer as propriedades principais do OWA (monotonicidade, idempotência, simetria,

e são limitadas [68]), não têm o mesmo comportamento que o OWA quando aplicado a

elementos diagonais.

Outro aspecto importante em tomada de decisão em extensões de lógica fuzzy, é a

escolha da ordem a ser adotada. É importante que esta ordem seja total e admissível, num

sentido análogo ao conceito de ordens admissíveis introduzido em [36] para L. Neste

sentido, nesta tese adaptaremos esta definição de ordem admissível para o contexto de

L
˚ e verificaremos entre as diversas ordens admissíveis qual a mais adequada para os

5
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métodos de tomada de decisão, sob incerteza intuicionista intervalarmente valorada que

serão propostas nesta tese.

1.2 Justificativa

A Lógica Fuzzy é uma ferramenta poderosa para modelar conhecimentos nebulosos

e incertos o qual tem diversas aplicações práticas cada vez mais bem sucedidas. Com a

lógica Fuzzy é possível desenvolver modelos mais flexíveis, que contenham uma certa

incerteza e inacurácia na base conhecimento, como é o caso das ciências Humanas. Por

exemplo, podemos citar a tomada de decisão (TD) na economia, administração, entre

outras áreas humanísticas. O desenvolvimento desta tese, justifica a necessidade de se

estender e criar métodos de TD que possam lidar com conhecimentos nebulosos e com os

vários pontos de vista dos especialistas. Na tomada de decisão mudanças nas compara-

ções dos atributos pode acarretar a mudança do ponto de vista dos especialistas, e assim

gerar inconssistências entre os pontos de vista. Com esses métodos baseados em mode-

los matemáticos, especialmente baseados em lógica fuzzy, vem sendo possível considerar

a hesitação do especialista na TD e assim trabalhar de forma mais sistemática as áreas

humanísticas onde o conhecimento apresenta alguns tipos de incertezas.

1.3 Objetivos da Tese

O objetivo principal desta tese é apresentar a Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionis-

tas de Atanassov Intervalarmente Valorados (TCFIAIV), como sendo uma generalização

da teoria dos conjuntos fuzzy, teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas de Atanassov e

teoria dos conjuntos fuzzy intervalarmente valorados, no sentido que podemos encarar

operadores valorados em L
˚ como representações de operadores valorados em r0,1s, L˚

e L, de forma análoga como vemos operadores intervalarmente valorados como repre-

sentações de operadores fuzzy (ver [15, 18, 20, 23]). Assim, analogamente ao caso de

operadores intervalarmente valorados, podemos estabelecer um método para transformar

operadores fuzzy, intuicionistas e intervalarmente valorados para operadores intuicionis-

tas intervalarmente valorados e podemos aplicar estas construções em métodos fuzzy de

apoio à tomada de decisão em grupo e considerando múltiplos atributos ou múltiplos

critérios.

Os objetivos secundários desta tese são:
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1. Fornecer uma extensão do operador de média ponderada, variantes do OWA e ou-

tros operadores importantes em tomada de decisão fuzzy para o contexto de TCFI-

AIV preservando suas principais propriedades, assim como, o seu comportamento

com os elementos das diagonais e semidiagonais.

2. Estudar ordens admissíveis (totais e parciais) sobre L
˚ que possam ser usadas para

classificar alternativas em métodos de tomada de decisão fuzzy considerando um

grupo de especialistas e multiplos atributos para o contexto de TCFIAIV.

3. Estender diversos métodos de tomada de decisão fuzzy considerando um grupo de

especialistas e múltiplos atributos para o contexto de TCFIAIV e considerar exem-

plos ilustrativos que permitam comparar as classificações obtidas, com as obtidas

por outros métodos.

4. Fornecer uma base teórica e alguns métodos que possibilitem amalgamar o resul-

tado de diferentes métodos de tomada de decisão.
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Capítulo 2

Paradigmas (Linhas de Pensamentos)

da Tomada de Decisão

Existem vários paradigmas (linhas de pensamentos) na literatura que procuram siste-

matizar o processo decisório. Neste capítulo vamos abordar dois desses paradigmas, o

linear e o sistêmico, para introduzir as linhas de pensamentos de alguns pesquisadores

do processo de decisão baseados nesses paradigmas. O pensamento linear procura sim-

plificar a complexidade do processo decisório, porém na prática, esta linha não tem uma

boa aplicação para tomada de decisão estratégica. De fato, Montana e Charnov em [113]

consideram que, apesar dos decisores serem fascinados pela simplicidade das soluções do

pensamento linear, muitas vezes elas não são as maneiras mais eficazes de lidarem com os

problemas organizacionais. A outra forma de abordagem é o pensamento sistêmico, que

vem tentar resolver as lacunas citadas pelo método linear, muito embora eles não consi-

derem que sejam de fácil tratamento. O pensamento sistêmico considera que as soluções

dos processos de decisão não são constantes, pois se alteram o tempo todo e as mudanças

afetam o todo. Segundo a visão de Maximiano em [105], o sistema é visto como um todo,

no qual existem interdependências de suas partes. O enfoque sistêmico é um sistema de

idéias, que pode ser entendido como uma filosofia ou forma de produzir, interpretar e uti-

lizar conhecimentos, podendo ser aplicado em todas as áreas de atividades e de raciocínio

humano, além de ser um método de resolver problemas e organizar conjuntos comple-

xos de componentes. Através do enfoque sistêmico, o administrador adquire uma visão

integrada das organizações e dos processos administrativos além de ser uma ferramenta

para organizar sistemas que produzam resultados. Convém ressaltar que a idéia inicial do

enfoque sistêmico vem dos gregos antigos, porém o enfoque sistêmico moderno teve suas

origens na mesma época em que os pioneiros lançavam as fundamentações da administra-

ção científica do processo administrativo e da qualidade total [105]. Considerando o todo

das organizações nos processos de tomada de decisão e suas implicações, muitas críticas
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foram feitas ao método linear, em contrapartida se acredita que o enfoque do tratamento

sistêmico nos processos de tomada de decisões, seja o método mais eficaz para se aplicar,

visto que, dessa forma, alcançamos uma abordagem mais ampla e consideramos melhor

a complexidade dos problemas [113].

2.1 Tipos de Abordagens Científicas dos Processos de To-

mada de Decisão

Uma das abordagens científicas adotadas para o estudo dos problemas decisórios é

a abordagem normativa, que procura conseguir uma decisão “ótima”, ou seja, prescreve

como as decisões deverão ser tomadas, com uma visão comportamental, que se preocupa

em entender como as pessoas agem diante de problemas decisórios. Na abordagem de

tomada de decisão normativa, o modelo admite que o decisor tome sempre decisões de

forma racional, no sentido de maximizar a utilidade de sua escolha. Em outras palavras,

ele é capaz de calcular as conseqüências de cada uma das alternativas e relaciona-las em

ordem de preferências e finalmente escolher aquela que maximiza melhor a sua utilidade.

Essa teoria procura formalizar e tornar mais objetivas as soluções dos problemas, assim

como a escolha de uma entre várias alternativas em um ambiente organizacional de in-

certezas. A abordagem científica não proporciona a fórmula correta para se tomar as me-

lhores decisões, pois os mesmos apoiam-se em grande parte nos conceitos de valores ou

preferências dos decisores. Segundo Porto e Azevedo em [125], o homem soluciona pro-

blemas a partir de dois elementos essenciais: a informação, que permite conhecer numa

determinada situação que requer a sua atuação, e a concepção intelectual do problema, ou

seja, suas variáveis e como elas se interagem entre si.

2.2 Teoria da Racionalidade Limitada

Herbert A. Simon (‹ 1916 – : 2001) foi o primeiro pesquisador a caracterizar os

processos administrativos como processos de decisão e por isso é considerado um dos

precursores na investigação dos processos de tomada de decisão. Na sua investigação, ele

analisou a estrutura da escolha racional humana, ou seja, o modo como o indivíduo de-

cide, para estudar a anatomia (estrutura) e a fisiologia (funcionamento) da organização e

assim descrever o trabalho do administrador. Na sua obra ele via o homem como um ator

econômico bombardeado por escolhas e decisões, mas possuindo um número limitado

de informações e capacidades de processamentos dessas informações. Na sua visão, a
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organização é um sistema de decisão, onde o decisor participa de forma racional e consci-

ente, escolhendo entre alternativas mais ou menos racionais. A racionalidade da decisão

(adequação entre meios e fins) torna-se então, a principal preocupação da teoria admi-

nistrativa, cabendo ao administrador a tarefa de distribuir e influenciar a decisão numa

determinada organização [153].

2.3 Etapas dos Processos de Decisão

Os processos de decisões são compostos por três etapas:

1. Os relacionamentos de todas as possíveis estratégias que poderão ser adotadas, onde

elas representam o conjunto de decisões que determinam o comportamento a serem

seguidos em um determinado período de tempo;

2. A determinação de todas as consequências decorrentes da adoção de cada estraté-

gia; e

3. As avaliações comparativas de cada grupo de consequências e escolha de uma al-

ternativa entre as várias disponíveis, a partir de valores pessoais e organizacionais

[153].

O pesquisador Herbert Simon considerava que só existe otimização de soluções de

alternativas se:

1. Existir um conjunto de critérios que permita que todas as alternativas sejam com-

paradas entre si; e

2. Se a alternativa escolhida pelo decisor respeitar o conjunto de critérios.

Por outro lado, Simon ainda considerava que uma alternativa é satisfatória quando:

1. Existe um conjunto de critérios que descrevem com um mínimo de satisfação as

alternativas; e

2. A alternativa escolhida pelo decisor satisfaz esses critérios [153].
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2.4 Tomada de Decisão

Decidir é escolher uma opção entre diversas alternativas. Assim, a tomada de decisão

é uma tarefa usual, que ocorre na maioria das atividades de uma empresa e boas decisões

numa empresa são fundamentais para o bom desempenho da mesma. Toda decisão é a

solução de um problema, uma vez que todo problema resulta da necessidade de escolher

uma dentre as várias ações possiveis diante de uma situação [1]. Segundo o ponto de vista

de Abramczuk em [1], uma situação designa o resultado de uma afirmação sobre alguma

realidade, seja na forma de relato de um fato, ou seja, na forma de suposição sobre algum

aspecto da realidade. Dessa forma, a solução de um problema é a ação final numa cadeia

de ações. A ação no processo decisório, seria os meios para se chegar a um determinado

fim. Todo problema organizacional tem solução subjetiva, ou seja, existe a própria ne-

cessidade de decidir e agir diante de uma situação. Decidir com objetividade é o ideal

de todo especialista e administrador (decisor), principalmente quando as decisões devem

conciliar múltiplos critérios, exigências e preferências de vários decisores [1]. Assim, o

estudo e propostas de modelos de decisão é uma área de intensas pesquisas impulsionadas

pelo fato de cada vez ser mais frequente o uso de modelos de decisões para auxiliar os

gestores de uma empresas nos processos decisórios. De acordo com Chiavenato em [47]

“decisão é o processo de análise e escolha entre várias alternativas disponíveis do curso

de ação, em que a pessoa deverá seguir; e decidir a de recomendar entre vários caminhos

alternativos que levam a determinados resultados”.

Segundo Sobral e Peci em [157], a tomada de decisão é descrita como a escolha da

melhor alternativa entre diversas possíveis, com o objetivo de resolver um problema ou

aproveitar uma oportunidade. No entanto, em [130], Robbins e Decenzo consideram

que essa visão é excessivamente simplista, pois para eles a TD é o processo de como

se escolher essa melhor alternativa. Por outro lado, Hall em [79] define a TD como

o processo pelo qual as organizações são estruturadas e reestruturadas. Contudo [157]

considera que a TD não é um processo fácil, pois associada a cada alternativa de decisão

estam as incertezas com suas consequências e impactos. Maximiano em [106] afirma

que administrar é tomar decisões e vice-versa. De fato, as tarefas de liderar, planejar e

organizar, executar e controlar são todas feitas baseadas em decisões interligadas. Toda

decisão deve partir de parâmetros que possam embasar o processo decisório, assim como,

se deve utilizar ferramentas que ajudem na análise e interpretação desses parâmetros,

garantindo um aumento da probabilidade de sucesso da TD. No ambiente organizacional

é difícil evitar os riscos, mas os mesmos podem ser avaliados e, em algumas situações,

até quantificados. O excesso de confiança de alguns decisores pode ser um viés cognitivo
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que em geral tem relação direta com o otimismo acerca das probabilidades de sucesso.

Quanto maior a dificuldade ou desconhecimento do problema, maior a probabilidade do

indivíduo superestimar a possibilidade de resolver o problema, podendo gerar alternativas

mais ou menos simples, e assim não avaliar adequadamente o risco que se está correndo

com aquela alternativa.

2.4.1 Ambiente da Tomada de Decisão

A tomada de decisão dentro do ambiente organizacional ocorre em geral, dentro de

quatro tipos de situações de ambientes sendo eles: situação de certeza, situação de risco,

situação de incerteza e situação de conflito [74]. O ambiente que preserva a situação de

certeza é cada vez mais raro entre as organizações que lidam com mercados dinâmicos e

mutantes. Atualmente, o ambiente que antes era classificado como certo, apresenta mais

incertezas do que certezas e, em consequência disso, revela-se mais difícil para o decisor

tomar uma decisão embasado com informação suficiente para praticar sua gestão. No

entanto, o decisor munido de fundamentos e técnicas para lhe auxiliar consegue mesmo

nestas condições realizar uma tomada de decisão de boa qualidade. Nesses casos, basta

que o decisor escolha uma opção entre as várias possíveis, podendo escolher a opção que

lhe parece mais favorável para solucionar um determinado problema. Devemos conside-

rar que nesse tipo de ambiente o risco ainda é muito pequeno. Todavia, conforme [74], o

grau de certeza é muito grande, ou seja, se trabalha quase sem riscos. Acreditamos que

este ambiente é mais encontrado no nível operacional, ou seja, muito distante do ambiente

de decisões estratégicas que as decisões são mais incertas. Este tipo de risco (zero) é o

que se pretende na tomada de decisão a nível estratégico. Há controversias na literatura

no conceito de ambiente de risco zero organizacional, já que há dúvidas se realmente seria

possível existir esse ambiente de cem por cento de certezas, isto é, se pensarmos de ma-

neira sistêmica, em que cada decisão tomada em um processo de decisão tem influência

sobre o todo, é possível concluir que não há certezas envolvidas no processo decisório.

Já [74], classifica o ambiente de situação de risco como sendo aquele que apresenta vá-

rias alternativas na resolução dos problemas para alcançar os objetivos, mas com certa

probabilidade de risco no processo. O decisor, considerando a perspectiva do ambiente

organizacional, detém uma certa quantidade de informações para análises dos processos

[74]. Neste ambiente, o risco nas decisões está sempre presente, muito embora se possam

tomar decisões satisfatórias e adequadas, as soluções de determinados problemas podem

ser inadequadas tendo em vista as incertezas presentes em algumas variáveis econômicas

e outros fatores dos processos. O último ambiente é chamado de ambiente de incerteza
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pela impossibilidade de prever resultados ou atribuir probabilidades [113]. Se considera

que os possíveis problemas ocasionados por essas condições de ambientes são os exces-

sos de variáveis a serem analisadas no ambiente organizacional e a falta de conhecimento

sobre as mesmas. Hoje em dia, nas grandes corporações esses ambientes são melhores

administrados com ferramentas de tecnologias da informação, técnicas de inteligência

artificial e modelos matemáticos [50].

Como já foi mencionado, uma decisão implica na escolha de uma alternativa em de-

trimento de outras e tem como objetivo resolver um problema ou aproveitar uma opor-

tunidade de negócio. Contudo a tomada de decisão não é fácil, pois associada a cada

alternativa de decisão está a incerteza de suas consequências e impactos, já que a mesma

lida com fatores internos e externos, e muitas vezes seus resultados futuros são totalmente

desconhecidos. Herbet Simon, em suas pesquisas alertou que é impossível, que o indiví-

duo conheça todas as alternativas de soluções possiveís que dispõe o processo decisório,

ou que, todas as suas consequências sejam avaliadas, no entanto, ele considerava que o

decisor podería percorrer apenas uma possibilidade de solução (um caminho) e nunca

tería a certeza se aquela decisão escolhida era a melhor em termos de resultados, muito

embora sob certas condições avaliadas ele pudesse ter uma intuição (palpite) razoável

sobre a qualidade da solução do problema em questão no processo decisório [153].

Baseado nesses parâmetros de multiciplidade de alternativas e incertezas, o decisor

(gestor) deve avaliar o máximo dessas alternativas, de preferência utilizando ferramentas

computacionais, uma vez que a complexidade do processo, muitas vezes está associada à

necessidade de avaliar as alternativas e analisá-las em um contexto futuro, assim como, es-

timar suas consequências e seus impactos nas organizações. Os gestores na TD, calculam

e gerenciam essse riscos. Entretanto, por mais sofisticadas que sejam os métodos mate-

máticos e as ferramentas computacionais de apoio à TD utilizadas, a imprevisibilidade

estará sempre dentro dos processos decisórios em função de diversas variáveis enconô-

micas que são mutantes no tempo futuro. Baseado nessas motivações, cada situação de

decisão pode ser organizada em uma escala que vai da completa certeza à mais completa

incerteza, dependendo das informações disponíveis sobre o problema e cada alternativa

de solução e seus resultados.

2.4.2 Tipos de Decisões no Ambiente Administrativo

Na literatura sobre tomada de decisão, existem vários tipos de classificações de de-

cisões. Uma delas classifica a decisão como tendo dois tipos: a decisão sequêncial e a

decisão única. A decisão sequêncial se refere à escolha de uma dentre possíveis ações
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em consequência de resultados de uma decisão anterior tomada sob condições de incerte-

zas e não nulas. Diferentemente da decisão sequêncial, na decisão única se determina o

curso da ação orientado por um determinado proposito, mas não se impõe a necessidade

de outras decisões posteriores, a não ser aquelas referentes aos meios para implantar o

curso da ação escolhida [1]. Em um outro tipo de classificação no ambiente organizaci-

onal, se considera que as decisões podem ser classificadas de acordo com a natureza do

problema em decisões programadas e decisões não programadas [64, 105]. Também

podem-se classificar as decisões em termos de tipos de métodos usados (por regras, por

procedimentos ou por políticas) [1].

Decisões Programadas

As decisões programadas são utilizadas para a resolução de problemas repetitivos,

do cotidiano das empresas. Antigamente nas organizações, as tomadas de decisões eram

baseadas nas intuições, nos métodos tradicionais de procedimentos padrões e nas rotinas

burocratizadas. De acordo com Peter Drucker em [64] existem decisões que devem ser

tomadas pragmaticamente no ambiente organizacional. As decisões programadas são de

soluções repetitivas e estruturadas, determinadas por abordagens específicas para as quais

a organização já desenvolveu mecanismos de atuação e controle. Por exemplo, as decisões

tomadas no serviço de administração de pessoal. As decisões programadas encurtam o

tempo do processo decisório e possibilitam aos decisores (administradores) disponibilizar

parte do seu tempo para tarefas mais importantes. No entanto, devemos salientar que elas

têm a desvantagem de limitar a liberdade do decisor, por já serem pré-estabelecidas e já

existirem um processo de rotina de execução das mesmas na organização [1].

Decisões Não Programadas

Decisões não programadas são soluções específicas, para resolver situações desestru-

turadas e pouco frequentes, para as quais as informações são incompletas e/ou ambíguas.

São normalmente decisões que por sua importância para a organização, exigem que se

desenvolvam uma resposta customizada, quando envolve o financeiro. Quase todas as

decisões não programadas são de carater estratégicos e relevantes. Como exemplo, a

criação de uma nova filial, lançamento de um produto, etc. A medida que se sobe na

hierarquia organizacional são mais frequentes as necessidades de se tomarem decisões

importantes para as organizações. Nessas decisões, o administrador deve analisar cuida-

dosamente todas as informações que conseguir coletar e usar seu julgamento individual

para tomar a decisão mais adequada às circustâncias. Assim como, existem poucas situa-
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ções de completa certeza ou incerteza do ambiente, também poucas decisões podem ser

classificadas como totalmente programadas ou não programadas. As decisões programa-

das dificilmente dispensam totalmente a escolha individual do administrador (gestor por

formação) ou decisor (profissionais de várias especialidades) que fazem parte da cúpula

hierárquica). As decisões não programadas são problemas em lançamentos ou inovadores,

nos quais não existem soluções pré-estabelecidas ou sistematizadas, requerendo sempre

um protocolo novo de solução [1].

Método por Regra

Os métodos por regras são normas explícitas sobre como o decisor deve proceder

diante de uma situação de decisão estruturada, como por exemplo, dizendo como agir ou

as medidas que devem ser tomadas diante a falta ao trabalho de um empregado. Elas já

existem de uma forma sistemática para esses tipos de procedimentos. Neste método as

regras são simples, fáceis de serem usadas e garantem uniformidade e consistência nas

decisões tomadas [1].

Método por Procedimento

O método por procedimento é feito seguindo uma série de etapas sequenciais e inter-

relacionadas, que devem ser seguidas para responder a uma situação bem estruturada. Por

exemplo, os procedimentos sistemáticos na implantação de um manual de rotina de uma

empresa. Depois de identificar a situação do problema, o decisor deve apenas executar a

sequências de passos já pré-definidas no seu manual de procedimentos [1].

Método por Políticas

Nos métodos por políticas, são feitas orientações genéricas sobre como proceder em

situações recorrentes, mas pouco estruturadas. Ao contrário dos métodos por regras e dos

métodos por procedimento, que são pré determinados, o método por política apenas esta-

belece parâmetros de atuação, não indicando as soluções específicas a serem implantadas.

Por exemplo a Política de marketing (política aberta para criação). As políticas podem

ou não conter alguma tipo de ambiguidades, deixando espaços para as interpretações e

criações ou inovações do decisor [1].

A Figura 2.1 descreve, o nível hierárquico da organização onde as decisões acontecem

assim como, o tipo de decisão que é tomada.

.

15



Capítulo 2. Paradigmas (Linhas de Pensamentos) da Tomada de Decisão

��������

���	
����
��

��������

�������	
���
�

��������

���	
�����
�
��
�

�������	
���

����


��	����


�	�������

�	
�
���

Figura 2.1: Tipos de Decisão [105, Figura 5.4]

2.4.3 Fundamentos da Tomada de Decisão

Diariamente se tomam decisões, sobre os mais diversos assuntos e a qualidade dessas

decisões, têm um impacto significativo no desempenho das organizações. Nos funda-

mentos da TD, podem se destacar dois aspectos que estão presentes na administração. O

primeiro refere-se à dificuldade que o decisor tem em prever o futuro. Quando os ad-

ministradores tomam decisões em um ambiente de incertezas, a avaliação da eficácia da

decisão só pode ser efetuada após sua implementação. O segundo fundamento, é a di-

ficuldade de reverter uma decisão que não deu certo, pois as consequências podem ser

drásticas para as empresas. No entanto, a maioria das decisões têm impactos positivos

para as organizações. Para sistematizar estas decisões são criadas continuamente técnicas

e ferramentas computacionais de Tecnologias da Informação (TI), para auxiliar os admi-

nistradores a melhorarem a qualidade das decisões e a evitar erros na escolha e decisões

gerênciais.

2.4.4 Processo de Tomada de Decisão

O processo de TD no ambiente organizacional, começa com a identificação de um

problema e em seguida é gerada uma reflexão de possiveis soluções. O grupo de deci-

sores avalia inúmeras variáveis antes de tomar uma decisão. Esse processo é uma ação

rotineira e comum não apenas no ambiente empresarial, mas no cotidiano de qualquer

pessoa. Vale a pena salientar que a necessidade de escolher uma alternativa de decisão

no ambiente organizacional ocorre em um momento de impasse, no qual temos mais de

um curso de ação a seguir, do contrário não teríamos dúvidas e não necessitaríamos de

estruturar o procedimento. Quando optamos por uma alternativa, renunciamos a todas as
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outras, mesmo correndo o risco da decisão não ser a “mais acertada”. Toda decisão é,

portanto, um processo que envolve simultanemente uma escolha e renuncias das outras

possibilidades.

“Decisão é o ato ou efeito de decidir” [1], o seja, optar por uma dentre várias alter-

nativas de ações, que se oferecem para alcançar determinado objetivo. O processo de

decisão, se encerra com a escolha de uma das alternativas por parte do decisor e a ava-

liação de sua eficácia. Nas organizações, os processos de decisões envolvem diferentes

instâncias hierárquicas e funcionais [1]. Para Chiavenato em [48, Página 253], as pessoas

decidem em função da sua interpretação das situações e não na situação real e, por tanto,

é um processo fortemente subjetivo.

Etapas do Processo de Tomada de Decisão

O processo de tomada de decisão é um processo contínuo e deve passar pelas seguintes

(oito) etapas [130].

1. Identificação do Problema: Consiste em identificar necessidades e carências da

organizações e de potenciais alternativas de soluções.

2. Identificação das soluções do problema: Nesta etapa são determinadas as alter-

nativas de potenciais soluções a serem consideradas para uma boa resolução do

problema. A identificação do problema tem como primeiro passo, estudar bem o

problema e a partir daí estruturar as possíveis soluções do problema. As possiveis

soluções do problema neste contexto é o conjunto de aspectos considerados impor-

tantes para que o decisor escolha a decisão mais acertada e otimizada dentro de

suas possibilidades. A estruturação do problema de decisão, faz parte da etapa de

identificação das solução do problema. Estruturar o contexto de decisão é colocar

as coisas em ordem, uma vez que o problema já foi estruturado, a partir da identifi-

cação das várias relações e das estruturas que serão interligadas na possível solução

do seu problema de TD.

3. Identificação dos pesos de cada índice: A alocação de pesos aos índices, con-

siste em criar uma escala de pesos, onde o peso máximo, por exemplo a nota 10

(dez), se lhe atribui à melhor alternativa e depois se determina o peso do resto das

alternativas, usando esse peso máximo como referência. Com essa ponderação, por

exemplo, a um índice que lhe atribuiram peso 5 (cinco), significa que a alternativa

que detenta o máximo peso é considerada duas vezes mais importante que ele. O
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objetivo dessa ponderação é usar as preferências pessoais de cada decisor, para atri-

buir prioridades aos índices relevantes de sua decisão, assim como, indicar seu grau

de importância.

4. Triagens de alternativas: Nesta etapa o tomador de decisão seleciona as alter-

nativas que poderiam ter êxito na solução do problema, descartando alternativas

claramente indesejáveis, diminuindo assim o espectro de alternativas e portanto

simplificando o processo de TD. Nesta etapa não são feita as avaliações de alterna-

tivas, são apenas definidas quais serão as alternativas que devem ser consideradas

no processo de TD.

5. Análises das alternativas: Os tomadores de decisões precisam analisar cada uma

das alternativas selecionadas na etapa anterior de maneira crítica, considerando os

pontos fortes e fracos. Algumas avaliações podem ser feitas de forma relativamente

objetivas, no entanto, as análises das alternativas são feitas nitidamente como um

julgamento pessoal. Estes julgamentos refletem os critérios de escolhas da etapa

2, os pesos atribuidos aos critérios e avaliação das alternativas. Isso explica porque

dois decisores podem examinar um conjunto de alternativas e classifica-las de forma

totalmente diferentes.

6. Escolha de uma das alternativas: Nesta etapa é feita a escolha da alternativa,

entre aquelas avaliadas e ponderadas que geraram a maior nota (ponderação). Se

for considerado um grupo de decisores, na etapa anterior, como classificação das

alternativas, então nesta fase se determina como agregar todas elas de forma a se

obter uma classificação de consenso que reflita as opiniões de todos eles.

7. Implementações das alternativas de decisão: Implementação da decisão ainda

pode fracassar, se não for corretamente implementada. Nesta etapa executa-se a

ação escolhida na TD. A implementação da decisão também incluí transmitir a

decisão para aqueles envolvidos no problema e obter o comprometimento na im-

plementação da decisão.

8. Avaliações da eficácia das decisões: Avaliação da eficácia da decisão, verifica se

o problema foi resolvido com a escolha da alternativa da etapa 6, e se a implemen-

tação da etapa 7 obteve o resultado desejado.
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Dificuldades do Processo de Tomada de Decisão

Montana e Charnov em [113] consideram que existem três dificuldades associadas à

abordagem dos processos de tomada de decisão:

1. Toda e qualquer decisão tomada em uma organização deve invariavelmente afetar o

todo e não somente a área onde se executa a estratégia proposta. Eles consideram

que isso ocorre face à integração entre os departamentos e os cenários voláteis em

que as empresas estão inseridas.

2. A decisão não necessariamente é uma solução simplista do problema, por meio

desta abordagem, a mesma deve tentar resolver o todo, pois caso não consiga, ha-

verá um severo comprometimento da eficácia da solução do problema.

3. A validade da solução encontrada na tomada de decisão não pode ser sempre válida

em ambientes muito dinâmicos e velozes, pois as situações e os cenários tendem a

mudar constantemente.

Erros no Processo de Tomada de Decisão

Eventualmente, podem ocorrer erros nos processos de tomada de decisão, uma vez

que os decisores precisam fazer escolhas entre as alternativas do processo de decisão (in-

formações passadas) e as mesmas podem não ser as mais adequadas. Isso requer uma

análise cuidadosa de muitas informações e, consequentemente, muitas vezes os gestores

se engajam em comportamentos que aceleram o processo, para evitar excesso de infor-

mações. Assim, os decisores dependem de heurísticas (atalhos) que é um método ou

processo criado com o objetivo de encontrar boas soluções (não necessariamente as me-

lhores) para um determinado problema. O ato de decidir é humano o qual fica suscetível

às preferências, fraquezas, aos erros e a outros fatores inerentes a esta condição. Tomar

decisão é objeto de discussão em diversos campos da psicologia (social, comportamental,

cognitiva, etc), onde são apresentadas teorias e modelos que ajudam a entender melhor o

comportamento do decisor diante de problemas decisórios. Entre os aspectos das distor-

ções ou desvios que os decisores costumam apresentar diante de problemas decisórios, os

nove que ocorrem com mais frequência são:

1. Disponibilidade: eles costumam em algumas situações utilizarem apenas as infor-

mações disponíveis, ignorando aquelas que não são fáceis de se obter, muito embora

sejam significativas para o processo decisório.
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2. Desvios de confirmação: usualmente, as pessoas tendem a utilizar informações que

confirmam crenças consagradas na organização e costumam desprezar (ou conferir

um menor peso) àquelas que distorcem estas crenças.

3. Conservadorismo: tendência a não rever estimativas e procedimentos com a freqüên-

cia necessária.

4. Hábito: no ambiente organizacional as pessoas tendem a agir com famíliaridade ou

rotineramente, considerando experiências passadas, diante de situações semelhan-

tes, não considerando devidamente as características diferentes de cada decisão.

5. Saturação de dados: decisores decidem encerrar a coleta de dados prematuramente

antes de concluir a triagem completa de informações, ignorando dados que possam

chegam mais tarde e que podem influenciar no processo.

6. Confiança exagerada: as vezes as pessoas tendem a ter muita confiança quando

dispõem de abundância de informações e dedicam pouca atenção à qualidade e

consistência das informações ou dados.

7. Pistas empíricas sem nenhum fundamento lógico: isto pode ocorrer com freqüencia,

uma vez que temos a efetiva realização de eventos com pequena probabilidade de

ocorrência, ou porque é aceita pelas pessoas com um peso muito maior do que

realmente elas têm.

8. Correlação de eventos: admite-se erradamente que dois eventos sejam correlacio-

nados, quando na verdade a correlação é espúria ou pouco significativa.

9. Distorções de julgamento: os desvios e erros nos processos decisórios estam rela-

cionados, ou seja, não são independentes entre si.

Heurísticas do Processo de Decisão

Na literatura existem diversos tipos de heurísticas, sendo que as mais comuns usadas

no ambiente organizacional são: Heurísticas de disponibilidades e heurísticas represen-

tativas. As heurísticas de disponibilidades no ambiente administrativo tendem a basear

os julgamentos em informações que estejam prontamentes disponíveis. Os decisores que

utilizam heurísticas de disponibilidades tendem a utilizar informações relacionadas às

soluções dos problemas que estão disponíveis para eles em processos mais recentes. En-

quanto, as heurísticas representativas fazem com que um decisor compare a probabilidade

de uma ocorrência de um evento, com algo que já estejam famíliarizados no passado, ou
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seja, o mesmo ou algo muito similar que já ocorreu no ambiente organizacional em algum

momento do passado.

Alguns métodos heurísticos estimulam, ou guiam, um procedimento empírico, do qual

resultam alternativas satisfatórias de soluções para um problema, mas não conseguem

comprovar que foram levantadas todas as alternativas possíveis de soluções para um de-

terminado problema [1, 69].

2.4.5 Processos Administrativos na Teoria do Funcionamento da Or-

ganização

Herbert A. Simon foi o primeiro pesquisador a desenvolver os processos adminis-

trativos como processos de decisões. Nas suas investigações ele analisava a estrutura

da escolha racional humana, ou seja, o modo como o individuo decide, para estudar a

anatomia (estrutura), a filosofia (funcionamento da organização) e descrever o trabalho

do administrador. Em 1957, ele desenvolveu o conceito de racionalidade limitada, que

exprime a incapacidade do decisor de dominar a complexidade organizacional (diversos

tipos de problemas), de informações, de dominar o tempo, como também o aspecto cog-

nitivo (modo como o individuo decide). Estas características estão presentes no modelo

comportamental, no qual as informações são imperfeitas e incompletas, no sentido de que

não se tem um conjunto completo de alternativas conhecidas, e o decidor deve escolher

a primeira alternativa minimamente aceitável. Simon via o homem como um ator econô-

mico bombardeado por decisões, mas possuindo um número limitado de informações e

capacidade de processamento. A racionalidade da decião (adequação entre meios e fins)

tornou-se a sua principal preocupação no seus estudos na teoria administrativa.

Ele também usava computadores para aplicar e implementar suas técnicas de pesqui-

sas operacionais na modelagem de sistemas complexos. Para Simon, a modelagem era a

principal, ou talvez a primeira técnica para estudar o comportamento de sistemas comple-

xos, sendo usados parapredizer, analisar e prescrever algo sobre esses sistemas [156].

2.4.6 Tecnologias de Informação usadas na Tomada de Decisão

Herbert Simon, considerava o computador a mais importante tecnologia surgida desde

a máquina a vapor ou talvez desde a invenção da escrita. Ele enfatizava que todos os

cientistas da computação deveriam ter uma responsabilidade para pensar profundamente

sobre as implicações e os recursos dessas tecnologias para a comunidade em geral.

Segundo Herbert Simon, a computação tem sido usada intensivamente na psicolo-
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gia para simular os processos cognitivos humanos, agora também em problemas de fi-

losofia voltados à natureza do conhecimento humano. Dessa forma, acredita-se que as

habilidades que determinam a qualidade da tomada de decisão e solução de problemas,

além de serem armazenadas na mente das pessoas, também podem ser armazenadas em

computadores [155]. Em virtude do aumento dos recursos computacionais (hardwares e

softwares), Simon já considerava na época que:

1. Os sistemas de inteligência artificiais serveriam tanto para entender, quanto para

aumentar a capacidade de pensamento do ser humano; e

2. Os sistemas computacionais serveríam para ampliar a fronteira da racionalidade

limitada do ser humano.

A TI [94] tem auxiliado na TD das organizações, proporcionando aos decisores uma

importante fonte de apoio na TD. Entre estas tecnologias poderemos citar as várias tecno-

logias da área de inteligência artificial tais como: os sistemas especialistas,redes neurais,

groupware e softwares específicos para auxiliar na TD. Na TD baseada em sistemas es-

pecialistas, usa softwares capazes de codificar experiências anteriores de um tomador de

decisão para estruturar problemas mal estruturados. Estes sistemas operam em níveis

mais elevados do que o dos humanos (especialistas), além disso têm a capacidade de me-

morizar, comparar e escolher entre diversas simulações em poucos minutos, coisa que não

seria posível pelos seres humanos. Estes sistemas guiam os usuários pelos problemas, fa-

zendo uma sequência de perguntas sobre a situação e tirando conclusões, com base nas

respostas obtidas. Vários outros tipos TI auxiliam na TD de grandes corporações assim

como, numa menor escala, na TD em pequenas e médias empresas. Os sistemas baseados

em redes neurais, têm a capacidade de distinguir modelos e tendências excessivamente

sutís ou complexas para a capacidade dos seres humanos. As pessoas não conseguem

avaliar mais do que duas ou três alternativas em paralelo (ao mesmo tempo), enquanto,

as redes neurais conseguem perceber correlações entre centenas de alternativas de solu-

ções. Hoje em dia, estes sistemas são usados nas grandes corporações para auxiliar nos

processos decisórios junto com métodos matemáticos de tomada de decisão.

2.4.7 Sistemas de Suporte à Decisão

Os sistemas computacionais de Suportes às Decisões, inicialmente receberam o nome

de sistemas de decisões gerenciais. Na década de setenta, as empresas e pesquisadores

começaram a caracterizá-los como sistemas computacionais interativos, uma vez que por
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meio de software, ajudavam às pessoas a tomarem decisões. Quando os problemas come-

çaram a se tornarem conflitivos e complexos, foram realizadas pesquisas para lidar com

estes novos conceitos de bancos de dados (BD). Nessa época a maioria dos sistemas de

BD, que apoiavam os processos de TD eram considerados de apoio à tomada de decisão.

De acordo com Porto e Azevedo em [125], o termo Sistema de Suporte a Decisões

(SSD), tem sido objeto de discussões e recebidos diferentes interpretações nos últimos

anos. SSD são sistemas voltados para a resoluções de problemas menos estruturados e

menos especificados, ou seja, são problemas que não servem apenas para uma situação,

eles englobam várias outras que poderão ser afetadas por estes. Onde combinam o uso

de modelos matemáticos para funções de recuperações de informações. Sua principal

característica é uma flexibilização na sua utilização, uma vez que tanto serve para apoiar

as pessoas qualificadas quanto as menos qualificadas. Nestes sistemas, quando ocorre

alguma mudança no ambiente organizacional, o sistema deve-se adequar para se adaptar

à nova situação do usuário final.

Quando os SSD foram desenvolvidos e implementados, os dados armazenados passa-

ram a ser processados com melhor qualidade e maior velocidade, podendo assim auxiliar

os processos de tomada de decisões, pois surgiram novos problemas mais complexos, que

necessitavam de maior acurácia das informações e com uma interface amigável para o

usuário final [119]. Nestes sistemas, o que se procura é enfatizar na construção de um

SSD o conjunto de conhecimentos (informações, dados) que podem ajudar a melhorar

a qualidade do processo de tomada de decisão. Hoje, o desenvolvimento dos SSD são

feitos em grandes bancos de dados, os quais usam técnicas de inteligência artificial e são

baseados em modelos matemáticos que procuram evitar erros nos processos de TD e/ou

minimizar ocorrências de falhas de julgamentos que antes eram feitos por seres humanos.

Suporte à Decisão

Segundo Porto e Azevedo em [125] os SSD são baseados na experiência armazenadas,

onde eles possuem um alto potencial para resolver problemas onde as soluções algorít-

micas não existem ou não são adequadas. Nos sistemas SSD, o computador auxilia o

homem na utilização das informações (dados) e nos modelos, obedecendo aos três prin-

cipais componentes de sua arquitetura. Sendo eles a base de dados, a base de modelos e a

interface de diálogo.

A Base de Dados de um sistema SSD, deve ser capaz de reunir e estruturar todas as

informações importantes sobre as soluções dos problemas abordados e gerenciá-las de

forma apropriada. Eles são compostos pelas funções de gerenciamento, onde são geradas
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a importação e a exportação de dados, assim como, a agregação e a desagregação das

informações. Também faz a recuperação e a emissão de relatórios entre outras funções de

acordo com o tipo do banco de dados.

Nos componentes centrais dos SSD, estão reunidos o “conhecimento” das soluções

dos problemas. Eles funcionam como uma base de métodos, que por sua vez, deve conter

todos os instrumentos conceituais (modelos), necessários às análises e formulações das

alternativas de soluções dos problemas em questão. Os SSD têm entre suas funções, so-

licitar e receber dados, os quais são necessários para o armazenamento de informações,

gerando assim os arquivos do banco de dados. O sistema também faz a conferência dos

dados e a adequação dos significados dos mesmos, para realimentar a base de dados. Nos

SSD também existem outras funções, dependedendo do tipo de gerenciamento que eles

façam e dos modelos responsáveis pelo tipo de dados que eles coletam e geram como

conhecimento do banco de dados. A Base de Conhecimento destes sistemas incorporam

novas informações, que geralmente, não são possíveis de tratamento pelos módulos ante-

riores, mas que são indispensáveis para os decisores nos processos de tomada de decisões.

Esses conhecimentos armazenados se referem às experiências anteriores organizacionais,

ou mesmo conhecimentos empíricos de fatos passados. Eles costumam ser constituídos

por regras de inferência do tipo modus ponens, “Se então”, que representam parte impor-

tante do modelo lógico do mesmo. O Módulo de Diálogo é responsável pela comunicação

do usuário com o computador. O mesmo deve ser capaz de receber instruções tais como:

consultas e informações dos usuários, e transmitir as respostas a estes da forma mais

apropriada possível de acordo com sua base de dados. O tratamento dessas interações

homem-máquina se dá através de menus, planilhas, gráficos, até mesmo de voz, sons e

imagens, assim como, através de realidade virtual em decorrência dos crescentes avanços

tecnológicos. O objetivo destes sistemas é melhorar a eficácia da decisão, e não sua efici-

ência, ou dar mais importância à qualidade das decisões do que ao tempo necessário para

encontra-la.

Estes sistemas enfatizam as características de flexibilidade e adaptabilidade das infor-

mações, assim como combinam o uso de modelos (técnicas analíticas) com funções de

acesso a dados e enfatizam a facilidade de uso, inclusive por usuários inesperientes ou

pessoas não especializadas.

Estes sistemas têm como característica facilitar a interação entre o usuários e o banco

de dados. Os mesmos permitem o processo de buscas de soluções de problemas espe-

cíficos, por processos de tentativas de uma ou mais interações dentro de sua base de

dados. Eles permitem em sua base de dados a incorporação de julgamentos e informações

subjetivas. Assim, eles conseguem incorporar vários tipos de conhecimentos e efetivar
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julgamentos de vários especialistas (decisores) no ambiente organizacional.

2.5 Estratégia no Contexto de Tomada de Decisão

Segundo Michael Porter em [124], todas as organizações precisam ter estratégias bem

definidas, sejam elas, explícitas ou implícitas. As estratégias resumem o propósito e o

direciona à razão de ser das organizações. Baseado nestas premissas as estratégias nas

organizações devem ser tratadas com critérios e formalismos. É através das estratégias

que podem-se identificar tanto os pontos fortes como os pontos fracos de uma organi-

zação. As estratégias devem ser encaradas em termos de ações, uma vez que podem

causar bloqueios cognitivos e resistências a mudanças organizacionais pelo corpo funcio-

nal. Quando não existem estátégias, as empresas ficam sem rumo, ou seja, sem senso de

direção, sem parâmetros que possam ser seguidos e mesurados no seus desempenhos.

As estratégias nas empresas são como um mapa corporativo, são necessárias, para

todos os que trabalham, para direcionar o mesmo objetivo, no entanto não existe uma

receita pronta que identifique qual a melhor estratégia a se seguir. Segundo Andrews em

[5], em cada organização, existe a combinação entre a capacidade distintiva, os recursos

e os valores, com o intuito de gerar resultados ímpares para cada empresa e para cada

situação.

2.6 Tomada de Decisão em Grupo ou Multi Especialista

(Processos Administrativos)

De acordo com Maximiano em [106] a Tomada de Decisão em Grupo (TDG) ou Multi

Especialista (TDME) são escolhas que um grupo de gestores, especialistas ou decisores

fazem entre um conjunto de alternativas. Segundo [157] a TDG tem um dinamismo di-

ferente da tomada de decisão individual (TDI), isto porque, nas decisões em grupo os

decisores precisam discutir suas idéias, procurar consensos, assim como, fazer alianças e

coalizões. Dependendo do tipo de problema, em alguns casos, será mais apropriado uma

decisão em grupo, enquanto, em outros uma decisão individual seria mais eficaz. A TDG

é tomada em um nível mais elevado das organizações (ou perto dele) a nível estratégico

[79]. A premissa básica para a TDG é perceber que os individuos diferem ao longo de

suas dimensões [130], por exemplo, na maneira como pensam. Alguns decisores são lógi-

cos e racionais outros não, assim como há decisores que são empíricos e outros teóricos.

Por exemplo, alguns pensam criativamente e usam a sua intuição, para tomar decisão de
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forma totalmente empírica ou baseada em heurísticas baseadas em experiências passadas.

A TDG, como dito anteriormente, é essencialmente uma forma de encontrar ou mesmo

optar, pela melhor alternativa entre as opções existentes para resolver um problema consi-

derando a opinião de um grupo de decisores. Essa é uma tarefa cotidiana, inerente ao dia

a dia de todo ser humano, tanto nas decisões individuais quanto nas decisões em grupo

(coletivas) no ambiente organizacional. Em geral, nas decisões relacionadas a diferentes

ações, no ambiente empresarial, não se podem ser tomadas considerando um único crité-

rio, ou o ponto de vista de uma única pessoa. Isto porque na TDG pode existir múltiplos

critérios a serem atendidos. Estes critérios, na maioria das vezes, são fornecidos pelos

próprios grupos de decisores. Isto faz com que os processos decisórios tenham várias

alternativas possíveis, gerando assim, múltiplos esquemas de possíveis alternativas para a

solução de problemas.

2.6.1 Vantagens da Tomada de Decisão em Grupo

1. A TDG proporciona informações mais completas do que as TDI.

2. Diversidade de experiências entre os tomadores de decisões.

3. A TDG gera mais alternativas nos processos de decisões.

4. Quantidade e diversidade de informações são maiores quando os membros dos gru-

pos têm especialidades diferentes.

5. A TDG aumenta a aceitação da solução do problema.

6. Há mais facilidade na implantação da implementação da solução do problema.

7. Existe uma maior coerência com ideaís democráticos.

8. As TDG são mais legítimas do que as TDI, uma vez que no processo de decisão se

preserva o ponto de vista de vários decisores ou especialistas.

2.6.2 Desvantagens das Tomadas de Decisões em Grupo

1. No processo de TDG se demora muito tempo para se chegar a uma decisão.

2. A interação quando o grupo já está formado se mostra ineficiente.

3. Há domínio do grupo maior em detrimento dos grupos menores.
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4. Pequenos grupos tendem a sofrer pressões e se conformar com as decisões tomadas.

5. A responsabilidade da decisão é ambígua quando tomada em grupo.

2.7 Tomada de Decisão em Grupo (Modelos Matemáti-

cos)

Na TDG os decisores expressam as suas preferências, sobre as alternativas do pro-

cesso decisório, e dessas diversas preferências se usa um método para chegar a uma única

decisão que reflita, de alguma forma, a opinião de todos os gestores ou especialistas.

No caso da Tomada de Decisão Multi Especilista (TDME) se conciliam uma diversidade

de opiniões, critérios e especialidades. Francisco Chiclana em [49], define a tomada de

decisão basicamente como sendo a forma de encontrar a melhor opção dentre as disponi-

veis, e considera que isso é uma tarefa a qual enfrentamos constatemente na realização de

qualquer atividade no nosso cotidiano.

Por outro lado, o pesquisador Hebert Simon em [152] considera que “é impossível

o indivíduo conhecer todas as alternativas de que dispõe e as suas consequências. Por

isso, a teoria administrativa deve ser a teoria da racionalidade intencional e limitada do

comportamento do ser humano, porque não possui meios para maximizar os resultados”.

No entanto, existe uma necessidade constante de tomar decisões, as mesmas as vezes são

realizadas através de comparações, classificações e ordenação das alternativas (possíveis

soluções do problema). Nas decisões em grupo, de multi especialistas ou de gestores, cada

um tem o seu ponto de vista, e portanto, em algumas situações, diferentes especialistas

escolhem diferentes caminhos para a solução de problemas idênticos. Isso comprova que

cada especialista, aponta uma importância diferente para cada critério em análise para

solução de um determinado problema.

O processo de TDG pode ser conceituado como um conjunto de opções de alternativas

de um conjunto de critérios, onde cada especialista ou decisor determina suas preferências

sobre um conjunto de opções de alternativas. Eles procuram encontrar uma solução, que

seja, o conjunto de alternativas de maior aceitação pelos especialistas. A solução de um

problema parece extremamente simples e normal, mas no entanto, existe uma complexa

dificuldade de escolher uma alternativa de decisão, onde a mesma satisfaça um conjunto

condições igualmente aceitáveis no método [7].

A dificuldade desses modelos é que o processo de resolução deles devem se apoiar

em alguns modelos formais matemáticos, para sistematizar o processo de tomada de de-

cisão. Isso acontece frequentemente, mesmo priorizando a escolha baseada na concepção
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humana, feita através do especilista ou decisor, uma vez que, não se pode desassociar a

importância de ambos os métodos e paradigmas.

2.7.1 Etapas do Processo de Tomada de Decisão em Grupo

Em um processo de TDG temos a etapa de identificação e a etapa de elaboração do

processo de resolução de TDG as quais vão depender do método escolhido.

A etapa de identificação do modelo, consiste na seleção de alternativas e na seleção

de critérios apropriados. Segundo K J. Arrow e Raynaud em [6], essa etapa geralmente

é uma operação aproximativa, uma vez que os conjuntos de alternativas e critérios são

diferentes para cada problema de TDG. Com frequência os limites de esta etapa não estam

claramente definidos no sentido de que nem sempre existe um limite de quanto e quais

critérios de deve considerar assim como, em algumas situações, quais alternativas serão

consideradas [49]. Na etapa de resolução do TDG, é escolhido um método adequado de

tratamento para determinado tipo de problema.

Por outro lado, em [51] considera-se que a resolução de um problema de TDG consiste

das seguintes etapas:

1. A representação uniforme das informações: Nesta etapa, as informações inicial-

mente podem ser heterogêneas na formulação do problema, ou seja, as informações

podem ser representadas por meio de ordens de preferência, funções de utilidade ou

ainda relações de preferências Fuzzy. Em seguida, elas são traduzidas em informa-

ções homogêneas por meio de diferentes tipos de representação do conhecimento,

de acordo com o tipo de relação explicitada pelo especialista ou decisor [49, 51].

2. A aplicação de um processo de seleção na tomada de decisão: Esta etapa consiste

de duas fases:

(a) A fase de agregação, onde é feita a estruturação das preferências coletivas de

acordo com o ponto de vista de cada especialista. Nesta fase é concebido um

conjunto de estruturas de preferências, com participação individual de cada

especialista do grupo. As preferências do grupo deverão ser homogenizadas

ou uniformizadas através funções de transformações. Na maioria dos proble-

mas de tomada de decisão com vários especialistas ou decisores [49].

(b) A fase de explotação, onde o método aplica as estruturas de preferências co-

letivas, para obter uma variedade de alternativas adequadas ao processo de

tomada de decisão. A fase de explotação atua sobre a fase da agregação das
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informações globais, fazendo comparações e classificando a decisão mediante

uma ordem parcial das alternativas de acordo com a metodologia escolhida

para implementação do processo.

A fase de agregação pode ser feita, de várias maneiras, dependendo da metodologia

do modelo utilizado. A forma de agregar mais utilizada na literatura, são as metodologias

dos modelos matemáticos da escola americana. Elas utilizam uma função que associa um

valor de utilidade global a cada alternativa, para assim obter de forma natural uma ordem

das alternativas. É nesta fase que o método classifica as alternativas da melhor para pior.

Quando as preferências ou avaliações sobre um conjunto de alternativas são expressas

de forma numérica, uma das formas de se expressar a opinião de cada especialista é con-

siderar as alternativas como um conjunto fuzzy. Neste caso, segundo Chiclana [49], uma

das formas de aproximação de agregação dessas preferências é utilizando os modelos da

teoria da utilidade [66], pois a mesma é feita de forma direta. Existem três classes básicas

operações de agregações nos processos de tomada de decisão, sendo elas as operações

conjuntivas, disjuntivas e promédios [14].

Para as operações conjuntivas e dijuntivas, respectivamente, são usadas em geral um

tipo especial de operações de agregação conhecidas como t-normas e t-conormas. As t-

normas quando aplicadas a um par de valores sempre resultam num valor menor ou igual

ao mínimo desses valores e as t-conormas resultam num valor maior ou igual ao máximo

desses valores. Segundo Francisco Chiclana, o limite entre estes operadores, podem ser

usados nos processos de tomada de decisão nos quais se permitem compensações de um

critério sobre outro, na presença de critérios conflitivos. Enquanto que os operadores

promédios, deveria situar-se na quota inferior mais otimista do grupo e na quota superior

mais pessimista, ou seja retornam um valor entre o mínimo e máximo dos valores dados

como entrada.

Existem também operadores de agregações paramétricos tais como: operadores de

média aritmética e de média geométrica. Estes operadores podem ser ponderados ou não

ponderados. Entre os operadores de agregações paramétricos destacam-se os operadores e

compensatórios proposto por Zimmermann e Zysno em [205]. Estes operadores indicam

o parâmetro da localização entre o “e” e o “ou” lógico. Temos também outros operadores

de compensação paramétricos, são os operadores obtidos pelas combinações de funções

lineares dos tipos convexas, que seriam cada uma das funções de pertinência, de cada

um dos conjuntos de elementos a agregar. Os operadores paramétricos foram caracteriza-

dos por Yager em [191, 193]. Eles constituem uma transição contínua, entre o operador

mínimo e o operador máximo. Segundo Francisco Chiclana o problema do uso destes
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operadores está no cálculo dos parâmetros das combinações lineares convexas, pois exis-

tia problemas para se estabelecer uma ordem entre eles. Yager solucionou o segundo dos

problemas, ordenando as entradas de maior para menor.

Por outro lado, a fase da explotação, se entende como sendo o processo de resolução

que se utiliza, para transformar a informação global das alternativas, em uma ordena-

ção global crescente ou decrescente das mesmas, de acordo com os pontos de vistas dos

especialistas e necessidades de solução dos problemas. Nesta fase, se faz uma ordena-

ção global das as alternativas através da comparações entre as alternativas. O mesmo é

baseado em algum tipo de grau de seleção de alternativas, obtidas a partir das informa-

ções conjuntas dos especialistas [49]. A fase de explotação, que vem depois da fase de

agregação, atua nas comparações das informações agregadas gerais, com o objetivo de

classificar a decisão, mediante a obtenção de uma ordem parcial das alternativas. Baseada

nessa ordem das alternativas é que a decisão irá ser tomada ou implementada.

2.8 Pesquisa Operacional no Processo Decisório

A teoria da Pesquisa Operacional, surgiu na época da segunda guerra mundial, com o

intuito de planejar a estrategia militar. Na década de 1970, pesquisadores norte america-

nos utilizaram esta teoria, para auxiliar os decisores a estruturar e analisar os processos

de tomada de decisões no ambiente organizacional. No inicio se utilizavam basicamente

os modelos matemáticos aleatórios. Depois os pesquisadores perceberam que em certas

condições, as limitações dos modelos e os riscos associados às decisões, eram muitas

vezes, inaceitáveis e geravam grandes prejuizos. Nessa época, vários pesquisadores per-

ceberam que as decisões no mundo real, nunca se dão visando apenas um único critério

de decisão, ou seja, as decisões humanas se dão em presença de pelo menos dois crité-

rios conflitantes. Em decorrência disso, surgiram as metodologias de Apoio à Decisão

Multicritério, que são modelos matemáticos, baseados em vários princípios, axiomas e

proposições. Baseados nas proposições destes modelos, pode se deduzir uma teoria para

construir um sistema lógico matemático, de métodos analíticos, para auxiliar na teoria da

tomada de decisão, uma vez que este ambiente é considerado complexo, dinâmico e dificil

a tomada de decisões. O objetivo destes modelos e metodologias de tomada de decisão,

quando foram criados, era para trazer luz a estes processos complexos, onde o decisor

teria que avaliar cada uma das variáveis alternativas de decisões e valora-las, para poder

concluir o processo decisório. Os métodos de otimização inicialmente desenvolvidos na

pesquisa operacional, na teoria da tomada de decisão, foram chamados de programação

matemática. Nestes métodos, a programação era feita com várias funções objetivas. Eles
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envolviam processos teóricos complexos, que exigiam uma sólida base de programação

matemática e buscavam pelo menos uma resposta “ótima” num sentido mais amplo, tam-

bém denominada “ótimo de Pareto”, com o objetivo de ajudar na solução do problema de

decisão. Nessa área, a palavra otimização se usa para designar o processo de busca da so-

lução ideal para um problema. Existem vários tipos de métodos de otimização dentro da

pesquisa operacional, que podem trabalhar também com vários objetivos simultâneos, que

são designados na otimização multiobjetiva, que tanto trabalha com conjuntos de núme-

ros discretos, como contínuos. Baseados nestes modelos matemáticos, diversos métodos

foram desenvolvidos com o objetivo de atender os mais variados objetivos.

Assim foram criados os primeiros modelos matemáticos aplicados à teoria da tomada

de decisão das escolas americana e francesa, assim como, outros modelos matemáticos

desenvolvidos de forma independente por outros pesquisadores. Alguns destes métodos

abordados foram baseados em modelos matemáticos, desenolvidos dentro da teoria da

Pesquisa operacional, os quais incorporaram a modelagem matemática, para apoio aos

processos de tomada decisão complexos, nos quais as soluções dos problemas envolvem

vários critérios de decisões, sendo alguns desses critérios, qualificáveis, quantificáveis e

outros dificilmente quantificáveis pelo tipo da natureza do problema.

2.8.1 Influência da Psicologia Quantitativa na Teoria dos Modelos

Matemáticos da Pesquisa Operacional

A pesquisa operacional no desenvolvimento dos processos de tomada de decisão, uti-

liza recursos da psicologia quantitativa que é uma especialidade da psicologia. A psi-

cologia quantitativa trabalha com as expressões de preferências de pessoas ao longo de

uma escala. Há métodos de tomada de decisão multi critérios que foram desenvolvidas

utilizando esta teoria para lidar com processos cognitivos e escalas, para expressar as suas

preferências com relação a aspectos totalmente subjetivos. A psicologia quantitativa, atra-

vés de técnicas matemáticas bem definidas, procura priorizar a escolha das alternativas e

esta priorização automática permite simular a solução do problema. Foram pesquisadores

da psicologia quantitativa que descobriram em seus estudos, que a melhor escala de deci-

são é aquela que termina em sete, mais ou menos dois. Com isso se evitava as armadilhas

comuns em longos processos decisórios de ancoragem. A ancoragem é quando as notas

ficam ancoradas em sub intervalo da escala. Para quebrar esse efeito, quando se faz uma

enquete geralmente são usadas escalas de um até sete ou até nove. Essa técnica foi desco-

berta pelos psicólogos desde os anos cinquenta, quando iniciava os estudos de psicologia,

os quais influenciaram os modelos matemáticos de apoio à tomada de decisão.
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2.9 Tipos de Estruturas de Representação de Preferên-

cias

A seguir descrevemos os três modelos de estruturas de representação de preferências:

1. Nos modelos funções de utilidades, são usadas funções reais para agregar os atri-

butos de um conjunto discreto de alternativas, ou seja, as funções associam a cada

alternativa e atributo um número real, que indica o grau de satisfação dessa alter-

nativa com respeito ao ponto de vista do especialista [50]. Nos modelos baseados

na função de utilidade, as estruturas de represenção de preferências, são feitas pelo

o especialista, onde o mesmo proporciona uma valoração (monetária) para cada

alternativa. Estas funções de utilidade, também são conhecidas como matrizes de

decisão como por exemplo em [29, 86, 187].

2. Nos modelos de ordens de preferências, os especialistas, proporcionam suas pre-

ferências, sobre um conjunto de alternativas, em forma de ordens de preferências

individuais. Esta ordem é uma função de permutação, sobre um conjunto de índices

[161]. Desta forma o especialista, de acordo com o seu ponto de vista, propociona

um vetor ordenado de alternativas, chamado de ranking das alternativas, da melhor

à pior opção. Nas ordens de preferência quanto menor é a posição no ranking de

uma alternativa, melhor esta alternativa satifaz o critério do especialista [50].

3. Relações de preferências, são relações sobre um conjunto de alternativas, as quais

podem ser modeladas, através de uma relação binária reflexiva R a qual associa

um número real, chamado valoração, de tal forma que Rpx,yq representa o grau de

verdade da afirmação “a alternativa x é melhor que a alternativa y”. Quando o con-

junto de alternativas é finito, podemos representar a relação R como uma matriz de

preferência, de tal forma que o elemento pi, jq-ésimo contem o valor Rpxi,x jq. A

interpretação dessa relação em um processo tomada de decisão, pode ser diferente,

uma vez, que os mesmos especialistas podem ter pontos de vistas diferentes. As-

sim, nas relações de preferências binárias, o especialista proporciona uma relação

binária sobre um conjunto de alternativas em alguma escala de valores, ou seja, uma

função que associa a cada par de alternativas a um valor numa determinada escala

de valores, que reflita um certo sentimento no grau de preferência de uma alterna-

tiva, sobre outra qualquer [50]. Por exemplo, nas relações de preferências fuzzy:

os grau de preferências de uma alternativa x sobre uma alternativa y são valores no

intervalo r0,1s, onde “1” indica que o especialista tem certeza de que a alternativa
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x é preferível à alternativa y, já um valor “0” indica justamente o contrário, ou seja

que o especialista tem certeza de que a alternativa x não é melhor que a alternativa

y. Valores intermediários indicam que há uma certa incerteza na sua preferência

[42, 49, 67, 80, 89, 91, 96, 120, 121, 122].

2.10 Escolas De Métodos de Tomada de Decisão

O surgimento das escolas começaram com pesquisas e com equipes multidiscipli-

nares, envolvendo processos de TD. No inicio, elas não eram suficientemente aceitas e

divulgadas. No entanto, a partir de 1950, aumentaram o interesse em aproximar os prin-

cípios econômicos com a prática do processos decisórios. Um dos precursores é Herbert

Simon com os seus modelos da racionalidade limitada [154], pois a partir destes modelos

é que começa a preocupação em adequar métodos de análises de alternativas em cursos

de ação. Na década de 60, surgem os métodos probabilísticos voltados para a tomada

de decisão dentro da teoria da pesquisa operacional. Estes métodos foram aplicados em

diversos trabalhos técnicos, mas com os anos, os mesmos foram sendo suplantados por

métodos cuja matemática era menos complexa e existia uma maior transparência nas de-

cisões do ponto de vista científico. Estes novos métodos são fundamentados em axiomas

matemáticos mais rigorosos em sua metodologia. Um número crescente de organizações

e pesquisadores, interessados nos processos de TD, começaram a surgir em diversos pai-

ses. Instituições envolvendo várias áreas, tais como: matemáticos, estatísticos, cientistas

da computação, economistas e especialistas em pesquisa operacional, etc. Na década de

70, começa uma nova etapa do desenvolvimento no processo de apoio à tomada de deci-

são, a qual se carateriza pela organização e consolidação da comunidade científica, antes

dispersa, interessada pelo domínio do paradigma de tomada de decisão multi critério. Em

1975, Roy organizou, na cidade de Bruxelas, o primeiro encontro sobre este assunto, o

“Euro Working Group on Multicriteria Aid for Decisions” e Hervè Thiriez e Stanley Zi-

onts organizaram, a primeira conferência científica da área, que posteriomente tornou-se

a International Society on Multiple Criteria Decision Making. Assim começaram o de-

senvolvimentos dos primeiros modelos matemáticos, onde paralelamente foram criados

duas correntes científicas de modelos, de apoio à tomada de decisão. Uma desenvolvida

pela a escola americana, que mais tarde ficou conhecida como Multiple Attribute Utility

Theory (MAUT), a outra pela escola européia ou francesa e posteriormente veio a escola

holandesa. Essas escolas concordavam que, para tomar uma decisão que se aproximasse

o mais possível da realidade, era necessário considerar, além dos fatores econômicos, fi-

nanceiros, etc, outros valores subjetivos inerentes ao processo humano de TD, teoria que
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Simon já vinha investigando na teoria racional limitada [154].

2.10.1 Escola Americana

Escola Americana ou Escola da Teoria da Utilidade Multi atributo (Multiple Attribute

Utility Theory- MAUT). A Escola Americana desenvolveu seus primeiros métodos de to-

mada de decisão, dentro da teoria da utilidade, considerando o processo multi atributo,

como por exemplo, o Analytic Hierarchy Process (AHP) desenvolvido pelo prof. Tho-

mas Saaty em [141]. Estes métodos se baseiam na hipótese de que para solucionar um

problema de tomada de decisão, pode ser usado uma função de valor real, sobre um con-

junto de alternativas, onde esta função vai agregar os atributos definidos pelo especialista.

Assim o especialista é capaz de identificar várias alternativas (conjunto de alternativas

discretos) para sua posterior escolha (alternativas) e ser capaz de estruturar os critérios

(importância), sobre os quais as alternativas serão avaliadas de maneira hierárquica. A

Escola Americana desenvolveu um dos métodos de tomada de decisão mais conheci-

dos e possivelmente o mais utilizado mundialmente. Esse método é baseado na Análise

Hierárquica [142]. O AHP vai fazer a análise hierárquica, estabelece uma estrutura de

critérios de níveis hierárquicos, assim, ele procura desenvolver uma homogeneidade entre

os critérios do mesmo nível. Nesse método os critérios devem possuir o mesmo nível de

importância, para facilitar a compreensão e sua avaliação. Depois de construir a estrutura

hierárquica do método, cada especialista deve realizar uma comparação entre os pares de

alternativas no mesmo nível hierárquico. Dessa forma o método desenvolve uma matriz

de preferência ou matriz de decisão das alternativas (matriz de conseqüências) da solução

do problema.

Versões da Escola Americana

Outras versões dessa escola foram desenvolvidas, tomando como referência o método

multi atributo, com o objetivo de conseguir algum melhoramento no seu desempenho e

sanar algumas deficiências em suas escolhas no processo de tomada de decisão, tais como:

1. Analytic Hierarchy Process Multiplicative (PAHM), proposto por Lootsma [101],

onde o pesquisador modificou a regra de agregação das preferências do método

AHP clássico.

2. Analytic Hierarchy Process Referenced (PAHR), desenvolvido por Watson e Free-

ling [173, 174], que colocou uma constante de proporcionalidade no método AHP
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clássico, para assim quantificar os resultados das comparações dos valores relativos

dos atributos e das alternativas.

2.10.2 Escola Francesa

Os primeiros métodos criados por essa escola, foram os da família ELECTRE (Elinú-

nation Et Choix Traduisant Ia Réalité) proposto por Bernard Roy em [133]. ELECTRE

é mais do que um método de tomada de decisão, e poderia ser considerada uma filosofia.

Nas metodologias destes métodos, ou sejam que seguem a sua filosofia, a maior parte

dos seus critérios são considerados concordantes, essa afirmativa é verdadeira e o oposto

a esta afirmativa são feitas pelos critérios divergentes. Onde não são suficientementes

fortes para combate-los. Este método permite ao especialista desenvolver as suas pre-

ferências, considerando que as informações iniciais são instáveis ou inexistentes [136].

Portanto, ao contrário dos métodos baseados na teoria clássica da administração, que ge-

ralmente envolvem de tomada de decisão, onde longas entrevistas com os especialista

para os processos de tomada de decisão, os métodos ELECTRE, retira do especialista

apenas as informações, consideradas confiáveis e significativas do método. Normalmente

o método procura ser sucinto, envolvendo as especificações das alternativas, com pou-

cos parâmetros de entrada no modelo do sistema computacional. Praticamente só com

as necessárias para a execução do programa computacional. No modelo matemático, são

realizadas as comparações entre os pares de alternativas, que quando informatizados, o

sistema tem objetivo gerar um método as informações as quais deverão serem alimenta-

das pelos especialistas (decisores). Em alguns dos métodos ELECTRE, se considera os

pesos, como uma medida importante para cada critério do problema. É importante resal-

tar, que esses pesos não atuam como uma taxa marginal de substituição, isto porque, o

procedimento de agregação dos vários critérios utilizados pelo método ELECTRE, não

tem caráter compensatório nos critérios. Nos modelos da escola americana eles empre-

gam a informação dos pesos com a finalidade de construir índices de concordância ou

discordância nos pontos de vista dos especialistas.

2.10.3 As Novas Versões dos Métodos ELECTRE

O Método ELECTRE I (clássico) se baseia na sobreclassificação (ou subordinação)

de classes (categorias). Também denominado métodos de subordinação ou prevalecên-

cia. Estes métodos se fundamentam na construção de uma relação de sobreclassificação,

a qual incorpora as preferências estabelecidas pelo especialista, diante das soluções dos

problemas e das alternativas disponiveis. Nas novas versões dos métodos ELECTRE se
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diferenciam dos demais métodos, pela diferenciação dos seus objetivos, apesar de pre-

servar alguns dos seus fundamentos. Os métodos ELECTRE I e ELECTRE II são desti-

nados a problemas que envolvem seleção e ordenação de alternativas, respectivamente, e

somente consideram critérios verdades [112]. Nas novas metodologia dessa generaliza-

ção dos métodos ELECTRE, ou seja, nas versões dos métodos II, III IV, IS e TRI, foram

desenvolvidos com novos tipos de modelagem de preferências mais refinadas. Segundo

Vincke em [168], eles tratam de problemas que são modelados por uma família de pseu-

docritérios. Os métodos III e IV têm como objetivo ordenar as alternativas da melhor

para pior ou ao contrário. O método ELECTRE IV é destinado a problemas em que não

se pode introduzir qualquer ponderação nos critérios. O ELECTRE TRI é um método

multicritério de classificação, ou seja, ele aloca alternativas em categorias pré definidas.

A alocação de uma alternativa “A”, resulta da comparação de “A” com parâmetros defi-

nidos nos limites das categorias. Para obter a ordenação das alternativas, eles utilizam o

conceito de superação para a captura das relações de preferências, que estão bem definidas

nas relações geradas pelos métodos. O conceito de superação desse método, está asso-

ciado a uma combinação de três relações sendo elas: Relação “I” (indiferença), Relação

“Q”, Relação “P” (preferência estrita).

A seguir descrevemos separamente os seis métodos da família ELECTRE que foram

desenvolvidos dentro do paradigma da escola francesa:

1. ELECTRE I, é a primeira versão do método ELECTRE, foi proposto pelo pes-

quisador Roy [133]. O método, usa em seus fundamentos conceitos tais como:

classificação das alternativas e superação nas relações de preferências. Por conse-

guinte, pode-se afirmar que o método ELECTRE I, busca solucionar um problema

de tomada de decisão, consiste em encontrar o mínimo de um conjunto de alternati-

vas, não dominadas, que seria o núcleo do grafo reduzido gerado pelas relações de

preferências construídas a partir dos julgamentos do(s) especialistas (agente(s) de

decisões).

Ele usa em sua metodologia o conceito de superação para tentar resolver o problema

a partir da escolha, ou seja, tenta esclarecer a decisão por meio da opção de uma

alternativa em um sub conjunto, tão restrito quanto possível, contendo as ações que

foram consideradas como melhores. Para atingir esse objetivo, é feita a exploração

das relações de superação, onde deverão ser conduzidas de tal modo, que consiga

obter um subconjunto mínimo dominante das alternativas, ou seja o conjunto das

alternativas que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Uma alternativa pertencente a este subconjunto, não é superada por nenhuma
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outra alternativa;

(b) Para toda alternativa não pertencente a este subconjunto, existe uma alterna-

tiva neste subconjunto que a supera.

O conceito fundamental no uso do método ELECTRE I, é a relação de preferência

fraca, onde, em relação a um determinado critério, a alternativa “A” tem preferência

fraca sobre a alternativa “B”, se o especialista está em dúvida se “A” é realmente

preferível a “B” ou se são indiferentes uma a outra. Ou seja, “A” tem preferência

fraca sobre “B” se “A” não é pior que “B” em determinado critério. Pode ainda

acontecer o seguinte: A preferência fraca de “A” sobre “B” é inversamente propor-

cional à preferência fraca de “B” sobre A. Caso isso aconteça se caracteriza, como

a indiferença entre as duas alternativas, no critério analisado. Se, em um determi-

nado critério, “A” se prefere a “B” (sendo esta preferência estrita ou fraca), então

esse critério faz parte da chamada coalizão concordante em relação à alternativa “A”

superar “B”. O método considera ainda critérios de discordância, que formam uma

colizão discordante.

2. ELECTRE II, foi a segunda versão do método ELECTRE, foi proposto por Roy

e Bertier em [138]. O método usa duas relações de superação, mas pelo fato de

trabalhar somente com critérios verdadeiros, seus fundamentos têm sido preteridos

pelos métodos ELECTRE III e IV. Algumas das aplicações do ELECTRE II, podem

serem vistos em [27, 41, 111].

3. ELECTRE III, é a terceira versão da família ELECTRE, foi proposto por Roy em

[135]. Nessa nova versão do método ELECTRE, foi introduzido nos seus funda-

mentos anoção de pseudos critérios. Uma outra característica que foi introduzida,

foi a possibilidade de veto no processo de decisão, por parte do especialista, como

uma forma de expressar a não aceitação da escolha de determinada alternativa, ou

mesmo pela incapacidade de realizar uma melhor comparação entre as alternativas.

Algumas das aplicações do ELECTRE III, podem serem vistos em [27, 73].

4. ELECTRE IV, foi a quarta versão do método ELECTRE, proposta por Roy e Hu-

gonnard em [139], o qual se baseia em uma família de pseudo-critérios que são

critérios que possuem limites de preferência e indiferença. O objetivo é determinar

a ordem das alternativas sem incluir uma ponderação dos critérios [168] através da

utilização de pseudos critérios. Assim, ao invês de utilizar noções de concordância e

discordância do ponto de vista dos especialistas do método clássico I, este método
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obtém a solução por meio de uma sequência de relações de superação agrupadas

com a exigência de considerar um limiar de discordância e de um limiar de veto.

Este método é considerado por alguns autores da literatura, como um dos mais mais

fáceis para o processo de decisão.

5. ELECTRE IS, é a quinta versão do método ELECTRE, foi proposto por Roy e

Skalka [140]. Nesta nova versão o método procura otimizar melhor o processo de

tomada de decisão, por meio das seleções das alternativas. Ele trabalha com pseudo

critérios e, incorpora aos resultados as incertezas ou inacurácia das informações,

onde as mesmas serão associadas aos desempenhos do método. Para isso exige no

método a definição de um limiar de veto e de um limiar de preferência estrita.

6. ELECTRE TRI, é a sexta versão do método ELECTRE, foi proposto por Yu e Roy

em [198]. Nesta nova versão multicritério de ordenação das alternativas, alocam-

se as alternativas em categorias pré-definidas, de tal forma que a alocação de uma

alternativa “A” é resultado da comparação entre “A” e uma outra alternativa “B” de

acordo aos parâmetros (perfis) definidos de limites de categorias. Ou seja, na sua

metodologia busca a solução do problemas, por meio de um processo de compa-

ração das alternativas do mesmo grupo, tomando como referência uma alternativa

“X” que foi estimada como padrão [134, 198]. O método incorporou também as

relações de preferências fuzzy. Neste método o especialista precisa fornecer certos

parâmetros de ordenação.

2.10.4 Família dos Métodos PROMETHEE

A família de métodos de tomada de decisão PROMETHEE (Preference Ranking Or-

ganization Method for Enrichment Evaluations) proposta por Brans em [30], com o obje-

tivo de melhorar a performance do método ELECTRE. A metodologia desta nova família

consiste em construir uma relação de sobreclassificação de valores no método de tomada

de decisão.

Os métodos da família PROMETHEE, abordam em sua metodologia o processo de to-

mada de decisão multicritério de subordinação o qual consiste em construir uma relação

de superação entre as alternativas [148]. Ele Atribuí a cada critério, um peso ponderado,

proporcional a sua importância no processo de tomada de decisão. Nele também calcula

para cada par de ações o grau de superação nas alternativas. Este método possui como

vantagem o fato de possibilitar a abordagem de um problema baseado em múltiplos cri-

térios, além de ter um formalismo matemático simples e de fácil entendimento para os
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especialistas. O método usa relações binárias para realizar comparações entre as alterna-

tivas no processo de tomada de decisão, para assim, avaliar sua importância, critérios por

critério e depois colocar as alternativas em ordem de prioridade.

Também utiliza o conceito de pseudo critério, com a possibilidade de associar aos

pseudo critérios, os limites de rejeição e de preferência estrita entre as alternativas. Dessa

forma, o método é baseado nas diferenças dos desempenhos existentes entre as alternati-

vas. O especialista poderá variar o grau de preferência (ou índice de credibilidade) de uma

alternativa em relação à outra. A vantagem desses métodos da família PROMETHEE, são

os resultados obtidos com a sua objetividade e flexibilidade. Existe uma maior transpa-

rência nos resultados. Eles utilizam ferramentas computacionais, que tanto podem ser

aplicadas em processos de tomada de decisão em grupo, como processos de tomada de

decisão individual.

Os métodos da família PROMETHEE, destacam-se dos demais da literatura, por pro-

curar envolver conceitos e parâmetros, os quais têm alguma interpretação não abstrata

ou econômica (palpável), facilmente entendida pelos especialistas, tendo sido abordados

em uma quantidade considerável de trabalhos de pesquisas com aplicações em diferen-

tes áreas e lidando com problemas de diversas naturezas. Entre eles podemos citar os

métodos abaixo relacionados.

1. Método PROMETHEE I: Este método estabelece uma pré-ordem parcial entre as

alternativas, onde onde a mesma é obtida através de uma pré-ordenação parcial,

pois permite uma relação de incomparabilidade entre as alternativas. Na referência

abaixo os autores descrevem a metodologia do método em uma nova versão desen-

volvida pelos professores B. Mareschal, J.P. Brans e P. Vincke, em 1984 [104].

2. Método PROMETHEE II: Impede a relação de incomparabilidade entre as alter-

nativas e usa uma ordem total das alternativas. O diferencial dele foi resolver o

problema da ordenação completa das alternativas, evitando assim qualquer situação

de incomparabilidade.

3. Método PROMETHEE III: Amplia a noção de indiferença do especialista utili-

zando conceitos de matemática intervalar, ou seja, através de números intervalares

ao invés do uso de números pontuais. Os números intervalares são usados para

representar os limites de indiferenças dos especialistas com relação às alternativas.

4. Método PROMETHEE IV: Generaliza a versão PROMETHEE II para o caso de

números contínuos. O método ao invés de trabalhar com um conjunto finito de

variáveis, ele pode trabalhar com um conjunto infinito de alternativas, ou seja, ele
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é uma generalização do PROMETHEE II, onde método deixa de trabalhar com

conjuntos finitos de alternativas, para trabalhar com conjuntos contínuos de alter-

nativas. O mesmo pode estabelecer tanto uma pré-ordem completa ou parcial das

alternativas. Ele se destina às situações em que o conjunto de soluções viáveis é um

conjunto contínuo [3, 40, 151].

5. Método PROMETHEE V : Aumenta o potencial de aplicações do PROMETHEE II,

sendo agora também adequado para o caso dos problemas de TD, onde seja necessá-

rio selecionar um subconjunto de alternativas, dentre as consideradas possíveis, em

razão das restrições existentes na solução do problema. Neste método as implemen-

tações, após estabelecer uma ordem completa entre as alternativas, como o PRO-

METHEE II, são introduzidas restrições, que são identificadas no problema, nas al-

ternativas selecionadas. Na sua metodologia incorporou uma técnica de otimização

utilizando programação linear inteira para a problemática de portfólio [31, 72, 102].

6. Método PROMETHEE VI: Estabelece tanto uma pré-ordem completa ou parcial

das alternativas. Ele é aplicado principalmente para processos de TD, que se tenha

problema de escolha e necessiste da ordenação das mesmas. Ele é adequado para

problemas onde o conjunto de soluções viáveis (alternativas) são números contí-

nuos. O mesmo consegue estabelecer uma pré-ordem completa ou parcial, depen-

dendo da necesidade da solução do problema. Eles são destinados às situações em

que o especialista não consegue estabelecer um valor fixo de peso para cada critério

do conjunto contínuo. Ele auxilia o especialista na determinação dos pesos, (coefi-

cientes de importância que é associado aos critérios), com o objetivo de facilitar o

julgamento das suas preferências dos especialistas.

7. PROMÉTHÉE GAIA: É uma extensão do método utilizando alguns conceitos dos

métodos PROMETHEES, sendo um método de procedimento visual e interativo.

Um diferencial deste método é que o especialista pode representar suas preferên-

cias, não necessariamente usando a mesma forma de representação do conheci-

mento para todos os critérios,ou seja, ele pode apresentar diferentes tipos de estru-

turas de representação do conhecimento, como por exemplo ordem de preferência,

função de utilidade entre outras. Isso facilita as representações das expressões das

preferência do especialistas, isso porque as vezes os mesmos não conseguem uni-

formizar suas preferências numa mesma estrutura de conhecimento.
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Comparando os Paradigmas das Escolas Americana e Francesa

Comparando os paradigmas das escolas americana e francesa, Vanderpooten [166]

fala que a escola francesa se foca nas preferências de pontos de vistas dos especialistas,

e portanto tem menor influência na alternativa escolhida, enquanto a escola americana,

busca parâmetros para melhor explicitar estas preferências, e consequentemente tem uma

grande influência na escolha final do processo de tomada de decisão. No entanto, ele

concluí que o método só será eficiente quando as duas influências forem equilibradas, de

forma implícita ou explícita. Todos os métodos da família ELECTRE, são baseados em

relações de superação. Ao contrário dos métodos da escola americana, os quais não for-

necem um indicador final agregado como resultado de um critério de síntese. Os métodos

da família ELECTRE são não compensatórios [137], ou seja, não permitem que o mau

desempenho de algum critério, seja compensado por um excelente desempenho em outro

critério.

Bana e Costa em [13] defende a Escola Americana, por utilizar modelos simulta-

neamente descritivos e prescritivos, onde os mesmos estam associados à credibilidade,

enquanto a escola francesa ou européia usa modelos baseados em paradigmas construti-

vistas, onde o mesmo está associado à intensidade das preferências dos especialistas. Os

modelos da escola francesa, são considerados mais realistas que os modelos da escola

americana, isso porque na sua metodologia, eles admitem as preferências humanas dos

seus especialistas, assim como, também consideram as incertezas inerentes nos processos

de decisões. Alguns métodos aceitam as situações de incomparabilidade entre alterna-

tivas e as vezes os julgamentos não consensuais dos especialistas. Por outro lado, as

desvantagens desses modelos está na implementação, pois são baseados em vários funda-

mentos matemáticos complexos de se utilizar por especialistas (decisores), uma vez que

eles dependem de uma equipe multidisciplinar, capaz de desenvolver estas ferramentas

computacionais. As mesmas usam técnicas de inteligência artificial e precisa de analistas

de sistemas e de modelagem matemática e nem sempre os especialista (decisores) têm esta

formação, assim como micro e pequenas empresas não têm no seu quadro funcional estes

desenvolvedores. O desenvolvimento dessas plataformas computacionais, dependem de

muito conhecimento de matemática para modelagem dos sistemas.

Uma outra crítica feita à escola francesa, e portanto aos modelos matemáticos multi

critério, é que no seu desenvolvimento, exigem um grande conhecimento em programação

matemática. Este problema atualmente está sendo parcialmente resolvido, com softwares

de sistemas de tomada de decisão baseados em inteligência artificial mais amigaveís, que

juntos com pesquisadores de várias áreas tem sido desenvolvidos para médias e grandes
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corporações. Os softwares destes modelos são desenvolvidos usando técnicas de modela-

gem matemática, necessitando na sua implementação, tanto de uma equipe com conheci-

mento matemático, como de informática para fazer a modelagem inicial do sistema. Isso

dificulta para os especialistas que não têm conhecimento técnico de toda a programação

computacional necessária para o desenvolvimento destes sistemas. Para a maior parte dos

especialistas (decisores) destes sistemas, a tecnologia dos mesmos precisam estar ade-

quadas com uma fácil utilização, para que os especialistas possam apenas estruturar seu

problema de decisão e simular os resultados com o método.

2.11 Definições de Conceitos e Terminologias no Contexto

de TD

1. Critérios no processo de tomada de decisão, são padrões de julgamentos ou con-

juntos de regras que procuram avaliar as alternativas de um processo, através de

objetivos ou atributos.

2. Objetivos na TD são baseados no desejo e intuição dos especialistas, ou seja, onde

eles indicam a direção na qual eles querem seguir (decidir) ou que acreditam seja a

correta.

3. Atributos no processo de Tomada de decisão, são as características que representam

as propriedades ou capacidades das alternativas, para satisfazer as necessidades e/ou

desejos dos especialistas.

4. Especialista (administração), decisor, agente de decisão, e tomador de decisão. É

a pessoa que faz a decisão individual, ou faz parte do grupo de pessoas (grupo

de especialistas), que direta ou indiretamente, proporcionam o julgamento do valor

final, o qual poderá ser usado para avaliar as alternativas disponíveis, com o objetivo

de identificar a melhor escolha.

5. Moderador do processo de decisão, também chamado analista, é a pessoa ou grupo

de pessoas (Grupo Moderador) encarregada, de moderar o problema e eventual-

mente, fazer as recomendações e orientações relativas aos processos de seleções de

alternativas finais do processo de tomada de decisão.

6. Conjunto de alternativas no processo de TD, também é chamado de conjunto de

escolha finito, do ponto de vista matemático e prático, é constituído por um número
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relativamente pequeno de elementos que buscam alcançar os objetivos da resolução

de um determinado problema.

7. No processo de TD devem serem elencadas todas as alternativas possíveis, consi-

derando os diferentes ângulos do problema, de forma exaustiva, ou seja, que con-

temple todas as possíveis evetuais soluções. A inclusão de novas alternativas no

processo, implicam na reformulação do modelo. Na criação das alternativas no

processo decisório não são permitidas alternativas de soluções ambiguas (não cla-

ras).

8. Pesos, são valores usados para representar a importância de cada atributo ou especi-

alista. Assim, o decisor deve estabelecer para cada critério, atributo ou especialista

um peso o qual aumenta na medida que o critério for mais importante [194].

9. Conceito de maioria em TDME é quando a maioria de seu membros aceitam a

solução do problema.

10. Dominância indica o grau com que uma alternativa domina as demais alternativas.
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Preliminares

3.1 Operadores de Agregação sobre Reticulados

O processo de combinar diversos valores numéricos num único valor, que de alguma

forma represente todos eles é chamado de agregação e a função numérica que realiza este

processo é denominada de função de agregação [76]. Esta definição simples e informal

deixa em evidência que funções de agregação têm um grande potêncial de aplicações

em diversas áreas de conhecimentos tais como: em matemática aplicada (probabilidade,

estatística e teoria de decisão, por exemplo), ciência da computação (por exemplo em

inteligência artificial, processamento digital de imagens e algoritmos experimentais), em

economia (por exemplo, em análises de risco), etc. Porém quando esses valores são graus

de pertinência ou valores verdades num contexto fuzzy (ou de alguma de suas extensões)

essas funções ou operadores de agregação têm que satisfazer certas propriedades. Se

considerarmos que cada um dos graus de pertinência a ser agregado, são resultados das

opiniões de diversos especialistas ou da aplicação de diversos métodos, então quando

esses graus são todos zero ou todos um, o resultado da agregação também deve ser zero

ou um, respectivamente, e além disso quanto maiores os graus de pertinências, maior deve

ser o resultado da agregação. Ou seja, num contexto fuzzy, um operador de agregação

A necessita no mínimo satisfazer as propriedades: Ap0, . . . ,0q “ 0, Ap1, . . . ,1q “ 1 e se

xi ď y então Apx1, . . . ,xnq ď Apx1, . . . ,xi´1,y,xi`1, . . . ,xnq para todo i P Nn “ t1, . . . ,nu. É

claro que outras condições também podem ser impostas em determinadas circunstâncias,

como por exemplo que sejam comutativa, idempotente, associativa, etc. As funções de

agregações são classificadas em conjuntivas (o resultado sempre é menor ou igual ao

menor dos graus de pretinências), disjuntiva (o resultado sempre é maior ou igual ao

menor dos graus de pertinências), média (o resultado sempre é um valor que está entre o

menor e o maior grau de pertinência de entrada), e híbrida (quando não é nem conjuntiva,

nem disjuntiva e nem uma média).
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Em [109] a noção de operador de agregação fuzzy foi generalizada para o contexto da

teoria dos conjuntos fuzzy valoradas em reticulados (limitados) proposta por Goguen em

[71], como segue:

Definição 3.1.1 Seja L “ xL,ďL,0L,1Ly um reticulado limitado. Uma função A : Ln Ñ L

é um operador de agregação de aridade n em L se for isotônico, ou seja Apx1, . . . ,xnq ďL

Apy1, . . . ,ynq sempre que xi ďL yi para todo i PNn, Ap0L, . . . ,0Lq “ 0L e Ap1L, . . . ,1Lq “ 1L.

Dizemos ainda que A é conjuntivo se Apx1, . . . ,xnq ďL inftx1, . . . ,xnu para todo x1, . . . ,xn P

L. Dualmente, dizemos ainda que A é disjuntivo se suptx1, . . . ,xnu ďL Apx1, . . . ,xnq para

todo x1, . . . ,xn P L. Finalmente, caso inftx1, . . . ,xnu ďL Apx1, . . . ,xnq ďL suptx1, . . . ,xnu

para todo x1, . . . ,xn P L, dizemos que A é uma média .

Em particular observe que uma função de agregação A em um reticulado L é uma

média, se e somente se, é idempotente, ou seja, Apx, . . . ,xq “ x para todo x P L.

No caso particular do reticulado xr0,1s,ďy, há duas médias muito estudadas: a média

ponderada e a média ponderada ordenada. Seja Λ “ pλ1, . . . ,λnq um vetor de pesos de

dimensão n, isto é
nř

i“1

λi “ 1. O operador de média ponderada, cuja sigla em Inglês é WA,

é definido por:

waΛpx1, . . . ,xnq “
nÿ

i“1

λixi

No caso dos pesos serem todos iguais, ou seja, λi “ 1
n para cada i P Nn omitimos o vetor

de pesos, ou seja, usamos wa em vez de waΛ.

O operador de média ponderada ordenada, cuja sigla em Inglês é OWA, foi introduzido

por Yager em [191] e é definido por:

owaΛpx1, . . . ,xnq “
nÿ

i“1

λixσpiq

onde σ : Nn Ñ Nn é a permutação tal que xσpiq ě xσpi`1q para qualquer i P Nn´1, ou seja

ordena tx1, . . . ,xnu de forma decrescente. Assim, xσpiq é o i-ésimo maior elemento de

tx1, . . . ,xnu. Observe que:

owaΛpx1, . . . ,xnq “ waΛpxσp1q, . . . ,xσpnqq. (3.1)
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3.2 Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanas-

sov

Atanassov em [8] estendeu a noção de conjuntos fuzzy, adicionando um grau extra

para capturar a hesitação e incerteza que se tem no momento de atribuir o grau de per-

tinência de um elemento ao conjunto. Este segundo grau é chamado de grau de não

pertinência, pois reflete o quanto se acredita que o elemento não está no conjunto. Na

teoria dos conjuntos fuzzy é pressuposto que o grau de não pertinência é o complemento

do grau de pertinência o que significa que não há hesitação no grau de pertinência. As-

sim, em teoria dos conjuntos fuzzy esse grau de não-pertinência está em função do grau

de pertinência, ou seja, é completamente determinado pelo grau de pertinência, enquanto

que o grau de não-pertinência em conjuntos fuzzy intuicionistas de Atanassov de alguma

forma é independente do grau de pertinência.

Definição 3.2.1 [8] Seja U um conjunto de referência (universo de discurso) não vazio e

duas funções µA,νA : U Ñ r0,1s. Então a classe

A “ tpx,µApxq,νApxqq : x P Uu

é um conjunto fuzzy intuicionista de Atanassov (CFIA) sobre U se µApxq`νApxq ď 1 para

cada x P U.

As funções µA e νA proporcionam os graus de pertinência e não-pertinência, respecti-

vamente, de um elemento no conjunto de referência U para o CFIA A. Seja L˚ “ tpx,yq P

r0,1s2 : x`y ď 1u. Elementos de L˚ são chamados de L˚-valores. Definimos as projeções

l,r : L˚ Ñ r0,1s por lpx,yq “ x e rpx,yq “ y, mas por simplicidade notacional escrevere-

mos, respectivamente, x
r

e rx em vez de lpxq e rpxq para qualquer x P L˚.

A ordem parcial usual (e natural) sobre L˚ é a seguinte:

x ďL˚ y sss x
r

ď y
r

e ry ď rx

Deschrijver e Kerre em [59] observaram que, uma vez que xL˚,ďL˚y é um reticulado

completo, todo CFIA é um conjunto L-fuzzy no sentido de Goguen [71].

Seja A um CFIA sobre um conjunto de referência X . O índice fuzzy intuicionista1

de um elemento x P X a A é dado por π˚
Apxq “ 1 ´ µApxq ´ νApxq. Em particular, o índice

fuzzy intuicionista de x P L˚ é definido de forma similar: π˚pxq “ 1 ´ x
r

´rx. Este índice

mede o grau de hesitação presente em cada x P L˚.

1Em [8], este índice foi chamado de grau de indeterminância de um elemento x P X ao CFIA A.
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Os L˚-valores x que satisfazem rx “ 1´x
r

são chamados de elementos diagonais de L˚.

Claramente a função δpxq “ px,1´xq é uma bijeção entre r0,1s e o conjunto dos elementos

diagonais de L˚, denotado por DL˚ . Observe que para qualquer x P r0,1s, π˚pδpxqq “ 0, o

que reflete que os elementos diagonais não carregam hesitação.

Em [44], Chen e Tan introduziram a noção de pontuação (score) de um L˚-valor como

sendo a função s˚ : L˚ Ñ r´1,1s definida na equação seguinte.

s˚pxq “ x
r

´rx. (3.2)

Em [82], Hong e Choi, introduziram a noção de função de acurácia para um L˚-valor

como sendo a função h˚ : L˚ Ñ r0,1s definida na equação (3.3).

h˚pxq “ x
r

`rx. (3.3)

Xu e Yager em [188], baseados nas funções de pontuação e acurácia sobre L˚ e com

objetivo de ordenar L˚-valores, introduziram a ordem total sobre L˚ definida na próxima

equação.

xďXY y sss s˚pxqăs˚pyq ou ps˚pxq“s˚pyq e h˚pxqďh˚pyqq. (3.4)

Bustince e Burillo [34] propôs a seguinte ordem parcial sobre L˚:

px1,y1q ĺL˚ px2,y2q sss x1 ď x2 e y1 ď y2

Esta ordem é consistente com as medidas de hesitação e acurácia de L˚-valores, no

seguinte sentido:

Proposição 3.2.2 Seja x,y P L˚. Se x ăL˚ y então πpxq ă πpyq.

Demonstração: Se x ăL˚ y então (1) x
r

ă y
r

e rx ď y
r

, ou (2) x
r

ď y
r

e rx ă ry. Em ambos os

casos x
r

`rx ă y
r

`ry. Portanto, 1´py
r

`ryq ă 1´px
r

`rxq o qual implica que πpyq ă πpxq. l

Corolário 3.2.3 Se x ăL˚ y, então h˚pxq ă h˚pyq.

Demonstração: Se x ăL˚ y então pela Proposição 3.2.2, 1 ´ py
r

` ryq ă 1 ´ px
r

` rxq e

portanto x
r

`rx ă y
r

`ry. Consequentemente, h˚pxq ă h˚pyq. l

3.3 Conjuntos Fuzzy Intervalarmente Valorados

Em [77, 87, 143, 201] de forma independente, os conjuntos fuzzy foram estendidos

por considerar subintervalos do intervalo unitário r0,1s em vez de um valor em r0,1s.
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Definição 3.3.1 Seja L “ tra,bs : 0 ď a ď b ď 1u o conjunto de subintervalos de r0,1s.

O conjunto

A “ tpx,µApxqq : x P Uu

onde µA : X Ñ L e U é um conjunto de referência não vazio, é chamado de conjunto fuzzy

intervalarmente valorado (CFIV) A sobre U.

Definem-se as projeções ▽,△ : L Ñ r0,1s por

▽pra,bsq “ a e △pra,bsq “ b.

Por simplicidade notacional, para cada X P L, ▽pXq e △pXq serão denotados por X e X ,

respectivamente. Um intervalo X P L é dito degenerado se X “ X , ou seja, se X “ rx,xs

para algum x P r0,1s. Dado um X P L, o seu complemento, ou seja, r1 ´ X ,1 ´ Xs, será

denotado por Xc.

Seja a seguinte ordem parcial sobre L,

X ďL Y sss X ď Y e X ď Y . (3.5)

É bem conhecido que xL,ďLy é um reticulado completo e portanto também pode ser visto

como um conjunto L-fuzzy de Goguen.

Como mencionado por Moore em [114, página 9], um intervalo tem duas naturezas:

ora pode ser visto como um conjunto de números reais, outra como um tipo de número

(um par ordenado de números reais com a restrição de que o primeiro seja menor ou igual

ao segundo valor do par ordenado). A ordem parcial ďL é a ordem natural de intervalos

quando vistos sob a ótica da segunda natureza de intervalos enquanto a ordem parcial

de inclusão de conjuntos captura a natureza conjuntista de intervalos. Contudo, a ordem

de inclusão sobre L também pode ser expressa a partir dos extremos dos intervalos, da

seguinte forma:

X Ď Y sss Y ď X ď X ď Y

Os índices de pontuação e acurácia para intervalos X P L são dados pelas funções

s : L Ñ r´1,1s e h : L Ñ r0,1s definidas como:

spXq “ vpXq ´ 1 e hpXq “ 1 ´ wpXq (3.6)

onde vpXq “ X ` X e wpXq “ X ´ X .
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Como é bem conhecido, os reticulados xL˚,ďL˚y e xL,ďLy são isomorfos, segundo o

mapeamento ρ : L Ñ L˚, definido por ρpXq “ pX ,1 ´ Xq. Apesar de ambos reticulados

serem algebricamente equivalentes, do ponto de vista semântico eles são diferentes, o que

implica que eles podem ser aplicados em diferentes contextos [162].

Observação 3.3.2 s “ s˚ ˝ ρ e h “ h˚ ˝ ρ.

A noção correspondente do índice fuzzy para elementos de L˚ para elementos de L,

via o isomorfismo ρ, é a função Π : L Ñ r0,1s definida para todo X P L por ΠpXq “

π˚pρpXqq “ X ´ X “ wpXq. Assim, o comprimento do intervalo é, de alguma forma, uma

medida da inacurácia presente no intervalo.

3.4 Ordens Totais Admissíveis em L e L˚

As ordens usuais ou naturais para os conjuntos L e L˚, isto é ďL e ďL˚ respetivamente,

não são totais. Ordens totais são desejáveis em muitas situações, mas não é qualquer

ordem total que é adequada ou admissível em determinadas situações. Bustince et al [36]

introduziu a noção de ordem total admissível para L como sendo qualquer ordem total

sobre L que estenda ďL. Formalmente, uma ordem total ĺ em L é admissível se ďLĎĺ,

isto é, se para todo X ,Y P L, X ďL Y implica que X ĺ Y . Baseando-se nesse trabalho,

alguns autores usaram o memo princípio para definir a noção de ordem admissível em

outras extensões de lógica fuzzy, como por exemplo em [57, 54, 175]. Analogamente,

dizemos que uma ordem total ĺ em L˚ é admissível se ďL˚Ďĺ, isto é, se para todo

x,y P L˚, x ďL˚ y implica que x ĺ y.

3.4.1 Ordens Totais Admissíveis em L

Em [36] foi demonstrado que as ordens definidas nas Equações (3.7), (3.8) e (3.9) são

ordens totais admissíveis em L. As duas primeiras são ordens léxicas enquanto a terceira

é adaptação para L da ordem sobre L˚ dada por Xu and Yager em [188].

X ✂LY sss X ă Y ou pX “ Y e X ď Y q, (3.7)

X ✂
d
L

Y sss X ă Y ou pX “ Y e X ď Y q, (3.8)

X ĺXY Y sss spXq ă spY q ou pspXq “ spY q e hpXq ď hpY qq. (3.9)
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Uma ordem total Æ sobre L é gerada por duas funções f : L Ñ A e g : L Ñ B, onde

A,B Ď R, se para todo X ,Y P L temos que

X Æ Y sss f pXq ă f pY q ou p f pXq “ f pY q e gpXq ď gpY qq. (3.10)

Observe que ✂L é gerada a partir das funções ▽ e △ enquanto ✂d
L

é gerada por △ e

▽. Neste sentido dizemos que ✂L e ✂d
L

são dualmente geráveis. Analogamente a ordem

dualmente gerável à ordem de Xu e Yager é a seguinte:

X ĺ
d
XY Y sss hpXq ă hpY q ou phpXq “ hpY q e spXq ď spY qq. (3.11)

Em [36] foram apresentadas algumas formas de obter ordens totais admissíveis, e

provado que as ordens admissíveis são todas geradas por um par de funções em um sentido

um pouco mais restrito que o da equação (3.10).

3.4.2 Ordens Totais Admissíveis em L˚

A seguinte proposição mostra que a ordem total de Xu e Yager é admissível e também

se relaciona com a ordem parcial ĺL˚ proposta por Bustince e Burillo em [34].

Proposição 3.4.1 Seja x,y P L˚, então

1. Se x ďL˚ y então x ďXY y;

2. Se s˚pxq “ s˚pyq e x ĺL˚ y então x ďXY y; e

3. Se x ď y então δpxq ďXY δpyq.

Demonstração: Seja x,y P L˚, então:

1. Se x ăL˚ y então x
r

ă y
r

e ry ď rx, ou x
r

ď y
r

e ry ă rx. Em ambos casos, temos que

x
r

`ry ă rx ` y
r

. Portanto, s˚pxq ă s˚pyq e consequentemente x ăXY y;

2. Se x ăL˚ y então x
r

ă y
r

e rx ď ry, ou x
r

ď y
r

e rx ă ry. Em ambos casos, temos que

x
r

` rx ă y
r

` ry. Portanto, h˚pxq ă h˚pyq e como s˚pxq “ s˚pyq, então temos que

x ăXY y; e

3. Se x ď y, então 1 ´ y ď 1 ´ x e portanto δpxq ďXY δpyq.

Observe que, nos items 1) e 2), caso x “ y, então trivialmente x ďXY y l
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Observação 3.4.2 No entanto, a recíproca desta proposição não vale, isto é, existem

casos tais que, x ďXY y, por exemplo, p0.3,0.5q ďXY p0.2,0.1q, porém nem x ďL˚ y nem

ps˚pxq “ s˚pyq e x ĺL˚ yq.

A seguir propomos uma nova ordem total admissível para L˚ a qual também estende

ĺL˚ (com uma pequena restrição).

Definição 3.4.3 Seja x,y P L˚.

x✂L˚ y sss x
r

ă y
r

ou px
r

“ y
r

e ry ď rxq. (3.12)

Teorema 3.4.4 ✂L˚ é uma ordem total.

Demonstração: Direta. l

Proposição 3.4.5

x✂L˚ y sss x ďL˚ y ou px ĺL˚ y e x
r

‰ y
r

q

Demonstração: (ñ) Se x✂L˚ y então (*) x
r

ă y
r

ou (**) x
r

“ y
r

e ry ď rx. Caso (*), então

ry ď rx, e portanto x ďL˚ y, ou rx ă ry, e consequentemente, x ĺL˚ y (com x
r

‰ y
r

). Caso (**),

então trivialmente x ďL˚ y.

(ð) Se x ďL˚ y então x
r

ď y
r

e ry ď rx. Caso x
r

ă y
r

, então pela Equação (3.12), x✂L˚ y.

Caso x
r

“ y
r

, então uma vez que ry ď rx, temos que x✂L˚ y.

Se x ĺL˚ y e x
r

‰ y
r

então x
r

ă y
r

e logo, pela Equação (3.12), x✂L˚ y. l

Observação 3.4.6 O último item da Proposição 3.4.1 trivialmente vale quando for con-

siderado ✂L˚ em lugar de ďXY . Inclusive, diferentemente de ďXY , ✂L˚ também estende

a ordem parcial ĺL˚ .

Esta observação junto com a Proposição 3.4.5 relaciona ✂L˚ com ďL˚ e ĺL˚ de forma

mais forte que ďXY ; compare com a Proposição 3.4.1 e Observação 3.4.2.

3.5 As Melhores L e L˚ Representações do Operador OWA

Em [22] a noção de representação intervalar introduzida em [21, 144], foi adaptada

para o contexto da TCFIV para o caso particular dos operadores de normas triangula-

res (t-normas) intervalares. Representações intervalares capturam, de uma maneira for-

mal, a propriedade de corretude de funções intervalares no sentido de Hickey et al em
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[81]. Desde então, representações intervalares de diversos outros conectivos e constru-

ções fuzzy (ver por exemplo [15, 18, 126, 128]) tem sido estudados. Nesta tese estamos

interessados em funções intervalares de aridade n que são crescentes em cada um de seus

argumentos.

Definição 3.5.1 Seja f : r0,1sn Ñ r0,1s uma função de aridade n. Uma função F : Ln Ñ

L, é uma representação intervalar ou L-representação de f se para cada X1, . . . ,Xn P L

e xi P Xi, com i P Nn, temos que f px1, . . . ,xnq P FpX1, . . . ,Xnq.

Sejam as funções F,G :Ln ÑL. Denotamos por F ĎL G, quando para cada X1, . . . ,Xn P

L, GpX1, . . . ,Xnq Ď FpX1, . . . ,Xnq. Observe que dado dois intervalos arbitrários X ,Y P L,

se X Ď Y então hpXq ě hpY q. Assim, F ĎL G significa que sempre G tem mais acurá-

cia que F , ou seja, que hpFpX1, . . . ,Xnqq ď hpGpX1, . . . ,Xnqq para qualquer X1, . . . ,Xn P L.

Note também que se G é uma L-representação de uma função f e F ĎL G, então F tam-

bém é uma L-representação de f , porém F tem menos acurácia que G. Portanto, G é uma

L-representação melhor de f que F .

Proposição 3.5.2 [61] Seja f : r0,1sn Ñ r0,1s uma função crescente de aridade n. Então

a função pf : Ln Ñ L definida por

pf pX1, . . . ,Xnq “ r f pX1, . . . ,Xnq, f pX1, . . . ,Xnqs (3.13)

é uma L-representação de f . Para qualquer outra L-representação F de f , F ĎL
pf .

Assim, pf é a L-representação de f que possui maior acurácia e portanto, é a melhor L-

representação de f com respeito à ordem ĎL. Logo, pf tem a propriedade de otimalidade

no sentido de [81].

Observação 3.5.3 [18] Uma boa característica da melhor L-representação é que quando

identificamos intervalos degenerados com números reais via a função ηpxq “ rx,xs, am-

bos, f e pf , têm o mesmo comportamento, ou seja, ηp f px1, . . . ,xnqq “ pf pηpx1q, . . . ,ηpxnqq.

Outra propriedade da melhor L-representação de alguma função crescente é que ela é

isotônica com respeito às ordens de inclusão e ďL. Ou seja, se Xi Ď Yi para cada i P Nn

temos que pf pX1, . . . ,Xnq Ď pf pY1, . . . ,Ynq e, analogamente, se Xi ďL Yi para cada i P Nn

temos que pf pX1, . . . ,Xnq ďL
pf pY1, . . . ,Ynq.

Tem sido propostas diversas extensões do operador OWA, tanto para a teoria dos con-

juntos fuzzy intervalarmente valorados, como para a teoria dos conjuntos fuzzy intuicio-

nista de Atanassov (ver por exemplo [24, 60, 110, 183, 192]), porém a maioria delas não
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são L (L˚)-representações do operador OWA e nem são iguais, a menos de isomorfismo,

com o operador OWA quando restrito aos intervalos degenerados.

A melhor L-representação do owaΛ é a função zowaΛ : Ln Ñ L definida por

zowaΛpX1, . . . ,Xnq “ rowaΛpX1, . . . ,Xnq,owaΛpX1, . . . ,Xnqs “
nÿ

i“1

λiXτpiq

onde Xτpiq “ rXτ1piq,Xτ2piqs com τ1,τ2 : Nn Ñ Nn sendo as permutações tais que Xτ1piq ě

Xτ1pi`1q e Xτ2piq ě Xτ2pi`1q para qualquer i P Nn´1
2. Embora a somatoria a rigor seja com

respeito à soma limitada definida por Xr`sY “ rminpX `Y ,1q,minpX `Y ,1qs, pode ser

considerada a soma usual entre intervalos (ver por exemplo [114]). De fato, uma vez que
nř

i“1

λi “ 1, então para qualquer i, j P Nn com i ‰ j, temos que

λiXir`sλ jX j “ rλiXi ` λ jX j,λiXi ` λ jX js “ λiXi ` λ jX j. (3.14)

Analogamente, a função F : L˚n
Ñ L˚ é uma L˚-representação da função f : r0,1sn Ñ

r0,1s se para cada xi P L˚ e xi
r

ď xi ď 1 ´ rxi, com i P Nn, então

Fpx1, . . . ,xnq
Č

ď f px1, . . . ,xnq ď 1 ´ ČFpx1, . . . ,xnq.

Seja F,G : L˚n
Ñ L˚. Nos denotamos por F ĎL˚ G, se para todo x1, . . . ,xn P L˚,

Gpx1, . . . ,xnq ĎL˚ Fpx1, . . . ,xnq, onde x ĎL˚ y se x
r

ď y
r

e rx ď ry. Observe que F ĎL˚

G significa que o resultado de G sempre é mais acurado que o resultado de F , ou seja

h˚pFpx1, . . . ,xnqq ď h˚pGpx1, . . . ,xnqq para cada x1, . . . ,xn P L˚.

Seja f : r0,1sn Ñ r0,1s uma função crescente. Então a função qf : L˚n
Ñ L˚ definida

por

qf px1, . . . ,xnq “ p f px1
r
, . . . ,xn

r
q,1 ´ f p1 ´ rx1, . . . ,1 ´ rxnqq

é a maior L˚-representação de f com respeito à ordem ĎL˚ e portanto é a melhor L˚-

representação de f . Se f é uma função de agregação então qf é uma função de agregação

L˚-valorada [109, Lema 1]. Claramente, qf “ ρ ˝ pf ˝ ρ´1, ou equivalentemente, pf “ ρ´1 ˝
qf ˝ ρ. Portanto, ~owaΛ é a melhor L˚-representação do owaΛ .

Proposição 3.5.4 Seja f ,g : r0,1sn Ñ r0,1s. Se f ď g então pf ď pg e qf ď qg.

Demonstração: Direto. l

2O produto escalar é o usual em matemática intervalar (ver por exemplo [114]), ou seja, para qualquer

λ P r0,1s e X ,Y P L, λX “ rλX ,λXs.
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Observação 3.5.5 O }owa e yowa são funções de agregação intuicionistas de Atanassov

e intervalarmente valoradas, respectivamente, com respeito às ordens ďL˚ e ďL. Além

disso, ambas são comutativas e idempotentes, e por tanto são médias. De fato, âmbas

são limitadas pelo infimo e supremo, ou equivalentemente, por {owap0,...,0,1q, ou seja, ymin

(}min) e {owap1,0,...,0q, como, ymax ( }max).
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Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de

Atanassov Intervalarmente Valorados

Em [11], Atanassov junto com Gargov, proposeram uma generalização da noção de

conjunto fuzzy intuicionista seguindo o mesmo estilo de teoria que os conjunto fuzzy in-

tervalarmente valorados. Assim, nesta extensão cada elemento do conjunto de referência

tem um grau de pertinência e outro de não pertinência, como em conjuntos fuzzy intui-

cionistas de Atanassov, mas esses graus são intervalos, com a restrição de que a soma

de ambos não exceda r1,1s. Esta extensão de conjuntos fuzzy, conjuntos fuzzy inter-

valares e conjuntos fuzzy intuicionistas de Atanassov, tem sido aplicada com sucesso

em algumas áreas como em diagnóstico médico [2, 115], em controle e automação de

plantas [165], reconhecimento de padrões [180] e principalmente em tomada de decisão

[56, 58, 116, 158, 167, 169, 185, 197].

4.1 Conceitos Básicos

Definição 4.1.1 [12] Um Conjunto Fuzzy Intuicionista de Atanassov Intervalarmente Va-

lorado (CFIAIV) A sobre um conjunto não vazio de referência U é dada pela expressão

A “ tpx,µApxq,νApxqq : x P Uu

onde µA,νA : U Ñ L com a condição µApxq ` νApxq ď 1.

Deschrijver e Kerre deram em [59] uma abordagem alternativa para CFIA em ter-

mos de conjuntos L-fuzzy no sentido de Goguen [71]. Analogamente, podemos ver CFI-

AIV como um caso particular de conjuntos L-fuzzy por considerar o reticulado completo

xL˚,ďL˚y onde
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L
˚ “ tpX ,Y q P LˆL : X `Y ď 1u

e

pX1,X2q ďL˚ pY1,Y2q sss X1 ďL Y1 e Y2 ďL X2. (4.1)

A ordem parcial ďL˚ é denominada de ordem usual de L
˚.

Note que 0L˚ “ pr0,0s, r1,1sq e 1L˚ “ pr1,1s, r0,0sq. Analogamente a L˚, definem-se

as projeções l,r : L˚ Ñ L por

lpX1,X2q “ X1 e rpX1,X2q “ X2

e para cada X P L
˚, lpXq e rpXq denotam-se por X

r
e rX, respectivamente.

Definição 4.1.2 Os elementos de L
˚ serão chamados de L

˚-valores. Um L
˚-valor X é

um elemento semi-diagonal se X
r

e rX são intervalos degenerados. Um L
˚-valor X é um

elemento diagonal se X
r

` rX “ r1,1s, ou seja, se X “ prx,xs, r1 ´ x,1 ´ xsq para algum

x P r0,1s. Denote por DS e D o conjunto dos elementos semi-diagonais e diagonais de

L
˚, respectivamente.

Claramente, D Ď DS e existe uma bijeção entre r0,1s e D (φpxq “ prx,xs, r1 ´ x,1 ´

xsq), entre L˚ e DS (ψpxq “ prx
r
,x
r

s, rrx,rxsq) e entre L e DS (ϕpXq “ prX ,Xs, rX ,Xscq, ou

seja, ϕ “ ψ ˝ ρ) [56].

Em [127] foi estendido o índice fuzzy intuicionista de Atanassov para CFIAIV, com

o objetivo de proporcionar uma medida intervalar do grau de hesitação em CFIAIV. O

índice fuzzy intuicionista de Atanassov intervalarmente valorado de um elemento X P L
˚

é definida por:

Π˚pXq “ r1,1s ´ X
r

´ rX. (4.2)

4.2 Funções de Pontuação e Acurácia

A medida de pontuação de Chen e Tan em [44] foi estendida para L
˚-valores em

[181] 1 e [95]. Nesta tese consideramos a definição de Xu: Seja S : L˚ Ñ r´1,1s a função

definida por

SpXq “
vpX

r
q ´ vprXq

2
. (4.3)

1Como não tivemos sucesso em obter esta referência, baseamos esta definição em [170].
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Para cada X P L
˚, SpXq é denominado de pontuação de X.

A seguinte observação justifica o porquê são adequadas estas definições de função

pontuação para L
˚-valores.

Observação 4.2.1 Quando S é aplicada a elementos semi-diagonais é o mesmo que s˚,

a menos do isomorfismo ψ, ou seja, Spψpxqq “ s˚pxq para qualquer x P L˚. Analoga-

mente, quando S é aplicada a elementos semi-diagonais é o mesmo que s, a menos do

isomorfismo ϕ, ou seja, SpϕpXqq “ spXq para qualquer X P L. Observe que a imagem de

S (r´1,1s) é a mesma de s˚. Além disso, S pode ser obtido a partir de s e s˚, conforme

mostrado na seguinte equação.

SpXq “
s˚pspX

r
q,sprXqq

2
. (4.4)

Um vez que é possível encontrar dois L
˚-valores diferentes tendo a mesma pontua-

ção, por exemplo, Spr0.2,0.3s, r0.4,0.5sq “ Spr0.1,0.2s, r0.3,0.4sq “ ´0.2, a pontuação

determina uma pré-ordem2 sobre L
˚, a saber:

X ďS Y sss SpXq ď SpYq

Como ďS é uma pré-ordem, então a seguinte relação é uma relação de equivalência:

X”SY sss XďSY e YďSX. É claro que podemos usar a pré-ordem ďS e a relação de

equivalência ”S para definir uma ordem parcial da seguinte forma:

X ĺS Y sss X “ Y ou pX ďS Y e XıSYq

Um outro índice importante para L
˚-valores é a extensão da função de acurácia. No

entanto, na literatura tem sido propostas diversas formas de se estender esta função para

L
˚-valores.

1. Função de acurácia H1 : L˚ Ñ r0,1s definida por Xu [181]:

H1pXq “
vpX

r
q ` vprXq

2
. (4.5)

2. Função de acurácia H2 : L˚ Ñ r´1,1s definida por Ye [197]:

H2pXq “ vpX
r

q ´ 1 `
vprXq

2
.

2Uma pré-ordem é uma relação binária reflexiva e transitiva.
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3. Função de acurácia H3 : L˚ Ñ r´1,1s definida por Nayagam et al. [116]:

H3pXq “
vpX

r
q ´ vprXq ` vpX

r
¨ rXq

2

onde “¨” é a multiplicação entre intervalos no sentido de [114] restrito a L; ou seja,

X ¨Y “ rX ¨Y ,X ¨Y s.

4. Função de acurácia H4 : L˚ Ñ r0,1s definida por Nayagam et al. [117]: Seja δ P

r0,1s então

H4pXq “
vpX

r
q ` p2 ´ vpX

r
q ´ vprXqq ¨ δ

2
.

5. Função de acurácia H5 : L˚ Ñ r0,1s definida por da Silva et al. [54, 56]:

H5pXq “ 1 ´ pwpX
r

q ` wprXqq. (4.6)

Observe que a acurácia dos elementos diagonais de L˚, medidos por h˚ definido na

Eq. (3.3) é 1, isto é, o máximo, o qual é razoável, pois esses casos são interpretados como

aqueles em que não há hesitação e nem inacurácia nos graus e pertinência dados. Porém,

no caso das funções de acurácia propostas para L
˚, isto só é válido para as funções H1 e

H5, ou seja, para cada x P r0,1s e H1pφpxqq “ H5pφpxqq “ 1 “ h˚px,1 ´ xq. Por outro lado,

as funções H2, H3 e H4 não seguem este paradigma. De fato, Hipφpxqq “ Hiprx,xs, r1 ´

x,1 ´ xsq “ x, para i “ 2,4 e H3pφpxqq “ H3prx,xs, r1 ´ x,1 ´ xsq “ ´x2 ` 3x ´ 1. Outro

aspecto negativo de H2 e H3 é que sua imagem não é a mesma de h˚.

Analogamente, à função de pontuação S, quando aplicada a H1 elementos semi-diagonais,

resulta equivalente a aplicar h˚, no sentido que H1pψpxqq “ h˚pxq para todo x P L˚. No

entanto, Hk ˝ ψ ‰ h˚, para k “ 2, . . . ,5.

Assim, por preservar mais propriedades, H1 é a função de acurácia sobre L
˚ mais

razoável. Porém, H5 poderia também ser uma boa escolha uma vez que preserva quase

as mesmas propriedades de H1 com respeito a h˚ mas também porque tem a seguinte

propriedade extra: H5 é a única que pode ser obtida a partir de h˚ e h (definido na Eq.

(3.6)) da mesma forma como S pode ser obtido a partir de s˚ e s — ver Equação (4.4) —

ou seja:

H5pX ,Y q “
h˚phpXq,hpY qq

2
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4.3 Ordens para L
˚-Valores

Em [147] foi introduzida a noção de conjuntos fuzzy n-dimensionais e observado que

conjuntos fuzzy 4-dimensionais são isomorfos a CFIAIV. Os graus num conjunto fuzzy

n-dimensional tomam valores no conjunto Lnpr0,1sq “ tpx1, . . . ,xnq P r0,1sn : xi ď xi`1

para cada i P Nn´1u. Em [16] os elementos de Lnpr0,1sq são chamados de interva-

los n-dimensionais e foi apresentada a bijeção ρ : L˚ Ñ L4pr0,1sq definida por ρpXq “

p▽pX
r

q,△pX
r

q,1 ´△prXq,1 ´▽prXqq. Em uma das possíveis interpretações consideradas

em [16] para intervalos 4-dimensionais, digamos px1,x2,x3,x4q, é que os intervalos rx1,x2s

e rx3,x4s representam uma incerteza intervalar nos extremos um grau intervalarmente va-

lorado, ou seja, de um elemento rx,ys P L, e assim x P rx1,x2s e y P rx3,x4s. Tendo isto em

mente, introduzimos a seguinte noção de pertinência de L-valores em L
˚-valores.

Definição 4.3.1 Seja X P L e X P L
˚. Dizemos que, X P˚ X se X P X

r
e X P rXc.

Note que, para cada X ,Y,Z P L,

1. Se X Ď Y Ď Z e X ,Z P˚ Y para algum Y P L
˚, então Y P˚ Y;

2. Se X ďL Y ďL Z e X ,Z P˚ X para algum Y P L
˚, então Y P˚ Y;

3. Y P˚ ϕpXq sss Y “ X .

Para qualquer X P L
˚ denotaremos

ÐÝ
X “ r▽pX

r
q,▽prXcqs e

ÝÑ
X “ r△pX

r
q,△prXcqs (4.7)

ou seja,
ÐÝ
X “ r▽pX

r
q,1´△prXqs e

ÝÑ
X “ r△pX

r
q,1 ´▽prXqs. Observe que, o conjunto SX “

tX P L : X P˚ Xu é limitado, ou seja, para cada X P SX,
ÐÝ
X ďL X ďL

ÝÑ
X e

ÐÝ
X ,

ÝÑ
X P SX.

Assim, SX é um intervalo fechado (r
ÐÝ
X ,

ÝÑ
X s) de L-valores e portanto, analogamente a L-

valores, L˚-valores também têm uma natureza dual: um par ordenado de L-valores com

alguma condição e como um conjunto (um intervalo) de L-valores.

4.3.1 Ordem de Inclusão para L
˚-Valores

Uma vez que a noção de pertinência é usada para introduzir a relação de subconjunto

em teoria dos conjuntos, a pertinência P˚ nos possibilitará introduzir uma relação de sub-

conjunto entre L
˚-valores. Seja X,Y P L

˚, dizemos que X Ď˚ Y se para cada X P˚ X

tem-se que X P˚ Y. Analogamente, para o caso de L-valores, também podemos definir

esta relação de inclusão via os extremos do intervalo associado aos L˚-valores.
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Proposição 4.3.2 Seja X,Y P L
˚. Então

Natureza intervalar:

X Ď˚ Y sss SX Ď SY. (4.8)

Natureza de número:

X Ď˚ Y sss
ÐÝ
Y ďL

ÐÝ
X ďL

ÝÑ
X ďL

ÝÑ
Y . (4.9)

Natureza de conjunto

X Ď˚ Y sss X
r

Ď Y
r

e rX Ď rY. (4.10)

Demonstração:

1. X Ď˚ Y ñ SX Ď SY: Se X Ď˚ Y então para cada X P˚ X também X P˚ Y, e assim

SX Ď SY.

2. SX Ď SY ñ
ÐÝ
Y ďL

ÐÝ
X ďL

ÝÑ
X ďL

ÝÑ
Y : Direto, uma vez que SX “ r

ÐÝ
X ,

ÝÑ
X s.

3.
ÐÝ
Y ďL

ÐÝ
X ďL

ÝÑ
X ďL

ÝÑ
Y ñ X

r
Ď Y

r
e rX Ď rY: Se

ÐÝ
Y ďL

ÐÝ
X ďL

ÝÑ
X ďL

ÝÑ
Y então por

definição

r▽pY
r

q,▽ prYcqsďLr▽pX
r

q,▽ prXcqsďLr△pX
r

q,△prXcqsďLr△pY
r

q,△prYcqs

Logo, ▽pY
r

q ď ▽pX
r

q ď △pX
r

q ď △pY
r

q e ▽prYcq ď ▽prXcq ď △prXcq ď △prYcq, ou

seja, 1 ´△prYq ď 1 ´△prXq ď 1 ´▽prXq ď 1 ´▽prYq. Portanto, X
r

Ď Y
r

e rX Ď rY.

4. X
r

Ď Y
r

e rX Ď rY ñ X Ď˚ Y: Se X P˚ X então X P X
r

e X P rXc. Logo, como X
r

Ď Y
r

e

rX Ď rY, então X P Y
r

e X P rYc. Portanto, X P˚ Y e assim X Ď˚ Y.

l

Observação 4.3.3 Algumas propriedades de Ď˚:

1. É uma ordem parcial sobre L
˚-valores;

2. Para cada X ,Y P L, ϕpXq Ď˚ ϕpY q sss X “ Y ;

3. Para cada x,y P r0,1s, φpxq Ď˚ φpyq sss x “ y;

4. Definindo o complemento de L
˚-valores por Xc “ prX,X

r
q, então

X Ď˚ Y sss Xc Ď˚ Yc
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4.3.2 Extensão da Ordem Total ďXY para L
˚-Valores

No intuito de ordenar qualquer possível conjunto de L
˚-valores é necessário contem-

plar uma ordem total sobre L˚ como feito em [188] para L˚-valores e que foi baseado nos

índices de pontuação e acurácia. Assim, de forma análoga, define-se a seguinte relação

binária sobre L
˚-valores para cada Hi, com i P N5:

XďS,HiY sss

#
XăSY ou

X”SY e HipXqďHipYq
(4.11)

para qualquer X,Y P L
˚, onde XăSY sss SpXq ă SpYq.

No entanto, como observado em [170], esta relação não é uma ordem parcial para

i “ 1, pois falha a antisimetria. O seguinte exemplo mostra que também para os outros

Hi, a relação ďS,Hi não é antisimétrica e portanto não é uma ordem parcial. Antes, con-

sideremos a relação, X ”i Y sss XďS,HiY e YďS,HiX. Uma vez que ďS,Hi é claramente

reflexiva e transitiva ”i é uma relação de equivalência sobre L
˚.

Exemplo 4.3.4 Sejam os seguintes elementos de L
˚: X1 “ pr0.1,0.3s, r0.2,0.6sq, X2 “

pr0.2,0.2s, r0.3,0.5sq, X3 “ pr0.1,0.4s, r0.2,0.3sq e X4 “ pr0.2,0.3s, r0.1,0.4sq. Então,

SpX1q “ SpX2q “ ´0.2, SpX3q “ SpX4q “ 0, H1pX1q “ H1pX2q “ 0.6, H2pX1q “ H2pX2q “

´0.2, H3pX3q “ H3pX4q “ 0.07, H4pX1q “ H4pX2q “ 0.2 ` 0.4δ e H5pX3q “ H5pX4q “

0.6. Portanto, X1 ”i X2 para i P t1,2,4u. Analogamente, X3 ”i X4 para i P t3,5u. Logo,

ďS,Hi para qualquer i P N5 não é uma relação antisimétrica.

Porém, os próprios autores em [170] proporcionaram a seguinte ordem total3 sobre

L
˚:

XďY sss

$
’’’’&
’’’’%

XăSY ou

X”SY e H1pXqăH1pYq ou

X”SY e H1pXq“H1pYq e T pXqăT pYq ou

X”SY e H1pXq“H1pYq e T pXq“T pYq e GpXqďGpYq

(4.12)

para cada X,Y P L
˚, onde T pXq “ wpX

r
q ´ wprXq4 e GpXq “ wpX

r
q ` wprXq.

Exemplo 4.3.5 Considere os Xi, com i P N4 do Exemplo 4.3.4. Então SpX1q “ SpX2q “

´0.2 e SpX3q “ SpX4q “ 0. Portanto, considerando a ordem ď só sabemos que X1 e

3Em [170] não foi afirmado isto mas de fato ď é uma ordem total.
4Em [95] este índice foi chamado de índice de desviação.
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X2 estão abaixo de X3 e X4 no ranking. Assim, para dirimir entre X1 e X2 e entre

X3 e X4 necessitamos calcular o índice de acurácia. Mas, H1pX1q “ H1pX2q “ 0.6 e

H1pX3q “ H1pX4q “ 0.5; o qual permite determinar que X4 ď X3 mas ainda não permite

decidir se X1 ď X2 ou X2 ď X1. Para isto, precisamos computar o índice T de ambos:

T pX1q “ T pX2q ´ 0.2 o qual ainda não possibilita comparar X1 e X2. Logo, só resta

calcular o índice G de ambos que de fato é GpX1q “ 0.6 e GpX2q “ 0.2. Portanto, o

ranking dos Xi é

X2 ď X1 ď X4 ď X3.

Observe que o índice G é inversamente proporcional a H5. A seguir introduziremos

uma nova ordem total sobre L
˚, semelhante à ordem total “ď”, mas que é baseada nos

índices S, H1, H5 e T .

X ĺ Ysss

$
’’’’&
’’’’%

XăSY, ou

X”SY e H1pXqăH1pYq, ou

X”SY e H1pXq“H1pYq e H5pXqăH5pYq, ou

X”SY e H1pXq“H1pYq e H5pXq“H5pYq e T pXqăT pYq.

(4.13)

Uma definição alternativa para esta ordem é a seguinte:

XĺY sss

$
’&
’%

Xă1Y, ou

X”1Y e Xď5Y, ou

X”1Y e X”5Y e T pXq ď T pYq

(4.14)

para todo X,Y P L
˚.

A principal motivação para introduzir esta nova ordem não é determinar uma ordem

total “melhor” que “ď”, mas obter uma ordem total mais fiel à ordem total de Xu e Yager

para L˚, ou seja ser exclusivamente baseada nos índices de pontuação e acurácia. Embora,

a nova ordem use o índice T , este é só o último critério de desempate. Além disto, esta

ordem prescinde do índice G e em seu lugar usa o índice de acurácia H5.

Teorema 4.3.6 ĺ é uma ordem total sobre L
˚.

Demonstração: Claramente ĺ é reflexiva e transitiva, ou seja, é uma pré-ordem. Su-

ponha que existem X,Y P L
˚ tal que X ‰ Y, mas X ĺ Y e Y ĺ X. Por simplicidade

notacional consideraremos que X “ pra,bs, rc,dsq e Y “ pre, f s, rg,hsq. Das Equações

(4.13), (4.3), (4.5), (4.6) e definição do índice T , temos o seguinte sistema de equações:
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a ` b ´ c ´ d “ e ` f ´ g ´ h (4.15)

a ` b ` c ` d “ e ` f ` g ` h (4.16)

b ´ a ` d ´ c “ f ´ e ` h ´ g (4.17)

b ´ a ` c ´ d “ f ´ e ` g ´ h (4.18)

Pela Equação (4.15) temos que b ´ c “ e ` f ´ g ´ h ´ a ` d e, pela Equação (4.17),

b ´ c “ f ´ e ` h ´ g ` a ´ d. Portanto,

e ` d “ a ` h (4.19)

Pela Equação (4.16) temos que a`c “ e` f `g`h´b´d e pela Equação (4.17), ´pa`

cq “ f ´ e ` h ´ g ´ b ´ d. Assim,

b ` d “ f ` h (4.20)

Pela Equação (4.17) temos que d ´ c “ f ´ e ´ g ` h ` a ´ b e pela Equação (4.18),

´pd ´ cq “ f ´ e ` g ´ h ` a ´ b. Logo,

a ` f “ e ` b (4.21)

Se a ă e então, pela Equação (4.19), d ă h e portanto pela Equação (4.20) f ă b e

pela Equação (4.21) e ă a que é uma contradição. Portanto, ĺ é antisimétrica5 e conse-

quentemente ĺ é uma ordem parcial.

Seja X,Y P L
˚. Se SpXq ‰ SpYq ou H1pXq ‰ H1pYq ou H5pXq ‰ H5pYq or T pXq ‰

T pYq, então claramente X ă Y ou Y ă X. Em qualquer outro caso, X ĺ Y e Y ĺ X e

portanto, pela simetria, X “ Y. Consequentemente, ĺ é uma ordem total. l

Exemplo 4.3.7 Considere os L˚-valores Xi, para i P N4 no exemplo 4.3.4. Como visto no

Exemplo 4.3.5, após avaliar S e H1, é possível concluir que tanto X1 como X2 são meno-

res que X3 e X4. Agora, computando o índice H5 temos que, H5pX1q “ 0.4, H5pX2q “ 0.8

e H5pX3q “ H5pX4q “ 0.6. Assim, ainda falta determinar a ordem entre X3 e X4; ou a

qual o fazemos calculado o índice T deles T pX3q “ 0.2 e T pX4q “ ´0.2. Portanto,

X1 ĺ X2 ĺ X4 ĺ X3

5Esta parte da prova foi inspirada na prova do [170, Theorem 3.1.] o qual se refere à ordem total ď.
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Observação 4.3.8 Se S, H1, H5 e T são trocadas entre si na Equação (4.13) obteremos

novas ordens totais sobre L
˚. Essas ordens totais também poderiam ser usadas para

obter um ranking dos L˚-valores, porém aqui só consideraremos a ordem total “ĺ”, por

ser a mais fiel à ordem de Xu e Yager, no sentido que usamos como primeiro critério (são

igual que Xu e Yager) o índice de pontuação e como segundo critério a mais razoável

extensão do índice de acurácia. Além disso, o terceiro critério foi a segunda mais fiel

extensão do índice de acurácia e é como último critério o índice T que não é nem índice

de pontuação nem índice de acurácia.

No que segue daremos uma maneira de se obter ordens totais para L
˚ a partir de

ordens totais sobre L.

Teorema 4.3.9 Seja ď uma ordem total sobre L. Então a relação binária ď˚ sobre L
˚,

definida para qualquer X,Y P L
˚, por

Xď˚Y sss X
r

ă Y
r

ou pX
r

“ Y
r

e rY ď rXq (4.22)

é uma ordem total sobre L
˚.

Demonstração: Trivialmente ď˚ é reflexiva, antisimétrica e transitiva, ou seja, é uma

ordem parcial. Como ď é uma ordem total, então para qualquer X,Y P L
˚, temos que

X
r

ă Y
r

em cujo caso Xď˚Y, ou X
r

ą Y
r

em cujo caso Yď˚X, ou X
r

“ Y
r

em cujo caso

temos as seguintes três alternativas: 1) rX ă rY e portanto Yď˚X, 2) rY ă rX e portanto

Xď˚Y, ou 3) rX “ rY e consequentemente X“Y. Portanto, ď˚ é total. l

Claramente, ď˚ é a ordem lexicográfica com respeito a xL,ďy considerando a ordem

oposta na segunda componente.

Nos também consideraremos as ordens totais sobre L
˚ que são obtidas desta maneira

e que são baseadas nas ordens totais de Xu e Yager ĺXY e lexicográfica ✂L e respectivas

ordens dualmente geradas.

Exemplo 4.3.10 Considere os Xi, com i P N4 do Exemplo 4.3.4. No intuito de se ob-

ter um ranking desses L
˚-valores, com respeito à ordem ĺ˚

XY , computamos o índice

de pontuação do grau de pertinência intervalar ou seja, spr0.1,0.3sq “ spr0.2,0.2sq “

´0.6 e spr0.1,0.4sq “ spr0.2,0.3sq “ ´0.5. Depois calculamos o índice de acurácia

dos graus intervalares de não pertinência, ou seja, hpr0.1,0.3sq “ 0.8, hpr0.2,0.2sq “ 1,

hpr0.1,0.4sq “ 0.7 e hpr0.2,0.3sq “ 0.9. Com essa informação, podemos concluir que

r0.1,0.3s ăXY r0.2,0.2s ăXY r0.1,0.4s ăXY r0.2,0.3s e pelo tanto
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X1 ĺ
˚
XY X2 ĺ

˚
XY X3 ĺ

˚
XY X4.

Observe que com essa mesma informação também podemos concluir que r0.1,0.4s ăd
XY

r0.1,0.3s ăd
XY r0.2,0.3s ăd

XY r0.2,0.2s e pelo tanto

X3 ĺ
d˚
XY X1 ĺ

d˚
XY X4 ĺ

d˚
XY X2.

Por outro lado, se consideramos a ordem total admissível ✂L temos que

X1 ✂
˚
L X3 ✂

˚
L X2 ✂

˚
L X4.

Já considerando a ordem ✂d
L

temos que

X2 ✂
d˚
L

X1 ✂
d˚
L

X4 ✂
d˚
L

X3.

Observação 4.3.11 As primeiras três ordens (ď,ĺ,ĺ˚
XY ) em L

˚ preservam as ordens de

Xu e Yager sobre L˚ assim como, a ordem usual de r0,1s, isto é, cada őP tď,ĺ,ĺ˚
XY u

satisfaz as seguintes duas propriedades: x ď y sss φpxq ő φpyq e x ďXY y sss ψpxq ő ψpyq.

Por outro lado, a ordem total ✂˚
L

preserva tanto a ordem usual de r0,1s quanto a ordem

✂L˚ .

Corolário 4.3.12 xL˚,ďy, xL˚,ĺy, xL˚,✂˚
L

y, xL˚,ĺ˚
XY y, xL˚,✂d˚

L
y, e xL˚,ĺd˚

XY y são re-

ticulados limitados.

Demonstração: Como toda ordem total é trivialmente um reticulado, então faltaria

provar que xL˚,ďy, xL˚,ĺy, xL˚,✂˚
L

y, xL˚,ĺ˚
XY y, xL˚,✂d˚

L
y, e xL˚,ĺd˚

XY y são limitados,

ou seja, têm um menor e um maior elemento. Como 0L˚ e 1L˚ são os únicos L˚-valores

com índice de pontuação -1 e 1, respectivamente, então 0L˚ e 1L˚ e são os menores e

os maiores elemento dos reticulados xL˚,ďy e xL˚,ĺy. Além disso, claramente, 0L˚ e

1L˚ também são os menores e maiores elementos dos reticulados xL˚,✂˚
L

y, xL˚,✂d˚
L

y e

xL˚,ĺ˚
XY y. Porém, para xL˚,ĺd˚

XY y temos que o menor elemento é pr0,1s, r0,0sq e o maior

elemento é 1L˚ . l

Analogamente à noção de ordem total admissível para L e L˚ vistas na seção 3.4,

podemos também dizer que uma ordem total ď sobre L˚ é admissível se ďL˚Ďď, ou seja,

se X ď Y sempre que X ďL˚ Y.

Teorema 4.3.13 Se X ďL˚ Y então X ď Y, X ĺ Y, X✂˚
L

Y.
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Demonstração: Seja X,Y P L
˚ tal que X ďL˚ Y. Então pela Equação (3.5), X

r
ďL Y

r
e rY ďL

rX. Sem perda de generalidade podemos assumir que X ‰ Y e portanto vpX
r

q ´

vprXq ă vpY
r

q ´ vprYq e, consequentemente, SpX1,Y1q ă SpX2,Y2q. So, X ď Y e X ĺ Y. Por

outro lado, pela Proposição 3.4.5, X
r
✂LY

r
e rY✂L

rX. Portanto, pela Equação (4.22), temos

que X✂˚
L

Y. l

Desta forma, ✂˚
L

, ď e ĺ são ordens totais admissíveis sobre L
˚. No entanto, a ordem

total ĺ˚
XY , definida pela Equação (4.22) considerando ĺXY , não é admissível. De fato,

dado os seguintes elementos de L˚: X “ pr0.2,0.5s, r0.2,0.3sq e Y “ pr0.1,0.4s, r0.3,0.4sq.

Então spr0.1,0.4sq “ ´0.5 ă ´0.3 “ spr0.2,0.5sq e portanto r0.1,0.4s ăXY r0.2,0.5s.

Logo, X ĺ˚
XY Y. Porém, como r0.1,0.4s ďL r0.2,0.5s e r0.2,0.3s ďL r0.3,0.4s, temos que

Y ďL˚ X. Desta forma podemos concluir que a admissibilidade de ď não é uma condição

suficiente para ď˚ ser admissível. Mas, como será provado a seguir, a admissibilidade de

ď é uma condição necessária para a admissibilidade de ď˚.

Proposição 4.3.14 Seja ď uma ordem total sobre L. Se ď˚ é uma ordem total admissível

sobre L
˚, então ď é uma ordem total admissível sobre L.

Demonstração: Seja X ,Y P L tal que X ďL Y . Então, pela Equação (4.1), pX , r0,0sq ďL˚

pY, r0,0sq. Assim, uma vez que ď˚ é admissível, temos que pX , r0,0sq ď˚ pY, r0,0sq. Logo,

pela Equação (4.22), X ă Y ou (X “ Y e r0,0s ď r0,0s) e portanto X ď Y . l

Esta proposição motiva o seguinte problema em aberto:

Caracterizar as ordens admissíveis ď sobre L que satisfazem a propriedade

de ď˚ ser uma ordem total admissível sobre L
˚.

Também propomos uma nova forma de construir ordens totais (admissíveis e não ad-

missíveis) para L
˚-valores, seguindo o mesmo princípio do Teorema 4.3.9 mas conside-

rando outros intervalos.

Teorema 4.3.15 Seja ď uma ordem total sobre L. Então a relação binária ď‹ sobre L
˚,

definida para qualquer X,Y P L
˚, por

Xď‹Y sss
ÐÝ
X ă

ÐÝ
Y ou p

ÐÝ
X “

ÐÝ
Y e

ÝÑ
X ď

ÝÑ
Y q (4.23)

é uma ordem total sobre L˚. Além disso, se ď é admissível então ď‹ também é admissível.

Demonstração: Segue de forma análoga à prova do Teorema 4.3.9 que ď‹ é uma ordem

total. Por outro lado, suponha que ď é admissível. Seja X,Y P L
˚ tal que X ďL˚ Y.
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Então pela Equação (4.1), X
r

ďL Y
r

e rY ďL
rX. Logo, rXc ďL

rYc. Assim, pela Eq. (3.5),

▽pX
r

q ď ▽pY
r

q, △pX
r

q ď △pY
r

q, ▽prXcq ď ▽prYcq e △prXcq ď △prYcq. Portanto, pelas

Equações (4.7) e (3.5),
ÐÝ
X ďL

ÐÝ
Y e

ÝÑ
X ďL

ÝÑ
Y . Consequentemente, por ď ser admissível,

temos que
ÐÝ
X ď

ÐÝ
Y e

ÝÑ
X ď

ÝÑ
Y . Portanto, pela Eq. (4.23), temos que Xď‹Y. l

4.4 L
˚-Representação do OWA

4.4.1 L
˚-Representação de Funções sobre L

A noção de pertinência sobre L
˚-valores também permite adaptar a noção de repre-

sentação intervalar para a L
˚-valores da seguinte forma.

Definição 4.4.1 Seja F : Ln Ñ L e F : L˚n
Ñ L

˚. F é uma L
˚-representação de F se

para cada Xi P L
˚, e Xi P˚ Xi, com i P Nn, FpX1, . . . ,Xnq P˚ F pX1, . . . ,Xnq.

Dada duas funções G ,F : L˚n
Ñ L

˚, dizemos que F é mais estreita que G , deno-

tado por G ĎL˚ F se para qualquer Xi P L
˚ com i P Nn, temos que F pX1, . . . ,Xnq Ď˚

GpX1, . . . ,Xnq. Analogamente ao caso de L-representações, dizemos que F é uma L
˚-

representação melhor de uma função F : Ln Ñ L que uma L
˚-representação G de F se

G ĎL˚ F .

Teorema 4.4.2 Seja F : Ln Ñ L uma função isotônica. Então :F : L˚n
Ñ L

˚ definida por

:FpX1, . . . ,Xnq “ prFp
ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq,Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnqs, r1´Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq,1´Fp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnqsq

(4.24)

é uma L
˚-representação de F. Além disso, se F é uma outra L

˚-representação de F

então F ĎL˚ :F.

Demonstração: Seja Xi P L
˚ com i P Nn. Uma vez que, F é isotônica em relação a

ďL, então para cada Xi P Xi com i P Nn, temos que Fp
ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq ďL FpX1, . . . ,Xnq ďL

Fp
ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq e portanto Fp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq ď FpX1, . . . ,Xnq ď Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq e Fp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq

ď FpX1, . . . ,Xnq ď Fp
ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq. Logo,

FpX1, . . . ,Xnq P rFp
ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq,Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnqs “ :FpX1, . . . ,Xnq

Č
e

FpX1, . . . ,Xnq P rFp
ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq,Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnqs “ :F ČpX1, . . . ,Xnq

c
.

Consequentemente, FpX1, . . . ,Xnq P˚ :FpX1, . . . ,Xnq.

Se F : L˚n
Ñ L

˚ é uma outra L˚-representação de F , então para cada Xi P L
˚, e Xi P˚

Xi, com i P Nn, temos que FpX1, . . . ,Xnq P˚ F pX1, . . . ,Xnq. Em particular, Fp
ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq,
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Fp
ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq P˚ F pX1, . . . ,Xnq. Logo, por definição de P˚, Fp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq, Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq P

F pX1, . . . ,Xnq
Č

e Fp
ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq,Fp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq P ČF pX1, . . . ,Xnq

c
, ou seja, 1´Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq,

1 ´ Fp
ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq P ČF pX1, . . . ,Xnq. Consequentemente,

:FpX1, . . . ,Xnq
Č

Ď F pX1, . . . ,Xnq
Č

e :F ČpX1, . . . ,Xnq Ď ČF pX1, . . . ,Xnq.

Assim, pela Equação (4.10), :FpX1, . . . ,Xnq Ď˚ F pX1, . . . ,Xnq e portanto F ĎL˚ :F .

l

Corolário 4.4.3 Seja F : Ln Ñ L uma função isotônica. Então

ÐÝÝÝÝÝÝÝÝÝ
:FpX1, . . . ,Xnq “ Fp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq e

ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
:FpX1, . . . ,Xnq “ Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq. (4.25)

Demonstração: Direto do Teorema 4.4.2 e da Equação (4.7). l

Corolário 4.4.4 Seja f : r0,1sn Ñ r0,1s uma função isotônica. Então

:pf pX1, . . . ,Xnq “ p pf pX1
Ă

, . . . ,Xn
Ă

q, pf pĂX1

c
, . . . ,ĂXn

c
qcq. (4.26)

Demonstração: Direto do Teorema 4.4.2 e da Equação (4.7). l

Proposição 4.4.5 Se F : Ln Ñ L uma função isotônica, então :FpDSq Ď DS e :FpDq Ď D .

Demonstração: Suponha que Xi P DS para todo i P Nn. Então Xi “ prxi,xis, ryi,yisq

para algum xi,yi P r0,1s tal que xi ` yi ď 1. Como
ÐÝ
Xi “ rxi,1 ´ yis “

ÝÑ
Xi então, pela

Equação (4.24), :FpX1, . . . ,Xnq
Č

e :F ČpX1, . . . ,Xnq são intervalos degenerados e portanto

:FpX1, . . . ,Xnq P DS.

Por outro lado, suponha que Xi P D para cada i P Nn. Então Xi “ prxi,xis,

r1 ´ xi,1 ´ xisq para algum xi P r0,1s. Uma vez que
ÐÝ
Xi “ rxi,xis “

ÝÑ
Xi então, pela Equa-

ção (4.24), :FpX1, . . . ,Xnq
Č

e :F ČpX1, . . . ,Xnq são intervalos degenerados e :FpX1, . . . ,Xnq
Č

“

:F ČpX1, . . . ,Xnq
c
. Logo, :FpX1, . . . ,Xnq P D . l

Lema 4.4.6 Seja X,Y P L
˚. Então

ÐÝ
X Ď

ÐÝ
Y e

ÝÑ
X Ď

ÝÑ
Y sss X

r
ď Y

r
e rX ď rY. Dualmente,

X
r

Ď Y
r

e rX Ď rY sss
ÐÝ
X ď

ÐÝ
Y e

ÝÑ
X ď

ÝÑ
Y .

Demonstração:
ÐÝ
X Ď

ÐÝ
Y e

ÝÑ
X Ď

ÝÑ
Y sss ▽pY

r
q ď ▽pX

r
q, △pY

r
q ď △pX

r
q, ▽prXcq ď ▽prYcq

e △prXcq ď △prYcq sss X
r

ď Y
r

e rXc ď rYc sss X
r

ď Y
r

e rX ď rY. O outro caso é análogo. l
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Proposição 4.4.7 Seja F : Ln Ñ L uma função isotônica. Então,

:FpX1, . . . ,Xnq
Č

“ FpX1
Ă

, . . . ,Xn
Ă

q e :F ČpX1, . . . ,Xnq “ FpĂX1, . . . ,ĂXnq. (4.27)

Demonstração: Direto do Lema 4.4.6 e Corolário 4.4.3. l

Proposição 4.4.8 Sejam F,G : Ln Ñ L funções isotônicas. Se F ĎL G então :F ĎL˚
:G.

Demonstração: Uma vez que, F ĎL G, então para todo i P Nn e Xi P L
˚, temos que

Gp
ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq Ď Fp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq e Gp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq Ď Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq. Logo, Fp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq ď

Gp
ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq ď Gp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq ď Fp

ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq e Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq ď Gp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq ď

Gp
ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq ď Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnq. Portanto, pelo Teorema 4.4.2, temos que :FpX1, . . .,Xnq Ď˚

:GpX1, . . .,Xnq, ou seja, :F ĎL˚
:G. l

Note que, considerando o ponto de vista intervalar para L
˚-valores, temos que:

:FpX1, . . . ,Xnq » rFp
ÐÝ
X1, . . . ,

ÐÝ
Xnq,Fp

ÝÑ
X1, . . . ,

ÝÑ
Xnqs.

4.4.2 L
˚-Representações de Funções r0,1s-Valoradas

Seja x P r0,1s e X PL
˚. Então x P˚˚ X se φpxq Ď˚ X, ou seja, se 1´▽prXq ď x ď△pX

r
q.

Há uma estreita relação entre P˚ e P˚˚ como pode ser apreciado na seguinte proposição.

Proposição 4.4.9 Seja X P L
˚ e X P L. X P˚ X sss X P˚˚ X e X P˚˚ X

Demonstração: Como, trivialmente,
ÐÝÝ
φpxq “ rx,xs “

ÝÝÑ
φpxq para qualquer x P L, então

X P˚ X sss
ÐÝ
X ďL X ďL

ÝÑ
X

sss
ÐÝ
X ďL rX ,Xs ďL rX ,Xs ďL

ÝÑ
X

sss φpXq Ď˚ X e φpXq Ď˚ X pela Eq. (4.9)

sss X P˚˚ X e X P˚˚ X pela def. de P˚˚

l

Considerando esta noção de pertinência podemos naturalmente estender a noção de

L-representação de funções fuzzy para L
˚-representação de funções fuzzy e introduzir

uma nova noção de inclusão para L
˚-valores.

Definição 4.4.10 Seja f : r0,1sn Ñ r0,1s e F : L˚n
Ñ L

˚. F é uma L
˚-representação de

f se para cada Xi P L
˚ e xi P˚˚ Xi, com i P Nn, temos que f px1, . . . ,xnq P˚˚ F pX1, . . . ,Xnq
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Seja X,Y P L
˚. Então, X Ď˚˚ Y se quando x P˚˚ X, também temos que x P˚˚ Y.

Porém, Ď˚˚ não é uma ordem parcial (não satisfaz a propriedade de antisimetria por

exemplo, falha para X “ pr0.2,0.3s, r0.4,0.5sq e Y “ pr0.1,0.3s, r0.2,0.5sq). Portanto, só

consideramos Ď˚ como a extensão da ordem de inclusão para L
˚.

Analogamente ao caso de L-representação, dizemos que uma L
˚-representação F

de uma função f : r0,1sn Ñ r0,1s é melhor que uma outra L
˚-representação G de f se

G ĎL˚ F .

Proposição 4.4.11 Seja f : r0,1sn Ñ r0,1s e F : Ln Ñ L funções isotônicas. Se F é uma

L-representação de f então :F é uma L
˚-representação de f .

Demonstração: Se xi P˚˚ Xi para todo i P Nn então φpxiq “ prxi,xis, r1´x,1´xsq Ď˚ Xi.

Assim, pela Equação (4.10), temos que rxi,xis Ď Xi
r

e rxi,xis
c Ď rXi, ou equivalente-

mente, rxi,xis Ď rXi
c
. Portanto, xi P rXi e xi P rXi

c
. Assim, por F ser uma L-representação

de f , temos que f px1, . . . ,xnq P FpX1
Ă

, . . . ,Xn
Ă

q e portanto, r f px1, . . . ,xnq, f px1, . . . ,xnqs Ď

FpX1
Ă

, . . . ,Xn
Ă

q e r f px1, . . . ,xnq, f px1, . . . ,xnqsc Ď FpĂX1

c
, . . . ,ĂXn

c
qc. Consequentemente,

pelo Corolário 4.4.4, temos que r f px1, . . . ,xnq, f px1, . . . ,xnqs Ď :FpX1, . . . ,Xnq
Č

e

r f px1, . . . ,xnq, f px1, . . . ,xnqscĎ :F ČpX1, . . . ,Xnq. Portanto, φp f px1, . . . ,xnqq Ď˚ :FpX1, . . . ,Xnq,

ou seja, f px1, . . . ,xnq P˚˚ :FpX1, . . . ,Xnq. Logo, :F é uma L
˚-representação de f . l

Teorema 4.4.12 Seja f : r0,1sn Ñ r0,1s uma função isotônica. Então :pf é a melhor L˚-

representação de f , com respeito a ĎL˚ .

Demonstração: Das proposições 3.5.2 e 4.4.11 e Observação 3.5.3 segue que
:pf é

uma L
˚-representação de f . Assim, somente faltaria provar que é de fato a melhor L˚-

representação de f .

Dada uma outra L
˚-representação F : L˚n

Ñ L
˚ de f e Xi P L

˚ para cada i P Nn,

se Xi P˚ Xi, com i P Nn, então pela Proposição 4.4.9, temos que: Xi P˚˚ Xi e Xi P˚˚

Xi. Logo, como F é uma L
˚-representação de f , f pX1, . . . ,Xnq P˚˚ F pX1, . . . ,Xnq e

f pX1, . . . ,Xnq P˚˚ F pX1, . . . ,Xnq. Portanto, pela Equação (3.13), pf pX1, . . . ,Xnq P˚˚

F pX1, . . . ,Xnq e pf pX1, . . . ,Xnq P˚˚ F pX1, . . . ,Xnq. Consequentemente, pela Proposição

4.4.9, pf pX1, . . . ,Xnq P˚ F pX1, . . . ,Xnq, ou seja, F é uma L
˚-representação de pf . Assim,

pelo Teorema 4.4.2, F ĎL˚
:pf , e portanto

:pf é uma melhor L˚-representação de f que F .

l

4.4.3 A Melhor L
˚-Representação do Operador OWA

Funções de Agregação têm um papel importante em teoria dos conjuntos fuzzy e,

portanto, resulta natural estender esta definições para o contexto de CFIAIV.
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Definição 4.4.13 Uma função A : L˚n
Ñ L

˚ é uma função de agregação intuicionista

intervalarmente valorada de aridade n quando satisfaz as seguintes condições:

1. Se Xi ďL˚ Yi, para cada i P Nn, então ApX1, . . . ,Xnq ďL˚ ApY1, . . . ,Ynq;

2. Ap0L˚ , . . . ,0L˚q “ 0L˚ e Ap1L˚ , . . . ,1L˚q “ 1L˚

Com o objetivo de fornecer subsídio às extenções dos operadores de agregação de

média ponderada (WA) e de média ponderada ordenada (OWA) para o contexto de L
˚-

valores, introduzimos as seguintes operações sobre L
˚:

Produto escalar: A multiplicação d de um escalar λ P r0,1s por X P L
˚ é definida como:

λ d X “ pλX
r
,λrXq. (4.28)

Divisão por um inteiro positivo: Seja n P Z
` um inteiro positivo, então X

n “ 1
n d X.

Soma limitada: Seja X,Y P L˚. Então

X ‘ Y “ pX
r

r`sY
r
, rXr`srYq. (4.29)

Claramente estas operações estão bem definidas, ou seja, sempre retornam um ele-

mento de L
˚.

Definição 4.4.14 Seja I um conjunto finito de índices e Λ um vetor de pesos de tamanho

n, ou seja, Λ “ pλ1, . . . ,λnq P r0,1sn tal que
nř

i“1

λi “ 1, onde n é a cardinalidade de I.

Defina a média ponderada intuicionista intervalarmente valorada L
˚´WAΛ por

L
˚´WAΛpX1, . . . ,Xnq“

nÿ

i“1

λi d Xi (4.30)

onde a somatória é relativa à soma limitada.

Lema 4.4.15 Seja X,Y P L
˚ e λ1,Λ2 P r0,1s tal que λ1 ` λ2 ď 1. Então λ1 d Xr`sλ2 d

Y “ pλ1X
r

` λ2Y
r
,λ1

rX ` λ2
rYq.

Demonstração: Direto das Equações (3.14), (4.28) e (4.29). l

Teorema 4.4.16 Seja Λ um vetor de pesos. Então L
˚´WAΛ “ :ywaΛ, ou seja, é a melhor

L
˚-representação do operador de média ponderada.
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Demonstração: Primeiro note que pela monotonicidade do operador de média ponde-

rada, ywaΛpX1, . . . ,Xnq “ rwaΛpX1, . . . ,Xnq,waΛpX1, . . . ,Xnqs “
nř

i“1

λiXi. Logo, pelo Coro-

lário 4.4.4 e Lema 4.4.15,

:ywaΛpX1, . . . ,Xnq “ p
nÿ

i“1

λiXi
r
,p

nÿ

i“1

λi rXi
c
qcq “

nÿ

i“1

λi d Xi

l

Definição 4.4.17 Seja I um conjunto finito de índices e Λ um vetor de pesos de di-

mensão n. Defina a média ponderada ordenada intuicionista intervalarmente valorada

L
˚´OWAΛ como:

L
˚´OWAΛpX1, . . . ,Xnq“

nÿ

i“1

λi d Xγpiq (4.31)

onde o somatório é com respeito à soma limitada e

Xγpiq “ pr▽pX
r

qγ1piq,△pX
r

qγ2piqs, r▽prXqγ3piq,△prXqγ4piqsq (4.32)

com γ j : t0,1 . . . ,nu Ñ t0,1 . . . ,nu para cada j P N4, sendo permutações tais que para

qualquer i P Nn´1:

1. ▽pX
r

qγ1piq ě ▽pX
r

qγ1pi`1q,

2. △pX
r

qγ2piq ě △pX
r

qγ2pi`1q,

3. ▽prXqγ3piq ě ▽prXqγ3pi`1q, e

4. △prXqγ4piq ě △prXqγ4pi`1q.

Teorema 4.4.18 Seja Λ um vetor de pesos. Então L
˚´OWAΛ “ :zowaΛ. Em outras pala-

vras, L˚´OWAΛ é a melhor L˚-representação do OWA.

Demonstração:

L
˚´OWAΛpX1, . . . ,Xnq

“
nř

i“1

λi d Xγpiq pela Eq. (4.31)

“ L
˚´WAΛpXγp1q, . . . ,Xγpnqq pela Eq. (4.30)

“ :ywaΛpXγp1q, . . . ,Xγpnqq pelo Teo. 4.4.16

“ p ywaΛpXγp1q
Ć

, . . . ,Xγpnq
Ć

q, ywaΛpĆXγp1q
c
, . . . , ĆXγpnq

c
qcq pela Eq. (4.26)
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“ p ywaΛpr▽pXrqγ1p1q,△pXrqγ2p1qs, . . . , r▽pXrqγ1pnq,△pXrqγ2pnqs,

ywaΛpr▽prXqγ3piq,△prXqγ4piqs
c, . . . , r▽prXqγ3piq,△prXqγ4piqs

cqcq pela Eq. (4.32)

“ prwaΛp▽pXrqγ1p1q, . . . ,▽pXrqγ1pnqq,waΛp△pXrqγ2p1q, . . . ,△pXrqγ2pnqqs,

rwaΛp1´△prXqγ4p1q, . . . ,1´△prXqγ4pnqq,

waΛp1´▽ prXqγ3p1q, . . . ,1´▽ prXqγ3pnqqscq pela Eq. (3.13)

“ prowaΛp▽pX1Ă
q, . . . ,▽pXnĂ

qq,owaΛp△pX1Ă
q, . . . ,△pXnĂ

qqs,

rowaΛp1´△pĂX1q, . . . ,1´△pĂXnqq,owaΛp1´▽ pĂX1q, . . . ,1´▽ pĂXnqqscq pela Eq. (3.1)

“ p zowaΛpX1Ă
, . . . ,XnĂ

q, zowaΛpĂX1

c
, . . . ,ĂXn

c
qcq pela Eq. (3.13)

“ :zowaΛpX1, . . . ,Xnq pela Eq. (4.26)

l

Teorema 4.4.19 L
˚´WAΛ e L

˚´OWAΛ são operadores de agregações sobre L
˚. Além

disso ambas são comutativas, idempotentes e limitadas pelo ínfimo e supremo do reticu-

lado xL˚,ďL˚y.

Demonstração: Direto do Corolário 4.4.4, temos que: L˚´WAΛ e L˚´OWAΛ são isotô-

nicas com respeito à ordem ďL˚ . Por outro lado,

L
˚´WAΛp0L˚ , . . . ,0L˚q “ p

nř
i“1

λir0,0s,p
nř

i“1

λir1,1scqcq pelo Teo. 4.4.16

“ pr0,0s,p
nř

i“1

λir0,0sqcq

“ pr0,0s, r0,0scq

“ 0L˚

Analogamente, temos que: L
˚´WAΛp1L˚ , . . . ,1L˚q “ 1L˚ . Portanto, L

˚´WAΛ é um

operador de agregação em xL˚,ďL˚y. A comutatividade de L˚´WAΛ resulta trivialmente

da comutatividade e da soma intervalar. Já a idempotência, segue:

L
˚´WAΛpX, . . . ,Xq “ p

nř
i“1

λiXr ,p
nř

i“1

λi rXcqcq pelo Teo. 4.4.16

“ pXr ,p
nř

i“1

λi ´
nř

i“1

λi rXqcq

“ pXr ,pr1,1s ´
nř

i“1

λi rXqcq

“ pXr ,
nř

i“1

λi rXq

“ pXr ,
rXq “ X

A prova de que L
˚´WAΛ é limitado segue da Proposição 4.4.8 e Observação 3.5.5.
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Finalmente, a prova de que L
˚´OWAΛ é um operador de agregação com respeito a

xL˚,ďL˚y, comutativo, idempotente e limitado é analoga. l
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Capítulo 5

Proposta de Métodos de Tomada de

Decisão

Existem diversos métodos em que lógica fuzzy pode auxiliar na tomada de decisão.

Estes métodos podem ser classificados em dois: aqueles que são baseados em relações de

preferências fuzzy (por exemplo ver [42, 80, 96, 122]) e aqueles baseados em matrizes de

decisão fuzzy (por exemplo ver [29, 86, 187]).

Apresentaremos um exemplo de método de tomada de decisão multi-critério que con-

sidera um grupo de especialistas, baseado em matrizes de decisão fuzzy intuicionistas de

Atanassov intervalarmente valoradas, onde os operadores de OWA e WA L
˚-valorados

que foram propostos no capítulo anterior podem ser usados.

5.1 Método de Tomada de Decisão Multi-atributo e Multi-

Especialista Baseado em Matrizes de Decisão L
˚-Valoradas

Seja E “ te1, . . . ,emu um conjunto de especialistas, X “ tx1, . . . ,xnu um conjunto fi-

nito e não vazio de alternativas, e A “ ta1, . . . ,apu um conjunto de atributos ou critérios.

O tomador de decição determina um vetor de pesos W “ pw1, . . . ,wpqT para os atribu-

tos. Um método de tomada de decisão multi-atributo e multi-especialista (MTDMAME)

baseado em matrizes de decisão fuzzy intuicionistas de Atanassov intervalarmente valo-

radas (MDFIAIV) é um algoritmo que determina o ranking das alternativas em X baseado

na opinião de cada especialista em E, os quais avaliam o quanto cada alternativa satisfaz

cada atributo. Em particular, consideraremos o caso onde essa avaliação o especialista

tem certa imprecisão e hesitação ao momento de fornecer sua nota o que modelamos

usando valores intuicionistas de Atanassov intervalares.

Propomos o seguinte método (algoritmo) para obter tal ranking:
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Entrada: X , W , e para cada l “ 1, . . . ,m uma matriz de decisão Rl de dimensão n ˆ p

onde cada posição pi, jq em Rl , denotada por Rl
i j, contém um L

˚-valor, o qual reflete

o quanto a alternativa xi atende o atributo (ou critério1) a j.

Saída: Um ranking r : X Ñ t1, . . . ,nu, significando que uma alternativa x P X é melhor

que uma alternativa y P X , denotado por x ą y, sempre que rpxq ă rpyq e rpxq “ rpyq

significa que o método foi incapaz de determinar se x é uma alternativa pior ou

melhor que y2, denotado por x „ y.

Passo 1: Agregar as MDFIAIV dos especialistas em uma única MDFIAIV R C , cha-

mada de matriz de decisão de consenso, definida para cada i “ 1, . . . ,n e j “ 1, . . . , p,

como:

R C i j “ :zowaΛpR1
i j, . . . ,R

m
i jq (5.1)

onde Λ “ pλ1, . . . ,λmq é o vetor de pesos:

• Caso m for par: λi “ 1

2
m
2

`2´i ` 1

2
m
2 m

para todo i “ 1, . . . , m
2

, e λi “ λm`1´i para

cada i “ m
2

` 1, . . . ,m.

• Caso m for ímpar: λi “ 1

2
m`1

2
`2´i

` 1

2
m`1

2 m
` 1

4m para todo i “ 1, . . . , m`1
2

, e

λi “ λm`1´i para cada i “ m`1
2

` 1, . . . ,m.

Passo 2: Para cada alternativa xi, com i “ 1, . . . ,n, usando :ywaW , determine o índice

coletivo total L˚-valorado Oi como segue:

Oi “ :ywaW pR C i1, . . . ,R C inq (5.2)

Passo 3: Determinar um ranking das alternativas considerando uma ordem total admissí-

vel em L
˚ e escolher a alternativa que tiver o maior índice coletivo total. A função

de saída r : X Ñ t1, . . . ,nu é definida por rpxiq “ j sss Oi é o j-ésimo maior índice

coletivo total. Observe que se duas ou mais alternativas, por exemplo x e y, têm o

mesmo índice coletivo total, então rpxq “ rpyq e portanto x „ y.

1No caso de se tratar de um critério de custo (ou seja negativo) será considerado seu complemento (a

negação L
˚-valorada padrão).

2A maioria dos métodos de tomada de decisão admitem situações (configurações) em que eles são

incapazes de discriminar qual entre duas alternativas diferentes é melhor.
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Tabela 5.1: Avaliação do especialista p1.
R1 a1 a2 a3 a4

A1 ([0.4,0.8],[0.0,0.1]) ([0.3,0.6],[0.0,0.2]) ([0.2,0.7],[0.2,0.3]) ([0.3,0.4],[0.4,0.5])

A2 ([0.5,0.7],[0.1,0.2]) ([0.3,0.5],[0.2,0.4]) ([0.4,0.7],[0.0,0.2]) ([0.1,0.2],[0.7,0.8])

A3 ([0.5,0.7],[0.2,0.3]) ([0.6,0.8],[0.1,0.2]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2]) ([0.6,0.8],[0.0,0.2])

Tabela 5.2: Avaliação do especialista p2.
R2 a1 a2 a3 a4

A1 ([0.5,0.9],[0.0,0.1]) ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) ([0.5,0.8],[0.0,0.1]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2])

A2 ([0.7,0.8],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.2,0.3]) ([0.5,0.8],[0.0,0.2]) ([0.5,0.6],[0.3,0.4])

A3 ([0.5,0.6],[0.1,0.4]) ([0.6,0.7],[0.1,0.2]) ([0.4,0.8],[0.1,0.2]) ([0.2,0.6],[0.2,0.3])

5.2 Exemplos Ilustrativos do Primeiro Método

Apresentaremos dois exemplos ilustrativos da aplicação do método proposto conside-

rando quatro ordens totais admissíveis e compararemos os ranking obtidos com o obtido

por [169] no primeiro caso e com os obtidos em [159, 160] para o segundo caso.

5.2.1 Primeiro Exemplo Ilustrativo

Considere o problema de adquirir um sistema de ar condicionado central usado como

exemplo em [169]. Consideram-se três alternativas de sistemas de ar-condicionado central

tA1,A2,A3u; quatro atributos: a1 (economia), a2 (funcionalidade), a3 (operacionalidade)

e a4 (longevidade); e três especialistas tp1, p2, p3u. Via o uso de métodos estatísticos,

para cada especialista pl , alternativa Ai e atributo a j, determina-se um grau intervalar

de pertinência e um grau intervalar de não-pertinência, ou seja, um L
˚-valor, conforme

constam nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 (o mesmo usado em [169]). O vetor de pesos para os

atributos é W “ p0.2134,0.1707,0.2805,0.3354q 3.

Como há três especialistas (m “ 3), então o vetor de pesos é calculado como segue:

λ1 “ 1
23 ` 1

3¨22 ` 1
4¨3 “ 1

8
` 1

6
“ 0.2916

λ2 “ 1
22 ` 1

3¨22 ` 1
4¨3 “ 1

4
` 1

6
“ 0.416

λ3 “ 1
23 ` 1

3¨22 ` 1
4¨3 “ 1

8
` 1

6
“ 0.2916

3Em [169] foram considerados os pesos V “ p0.35,0.28,0.46,0.55q que não satisfazem a condição que

a soma dos pesos seja 1. W é o vetor de pesos obtidos através da normalização padrão de V .

Tabela 5.3: Avaliação do especialista p3.
R3 a1 a2 a3 a4

A1 ([0.3,0.9],[0.0,0.1]) ([0.2,0.5],[0.1,0.4]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2]) ([0.3,0.6],[0.3,0.4])

A2 ([0.3,0.8],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.1,0.3]) ([0.2,0.8],[0.0,0.2]) ([0.3,0.5],[0.2,0.3])

A3 ([0.2,0.6],[0.1,0.2]) ([0.2,0.6],[0.2,0.3]) ([0.3,0.6],[0.1,0.3]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2])
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Tabela 5.4: Matriz de decisão de consenso
4

RC a1 a2 a3 a4

A1 ([0.4,0.871],[0.0,0.1]) ([0.3,0.53],[0.13,0.371]) ([0.371,0.73],[0.1,0.2]) ([0.33,0.571],[0.271,0.371])

A2 ([0.5,0.771],[0.1,0.2]) ([0.441,0.571],[0.171,0.33]) ([0.371,0.771],[0.0,0.2]) ([0.3,0.441],[0.387,0.487])

A3 ([0.412,0.63],[0.13,0.3]) ([0.483,0.7],[0.13,0.23]) ([0.371,0.7],[0.1,0.23]) ([0.4,0.7],[0.1,0.23])

A Tabela 5.4 apresenta matriz de decisão de consenso obtida das Tabelas 5.1, 5.2 e

5.3 considerando a Equação (5.1).

O índice coletivo total é calculado usando a Equação (5.2) como segue:

• O1 “ pr0.3509555488,0.6721s, r0.140916,0.2651sq

• O2 “ pr0.3867014634,0.6262s, r0.180441,0.3184sq

• O3 “ pr0.4086795732,0.6848s, r0.111192,0.2443sq

Assim, considerando este índice coletivo total e as ordens totais admissíveis apresen-

tadas na seção 4.3, obtemos os rankings na Tabela 5.5.

Portanto, a ampla maioria dos rankings obtidos (80%) coincidem em que A3 é a me-

lhor alternativa e e que A1 é melhor de que A2. Assim, podemos dizer que o ranking

que mais concorda com os 5 rankings obtidos (4 obtidos pelo método proposto e o outro

obtido em [169]) seria o ranking

A3 ą A1 ą A2

que de fato se repete em 3 deles.

Tabela 5.5: Rankings obtidos considerando algumas ordens totais admissíveis sobre L
˚.

✂˚

L
ď ĺ ď‹

XY [169]

A1 A3 A3 A3 A3

A2 A1 A1 A2 A1

A3 A2 A2 A1 A2

5.2.2 Segundo Exemplo Ilustrativo

Considere o problema de escolha de um investimento usado como exemplo em [159,

160]. Este problema considera uma empresa de investimentos à qual lhe gostaria inves-

tir uma determinada quantia de dinheiro em uma das seguintes possíveis alternativas: A1

uma revendedora de carros; A2 um restaurante; A3 uma loja de venda de equipamentos de
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Tabela 5.6: Avaliação do especialista e1.
R1 a1 a2 a3 a4

A1 ([0.4,0.5],[0.3,0.4]) ([0.4,0.6],[0.2,0.4]) ([0.1,0.3],[0.5,0.6]) ([0.3,0.4],[0.3,0.5])

A2 ([0.6,0.7],[0.2,0.3]) ([0.6,0.7],[0.2,0.3]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.1,0.3])

A3 ([0.6,0.7],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.3,0.4]) ([0.5,0.6],[0.1,0.3]) ([0.4,0.5],[0.2,0.4])

A4 ([0.3,0.4],[0.2,0.3]) ([0.6,0.7],[0.1,0.3]) ([0.3,0.4],[0.1,0.2]) ([0.3,0.7],[0.1,0.2])

A5 ([0.7,0.8],[0.1,0.2]) ([0.3,0.5],[0.1,0.3]) ([0.5,0.6],[0.2,0.3]) ([0.3,0.4],[0.5,0.6])

Tabela 5.7: Avaliação do especialista e2.
R2 a1 a2 a3 a4

A1 ([0.3,0.4],[0.4,0.5]) ([0.5,0.6],[0.1,0.3]) ([0.4,0.5],[0.3,0.4]) ([0.4,0.6],[0.2,0.4])

A2 ([0.3,0.6],[0.3,0.4]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.2,0.3]) ([0.6,0.7],[0.2,0.3])

A3 ([0.6,0.8],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.1,0.2]) ([0.5,0.7],[0.2,0.3]) ([0.1,0.3],[0.5,0.6])

A4 ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) ([0.5,0.8],[0.1,0.2]) ([0.2,0.5],[0.3,0.4]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2])

A5 ([0.6,0.7],[0.2,0.3]) ([0.6,0.7],[0.1,0.2]) ([0.5,0.7],[0.2,0.3]) ([0.6,0.7],[0.1,0.3])

informática; A4 uma farmácia; e A5 uma academia. Esta escolha deve ser feita tomando

em conta os seguintes quatro critérios benéficos: c1 rentabilidade; c2 análises de cresci-

mento; c3 impacto socio-político; e c4 cultura da empresa. As cinco possíveis alternativas

serão avaliadas por três especialistas e1, e2 e e3, os quais avaliam o quanto cada alternativa

satisfaz e o quanto não satisfaz cada um dos critérios por separado e considerando uma

imprecisão ou nível de segurança na sua avaliação. Essas avaliações são então normali-

zadas para serem elementos de L
˚ e colocadas na forma de matrizes como apresentados

nas Tabelas 5.6, 5.7 e 5.8 (as mesmas consideradas em [158, 159, 160]).

Como em [159, 160] não foram considerados um peso para os critérios, porem aqui

consideramos que todos têm o mesmo peso, ou seja, W “ p0.25,0.25,0.25,0.25q. Os ran-

kings obtidos usando o método proposto considerando as quatro ordens totais admissíveis

do exemplo anterior assim como os ranking obtidos em [159, 160] são apresentados na

Tabela 5.9.

Fazendo uma análise minuciosa destes rankings, podemos concluir que há um con-

senso absoluto de que a alternativa A1 é a pior de todas seguida da alternativa A4. Por

outro lado, se calculamos para as outras três alternativas, a quantidade de vezes que ob-

tiveram melhores posições nos rankings que as outras alternativas, obteremos a Tabela

Tabela 5.8: Avaliação do especialista e3.
R3 a1 a2 a3 a4

A1 ([0.2,0.5],[0.3,0.4]) ([0.4,0.5],[0.1,0.2]) ([0.3,0.6],[0.2,0.3]) ([0.3,0.7],[0.1,0.3])

A2 ([0.2,0.7],[0.2,0.3]) ([0.3,0.6],[0.2,0.4]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2]) ([0.5,0.8],[0.1,0.2])

A3 ([0.5,0.6],[0.3,0.4]) ([0.7,0.8],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.2,0.3]) ([0.4,0.5],[0.3,0.4])

A4 ([0.3,0.6],[0.2,0.4]) ([0.4,0.6],[0.2,0.3]) ([0.1,0.4],[0.3,0.6]) ([0.3,0.7],[0.1,0.2])

A5 ([0.6,0.7],[0.1,0.3]) ([0.5,0.6],[0.3,0.4]) ([0.5,0.6],[0.2,0.3]) ([0.5,0.6],[0.2,0.4])
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Tabela 5.9: Ranking obtidos pelo método proposto considerando diversas ordens totais e

os rankings em [159, 160].
Método Proposto Métodos Propostos em [159, 160]

✂˚

L
ď ĺ ď‹

XY [160] [159] γă0.378 [159] γ“0.378 [159] 0.378ăγă1 [159] γ“1

A5 A2 A2 A5 A5 A3 A3 „ A5 A5 A5

A3 A5 A5 A3 A2 A5 A3 A3 „ A2

A2 A3 A3 A2 A3 A2 A2 A2

A4 A4 A4 A4 A4 A4 A4 A4 A4

A1 A1 A1 A1 A1 A1 A1 A1 A1

Tabela 5.10: Comparação baseada na Tabela 5.9.
R3 A2 A3 A5

A2 – 3 2

A3 5 – 1

A5 7 7 –

5.10. Desta tabela, podemos concluir que o ranking mais razoável baseado nos rankings

obtidos com o método proposto e os de Tan et al, seria:

A5 ą A3 ą A2 ą A4 ą A1

Este ranking de fato, coincide com o obtido em [159] para γ P p0.378,1q e com o método

proposto com as ordens totais admissíveis ✂˚
L

e ď‹
XY .

5.3 Método de Tomada de Decisão Baseado em Relações

de Preferência L
˚-Valoradas

Seja L um reticulado. Uma relação de preferência L-valorada sobre um conjunto finito

e não vazio X , é uma relação binária fuzzy L-valorada R sobre X .

Consideremos uma indexação de X , isto é uma bijeção I : Nn Ñ X , onde n é a car-

dinalidade de X . Por simplicidade notacional, para cada i, j P Nn, usaremos xi e Ri, j em

vez de Ipiq e Rpxi,x jq, respectivamente. O significado de Ri, j é que a alternativa xi é pre-

ferida à alternativa x j (denotado por xi ą x j) com um grau L-valorado Ri, j. Usualmente,

é requerido que a relação de preferência também satisfaça propriedade de N-reprocidade,

ou seja, Ri, j “ NpR j,iq, onde N é uma negação L-valorada forte [129] ou alguma outra

condição, por exemplo, consistência ou aditividade [50, 75].

A tomada de decisão em grupo ou multi-especialista baseada em relações de prefe-

rência L-valoradas consiste em: um conjunto finito, não vazio e indexado X “ tx1, . . . ,xnu

de alternativas, um conjunto finito, não vazio e indexado D “ td1, . . . ,dmu de tomadores
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de decisão ou especialistas junto com um vetor de pesos Λ “ pλ1, . . . ,λmq, ou seja λi ą 0

para cada i P Nm e
mř

k“1

λk “ 1, e as relações de preferência L-valoradas sobre X de cada

tomador de decisão. Denotaremos a relação de preferência do tomador de decisão dk por

Rk.

Existem diversos métodos para obter, de modo razoável, um ranking das alternativas

como por exemplo os propostos em [4, 56, 98, 164, 182]. No entanto, o método do voto

é uma das estrategias mais simples e bem sucedidas para tomada de decisão (ver por

exemplo [65, 84, 85, 97, 122]). Para o caso de valores fuzzy, a avaliação final de uma

alternativa xi considerando uma única relação de preferência R, é calculada como segue:

¨
˝

nÿ

j“1

Ri, j

˛
‚´ Ri,i.

É claro que para o ranking final da o mesmo se normalizamos esses valores dividindo-os

por n ´ 1, isto é, se usarmos a média aritmética dos valores na posição da linha i de R

que são diferentes de Ri,i. Analogamente como foi feito em [176], quando um grupo de

tomadores de decisão com diferentes pesos é considerado, cada um com suas próprias

relações de preferência, agregamos essas relações de preferências L
˚-valoradas usando

em cada posição a melhor L˚-representação da média ponderada. Assim, o método é o

seguinte:

Entrada: X , Λ, e para cada l “ 1, . . . ,m uma relação de preferência L
˚-valorada Rl de

dimensão n ˆ n onde cada posição pi, jq em Rl , denotada por Rl
i j, contém um L

˚-

valor, o qual reflete o quanto a alternativa xi é considerada melhor que a alternativa

x j de acordo com o tomador de decisão dl .

Saída: Um ranking r : X ÑNn, significando que uma alternativa x P X é melhor que uma

alternativa y P X , denotado por x ą y, sempre que rpxq ă rpyq e rpxq “ rpyq significa

que o método foi incapaz de determinar se x é uma alternativa pior ou melhor que

y, denotado por x „ y.

Passo 1. Agregar as relações de preferência L
˚-valoradas de cada tomador de decisão

em uma única relação de preferência L
˚-valoradas Rc, chamada de relação de pre-

ferência coletiva, usando o operador de agregação média ponderada considerando

Λ como vetor de pesos. Assim, Rc é uma matriz de dimensão n ˆ n onde a posição

Rc
k,i contém a média ponderada das preferências dos tomadores de decisão para a

alternativa xi sobre a alternativa x j, ou seja,

81



Capítulo 5. Proposta de Métodos de Tomada de Decisão

Rc
i, j “ :ywaΛpR1

i, j, . . . ,R
m
i, jq

Passo 2. Obter a pontuação final de cada alternativa xi, que denotaremos por Vi, com

i “ 1, . . . ,n, “somando os votos”, usando a média ponderada, em Rc para xi, ou seja,

Vi “ :xwapRc
i,1, . . . ,R

c
i,i´1,R

c
i,i`1, . . . ,R

c
i,nq

Passo 3. Determinar um ranking das alternativas considerando uma ordem total admissí-

vel em L
˚ e escolher a alternativa que tiver o maior pontuação final. A função de

saída r : X Ñ t1, . . . ,nu é definida por rpxiq “ j sss Vi é a j-ésima maior pontuação

final. Observe que se duas ou mais alternativas, por exemplo x e y, têm a mesma

pontuação final então rpxq “ rpyq e portanto x „ y.

Observe que, se considerarmos ďL˚ , ou qualquer outra ordem parcial não total em

vez de uma ordem total admissível haveria uma maior incidência de situações em que

o método não consegue decidir entre duas ou mais alternativas qual é a melhor. Já se

consideramos uma ordem total, tal que a média ponderada não seja isotônica com respeito

a essa ordem, então existe a possibilidade de que alternativas evidentemente piores que

outras. Por exemplo, quando todos os especialistas dão graus de preferências (L˚-valores)

menores para uma alternativa xi que para a uma outra alternativa x j, após a aplicação da

média ponderada a alternativa xi obtenha uma pontuação final maior de que x j, ganhando

dessa forma a pior alternativa.

Observe que, se alteramos a ordem entre os passos 1 e 2 no método proposto, ou

seja, para cada tomador de decisão, aplicamos primeiro a média aritmética de seus graus

de preferências para obter uma pontuação L
˚-valorada de cada alternativa e depois, para

cada alternativa, usamos a média ponderada das pontuações no passo anterior, então as

pontuações finais de cada alternativa são as mesmas que as obtidas pelo método proposto.

5.4 Exemplos Ilustrativos do Segundo Método

Compararemos o uso do nosso método com o proposto por Z. Xu em [182]. Consi-

deraremos três exemplos ilustrativos. Aqui não estamos interessados na forma como são

elicitadas os graus intuicionistas intervalares que expressam as preferencias de cada espe-

cialista. Por exemplo, poderia ser requerido que cada experto de um valor (um grau) no

intervalo r0,1s que represente o quanto ele acha que uma alternativa é preferível a outra
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Tabela 5.11: Relação de preferência do tomador de decisão d1 em [182]
R1 x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.4,0.5],[0.2,0.3]) ([0.2,0.4],[0.3,0.5]) ([0.3,0.5],[0.4,0.5]) ([0.7,0.8],[0.1,0.2]) ([0.2,0.3],[0.5,0.7])

x2 ([0.2,0.3],[0.4,0.5]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.3],[0.3,0.4]) ([0.2,0.4],[0.4,0.5]) ([0.2,0.3],[0.2,0.4]) ([0.0,0.2],[0.5,0.6])

x3 ([0.3,0.5],[0.2,0.4]) ([0.3,0.4],[0.1,0.3]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.3,0.4],[0.3,0.6]) ([0.4,0.6],[0.1,0.3]) ([0.1,0.4],[0.3,0.5])

x4 ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) ([0.4,0.5],[0.2,0.4]) ([0.3,0.6],[0.3,0.4]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.5,0.8],[0.1,0.2]) ([0.2,0.3],[0.6,0.7])

x5 ([0.1,0.2],[0.7,0.8]) ([0.2,0.4],[0.2,0.3]) ([0.1,0.3],[0.4,0.6]) ([0.1,0.2],[0.5,0.8]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.3,0.5],[0.4,0.5])

x6 ([0.5,0.7],[0.2,0.3]) ([0.5,0.6],[0.0,0.2]) ([0.3,0.5],[0.1,0.4]) ([0.6,0.7],[0.2,0.3]) ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

alternativa, em seguida podem ser usadas funções de ignorância, como em [38, 146], para

transformar esses valores em graus de pertinência intuicionistas intervalares.

5.4.1 Primeiro Exemplo Ilustrativo

Em [171] foi proposto um ambiente de hierarquia analítica baseada em técnicas de to-

mada de decisão fuzzy de múltiplos critérios para ajudar aos bancos a escolher estratégias

de fusão com base em seis critérios seguintes: desempenho da gestão, direitos e interesses

dos funcionários, orientação ao cliente, análise financeira, política financeira do governo

e gestão de risco. Em [182] foi considerado um comitê composto por três tomadores de

decisão, cada um advindo de uma área estratégica de decisão diferente, os quais compa-

ram individualmente cada par de critérios e expressam suas preferências através de um

valor intuicionista de Atanassov intervalar, a fim de incluir a sua incerteza e imprecisão

na avaliação. Foi considerado um peso para cada tomador de decisão

Condições Iniciais: Há seis alternativas (X “ tx1, . . . ,x6u), três tomadores de decisão

(d1,d2 e d3) com suas respectivas relações de preferências L˚-valoradas (R1, R2 e

R3) apresentadas nas tabelas 5.11, 5.12 e 5.13, respectivamente, e o vetor de pesos

Λ “ p0.4,0.3,0.3q para os tomadores de decisão. Como as relações de preferências

L
˚-valoradas de d3 em [182] para as alternativas x3 e x4 é invalido, ou seja, não é um

L
˚-valor. Nós mudamos esses valores para um L

˚-valor o mais próximo possível

do par de intervalos dados por [182] para não afetar o ranking final de Xu e manter

o princípio de aditividade N-recíproca com respeito à negação forte padrão em L
˚,

ou seja, NpX ,Y q “ pY,Xq5. Assim, a menos desse L
˚-valor, nos consideramos as

mesmas condições iniciais de Xu em [182].

Passo 1: Relação de preferência coletiva Rc é apresentada na Tabela 5.146.

Por exemplo,

5Observe que em [182, Table 3] só não respeita este princípio em R3
2,3 e R3

3,2, pois R3
2,3 ‰ NpR3

3,2q.
6omitimos os zeros à esquerda para diminuir o comprimento da tabela.
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Tabela 5.12: Relação de preferência do tomador de decisão d2 em [182]
R2 x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.3,0.5],[0.1,0.3]) ([0.3,0.4],[0.2,0.5]) ([0.4,0.5],[0.3,0.4]) ([0.6,0.7],[0.2,0.3]) ([0.2,0.4],[0.5,0.6])

x2 ([0.1,0.3],[0.3,0.5]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.0,0.3],[0.2,0.3]) ([0.3,0.4],[0.2,0.5]) ([0.1,0.2],[0.3,0.5]) ([0.2,0.5],[0.3,0.4])

x3 ([0.2,0.5],[0.3,0.4]) ([0.2,0.3],[0.0,0.3]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.2,0.4],[0.4,0.5]) ([0.5,0.7],[0.1,0.2]) ([0.3,0.4],[0.4,0.6])

x4 ([0.3,0.4],[0.4,0.5]) ([0.2,0.5],[0.3,0.4]) ([0.4,0.5],[0.2,0.4]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.4,0.7],[0.2,0.3]) ([0.0,0.2],[0.5,0.7])

x5 ([0.2,0.3],[0.6,0.7]) ([0.3,0.5],[0.1,0.2]) ([0.1,0.2],[0.5,0.7]) ([0.2,0.3],[0.4,0.7]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.2,0.3],[0.3,0.6])

x6 ([0.5,0.6],[0.2,0.4]) ([0.3,0.4],[0.2,0.5]) ([0.4,0.6],[0.3,0.4]) ([0.5,0.7],[0.0,0.2]) ([0.3,0.6],[0.2,0.3]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

Tabela 5.13: Relação de preferência do tomador de decisão d3 em [182]
R3 x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.5,0.7],[0.1,0.2]) ([0.3,0.5],[0.2,0.4]) ([0.2,0.3],[0.3,0.5]) ([0.5,0.8],[0.0,0.2]) ([0.3,0.5],[0.4,0.5])

x2 ([0.1,0.2],[0.5,0.7]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.3,0.4],[0.4,0.6]) ([0.1,0.3],[0.2,0.5]) ([0.2,0.4],[0.3,0.5]) ([0.2,0.3],[0.4,0.7])

x3 ([0.2,0.4],[0.3,0.5]) ([0.3,0.4],[0.4,0.6]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.4,0.6],[0.3,0.4]) ([0.3,0.6],[0.1,0.2]) ([0.2,0.3],[0.3,0.4])

x4 ([0.3,0.5],[0.2,0.3]) ([0.2,0.5],[0.1,0.3]) ([0.3,0.4],[0.4,0.6]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.4,0.5],[0.2,0.4]) ([0.4,0.6],[0.2,0.3])

x5 ([0.0,0.2],[0.5,0.8]) ([0.3,0.5],[0.2,0.4]) ([0.1,0.2],[0.3,0.6]) ([0.2,0.4],[0.4,0.5]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.4,0.5],[0.3,0.5])

x6 ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) ([0.4,0.7],[0.2,0.3]) ([0.3,0.4],[0.2,0.3]) ([0.2,0.3],[0.4,0.6]) ([0.3,0.5],[0.4,0.5]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

Rc
1,2 “pr0.4¨0.4`0.3¨0.3`0.3¨0.5,0.4¨0.5`0.3¨0.5`0.3¨0.7s,

r0.4¨0.2`0.3¨0.1`0.3¨0.1,0.4¨0.3`0.3¨0.3`0.3¨0.2sq

“pr0.16`0.09`0.15,0.2`0.15`0.21s,

r0.08`0.03`0.03,0.12`0.09`0.06sq

“pr0.4,0.56s, r0.14,0.27sq

Passo 2: O vetor V com a pontuação final de cada alternativa é o seguinte:

• V1 “ pr0.36,0.518s, r0.258,0.41sq;

• V2 “ pr0.152,0.318s, r0.33,0.504sq;

• V3 “ pr0.28,0.46s, r0.236,414sq;

• V4 “ pr0.318,0.504s, r0.282,0.428sq;

• V5 “ pr0.184,0.332s, r0.392,0.582sq e

• V6 “ pr0.4,0.558s, r0.208,0.376sq.

Por exemplo, o cálculo de V1 foi feito como segue:

Tabela 5.14: Relação de Preferência L
˚-valorada coletiva.

Rc x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 ([.5,.5],[.5,.5]) ([.4,.56],[.14,.27]) ([.26,.43],[.24,.47]) ([.3,.44],[.34,.47]) ([.61,.77],[.1,.23]) ([.23,39],[.47,.61])

x2 ([.14,.27],[.4,.56]) ([.5,.5],[.5,.5]) ([.13,.33],[.3,.43]) ([.2,.37],[.28,.5]) ([.17,.3],[.26,.46]) ([.12,.32],[.41,.57])

x3 ([.24,.47],[.26,.43]) ([.27,.37],[.16,.39]) ([.5,.5],[.5,.5]) ([.3,.46],[.33,.51]) ([.4,.63],[.1,.24]) ([.19,.37],[.33,.5])

x4 ([.34,.47],[.3,.44]) ([.28,.5],[.2,.37]) ([.33,.51],[.3,.46]) ([.5,.5],[.5,.5]) ([.44,0.68],[.16,.29]) ([.2,.36],[.45,.58])

x5 ([.13,.23],[.61,.77]) ([.26,.46],[.17,.3]) ([.1,.24],[.4,.63]) ([.16,.29],[.44,.68]) ([.5,.5],[.5,.5]) ([.3,.44],[.34,.53])

x6 ([.47,.61],[.23,.39]) ([.41,.57],[.12,.32]) ([.33,.5],[.19,.37]) ([.45,.58],[.2,.36]) ([.34,.53],[.3,.44]) ([.5,.5],[.5,.5])
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!V1 “pr0.4`0.26`0.3`0.61`0.23
5

, 0.56`0.43`0.44`0.77`0.39
5

s,

r0.14`0.24`0.34`0.1`0.47
5

, 0.27`0.47`0.47`0.23`0.61
5

sq

“pr1.8
5
, 2.59

5
s, r1.29

5
, 205

5
sq

“pr0.36,0.518s, r0.258,0.41sq

Passo 3: Como SpV1q “ 0.105, SpV2q “ ´0.182, SpV3q “ 0.045, SpV4q “ 0.056, SpV5q “

´0.229 e SpV6q “ 0.187, então considerando as ordens totais admissíveis ď e ĺ,

em ambos os casos, o ranking obtido é o seguinte:

x6 ą x1 ą x4 ą x3 ą x2 ą x5 (5.3)

Por outro lado, considerando a ordem total admissível ✂˚
L

, o ranking obtido por

este método é o seguinte:

x6 ą x1 ą x4 ą x3 ą x5 ą x2 (5.4)

Considerando, a ordem total admissível ď‹
XY tem-se o seguinte ranking:

x6 ą x1 ą x4 ą x3 ą x2 ą x5 (5.5)

Já o ranking obtido por Xu em [182] foi

x6 ą x1 ą x4 ą x3 ą x2 ą x5 (5.6)

Observação 5.4.1 Assim, todos os rankings obtidos concordam nas quatro melhores al-

ternativas, ou seja, em que x6 ą x1 ą x4 ą x3. Porém, no ranking obtido com o método de

Xu e com o nosso com as ordens ď, ĺ e ď‹
XY , a alternativa x2 é melhor que x5 enquanto

com o método proposto mas para a ordem ✂˚
L

é o oposto. No entanto, de acordo com as

Tabelas 5.11, 5.12 e 5.13, P1
2,5 “ pr0.2,0.3s, r0.2,0.4sq ďL˚ pr0.2,0.4s, r0.2,0.3sq “ P1

5,2,

P2
2,5 “ pr0.1,0.2s, r0.3,0.5sq ďL˚ pr0.3,0.5s, r0.1,0.2sq “ P2

5,2 e P3
2,5 “ pr0.2,0.4s, r0.3,0.5sq ďL˚

pr0.3,0.5s, r0.2,0.4sq “ P3
5,2. Portanto, todos os três tomadores de decisão coincidem em

que a alternativa x5 é melhor do que a alternativa x2 e isto deveria ter sido refletido no

ranking final.
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Tabela 5.15: Relação de preferência L
˚-valorada do especialista d1.

R1 x1 x2 x3 x4

x1 ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.2,0.3],[0.4,0.5]) ([0.3,0.4],[0.2,0.4]) ([0.0,0.5],[0.3,0.6])

x2 ([0.4,0.5],[0.2,0.3]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.2],[0.6,0.7]) ([0.4,0.4],[0.2,0.2])

x3 ([0.2,0.4],[0.3,0.4]) ([0.6,0.7],[0.1,0.2]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.0,0.2],[0.4,0.7])

x4 ([0.3,0.6],[0.0,0.5]) ([0.2,0.2],[0.4,0.4]) ([0.4,0.7],[0.0,0.2]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

Tabela 5.16: Relação de preferência L
˚-valorada do especialista d2.

R2 x1 x2 x3 x4

x1 ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.4,0.5],[0.4,0.5]) ([0.1,0.2],[0.7,0.8]) ([0.2,0.3],[0.4,0.6])

x2 ([0.4,0.5],[0.4,0.5]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.3,0.3],[0.5,0.6]) ([0.2,0.5],[0.3,0.5])

x3 ([0.7,0.8],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.3,0.3]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.1],[0.8,0.9])

x4 ([0.4,0.6],[0.2,0.3]) ([0.3,0.5],[0.2,0.5]) ([0.8,0.9],[0.1,0.1]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

5.4.2 Segundo Exemplo Ilustrativo

Baseado no curriculum de 4 candidatos (x1, . . . ,x4) que competem por uma vaga no

instituto I, a comisão julgadora composta por dois especialistas (d1 e d2) com o mesmo

peso (Λ “ p0.5,0.5q), devem decidir qual dos candidatos ficará com a vaga. As Tabelas

5.15 e 5.16 mostram, respectivamente, as relações de preferências L
˚-valoradas de d1 e

d2.

Aplicando o método de Xu em [182], temos que:

1. Cálculo da distância Euclideana dE entre cada linha da relação de preferência L
˚-

valorada de cada especialista e a solução L
˚-valorada ideal α˚ “ pα,α,α,αq onde

α “ pr1,1s, r0,0sq.

dEpRk
i ,α

˚q“

gffe1

4

4ÿ

j“1

”
pXi j´1q2`pXi j´1q2`Yi j

2`Yi j
2
ı

onde Rk
i é o vetor que representa a linha i, com i “ 1, . . . ,4, de Rk, com k “ 1,2.

Os valores que resultam deste cálculo são apresentados na Tabela 5.17.

2. Considerando o vetor de pesos Λ agregamos as distancias dEpR1
i ,α

˚q com dEpR2
i ,α

˚q

para cada i “ 1, . . . ,4 resultando em

Tabela 5.17: Distância Euclideana entre as preferências de cada especialista para cada

alternativa e α˚

d x1 x2 x3 x4

R1 1.15 1.1 1.1 0.998

R2 1.25 1.1 1.1 0.83
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Tabela 5.18: Relação de preferência L
˚-valorada coletiva Rc .

Rc x1 x2 x3 x4

x1 ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.3,0.4],[0.4,0.5]) ([0.2,0.3],[0.45,0.6]) ([0.1,0.4],[0.35,0.6])

x2 ([0.4,0.5],[0.3,0.4]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.2,0.25],[0.55,0.65]) ([0.3,0.45],[0.25,0.35])

x3 ([0.45,0.6],[0.2,0.3]) ([0.55,0.65],[0.2,0.25]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.05,0.15],[0.6,0.8])

x4 ([0.35,0.6],[0.1,0.4]) ([0.25,0.35],[0.3,0.45]) ([0.6,0.8],[0.05,0.15]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

dEpR1,α
˚q “ 1.2, dEpR2,α

˚q “ 1.1, dEpR3,α
˚q “ 1.1 e dEpR4,α

˚q “ 0.914

3. Assim, o ranking final das alternativas baseadas na agregação dessas distâncias é:

x1 ą x2 „ x3 ą x4 (5.7)

e portanto o método só consegue determinar que as alternativas x1 e x4 são, res-

pectivamente, a melhor e pior. Já as alternativas x2 e x3 têm o mesmo ranking de

acordo com este método.

Agora aplicando o método proposto, a agregação das duas relações de preferências

L
˚-valoradas numa relação de preferência L

˚-valorada coletiva Rc, é apresentada na Ta-

bela 5.18:

Desde relação de preferência L
˚-valorada coletiva Rc na Tabela 5.18 obtemos o vetor

de pontuação final V pelo uso da média aritmética :xwa entre os L˚-valores de cada linha:

• V1 “ pr0.275,0.4s, r0.425,0.55sq;

• V2 “ pr0.3,0.4s, r0.36,0.46sq;

• V3 “ pr0.35,0.46s, r0.3,0.45sq; e

• V4 “ pr0.425,0.5625s, r0.2375,0.375sq.

Portanto, considerando as ordens totais admssíveis ✂˚
L

, ď, ĺ e ď‹
XY obtemos em todas

o mesmo ranking das alternativas:

x4 ą x3 ą x2 ą x1 (5.8)

Observação 5.4.2 Observe que o ranking da Equação (5.7) só mostra que x4 é a pior

alternativa e que x1 é a melhor alternativa. Mas com o método proposto (considerando

4 ordens totais admissíveis diferentes), obtemos exatamente o oposto, ou seja, que x1 é

a pior alternativa e x4 é a melhor alternativa. Então, qual desses rankings é o mais

correto? Se analizarmos as relações de preferência de cada especialista temos que R1
1,4 “
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Tabela 5.19: Relação de preferência L
˚-valorada de d1.

R1 x1 x2 x3 x4

x1 ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.0,0.1],[0.4,0.4]) ([0.1,0.3],[0.2,0.4]) ([0.2,0.2],[0.3,0.4])

x2 ([0.4,0.4],[0.0,0.1]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.2,0.6],[0.3,0.3]) ([0.3,0.5],[0.0,0.5])

x3 ([0.2,0.4],[0.1,0.3]) ([0.3,0.3],[0.2,0.6]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.2],[0.3,0.6])

x4 ([0.3,0.4],[0.2,0.2]) ([0.0,0.5],[0.3,0.5]) ([0.3,0.6],[0.1,0.2]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

Tabela 5.20: Relação de preferência L
˚-valorada de d2.

R2 x1 x2 x3 x4

x1 ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.2,0.3],[0.6,0.7]) ([0.3,0.5],[0.4,0.5]) ([0.4,0.4],[0.5,0.6])

x2 ([0.6,0.7],[0.2,0.3]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.6,0.9],[0.1,0.1]) ([0.0,0.2],[0.3,0.8])

x3 ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) ([0.1,0.1],[0.6,0.9]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.3],[0.3,0.7])

x4 ([0.5,0.6],[0.4,0.4]) ([0.3,0.8],[0.0,0.2]) ([0.3,0.7],[0.1,0.3]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

pr0.0,0.5s, r0.3,0.6sq ďL˚ pr0.3,0.6s, r0.0,0.5sq “ R1
4,1 e R2

1,4 “ pr0.2,0.3s, r0.4,0.6sq ďL˚

pr0.4,0.6s, r0.2,0.3sq “ R2
4,1, e pelo tanto, na opinião de cada especialista, o candidato x4

é melhor de que o candidato x1 consequentemente o ranking obtido pelo uso do método

de Xu não é razoável. Já o ranking obtido com o método proposto, com respeito a estas

duas alternativas é correto. Com respeito aos outros dois candidatos o método de Xu

não consegue decidir qual deles é melhor. Já com o método proposto se obtém que o

candidato x3 é melhor que x2 que também concorda com a opinião particular de ambos

especialistas.

5.4.3 Terceiro Exemplo Ilustrativo

Considere o mesmo problema de tomada de decisão anterior mas com quatro diferen-

tes relações de preferência L
˚-valoradas. As Tabelas 5.19 e 5.20 apresentam, respectiva-

mente, as novas relações de preferência L
˚-valoradas de d1 e d2.

Aplicando o método de Xu em [182], temos que

1. Cálculo da distância Euclideana dE entre cada linha da relação de preferência de

cada especialista e a solução fuzzy ideal α˚ “ pα,α,α,αq onde α “ pr1,1s, r0,0sq.

Os valores que resultam deste cálculo são apresentados na Tabela 5.21.

2. Considerando o vetor de pesos Λ agregamos as distâncias dEpR1
i ,α

˚q com dEpR2
i ,α

˚q

Tabela 5.21: Distância Euclideana entre as preferências de cada especialista para cada

alternativa e α˚

d x1 x2 x3 x4

R1 0.96954 1.235 1.022 1.164

R2 0.875 1.259 0.869 1.283
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Tabela 5.22: Relação de preferência L
˚-valorada coletiva.

Rc x1 x2 x3 x4

x1 ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.2],[0.5,0.55]) ([0.2,0.4],[0.3,0.45]) ([0.3,0.3],[0.4,0.5])

x2 ([0.5,0.55],[0.1,0.2]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.4,0.75],[0.2,0.2]) ([0.15,0.35],[0.15,0.65])

x3 ([0.3,0.45],[0.2,0.4]) ([0.2,0.2],[0.4,0.75]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.25],[0.3,0.65])

x4 ([0.4,0.5],[0.3,0.3]) ([0.15,0.65],[0.15,0.35]) ([0.3,0.65],[0.1,0.25]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

para cada i “ 1, . . . ,4 resultando em dEpR1,α
˚q “ 0.92209, dEpR2,α

˚q “ 1.247,

dEpR3,α
˚q “ 0.946 e dEpR4,α

˚q “ 1.223

3. Assim, o ranking final das alternativas por este método é:

x2 ą x4 ą x3 ą x1 (5.9)

Agora, aplicando o método proposto obtemos a relação de preferência L
˚-valorada

coletiva, Rc, descrita na Tabela 5.22.

A partir da relação de preferência L˚-valorada coletiva da Tabela 5.22, computamos a

média aritmética L˚-valorada para cada alternativa, ou seja, o vetor de pontuação final V :

• V1 “ pr0.2,0.3s, r0.4,0.5sq;

• V2 “ pr0.35,0.55s, r0.15,0.35sq;

• V3 “ pr0.2,0.3s, r0.3,0.6sq; e

• V4 “ pr0.283,0.6s, r0.183,0.3sq.

Por tanto, se consideramos as ordens totais admissíveis ✂˚
L

, ď e ď‹
XY temos, nos três

casos, o seguinte ranking entre as alternativas:

x2 ą x4 ą x1 ą x3 (5.10)

Já se consideramos a ordem total admissível ĺ temos o ranking:

x2 ą x4 ą x3 ą x1 (5.11)

Observação 5.4.3 Logo, há um consenso de que a melhor alternativa é x2 e que a se-

gunda melhor é x4, porém há discrepância sobre as duas piores alternativas. No en-

tanto, baseado nas preferências dos especialistas, ou seja as Tabelas 5.19 e 5.20, é

possível determinar que R1
1,3 “ pr0.1,0.3s, r0.2,0.4sq ďL˚ pr0.2,0.4s, r0.1,0.3sq “ R1

3,1
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R2
1,3 “ pr0.3,0.5s, r0.4,0.5sq ďL˚ pr0.4,0.5s, r0.3,0.5sq “ R2

3,1 o que implica em que am-

bos especialistas preferem x3 a x1. Consequentemente, para estas relações de preferên-

cias L
˚-valoradas resulta mais razoável o ranking obtido pelo método proposto com a

ordem ĺ que o obtido pelo método de Xu ou pelo método proposto com as outras ordens

consideradas.
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Capítulo 6

Fusão de Rankings

Na maioria das atividades dos seres humanos, há necessidade de se tomar decisões

que envolvem a escolha de uma alternativa entre várias disponíveis. Algumas dessas de-

cisões são rotineiras e podem ser feitas sem a necessidade de se pensar muito. Porém,

problemas de tomada de decisão difíceis e/ou complexos exigem soluções complexas que

podem necessitar a avaliação de um ou mais especialistas, por exemplo, a aquisição de

um equipamento complexo e caro, ou o investimento no mercado de ações. Em geral,

estes tipos de decisões envolvem: incerteza, complexidade, consequências de alto risco,

várias alternativas, etc. Nestas circunstâncias, a utilização de um processo eficaz e ro-

busto, aumentaria a qualidade das decisões e ajudaria a alcançar consistentemente bons

resultados. A TD pode ser visto como o processo de escolher a alternativa mais adequada

entre um conjunto de alternativas considerando alguns critérios, objetivos, ou preferên-

cias. Em geral, métodos de tomada de decisão fornecem como resultado um ranking das

alternativas. Os métodos de tomada de decisões podem ser classificados de várias ma-

neiras: por exemplo, se considera um grupo de especialistas ou apenas um, se considera

vários atributos/critérios ou não, se leva em consideração o peso para os atributos ou es-

pecialistas, se utiliza relações de preferências ou matrizes de decisão, se os especialistas

avaliam usando valores booleanos, fuzzy ou de algum tipo de extensão de valores fuzzy

(por exemplo, valores hesitantes, intervalo, intuicionistas, etc.)1, etc.

O grande problema com os métodos ou processos de TD é que quando aplicados em

problemas reais, em geral, não é possível determinar a qualidade da solução (ordenação

das alternativas) obtida pelo método. Por exemplo, o ranking de pós-graduação candidatos

matriculados em algumas universidades não dá garantias de que o primeiro classificado

tenha melhor desempenho durante o curso que um pior classificado. Além disso, consi-

dere o exemplo ilustrativo em [52, 53, 108], o qual é descrito na seção 6.4.1. Conforme

1Uma análise histórica e hierárquica dos diferentes tipos de extensões para conjuntos fuzzy pode ser

encontrado em [33].
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mostrado na Tabela 6.6, os rankings obtidos pelos diferentes métodos para as seis alter-

nativas são todos diferentes. Assim, é razoável perguntar: Qual destas classificações é a

melhor? existe um ranking ideal para este problema de tomada de decisão? Não há uma

resposta positiva para a primeira pergunta e a segunda tem uma resposta negativa. Em

seguida, os métodos são inúteis? Não, o método quando é razoável fornece evidências

importantes e em alguns casos uma boa classificação que pode ajudar o decisor em sua

tarefa de selecionar boas alternativas. Assim, quando aplicados vários métodos para um

problema de TD, mais informações terá o decisor para determinar (aplicando uma espé-

cie de metamétodo) o seu ranking das alternativas. Neste capítulo, forneceremos algumas

condições e critérios para estes “metamétodos” determinar um ranking final baseado nos

ranking obtidos pelos diferentes métodos aplicados ao mesmo problema de tomada de

decisão. Estes “metamétodos”, de um ponto de vista matemático, serão denominados de

funções de fusão de rankings.

6.1 Funções de Fusão de Rankings

Dado um conjunto finito e não vazio de alternativas A “ ta1, . . . ,anu, definimos ℘
A “

tpA1, . . . ,Akq : tA1, . . . ,Aku é uma partição2 de Au. Cada ~A “ pA1, . . . ,Akq P ℘
A, com

Ai “ tai1, . . . ,aipiu denota o ranking: a11 „ . . . „ a1p1
ą a21 „ . . . „ a2p2

ą . . . ą ak1 „

. . . „ akpk , significado que as alternativas ai j e aip j`1q são equivalentes, ou seja, não é

possível discernir entre as duas alternativas, e ai j é melhor do que a alternativa api`1ql

para cada i P Nk, j P Npi e l P Npi`1
. Por exemplo, pta1,a2u,ta3u,ta4,a5,a6uq denota o

ranking a1 „ a2 ą a3 ą a4 „ a5 „ a6.

Definição 6.1.1 Seja A um conjunto finito de alternativas. Uma função de fusão de ran-

kings para A é qualquer função comutativa e idempotente RF :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ℘

A satisfazendo

a propriedade:

RFp~A1, . . . , ~Amq “ RFp~A1, . . . , ~Am,RFp~A1, . . . , ~Amqq (6.1)

para cada ~A1, . . . , ~Am P℘
A.

Observação 6.1.2 A Equação (6.1) está intimamente relacionada com a noção de auto-

identidade para a família de funções de agregações dado em [196] a qual é a base para a

2Uma partição de um conjunto A, é um conjunto não-vazio de conjuntos disjuntos dois a dois cuja união

é o próprio conjunto A [149].
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Tabela 6.1: Exemplo de sete rankings para seis alternativas.
Rankings

~A1 a2 ą a4 „ a5 ą a1 ą a3 ą a6

~A2 a3 „ a5 ą a1 ą a4 ą a2 „ a6

~A3 a5 ą a2 ą a3 ą a4 ą a1 ą a6

~A4 a5 ą a3 „ a2 ą a4 ą a6 ą a1

~A5 a5 „ a2 ą a1 ą a4 ą a3 ą a6

~A6 a3 ą a2 ą a1 ą a4 „ a6 ą a5

~A7 a5 ą a3 ą a2 „ a4 ą a1 ą a6

noção de estabilidade das famílias de operadores de agregação como discutido por Rojas

et al. [132].

Exemplo 6.1.3 Seja ~Ai “ pAi1, . . . ,Aikiq P℘
A para i “ 1, . . . ,m e A “ ta1, . . . ,anu. Defina

• A1
1 “

mŤ
i“1

Ai1 e

• A1
j “

mŤ
i“1

Ai j ´
j´1Ť
l“1

A1
l para cada j “ 2, . . . ,n

com Ai j “ H quando j ą ki.

Seja RF0 :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ℘

A a função definida como RF0p~A1, . . . , ~Amq “ pA1, . . . ,Akq, onde

pA1, . . . ,Akq resulta de pA1
1, . . . ,A

1
mq removendo os A1

j que são vazios. Note que A1
1 ‰ H.

Formalmente, para todo j PNk, temos que A j “ A1
i onde i “ mintl : A1

l ‰ H e A1
l ‰ Ah para

cada h ă ju. Como, pA1, . . . ,Akq P℘
A então, RF0 é uma função de fusão de rankings.

Agora, aplicamos esta função de fusão de rankings para os rankings das alternativas

A “ ta1, . . . ,a6u mostrados na Tabela 6.1. A Tabela 6.2 mostra os conjuntos A1
j com

j “ 1, . . . ,6 e A j com j “ 1, . . . ,k “ 3. Por exemplo, A1
3 e A1

4 são calculados da seguinte

forma:

A1
3 “

7Ť
i“1

Ai3 ´
2Ť

l“1

A1
l

“ pta1u Y ta4u Y ta3u Y ta4u Y ta4u Y ta1u Y ta2,a4uq ´ pA1
1 Y A1

2q

“ ta1,a2,a3,a4u ´ pta2,a3,a5u Y ta1,a4uq

“ H
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Tabela 6.2: Fusão dos sete rankings da Tabela 6.1.
j 1 2 3 4 5 6

A1

j ta2,a3,a5u ta1,a4u H ta6u H H

A j ta2,a3,a5u ta1,a4u ta6u

A1
4 “

7Ť
i“1

Ai4 ´
3Ť

l“1

A1
l

“ pta3u Y ta2,a6u Y ta4u Y ta6u Y ta3u Y ta4,a6u Y ta1uq ´ pA1
1 Y A1

2 Y A1
3q

“ ta1,a2,a3,a4,a6u ´ pta2,a3,a5u Y ta1,a4u Y Hq

“ ta6u

Portanto, RF0p~A1, . . . , ~A7q “ pta2,a3,a5u,ta1,a4u,ta6uq, ou seja, a fusão desses sete

rankings resulta no ranking: a2 „ a3 „ a5 ą a1 „ a4 ą a6.

Proposição 6.1.4 Seja RF :
8Ť

j“1

℘j
A Ñ℘

A uma função de fusão de rankings e γ :℘A Ñ℘
A

uma bijeção. Então a função RFγ :
8Ť

j“1

℘j
A Ñ℘

A definida por

RFγp~A1, . . . , ~Amq “ γ´1pRFpγp~A1q, . . . ,γp ~Amqqq

também é uma função de fusão de rankings, chamada da γ-conjugada de RF.

Demonstração: Trivialmente, a comutatividade e idempotência de RF implica na co-

mutatividade e idempotência de RFγ. Por outro lado,

RFγp~A1, . . ., ~Am,RFγp~A1, . . ., ~Amqq “ RFγp~A1, . . . , ~Am,γ
´1pRFpγp~A1q, . . . ,γp ~Amqqqq

“ γ´1pRFpγp~A1q, . . . ,γp ~Amq,RFpγp~A1q, . . . ,γp ~Amqqqq

“ γ´1pRFpγp~A1q, . . . ,γp ~Amqqq

“ RFγp~A1, . . . , ~Amq.
Portanto, RFγ satisfaz a Equação (6.1) e consequentemente é uma função de fusão de ran-

kings. l

Proposição 6.1.5 Seja RF :
8Ť

j“1

℘j
A Ñ ℘

A uma função de fusão de rankings. Então a

função RF 1 :
8Ť

j“1

℘j
A Ñ℘

A definida por

RF 1p~A1, . . . , ~Amq “ RFp~A1
1, . . . ,

~A1
kq
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onde t~A1
1, . . . ,

~A1
ku “ t~A1, . . . , ~Amu e ~A1

i “ ~A1
j sss i “ j, também é uma função de fusão de

rankings.

Demonstração: Claramente, pela comutatividade de RF e pelo fato de que a remoção

de copias dos rankings não afeta a comutatividade, RF 1 também é comutativa.

Seja ~A P℘
A. Então RF 1p~A, . . . ,~Aq “ RFp~Aq “ ~A e portanto RF 1 é idempotente.

Seja t~A1
1, . . . ,

~A1
ku “ t~A1, . . . , ~Amu tal que ~A1

i “ ~A1
j sss i “ j.

Caso RF 1p~A1, . . . , ~Amq P t~A1
1, . . . ,

~A1
ku então

RF 1p~A1, . . . , ~Am,RF 1p~A1, . . . , ~Amqq “ RFp~A1
1, . . . ,

~A1
kq

“ RF 1p~A1, . . . , ~Amq.

Caso RF 1p~A1, . . . , ~Amq R t~A1
1, . . . ,

~A1
ku então

RF 1p~A1, . . . , ~Am,RF 1p~A1, . . . , ~Amqq “ RFp~A1
1, . . . ,

~A1
k,RF 1p~A1, . . . , ~Amqq

“ RFp~A1
1, . . . ,

~A1
k,RFp~A1

1, . . . ,
~A1

kqq

“ RFp~A1
1, . . . ,

~A1
kq

“ RF 1p~A1, . . . , ~Amq.
Logo, RF satisfaz a Equação (6.1) e portanto é uma função de fusão de rankings. l

Observe que é possivel definir funções de fusão de rakings que não são razoáveis.

Por exemplo, dado um conjunto de alternativas A e um ranking ~A0 P ℘
A, a função RF :

8Ť
j“1

℘j
A Ñ℘

A definida por

RFp~A1, . . . , ~Amq “

#
~A1 se ~A1 “ . . . “ ~Am

~A0 caso contrário,

é uma função de fusão de rakings que desconsidera os rankings obtidos pelos métodos

para sempre dar um ranking constante a menos do caso em que todos os rankings sejam

iguais. Para evitar estes casos na seguinte seção introduziremos uma maneira de gerar

funções de fusão de rankings sem este comportamento.

6.2 Geração de Funções de Fusão de Rankings via Fun-

ções de Pontuação

A função θ : A ˆ℘
A Ñ Nn definida, para cada ~Ai “ pAi1, . . . ,Aikiq P℘

A e a P A, por

θpa,~Aiq “

$
’&
’%

1 se a P Ai1

1 `Cardp
l´1Ť
p“1

Aipq se a P Ail para l ě 2,

é denominada de Função de posição.
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Por exemplo, θpa2,pta1u,ta3,a4u,ta2,a5u,ta6uqq “ 1 `Cardpta1,a3,a4uq “ 4.

Seja A um conjunto finito e não vazio de alternativas, n “ CardpAq e ρA : Nn Ñ A

uma bijeção. A função ϑA : Nn Ñ℘
A definida por

ϑApk1, . . . ,knq “

#
pA1q se ki “ k j para cada i, j P Nn

pA1,ϑA1pk1
1, . . . ,k

1
pqq caso contrário,

onde A1 “ tρApiq : ki “ maxpk1, . . . ,knqu, A1 “ A ´ A1, p “ n ´CardpA1q e pk1
1, . . . ,k

1
pq

é pk1, . . . ,knq removendo os ki’s tais que ρApiq P A1. Por exemplo, ϑp2,5,2,4,1,5q “

pta2,a6u,ta4u,ta1,a3u,ta5uq.

Na seguinte definição πi denota i-esima função de projeção sobre N
n.

Definição 6.2.1 Seja A um conjunto de n alternativas. A função M :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ N

n é

chamada de função de A-pontuação se

(M1) M é comutativa.

(M2) Seja j, l P Nn. Se θpa j,~Aiq ď θpal,~Aiq para cada i P Nm então π jpMp~A1, . . . , ~Amqq ě

πlpMp~A1, . . . , ~Amqq.

(M3) ϑnpMp~A1, . . . , ~Am,ϑnpMp~A1, . . . , ~Amqqqq “ ϑnpMp~A1, . . . , ~Amqq.

(M4) πipMp~A1, . . . , ~Amqq ď πipMp~A1, . . . , ~Am`1qq para cada i P Nn.

A justificativa de cada uma destas propriedades para função de A-pontuação é a se-

guinte:

(M1) A comutatividade é necessária porque a ordem dos rankings não deve ser relevante.

Assim, quando M métodos são aplicados a um mesmo problema de decisão, a or-

dem de aplicação deles não deve influenciar na pontuação de cada alternativa.

(M2) Se todos os métodos concordam em que a alternativa a é melhor do que a alternativa

b, ou seja, a posição de a é menor que a do b, então, a pontuação de a deve ser maior

que a pontuação de b.

(M3) Se incluírmos também o ranking naturalmente determinado a pela função ϑ, a nova

pontuação não deve modificar o ranking.

(M4) Se adicionarmos um novo ranking a pontuação de todas as alternativas ou as mes-

mas se mantém ou aumentam.
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Observação 6.2.2 Seja A um conjunto de n alternativas e M uma função de A-pontuação.

Então temos o seguinte resultado imediato:

1. Se θpa,~Aiq “ 1 para cada i P Nm então θpa,ϑpMp~A1, . . . , ~Amqqq “ 1.

2. Se θpa,~Aiq “ n para cada i P Nm então θpa,ϑpMp~A1, . . . , ~Amqqq “ n.

3. Se ~Ai “ ~A j para cada i, j P Nm então θpa,ϑpMp~A1, . . . , ~Amqqq “ θpa, ~A1q para qual-

quer a P A.

Exemplo 6.2.3 Seja A “ ta1, . . . ,anu. A seguir fornecemos duas funções de fusão de

rankings para A baseado em funções de A-pontuação:

1. Seja M1 :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ N

n definido por M1p~A1, . . . , ~Amq “ pb1, . . . ,bnq com

b j “ m ¨ n ´
mÿ

i“1

θpa j,~Aiq para todo j P Nn.

Definir RF1 :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ℘

A por RF1p~A1, . . . , ~Amq “ pA1, . . . ,Akq tal que

(a) A1 “ ta j P A : b j “ maxpb1, . . . ,bnqu,

(b) para todo i “ 2, . . . ,k, Ai “ ta j P A : a j R
Ť
hăi

Ah e b j ě bl para cada l tal que

al R
Ť
hăi

Ahu.

(c) pA1, . . . ,Akq P℘
A.

Então RF1 é uma função de fusão de rankings.

2. Seja M2 :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ N

n definida por M2p~A1, . . . , ~Amq “ pb1, . . . ,bnq com

b j “
nÿ

l“1

mÿ

i“1

ppθpa j,~Aiq,θpal,~Aiqq para todo j P Nn

onde p : Nn ˆNn Ñ t0,1u é definido por

pp j, lq “

#
1 se j ă l

0 caso contrario.

Definir RF2 :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ℘

A por RF2p~A1, . . . , ~Amq “ pA1, . . . ,Akq tal que
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(a) A1 “ ta j P A : b j “ maxpb1, . . . ,bnqu,

(b) para cada i “ 2, . . . ,k, Ai “ ta j P A : b j R
Ť
hăi

Ah e b j ě bl para cada l tal que

al R
Ť
hăi

Ahu.

(c) pA1, . . . ,Akq P℘
A.

Então RF2 é uma função de fusão de rankings.

Assim, dado os seguintes rankings:

• ~A1 “ pta1u,ta2u,ta3u,ta4uq, isto é a1 ą a2 ą a3 ą a4

• ~A2 “ pta2u,ta1u,ta3,a4uq, isto é a2 ą a1 ą a3 „ a4

• ~A3 “ pta1u,ta2,a3u,ta4uq, isto é a1 ą a2 „ a3 ą a4

temos que M1p~A1, ~A2, ~A3q “ p12 ´ p1 ` 2 ` 1q,12 ´ p2 ` 1 ` 2q,12 ´ p3 ` 3 ` 2q,12 ´ p4 `

3 ` 4qq “ p8,7,4,1q, e consequentemente RF1p~A1, ~A2, ~A3q “ pta1u,ta2u,ta3u,ta4uq, ou

seja a1 ą a2 ą a3 ą a4. Analogamente, M2p~A1, ~A2, ~A3q “ p0 ` 2 ` 3 ` 3,1 ` 0 ` 2 ` 3,0 `

0`0`2,0`0`0`0q “ p8,6,2,0q, e portanto RF2p~A1, ~A2, ~A3q “ pta1u,ta2u,ta3u,ta4uq,

ou seja a1 ą a2 ą a3 ą a4.

Poe outro lado, dado os seguintes rankings:

• ~A1 “ pta1u,ta2u,ta3u,ta4uq, isto é a1 ą a2 ą a3 ą a4

• ~A2 “ pta4u,ta1u,ta2u,ta3uq, isto é a4 ą a1 ą a2 ą a3

• ~A3 “ pta2u,ta3u,ta1u,ta4uq, isto é a2 ą a3 ą a1 ą a4

temos que M1p~A1, ~A2, ~A3q “ p12 ´ p1 ` 2 ` 3q,12 ´ p2 ` 3 ` 1q,12 ´ p3 ` 4 ` 2q,12 ´ p4 `

1 ` 4qq “ p6,6,3,3q, e portanto novamente RF1p~A1, ~A2, ~A3q “ pta1,a2u,ta3,a4uq, ou seja,

a1 „ a2 ą a3 „ a4. Analogamente, M2p~A1, ~A2, ~A3q “ p0 ` 2 ` 2 ` 2,1 ` 0 ` 3 ` 2,1 ` 0 `

0 ` 2,1 ` 1 ` 1 ` 0q “ p6,6,3,3q, e portanto RF2p~A1, ~A2, ~A3q “ pta1u,ta2u,ta3,a4uq, isto

é, a1 ą a2 ą a3 „ a4.

Em ambos os exemplos, a função Mi (para i P t1,2u) tem um papel fundamental na

obtenção da função de fusão de rankings RFi. O seguinte teorema generaliza este proce-

dimento.
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Teorema 6.2.4 Seja A “ ta1, . . . ,anu. Para cada função de A-pontuação M :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ

N
n a função RFM :

8Ť
m“1

℘m
A Ñ℘

A, definida por

RFMp~A1, . . . , ~Amq “ ϑpMp~A1, . . . , ~Amqq (6.2)

é uma função de fusão de rankings.

Demonstração: A comutatividade de RFM segue da comutatividade de M. Provaremos

por indução em m a idempotência de RFM. Para m “ 1, primeiro note que por (M2)

e definição de ϑ temos que ϑpMp~Aqq “ ~A e portanto RFMp~Aq “ ϑpMp~Aqq “ ~A. Agora

suponhamos que RFMp~A, . . . ,~Aloomoon
m´vezes

q “ ~A (hipotése indutiva – HI), então

RFMp ~A, . . . ,~Aloomoon
pm`1q´vezes

q “ ϑpMp ~A, . . . ,~Aloomoon
pm`1q´vezes

qq por Eq. (6.2)

“ ϑpMp~A, . . . ,~Aloomoon
m´vezes

,ϑpMp~A, . . . ,~Aloomoon
m´vezes

qqqq por (HI)

“ ϑpMp~A, . . . ,~Aloomoon
m´vezes

qq por (M3)

“ ~A por (HI)

Finalmente, a Equação (6.1) saí direto da Equação (6.2) e de (M3). l

6.3 Fusão de Ranking e Ordens Parciais sobre Rankings

Observe que é possível definir uma ordem (parcial) entre os possíveis rankings de

um conjunto finito e não vazio de alternativas A. ~A ĺ ~B sss ~A “ ~B ou para todo a,b P A

tal que a ă b P ~A tem-se que a ă b P ~B. Os rankings ~A “ ptpp1qu, . . . ,tppnquq, onde

n é a cardinalidade de A e p : Nn Ñ A é uma bijeção, são os elementos maximais desta

ordem parcial, enquanto ~A “ pAq é o menor elemento. De fato, este conjunto parcialmente

ordenado é um inf-semi-reticulado no sentido de [70, Def. O-1.8]3. Claramente, se p℘A,ĺ

q é um inf(sup)-semi-reticulado então a função RF :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ℘

A definida como

RFp~A1, . . . , ~Amq “ infp~A1, . . . , ~Amq (6.3)

3Desde um ponto de vista algébrico, inf(sup)-semi-reticulado corresponde a um ^(_)-semi-reticulado

como em [78].
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é uma função de fusão de rankings4. No entanto, esta função de fusão de rankings não

é muito útil para alguns inf(sup)-semi-reticulados, pois em diversos casos (como com a

ordem acima) o RFp~A1, . . . , ~Amq será o menor elemento de p℘A,ĺq, ou seja, ~A “ pAq,

que diz que todas as alternativas são equivalentes. De fato o ideal seria termos uma

ordem total sobre ℘
A, pois com isso minimizariamos as incidências de ranking contendo

alternativas empatadas, ou seja, pares de alternativas que um determinado método de

tomada de decisão não consegue discriminar qual delas é melhor que a outra. No entanto,

nem toda ordem total sobre ℘
A é boa para tomada de decisão. Por exemplo, considere a

seguinte ordem total

~A ďp ~B sss ~A “ ~B ou θpppi0q,~Aq ă θpppi0q,~Bq

onde p : Nn Ñ A é uma bijeção e i0 é o menor índice tal que θpppi0q,~Aq ‰ θpppi0q,~Bq.

O problema aqui radica em que a função de fusão de rankings obtida como na Equação

(6.3), com respeito à ordem ďp, escolhe um dos rankings baseado na bijeção p, o que

resulta algo arbitrário. De fato, se um dos ranking for ~Ap “ ppp1q, . . . , ppnqq então RF

retornará necessariamente ~Ap, mesmo que todos os outros rankings sejam um outro ran-

king, digamos ~A. Em outras palavras, ~Ap seria considerado o ranking ideal o qual não tem

sentido, pois se conhecermos a priori o ranking ideal qual seria o objetivo de se aplicar

métodos complexos de tomada de decisão para se obter rankings não ideais?

Por outro lado, a seguir veremos que algumas funções de fusão de rankings podem

determinar ordens parciais em ℘
A.

Proposição 6.3.1 Seja A um conjunto finito e não vazio de alternativas e RF :
8Ť

m“1

℘m
A Ñ

℘
A uma função de fusão de rankings tal que a lei auto-distributiva vale:

RFp~A,RFp~B,~Cqq “ RFpRFp~A,~Bq,RFp~A,~Cqq. pADq

Então p℘pAq,ďRFq onde

~A ďRF ~B sss RFp~A,~Bq “ ~A (6.4)

é uma ordem parcial. Se RF{℘
2
A também for associativa, isto é RFp~A,RFp~B,~Cqq “

RFpRFp~A,~Bq,~Cq, então p℘pAq,ďRFq é um inf-semi-reticulado limitado.

Demonstração: Primeiro provaremos que ďRF é uma ordem parcial.

4Um outra forma de se obter uma função de fusão de rankings a partir de uma ordem parcial seria

considerar o supremo em vez do ínfimo, isto é, RFp~A1, . . . , ~Amq “ supp~A1, . . . , ~Amq.
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• Reflexividade: Como, RF é idempotente, então para cada ranking ~A temos que

RFp~A,~Aq “ ~A e portanto ~A ďRF ~A.

• Antisimetria: Se ~A ďRF ~B e ~B ďRF ~A então pela comutatividade de RF , temos que

~A “ RFp~A,~Bq “ RFp~B,~Aq “ ~B.

• Associatividade: Se ~A ďRF ~B e ~B ďRF ~C então (*) RFp~A,~Bq “ ~A e (**) RFp~B,~Cq “

~B. Logo, pela comutatividade temos que RFp~B,~Aq “ ~A e RFp~C,~Bq “ ~B. Portanto,

RFp~A,~Cq “ RFp~C,RFp~A,~Bqq pela comutatividade e (*)

“ RFpRFp~C,~Aq,RFp~C,~Bqq por (AD)

“ RFp~B,RFp~A,~Cqq pela comutatividade e (**)

“ RFpRFp~B,~Aq,RFp~B,~Cqq por (AD)

“ RFp~A,~Bq pela comutatividade, (*) e (**)

“ ~A por (*)

Consequentemente, pela Eq. (6.4), ~A ďRF ~B.

Finalmente provaremos que, para cada ranking ~A e ~B, seu ínfimo é RFp~A,~Bq. Como,

pela lei (AD) e pela idempotência, RFp~A,~Bq “ RFpRFp~A,~Aq,~Bqq “ RFp~A,RFp~A,~Bqq e

portanto, pela Eq. (6.4), RFp~A,~Bq ďRF ~A. Analogamente, é provado que RFp~A,~Bq ďRF ~B.

Portanto, RFp~A,~Bq é um limite inferior de ~A e ~B. Agora suponha que ~C é um outro limite

inferior. Então pela Eq. (6.4), ~C “ RFp~C,~Aq e ~C “ RFp~C,~Bq. Logo, por idempotência e

lei (AD), temos que ~C “ RFp~C,~Cq “ RFpRFp~C,~Aq,RFp~C,~Bqq “ RFp~C,RFp~A,~Bqq. Con-

sequentemente, pela Eq. (6.4), ~C ďRF RFp~A,~Bq. Portanto, RFp~A,~Bq é o ínfimo de ~A e ~B.

l

Claramente, a inversa desta ordem é a ordem ~A ďRF ~B sss RFp~A,~Bq “ ~B. Ou seja, de

forma análoga poderíamos provar que p℘pAq,ďRFq é um ordem parcial que sob condições

duais a (AD) determinaria um sup-semi-reticulado limitado.

Observação 6.3.2 Se para cada ~A1, . . . , ~Am P℘
A temos que RFp~A1, . . . , ~Amq P t~A1, . . . , ~Amu

então ďRF é uma ordem total.
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6.4 Exemplos Ilustrativos

6.4.1 Primeiro Exemplo Ilustrativo

Consideraremos o exemplo ilustrativo usado em [108] e [53] para mostrar o uso das

funções de fusão de rankings apresentadas aqui.

Vamos supor que um investidor deseja investir parte de seu capital em uma empresa.

Após uma análises de mercado o investidor reduz o leque de seus possíveis emprendi-

mentos a seis:

1. Um industria química, denotada por x1.

2. Uma cadeia de restaurantes, denotada por x2.

3. Uma empresa de tecnologia da informação, denotada por x3.

4. Uma montadora de carros, denotada por x4.

5. Uma empresa de móveis, denotado por x5.

6. Uma cadeia de farmácias, denotada por x6.

O investidor é assessorado por um grupo de três especialistas (e1, e2 e e3) com os

seguintes pesos ω “ p0.3,0.3,0.4q. O grupo de especialistas estabelece que seis atributos

serão tomados em consideração para avaliar cada um dos potenciais investimentos.

Os atributos benéficos são:

a1) Benefícios a curto prazo.

a2) Benefícios a médio prazo.

a3) Benefícios a longo prazo.

Os atributos não-benéficos são:

a4) Risco do investimento.

a5) Dificuldade do investimento.

a6) Outros fatores desfavoráveis do investimento.
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Tabela 6.3: Avaliação do especialista e1.
e1 a1 a2 a3 a4 a5 a6

x1 0.7 0.8 0.6 0.7 0.5 0.9

x2 0.8 0.6 0.9 0.7 0.6 0.7

x3 0.5 0.4 0.8 0.3 0.8 0.8

x4 0.6 0.7 0.6 0.7 0.8 0.6

x5 0.9 0.8 0.4 0.7 0.7 0.8

x6 0.8 0.3 0.7 0.7 0.6 0.7

Tabela 6.4: Avaliação do especialista e2.
e2 a1 a2 a3 a4 a5 a6

x1 0.6 0.8 0.5 0.6 0.4 0.8

x2 0.7 0.6 0.8 0.6 0.7 0.7

x3 0.7 0.6 0.8 0.7 0.8 0.8

x4 0.6 0.7 0.5 0.6 0.8 0.7

x5 0.7 0.8 0.7 0.7 0.6 0.8

x6 0.6 0.4 0.8 0.7 0.6 0.7

Tabela 6.5: Avaliação do especialista e3.
e3 a1 a2 a3 a4 a5 a6

x1 0.7 0.6 0.6 0.6 0.4 0.7

x2 0.7 0.6 0.7 0.6 0.6 0.7

x3 0.6 0.5 0.8 0.5 0.8 0.8

x4 0.6 0.7 0.7 0.5 0.8 0.6

x5 0.7 0.8 0.6 0.7 0.6 0.8

x6 0.4 0.5 0.9 0.7 0.6 0.6

Tabela 6.6: Resumo dos rankings obtidos em [52, 53, 108].
Métodos Fonte Ranking

~A1 Maximum [108] x2 ą x4 ą x5 ą x1 ą x3 ą x6

~A2 Minimum [108] x3 „ x5 ą x1 ą x4 ą x2 ą x6

~A3 NHD [108] x5 ą x2 ą x3 ą x4 ą x1 ą x6

~A4 WHD [108] x5 ą x3 ą x2 ą x4 ą x6 ą x1

~A5 Step-IOWAD [108] x5 ą x4 ą x6 ą x2 ą x3 ą x1

~A6 Hurwicz [108] x3 ą x2 ą x6 ą x4 ą x1 ą x5

~A7 OWAD [108] x5 ą x3 ą x2 ą x4 ą x1 ą x6

~A8 AOWAD [108] x5 ą x2 ą x4 ą x3 ą x6 ą x1

~A9 IOWAD [108] x5 ą x3 ą x2 ą x1 ą x4 ą x6

~A10 AIOWAD [108] x5 ą x2 ą x6 ą x4 ą x3 ą x1

~A11 Median-IOWAD [108] x5 ą x1 ą x6 ą x2 ą x4 ą x3

~A12 Olympic-IOWAD [108] x5 ą x4 ą x1 ą x2 ą x3 ą x6

~A13 WA
O3

0.5M
ω [52] x5 ą x2 ą x1 ą x4 ą x3 ą x6

~A14 WA
O3

2M
ω [52] x2 ą x1 ą x5 ą x4 ą x3 ą x6

~A15 WAP
w [53] x2 „ x3 ą x6 ą x4 ą x1 ą x5
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Tabelas 6.3, 6.4 e 6.5 descrevem as avaliações dos peritos de quanto o investimento

satisfaz cada atributo, isto é, as matrizes de decisão de cada especialista.

A Tabela 6.6, apresenta o ranking obtido por cada método para este exemplo de pro-

blema de tomada de decisão. Observe, que todos os rankings são diferentes.

Aplicando a função de A-pontuação M1 do Exemplo 6.2.3 a estes rankings, nos obte-

mos

1. π1pM1p~A1, . . . , ~A15qq “ 90 ´ p4 ` 3 ` 5 ` 6 ` 6 ` 5 ` 5 ` 6 ` 4 ` 6 ` 2 ` 3 ` 3 ` 2 `

5q “ 25

2. π2pM1p~A1, . . . , ~A15qq “ 90 ´ p1 ` 5 ` 2 ` 3 ` 4 ` 2 ` 3 ` 2 ` 3 ` 2 ` 4 ` 4 ` 2 ` 1 `

1q “ 56

3. π3pM1p~A1, . . . , ~A15qq “ 90 ´ p5 ` 1 ` 3 ` 2 ` 5 ` 1 ` 2 ` 4 ` 2 ` 5 ` 6 ` 5 ` 5 ` 5 `

1q “ 38

4. π4pM1p~A1, . . . , ~A15qq “ 90 ´ p2 ` 4 ` 4 ` 4 ` 2 ` 4 ` 4 ` 3 ` 5 ` 4 ` 5 ` 2 ` 4 ` 4 `

4q “ 35

5. π5pM1p~A1, . . . , ~A15qq “ 90 ´ p3 ` 1 ` 1 ` 1 ` 1 ` 6 ` 1 ` 1 ` 1 ` 1 ` 1 ` 1 ` 1 ` 3 `

6q “ 61

6. π6pM1p~A1, . . . , ~A15qq “ 90 ´ p6 ` 6 ` 6 ` 5 ` 3 ` 3 ` 6 ` 5 ` 6 ` 3 ` 3 ` 6 ` 6 ` 6 `

3q “ 17

Assim, M1p~A1, . . . , ~A15q “ p25,56,38,35,61,17q e consequentemente RF1p~A1, . . . , ~A15q “

pa5,a2,a3,a4,a1,a6q. Desta forma, a fusão dos rankings listados na Tabela 6.6, com o

primeiro método do Exemplo 6.2.3, é o seguinte ranking:

a5 ą a2 ą a3 ą a4 ą a1 ą a6

Agora, aplicando a função de A-pontuação M2 do Exemplo 6.2.3 para esses mesmos

rankings, obtemos

1. π1pM2p~A1, . . . , ~A15qq “ 0 ` 3 ` 5 ` 5 ` 3 ` 9 “ 25

2. π2pM2p~A1, . . . , ~A15qq “ 12 ` 0 ` 9 ` 12 ` 4 ` 13 “ 50

3. π3pM2p~A1, . . . , ~A15qq “ 10 ` 5 ` 0 ` 7 ` 2 ` 12 “ 36

4. π4pM2p~A1, . . . , ~A15qq “ 10 ` 3 ` 8 ` 0 ` 3 ` 11 “ 35
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5. π5pM2p~A1, . . . , ~A15qq “ 12 ` 11 ` 12 ` 12 ` 0 ` 13 “ 60

6. π6pM2p~A1, . . . , ~A15qq “ 6 ` 2 ` 3 ` 4 ` 2 ` 0 “ 17

Assim, M2p~A1, . . . , ~A15q “ p25,50,36,35,60,17q e portanto RF2p~A1, . . . , ~A15q “ pa5,a2,a3,a4,a1,a6q.

Logo, a fusão dos rankings listados na Tabela 6.6, com o segundo método do Exemplo

6.2.3, é o mesmo ranking que foi obtido com o primeiro método, ou seja:

a5 ą a2 ą a3 ą a4 ą a1 ą a6

6.4.2 Segundo Exemplo Ilustrativo

Em [184] foi considerado como exemplo ilustrativo, para o método proposto pelo

autor desse artigo, o seguinte problema de tomada de decisão, que de fato é uma adaptação

de um exemplo proposto em [172]:

Quatro estudantes universitários compartilham uma casa e pretendem contratar um

provedor de internet de banda larga. Existem quatro opções disponíveis para escolha, que

são fornecidos por quatro provedores de serviços de internet:

1. x1: 1 Mb/s de banda larga;

2. x2: 2 Mb/s de banda larga;

3. x3: 3 Mb/s de banda larga;

4. x4: 4 Mb/s de banda larga.

O serviço de internet e sua mensalidade serão compartilhados entre os quatro estu-

dantes (os especialistas) te1,e2,e3,e4u. Para escolher a empresa a ser contratada, eles

decidem usar um método para problemas de tomada de decisão multi-especialista con-

siderando o seguinte vetor de pesos w “ p0.3,0.3,0.2,0.2q estimados a partir de uma

auto-avaliação do grau de conhecimento de cada estudante sobre internet banda larga.

Cada estudante determina sua relação de preferência em uma forma independente. Em

[184] Z.S. Xu considerou o uso de relações de preferências multiplicativas intuicionistas

de Atanassov com valores no intervalo r1
9
,9s e em [37] essas relações de preferências fo-

ram transformadas, via a transformação linear f pxq “ 80x`1
9

, nas relações de preferência

fuzzy intervalarmente valoradas mostradas nas Tabelas 6.7, 6.8, 6.9 e 6.10.

A Tabela 6.11, apresenta o ranking obtido pelos diferentes métodos para este problema

de tomada de decisão multi especialista.
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Tabela 6.7: Avaliação do especialista e1.
e1 x1 x2 x3 x4

x1 – [0.01,0.675] [0.025,0.9] [0.04375,0.9]

x2 [0.325,0.99] – [0.015625,0.7875] [0.025,0.7875]

x3 [0.1,0.975] [0.2125,0.984375] – [0.025,0.9]

x4 [0.1,0.95625] [0.2125,0.975] [0.1,0.975] –

Tabela 6.8: Avaliação do especialista e2.
e2 x1 x2 x3 x4

x1 – [0.025,0.7875] [0.015625,0.7875] [0.025,0.9]

x2 [0.2125,0.975] – [0.01,0.675] [0.015625,0.7875]

x3 [0.2125,0.984375] [0.325,0.99] – [0.04375,0.9]

x4 [0.1,0.975] [0.2125,0.84375] [0.1,0.95625] –

Tabela 6.9: Avaliação do especialista e3.
e3 x1 x2 x3 x4

x1 – [0.2125,0.975] [0.025,0.7875] [0.1,0.975]

x2 [0.025,0.7875] – [0.015625,0.675] [0.01,0.675]

x3 [0.2125,0.975] [0.325,0.984375] – [0.1,0.95625]

x4 [0.025,0.9] [0.325,0.99] [0.04375,0.9] –

Tabela 6.10: Avaliação do especialista e4.
e4 x1 x2 x3 x4

x1 – [0.025,0.9] [0.04375,0.9] [0.04375,0.95625]

x2 [0.1,0.975] – [0.01,0.5625] [0.015625,0.675]

x3 [0.1,0.95625] [0.4375,0.99] – [0.04375,0.9]

x4 [0.04375,0.95625] [0.325,0.984375] [0.1,0.95625] –

Tabela 6.11: Resumo dos rankings obtidos em [37, 184].
Métodos Fonte Ranking

~A1 ĺXY [37] x4 ą x3 ą x1 ą x2

~A2 ĺLex1 [37] x3 ą x4 ą x1 ą x2

~A3 ĺLex2 [37] x4 ą x3 ą x1 ą x2

~A4 ĺ 1
3 ,

2
3

[37] x3 ą x4 ą x1 ą x2

~A5 Abordagem I [184] x3 ą x4 ą x1 ą x2

~A6 Abordagem IIa [184] x3 ą x4 ą x1 ą x2

~A7 Abordagem IIb [184] x4 ą x3 ą x1 ą x2
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Aplicando a função de A-pontuação M1 do Exemplo 6.2.3 foram obtidos estes ran-

kings,

1. π1pM1p~A1, . . . , ~A7qq “ 28 ´ p3 ` 3 ` 3 ` 3 ` 3 ` 3 ` 3q “ 7

2. π2pM1p~A1, . . . , ~A7qq “ 28 ´ p4 ` 4 ` 4 ` 4 ` 4 ` 4 ` 4q “ 0

3. π3pM1p~A1, . . . , ~A7qq “ 28 ´ p2 ` 1 ` 2 ` 1 ` 1 ` 1 ` 2q “ 18

4. π4pM1p~A1, . . . , ~A7qq “ 28 ´ p1 ` 2 ` 1 ` 2 ` 2 ` 2 ` 1q “ 17

Assim, M1p~A1, . . . , ~A7q “ p7,0,18,17q e portanto RF1p~A1, . . . , ~A7q “ pa3,a4,a1,a2q. Logo,

o resultado da aplicação da função de fusão de rankings RF1, isto é o primeiro método do

Exemplo 6.2.3, aos rankings na Tabela 6.6 é o seguinte ranking:

x3 ą x4 ą x1 ą x2

Agora, aplicando a função de A-pontuação M2 do Exemplo 6.2.3 a esses mesmos

rankings, serão obtidos

1. π1pM2p~A1, . . . , ~A7qq “ 0 ` 7 ` 0 ` 0 “ 7

2. π2pM2p~A1, . . . , ~A7qq “ 0 ` 0 ` 0 ` 0 “ 0

3. π3pM2p~A1, . . . , ~A7qq “ 7 ` 7 ` 0 ` 4 “ 18

4. π4pM2p~A1, . . . , ~A7qq “ 7 ` 7 ` 3 ` 0 “ 17

Ou seja, M2p~A1, . . . , ~A7q “ pa3,a4,a1,a2q. Desta maneira, a fusão dos ranking da Tabela

6.11, considerando o segundo método do Exemplo 6.2.3, isto é a função de fusão de ran-

kings RF2, é exatamente o mesmo obtido com o primeiro método e portanto é o seguinte:

x3 ą x4 ą x1 ą x2

Na Tabela 6.11 pode ser vista que só dois rankings foram obtidos com os sete métodos:

x4 ą x3 ą x1 ą x2 (três vezes) e x3 ą x4 ą x1 ą x2 (quatro vezes). Observe que ambas

funções de fusão de rankings resultaram no ranking que mais vezes foi determinado pelos

métodos.
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Conclusões e Trabalhos Futuros

Neste capítulo, analizaremos as contribuições desta tese tanto na teoria dos conjuntos

fuzzy intuicionistas de Atanassov intervalarmente valorados como na tomada de decisão.

Também veremos alguns de possíveis desdobramentos desta tese que serão abordados em

trabalhos no futuro.

7.1 Contribuições à Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intui-

cionistas de Atanassov Intervalarmente Valorados

As contribuições à Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanassov Interva-

larmente Valorados fazem parte do Capítulo 4 desta tese e as descrevemos a seguir.

Xu e Yager em [188] propuseram uma ordem para L˚ a qual se baseia em dois índices:

o índice de pontuação e o índice de precisão para L˚-valores. Esta ordem, assim como

a lexicográfica, além de totais, são também admissíveis, no sentido que elas contém ou

refinam a ordem usual de L˚ [36]. Tendo em vista o isomorfismo entre os reticulados

xL˚,ďL˚y e xL,ďLy, tanto esses índices como essas ordens têm um correspondente em L

com as mesmas propriedades.

No entanto, a generalização natural desta ordem total (baseada em funções de pontu-

ação e precisão) para L
˚-valores leva a uma ordem que não é total. Isto motivou Wang,

Li e Wang em [170] a “completar” essa generalização natural da ordem proposta por Xu

e Yager considerando duas novas funções. Esta ordem, denotada aqui por “ď”, é definida

na Equação (4.12). Na Equação (4.13), propomos uma variante da ordem de Wang, Li e

Wang, denotada por “ĺ”, a qual também é total. Também, descrevemos duas maneiras

de construir ordens totais em L
˚ a partir de ordens totais em L. Em particular, considera-

mos duas ordens totais obtidas por estes métodos a obtida a partir da ordem lexicográfica

usando o primeiro método de construção, denotada por ✂˚
L

, e a originada pela ordem Xu
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e Yager usando o segundo método de construção, denotada por ď‹
XY . Também provamos

que as ordens totais ď, ĺ, ✂˚
L

e ď‹
XY são admissíveis no sentido que contém a ordem

parcial usual sobre L
˚ e que o segundo método preserva a adimissibilidade da ordem de

origem. Cabe salientar que a proposta de estender a noção de ordens admisíveis proposto

por Bustince et al. em [36] para ordens totais em L
˚ foi feita de forma independente em

[54, 57]. Outra contribuição à Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanassov In-

tervalarmente Valorados é a proposta de um novo índice de precisão para L˚-valores junto

com um análise para determinar qual das cinco (5) propostas (incluido a nova) é melhor,

no sentido que é mais fiel à noção de função de precisão para L-valores chegando-se à

conclusão de que as melhores propostas são a de [181] e a proposta nesta tese (e publicada

em [54]).

Em [144] foi introduzido o conceito de representação intervalar e representação inter-

valar canônica (ou melhor representação intervalar em [21]) com o intuito de formalizar as

propriedades de corretude e otimilidade na área de matemática intervalar [81, 114]. Estas

duas noções foram adaptadas para o contexto da lógica fuzzy intervalarmente valorada

por Bedregal e Takahashi em [22, 23]. Posteriormente à publicação desses artigos que

investigava t-normas intervalarmente valoradas que representam t-normas, outros opera-

dores e funções foram estudados à luz do conceito de representação intervalar, como por

exemplo [15, 18, 20, 61, 99, 126, 128]. Esta noção de representação intervalar se baseia

fortemente na noção de pertinencia e inclusão. Já por L˚-valores não serem conjunto,

não há uma noção natural nem de pertinência nem de subconjunto. Porém usando bijeção

análoga à bijeção entre L˚-valores e L-valores, podemos ver L˚-valores como se fossem

um intervalo de intervalos, e portanto como um conjunto. Com isto em mente, foi intro-

duzida uma noção de pertinência e uma relação de subconjunto para L
˚-valores. Estas

duas noções conjuntistas foram usadas para introduzir a noção de L
˚-representação e de

melhor L˚-representação. Propomos também uma nova extensão dos operadores de mé-

dia aritmética, média ponderada e média ponderada ordenada no contexto de L
˚-valores

e que tem como principal característica ser a melhor L˚-representação desses operado-

res de agregação. Assim, quando aplicado a elementos diagonais esses novos operadores

resultam nos elementos diagonais que são os mesmos que resultam ao aplicar esses opera-

dores de agregação aos valores que geraram os elementos diagonais. Também provamos

que estas novas extensões dos operadores de média ponderada (ordenada e não ordenada)

também detentam propriedades similares aos operadores de média, como por exemplo,

idempotência, comutatividade, crescentes com respeito à ordem usual, e limitados pelo

ínfimo e supremo.
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7.2 Contribuições à Tomada de Decisão

No Capítulo 5 apresentamos dois métodos de tomada de decisão multi-atributo e

multi-especialista. O primeiro deles considera matrizes de decisão L
˚-valoradas e o

segundo considera relações de preferência L
˚-valoradas. Ambos métodos consideram

as ordens totais admissíveis apresentadas no Capt́ulo 4, assim como, as melhores L
˚-

representações das médias aritméticas, médias ponderadas e médias ponderadas ordena-

das. Fez-se uma análise dos rankings obtidos por ambos os métodos quando aplicados a

problemas de tomada de decisão multi-atributo e multi-especialista já vistos na literatura,

chegando à conclusão que nos cinco exemplos ilustrativos, sempre pelo menos uma das

quatro ordens totais admissíveis consideradas consegue o melhor rankeamento para esses

casos.

Lamentavelmente, nem sempre é possível discernir em qual é o ranking ideal em um

problema de tomada de decisão específico. Isto nos motivou a desenvolvermos meta-

métodos que considerem os ranking obtidos a partir de diversos métodos como evidên-

cias ou informações úteis para obter um ranking final que seja considerado uma espécie

de consenso ou fusão dos rankings obtidos pelos métodos. Para isto seria necessário es-

tabelecer alguns princípios e formalização desses metamétodos. Observe que esta fusão

de ranking seria realizada independente do tipo de problema de tomada de decisão que

esteja sendo considerado. Assim, no Capítulo 6 é introduzida a noção de função de fu-

são de rankings e apresentadas formas de gerar este tipo de função. Cabe salientar, que

funções de fusão de rankings também poderiam ser usados como um método de tomada

de decisão multi-especialista baseado em consenso como proposto em [28, 83, 123]. A

diferença de ambas abordagens radica em que as funções de fusão de rankings não quan-

tificam o nível de similaridade ou correspondência entre pares de rankings, em vez disso,

funções de fusão de rankings proporcionam uma pontuação para cada alternativa baseado

nos diversos ranking obtidos por cada método ou especialista. Outro aspecto positivo da

abordagem proposta nesta tese é o fato das funções de fusão de ranking serem estáveis,

no sentido que se adicionarmos o resultado da fusão dos rankings como sendo um novo

ranking a ser considerado pelo meta-método, o ranking final continuará sendo o mesmo.

A desvantagem com respeito à proposta de consenso quando visto como alternativa à fu-

são de rankings está em que o método de consenso permite considerar pesos nos rankings

o qual em determinadas circunstâncias pode ser interessante ou necessário.
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7.3 Trabalhos Futuros

Há diversos desdobramentos que podem ser desenvolvidos a partir dos resultados e

conceitos introduzidos nesta tese. Entre eles destacamos:

1. Responder o problema em aberto deixado no Capítulo 4.

2. Verificar as condições, necessárias e no possível suficientes, que devem satisfazer

as ordens totais admissíveis sobre L
˚ para que os operadores de média ponderada

ordenada e não ordenada aqui proposto, assim como, o proposto em [58] (artigo do

qual a autora desta tese é co-autora) sejam isotônica.

3. Usar os operadores de média ponderada ordenada propostos nesta tese para definir

integrais tipo Choquet, como realizado em [58] e desenvolver novos métodos de

tomada de decisão, assim como, aplicar em em classificação como feito em [103].

4. Considerar outras ordens totais admissíveis obtidas pelos métodos propostos no

Capítulo 4, assim como, pelos métodos propostos em [57] em novos métodos de

tomada de decisão baseado em relações de preferência e em matrizes de decisão

L
˚-valoradas.

5. Estudar as melhores L
˚-representações de conectivos fuzzy e outros tipos de fun-

ções de agregação.

6. Desenvolver uma teoria de funções de fusão de rankings com pesos.

7. Aplicar os métodos propostos em problemas de tomada de decisão reais.
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