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Resumo

A 16gica fuzzy surge em 1965 com o trabalho de Lotfi Zadeh que tem por objetivo
tratar de forma rigorosa a incerteza inerente na definicdo de nogdes e propriedades im-
precisas ou vagas presentes em diversas situacdes do cotidiano, como por exemplo, tem-
peratura alta, pendente acentuada, etc. Para isto, Zadeh considerou um grau (um valor
no intervalo [0,1]) para expressar o quanto um determinado elemento pertence a um con-
junto, ou seja, satisfaz uma determinada propriedade. No entanto, algumas criticas a esta
teoria foram feitas, principalmente no sentido dela se propor lidar com incertezas usando
valores exatos, 0 que motivou varios pesquisadores (entre eles o proprio Zadeh) em 1975,
de forma independente, a estender esta teoria relaxando o conjunto onde os graus de per-
tinéncia tomam seus valores. Uma destas extensoes, € a Logica Fuzzy Intuicionista de
Atanassov Intervalarmente Valorada, proposta em 1989 por Atanassov e Gargov, que usa
um par de subintervalos de [0, 1], um deles representa o quanto, considerando alguma
inacurécia, se acredita que o elemento satisfaz a propriedade enquanto o outro descreve
0 quanto se acredita que ndo satisfaz a propriedade. Este par de graus intervalares visam
capturar a hesitacdo e inacurécia presente a0 momento de se atribuir o grau com que o
elemento satisfaz a propriedade.

A logica fuzzy e suas diversas extensdes, tem sido aplicada com sucesso nas mais
variadas dreas, como por exemplo: medicina, engenharia, agricultura, econdmia e em
administragdo. Em particular, uma das principais aplicagdes de 16gica fuzzy em admi-
nistracdo diz respeito ao apoio na tomada de decisdo. Um problema tipico de tomada
de decisdo consiste em escolher a melhor alternativa entre um conjunto delas ou em or-
denar as alternativas de melhor a pior, considerando alguns critérios a serem satisfeitos,
assim como a opinido de um ou mais especialistas. Os métodos fuzzy para problemas
de tomada de decisao baseados em matrizes de decisdo, usam graus fuzzy (ou de suas
extensdes) para expressar o quanto uma alternativa satisfaz um determinado atributo ou
critério. Por outro lado, os métodos fuzzy para problemas de tomada de decisdao baseados
em relagdes de preferéncias, usam graus fuzzy (ou de suas extensdes) para expressar o
quanto uma alternativa € preferivel a uma outra alternativa. Em ambos casos, a opinido

de todos os especialistas é agregada para se determinar uma unica matriz de decisdo ou
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relacdo de preferéncia, segundo seja o caso, e a partir delas extrair uma pontuacao (que
pode ser um valor numérico ou ndo) que permita decidir qual € a potencialmente melhor
alternativa.

Nesta tese sdo apresentados avangos tedricos significativos na teoria dos conjuntos
fuzzy intuicionistas de Atanassov intervalarmente valorados assim como, sdo propostos
dois métodos de tomada de decisdo que consideram multiplos atributos (ou critérios) e
um grupo de especialistas, esses métodos sdo aplicados em problemas especificos e sao
comparados com resultados obtidos com outros métodos de tomada de decisao.

Por outro lado, um dos grandes problemas com os métodos ou processos de tomada de
decisdo € que, quando aplicado em problemas reais, em geral, ndo € possivel determinar
a qualidade da solugdo (ranking das alternativas) obtida pelo método. De fato, diferentes
métodos de tomada de decisdo para um mesmo problema podem resultar em diferentes
solucdes. Nesta tese, se propde considerar os resultados obtidos por diferentes métodos
(independente do tipo de extensdo fuzzy usada e tipo de problema de tomada de decisdo)
como informagdes que podem ser usadas por um outro método capaz de determinar um
ranking das alternativas que de alguma maneira represente a fusdo ou consenso desses
rankings.

Palavras-chave: Loégica fuzzy, Tomada de decisdo, Logica fuzzy intuicionista de Ata-
nassov intervalarmente valorada, Ordens admissiveis, Médias ponderadas ordenadas, Re-

presentacao intervalar, Fusdo de rankings.



Abstract

Fuzzy logic emerged in 1965 with the work of Lotfi Zadeh that aims rigorously deal
with the uncertainty inherent in the definition of notions and inaccurate or vague proper-
ties in several everyday situations, such as high temperature, sharp drop, etc. For this,
Zadeh considered a degree (a value in the range [0,1]) in order to express how much
an element belongs to a set, i.e. satisfies a given property. However, some criticism of
this theory have been made, mainly because that this theory deal with uncertainties using
exact values, which led to several researchers (including himself Zadeh) in 1975 and inde-
pendently, to extend this theory relaxing the set where the membership degrees take their
values. One of these extensions, interval-valued Atanassov’s intuitionistic fuzzy logic,
proposed in 1989 by Atanassov and Gargov, uses a pair of subintervals of [0,1], the first
represent how much, considering some inaccuracy, it is believed that the element satisfies
the property while the second describes how much it is believed that does not satisfy the
property. This pair of interval degrees aim to capture the hesitation and inaccuracy present
at the time of assigning the degree to which the element satisfies the property.

Fuzzy logic and its various extensions, has been successfully applied in various areas,
such as: medicine, engineering, agriculture, economics and management. In particular,
one of the main applications of fuzzy logic in management concerns with the support to
the decision making. A typical decision-making problem is the choice of the best alter-
native among a set of them or the obtention of a ranking of the alternatives, considering
some criteria to be satisfied, as well as the opinion of one or more experts. The fuzzy
methods for decision making problems based on decision matrices, use fuzzy degrees (or
of their extensions) to express how much an alternative satisfies a particular attribute or
criterion. On the other hand, the methods of fuzzy decision making problems based on
preference relations, use fuzzy degrees (or of their extensions) to express how much an
alternative is preferred to other alternative. In both cases, the opinion of all experts is
aggregated to determine only a single decision matrix or preference relation, according
be the case, and from them extract a score (which can be a numeric value or not) in order
to decide which is the potentially best alternative.

In this thesis are presents significant theoretical advances in the theory of interval-
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valued Atanassov’s intuitionistic fuzzy sets as well as are proposed two new decision-
making methods, considering multiple attributes (or criteria) and a group of experts, these
methods are applyed on specific problems and made a comparison with the results obtai-
ned by others decision-making methods.

On the other hand, one of the major problems with the methods or processes of
decision-making is that, when applied to real problems, in general, can not determine
the quality of the solution (ranking of the alternatives) obtained by the method. In fact,
different decision making methods to the same problem may result in different solutions.
In this thesis, it is proposed to consider the results obtained by different methods (inde-
pendent of the fuzzy extension considered and of the type of decision-making problem)
as information that can be used by another method capable of determining a ranking of
the alternatives representing the fusion or consensus of these rankings.

Key-words: Fuzzy, Decision Making, Interval-valued Atanassov Intuitionistic fuzzy lo-
gic, Admissible orders, Ordered weighted average, Interval representation, Rankings fu-

sion.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A teoria dos conjuntos fuzzy, que surge em 1965 com o trabalho de Lotfi Asker Zadeh
[200], propde relaxar a teoria usual de conjuntos por considerar a possibilidade de infini-
tos niveis ou graus de pertinéncia de um elemento a um conjunto, para assim incluir na
teoria de conjuntos as incertezas que se tém na hora de se definir a pertinéncia de um ob-
jeto a um conjunto. A teoria dos conjuntos fuzzy, tem se mostrado uma ferramenta muito
util, que pela sua prépria natureza € adequada para lidar com incerteza, ignorancia e va-
gueza presentes em problemas do mundo real. No entanto, a defini¢do de conjunto fuzzy
ndo permite levar em considera¢do completamente esta vagueza, pois impde que seja dado
um valor numérico pertencente ao intervalo [0, 1], para descrever o grau com o qual um
elemento do universo pertence a um determinado conjunto’, o qual pode ndo ser simples
de se fazer e, como quem determina esse valor € um “especialista”, o valor provavelmente
seria diferente se mudarmos de especialista ou mesmo mantendo o mesmo especialista e
pedirmos para fazer sua avaliacdo um tempo depois. Ou seja, esse valor exato ndo conse-
gue encapsular as diferéncas de avaliacdes de diferentes especialistas, nem as hesitagdes
que tem um especialista em sua avaliacdo. Assim, parece razodvel considerar formas al-
ternativas de proporcionar a informacgdo, que ndo requeiram de tal exatiddao, ou que, ao

2

menos, levem em consideracdo de alguma forma, a inacuridcia® ou a vagueza inerente

londe “zero” indica que se estd seguro de que o elemento ndo pertence ao conjunto, e “um” que certa-
mente o elemento pertence ao conjunto. J4 os valores intermedidrios indicam uma certa incerteza na sua
pertinéncia, de forma que quanto mais préximo de “um” ou de “zero”, menor € a incerteza (de que esteja
ou ndo esteja, respectivamente, no conjunto). Assim a maxima incerteza € quando se atribui um valor 0,5
ao grau de pertinéncia de um elemento ao conjunto.

2 Acurdcia é a exatiddo de uma medicdo ou de um instrumento de medicio [62] e portanto inacuricia
seria a inexatiddo de uma medicao ou de um instrumento de medi¢do. Assim, acurécia refere-se a proxi-
midade (enquanto inacurdcia refere-se ao distanciamento) da medida relativamente ao verdadeiro valor de
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ao problema que estd sendo abordado. Neste sentido, existem diversas propostas para
abordar este problema, entre as que destacamos a Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intervalar-
mente Valorados (TCFIV) introduzida de forma independente por diversos pesquisadores
em 1975 ([77, 87, 143, 201]) e a Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas proposta por
Krassimir T. Atanassov (TCFIA) em 1986 [8, 10]. Aplicacdes destas teorias podem ser
vista em [10, 17, 32, 38, 88, 122, 145]. Na TCFIV € atribuido a cada elemento do uni-
verso um intervalo em vez de um simples nimero, onde o comprimento (amplitude) do
intervalo € visto como uma medida da falta de conhecimento ou inacurédcia no grau de
pertinéncia. Na segunda abordagem € considerado um grau extra para modelar hesitacao
e incerteza sobre o grau de pertinéncia de um elemento a um determinado conjunto fuzzy.
Na teoria dos conjuntos fuzzy esse grau de hesitagdo (ou grau de ndo pertinéncia) € impli-
citamente entendido como o complemento do grau de pertinéncia, enquanto na teoria dos
conjuntos intuicionistas esse grau de hesitacio €, de certa forma, independente do grau
de pertinéncia. Analogamente ao caso da TCFIV, também h4 uma forma de medir o ta-
manho da incerteza na TCFIA. Porém, como foi demonstrado por diversos autores ambas
extensoes sdo equivalentes do ponto de vista matematico, ou seja, existe um isomorfismo
entre Conjuntos Fuzzy Intervalarmente Valorados (CFIV) e conjuntos fuzzy intuicionistas
de Atanassov (CFIA), porém do ponto de vista semantico eles sdo diferentes e portanto
tém diferentes aplicagdes [162]. Em 1989, Atanassov junto com Gargov integraram am-
bas extensoes por considerar em [11] um intervalo tanto para o grau de pertinéncia como
para o grau de ndo pertinéncia, permitindo dessa forma modelar a incerteza ou inacura-
cia que se pode ter ao momento de atribuir esses valores. Ultimamente, esta extensao,
denominada de Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionista de Atanassov Intervalarmente
Valorada (TCFIAIV), tem motivado diversas aplicagdes, principalmente em apoio a to-
mada de decisdao, como por exemplo em [45, 116, 182]. Mas recentemente, em [147] foi
introduzida a no¢@o de conjuntos fuzzy n-dimensionais, onde os grau de pertinéncias sao
intervalos n-dimensionais, ou seja, tuplas da forma [ay,...,a,] onde 0 < a; < a;4 < 1
paratodoi=1,...,n—1. Em [16] foram estabelecidas algumas possiveis interpretacdes
e motivagdes, assim como, uma aplicagdo em tomada de decisdo desta extensao.

Os graus dos conjuntos fuzzy tomam valores no intervalo fechado [0, 1], ja os CFIA,
CF1V, Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanassov Intervalarmente Valorados (CFIAIV)
os conjuntos fuzzy n-dimensionais tomam valores, respetivamente, nos seguintes conjun-

tos:

o L' ={(x,y)e[0,1]? :x+y<1};

uma variavel. Veja também [63, 131].
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o L={[xy:0<x<y<l1};

o L,([0,1]) = {[x1,..-,xn] :0<x1, xy < lex; <xjppparatodoi=1,...,.n—1}.

Enquanto [0, 1] possui uma ordem (total) subjacente natural, L* e L tém associada uma

ordem, porém parcial, obtida a partir da ordem de [0, 1]. A saber:

(x1,%2) <gx (V1,¥2) © X1 <Y1 AY2 < X2

[x1,31] <p [x2,32] ©x1 <y1Ax <y

JaIL* tem sua ordem obtida das ordens de L* e L. como segue:

(X1, X)) <px M, h) e X < Vi Aa<p Xo

Finalmente,uma vez que L,([0,1]) estende [0,1] e L, no sentido de que [0,1] =
Li([0,1]) e L = L»([0, 1]), também podemos estender as ordens de [0, 1] e L, para obter-

mos uma ordem em L, ([0, 1]) da seguinte forma:

[x1,.xn] <z, 15+ m]l X1 <Y1 A AXE < Yn

Por outro lado, Joseph Goguen em 1967 com seu artigo [71], proporciona uma teoria
geral de conjuntos fuzzy, onde os graus de pertinencias tomam seus valores em um reti-
culado e que sdo chamados de conjuntos L-fuzzy. Como claramente, (L*,<;x), (L, <p),
(L*, <px) e (L,([0,1]),<,) sdo todos reticulados limitados, podemos concluir que todas
estas extensdes sdo casos particulares da teoria dos conjuntos fuzzy L-valoradas (onde
L € um reticulado limitado) proposta por Goguen. Porém, € interessante estudar estas
extensodes, ja que alguns resultados e propriedades que valem para o caso particular nao
necessariamente valem para o caso geral e além disso a motivagdo semantica de cada uma
destas extensdes, fazem com que possam ser aplicadas de forma diferente e natural em
alguns casos reais.

Do ponto de vista de reticulados, podemos notar que ha algumas relagdes entre estas
extensdes: hd um isomorfismo entre os reticulados L* e L e entre L* e L4([0, 1]). Podemos
também verificar que existe uma retragao do reticulado IL (e portanto de L*) ao reticulado
([0,1],<) e do reticulado L* ao reticulado L* (e portanto ao reticulado IL) e em geral hd

uma retragdo do reticulado L,([0, 1]) ao reticulado L,,([0,1]) quando m < n.

3
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Existem outras extensdes e generalizacdes de conjuntos fuzzy, como a dos conjuntos
fuzzy de tipo-N 312011, multiconjuntos fuzzy [190], conjuntos fuzzy hesitantes [19, 163],
etc. Uma andlise historica e hierdrquica dessas extensdes pode ser encontrada em [33].

A teoria dos conjuntos (cldssica) e sua logica (subjacente), sdo a base de toda a ma-
tematica (convencional) a qual d4 suporte, por exemplo, as engenharias e ao desenvolvi-
mento de software convencional. No entanto, ao se mudar desse paradigma para o fuzzy,
¢ natural e necessdrio desenvolver uma matemaética e ldgica para esta teoria, afim dela
poder ser usada em aplicacOes de engenharia e em outros campos onde se use a mate-
matica e logica, e se lide com a presenga de vagueza ou incerteza. De fato, o sucesso
de aplicacdes que se baseiam nesta matemdtica fuzzy, tem feito com que mais e mais
aplicagcdes da matematica fuzzy, nos mais variados campos (economia, medicina, agricul-
tura, engenharia, robdtica, etc), tenham sido desenvolvidas e como contrapartida, também
tem-se desenvolvido diversas pesquisas a fim desenvolver novas técnicas e formas de usa-
las, e como coroldrio, tem-se aprofundado as pesquisas no campo tedrico, generalizando
construgdes matemdticas usuais como integrais, topologias, dlgebras, etc para este mundo
fuzzy. Porém, ainda se estd muito longe de se atingir o nivel de maturidade da matemaética
convencional. Por outro lado, por serem mais novas e terem menos gente trabalhando nas
extensoes da teoria dos conjuntos fuzzy, elas ainda estdao mais longe de tal status e, pelo
tanto, € fundamental o esforco desses poucos (quando comparados com os que trabalham
com ldgica fuzzy [0, 1]-valorada) pesquisadores para cimentar essa base tedrica que per-
mita o aproveitamento de suas particularidades, para desenvolver novas técnicas de uso e
portanto novas aplicacOes dessas extensdes fuzzy. E € justamente, neste ponto que esta
tese pretende contribuir.

Por outro lado, na administragdo, a tomada de decisdo consiste no processo cognitivo
através do qual se escolhe, baseados em variados cendrios, ambientes, andlises e fatores,
uma alternativa ou plano de acdo dentre vérios outros [150]. Todo processo decisério
produz uma escolha final, a qual pode ser uma acdo ou uma opinido de escolha. Ou seja,
a tomada de decisao refere-se ao processo de escolher a alternativa mais adequada para a
empresa, em uma determinada circunstincia. Qualquer decisdo tomada, afetard a gestao
da empresa, e por isso tem que ser feita de forma planejada, pensando no que podera afetar
esta decisdo, e embasada em métodos e técnicas bem consolidadas e respeitadas para ter
um grau de confianga em que a escolha se nao foi a melhor foi uma boa escolha. Conhecer
qual é a decis@o que deve ser tomada e 0 momento certo para faze-la ¢ fundamental, ela em

geral depende da gravidade e anélise que se faz da adversidade e desafios da empresa. An-

3CFIV sio casos particulares de conjuntos fuzzy de tipo-2 e analogamente, conjecturamos, que conjun-
tos fuzzy n-dimensionais s@o casos particulares de conjuntos fuzzy de tipo-n.
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tes de tomar uma decisdo, os especialistas devem fazer um estudo minucioso das necessi-
dades da empresa, para tentar diminuir a chance de que a decisao que serd realizada esteja
errada e resulte em consequéncias negativas para a empresa. A necessidade de se tomar
uma decisdo em geral ocorre num momento de impasse em que hd mais de uma alterna-
tiva. Usualmente, cada pessoa toma suas decisdes baseadas em aspectos subjetivos, mas
a subjetividade nao tem medida perfeita, e ndo € organizada, sistemdtica e nem objetiva.
Por isto, € que em administracdo hd uma preocupacao crescente em embasar os tomadores
de decisdo com métodos e técnicas que o ajudem nesta complexa tarefa. Neste sentido,
o uso de légica fuzzy, por sua capacidade de trabalhar com vaguezas e incertezas, tem-se
tornado uma ferramenta eficaz para desenvolver métodos de tomada de decisdo, em situa-
coes de incertezas e subjetividades. Assim, a l6gica fuzzy tem desempenhado um papel
importante neste campo (ver por exemplo [26, 39, 49, 118, 122, 123, 189]) e portanto,
ndo € surpreendente que alguns métodos fuzzy utilizados na tomada decisdo tenham sido
estendidos para extensdes da légica fuzzy, por exemplo, [16, 37, 46, 176, 177, 178, 179].

Varias aplicagdes de CFIAIV e extensdes de nogdes habituais fuzzy para os CFIAIV
foram feitas, ver, por exemplo, [9, 34, 35, 127, 167, 170, 180, 182]. Por outro lado, a
tomada de decisdao de uma escolha dentre diversas alternativas feita por um grupo de es-
pecialistas, usualmente € feita considerando as opinides de cada especialista, que expres-
sam suas preferéncias entre as vérias alternativas [50] e quando consideramos a TCFIAIV
para este fim, as preferencias dos especialistas € dada usando como graus de preferencia
valores em IL* [56, 116, 170, 181, 182, 197, 199].

Uma ferramenta matemadtica importante para a tomada de decisdo fuzzy é o operador
de média ponderada ordenada (OWA) que foi introduzida em [191] e varia¢Ges destes, tal
como OWA geométrico [186], OWA geométrico parametrizado [100], Operador de media
ponderada de Bonferroni generalizado [25], etc. (para outras variantes do operador OWA
ver [195]). Diversas versoes das variantes de operadores OWA para vdérias extensoes de
l6gica fuzzy tem sido propostas, entre elas destacamos [43, 107, 202, 203] e em parti-
cular para TCFIAVI temos [55, 58, 176, 185, 204]. No entanto, estas dltimas, apesar de
satisfazer as propriedades principais do OWA (monotonicidade, idempoténcia, simetria,
e sdo limitadas [68]), ndo tém o mesmo comportamento que o0 OWA quando aplicado a
elementos diagonais.

Outro aspecto importante em tomada de decisdao em extensdes de légica fuzzy, € a
escolha da ordem a ser adotada. E importante que esta ordem seja total e admissivel, num
sentido andlogo ao conceito de ordens admissiveis introduzido em [36] para .. Neste
sentido, nesta tese adaptaremos esta definicdo de ordem admissivel para o contexto de

IL* e verificaremos entre as diversas ordens admissiveis qual a mais adequada para os
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métodos de tomada de decisdo, sob incerteza intuicionista intervalarmente valorada que

serdo propostas nesta tese.

1.2 Justificativa

A Légica Fuzzy ¢ uma ferramenta poderosa para modelar conhecimentos nebulosos
e incertos o qual tem diversas aplicagOes praticas cada vez mais bem sucedidas. Com a
l6gica Fuzzy € possivel desenvolver modelos mais flexiveis, que contenham uma certa
incerteza e inacuracia na base conhecimento, como € o caso das ciéncias Humanas. Por
exemplo, podemos citar a tomada de decisdo (TD) na economia, administracdo, entre
outras dreas humanisticas. O desenvolvimento desta tese, justifica a necessidade de se
estender e criar métodos de TD que possam lidar com conhecimentos nebulosos e com os
varios pontos de vista dos especialistas. Na tomada de decisdo mudangas nas compara-
coes dos atributos pode acarretar a mudanca do ponto de vista dos especialistas, e assim
gerar inconssisténcias entre os pontos de vista. Com esses métodos baseados em mode-
los matemaéticos, especialmente baseados em 16gica fuzzy, vem sendo possivel considerar
a hesitacao do especialista na TD e assim trabalhar de forma mais sistemadtica as dreas

humanisticas onde o conhecimento apresenta alguns tipos de incertezas.

1.3 Objetivos da Tese

O objetivo principal desta tese € apresentar a Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionis-
tas de Atanassov Intervalarmente Valorados (TCFIAIV), como sendo uma generalizacao
da teoria dos conjuntos fuzzy, teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas de Atanassov e
teoria dos conjuntos fuzzy intervalarmente valorados, no sentido que podemos encarar
operadores valorados em L* como representagdes de operadores valorados em [0, 1], L*
e L, de forma andloga como vemos operadores intervalarmente valorados como repre-
sentacdes de operadores fuzzy (ver [15, 18, 20, 23]). Assim, analogamente ao caso de
operadores intervalarmente valorados, podemos estabelecer um método para transformar
operadores fuzzy, intuicionistas e intervalarmente valorados para operadores intuicionis-
tas intervalarmente valorados e podemos aplicar estas constru¢des em métodos fuzzy de
apoio a tomada de decisdo em grupo e considerando multiplos atributos ou multiplos
critérios.

Os objetivos secundérios desta tese sdo:
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. Fornecer uma extensdo do operador de média ponderada, variantes do OWA e ou-
tros operadores importantes em tomada de decisdo fuzzy para o contexto de TCFI-
AIV preservando suas principais propriedades, assim como, 0 seu comportamento

com os elementos das diagonais e semidiagonais.

. Estudar ordens admissiveis (totais e parciais) sobre IL* que possam ser usadas para
classificar alternativas em métodos de tomada de decisdo fuzzy considerando um

grupo de especialistas e multiplos atributos para o contexto de TCFIAIV.

. Estender diversos métodos de tomada de decisdo fuzzy considerando um grupo de
especialistas e multiplos atributos para o contexto de TCFIAIV e considerar exem-
plos ilustrativos que permitam comparar as classificagdes obtidas, com as obtidas

por outros métodos.

. Fornecer uma base tedrica e alguns métodos que possibilitem amalgamar o resul-

tado de diferentes métodos de tomada de decisdo.
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Paradigmas (Linhas de Pensamentos)

da Tomada de Decisao

Existem varios paradigmas (linhas de pensamentos) na literatura que procuram siste-
matizar o processo decisorio. Neste capitulo vamos abordar dois desses paradigmas, o
linear e o sist€émico, para introduzir as linhas de pensamentos de alguns pesquisadores
do processo de decisdo baseados nesses paradigmas. O pensamento linear procura sim-
plificar a complexidade do processo decisdrio, porém na prética, esta linha ndo tem uma
boa aplicagdo para tomada de decisdo estratégica. De fato, Montana e Charnov em [113]
consideram que, apesar dos decisores serem fascinados pela simplicidade das solu¢des do
pensamento linear, muitas vezes elas ndo sdo as maneiras mais eficazes de lidarem com os
problemas organizacionais. A outra forma de abordagem é o pensamento sist€émico, que
vem tentar resolver as lacunas citadas pelo método linear, muito embora eles ndo consi-
derem que sejam de facil tratamento. O pensamento sistémico considera que as solu¢des
dos processos de decisdo nao sao constantes, pois se alteram o tempo todo e as mudancas
afetam o todo. Segundo a visdo de Maximiano em [105], o sistema € visto como um todo,
no qual existem interdependéncias de suas partes. O enfoque sistémico € um sistema de
idéias, que pode ser entendido como uma filosofia ou forma de produzir, interpretar e uti-
lizar conhecimentos, podendo ser aplicado em todas as dreas de atividades e de raciocinio
humano, além de ser um método de resolver problemas e organizar conjuntos comple-
xos de componentes. Através do enfoque sist€émico, o administrador adquire uma visao
integrada das organizagdes e dos processos administrativos além de ser uma ferramenta
para organizar sistemas que produzam resultados. Convém ressaltar que a idéia inicial do
enfoque sist€émico vem dos gregos antigos, porém o enfoque sistémico moderno teve suas
origens na mesma época em que os pioneiros langavam as fundamentag¢des da administra-
c¢do cientifica do processo administrativo e da qualidade total [105]. Considerando o todo

das organizagdes nos processos de tomada de decisdo e suas implicacdes, muitas criticas
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foram feitas ao método linear, em contrapartida se acredita que o enfoque do tratamento
sist€émico nos processos de tomada de decisdes, seja o0 método mais eficaz para se aplicar,
visto que, dessa forma, alcangcamos uma abordagem mais ampla e consideramos melhor

a complexidade dos problemas [113].

2.1 Tipos de Abordagens Cientificas dos Processos de To-

mada de Decisao

Uma das abordagens cientificas adotadas para o estudo dos problemas decisérios é
a abordagem normativa, que procura conseguir uma decisdo “6tima”, ou seja, prescreve
como as decisdes deverdo ser tomadas, com uma visdo comportamental, que se preocupa
em entender como as pessoas agem diante de problemas decisérios. Na abordagem de
tomada de decis@o normativa, o0 modelo admite que o decisor tome sempre decisdes de
forma racional, no sentido de maximizar a utilidade de sua escolha. Em outras palavras,
ele € capaz de calcular as conseqii€éncias de cada uma das alternativas e relaciona-las em
ordem de preferéncias e finalmente escolher aquela que maximiza melhor a sua utilidade.
Essa teoria procura formalizar e tornar mais objetivas as solu¢des dos problemas, assim
como a escolha de uma entre vérias alternativas em um ambiente organizacional de in-
certezas. A abordagem cientifica ndo proporciona a férmula correta para se tomar as me-
lhores decisdes, pois 0s mesmos apoiam-se em grande parte nos conceitos de valores ou
preferéncias dos decisores. Segundo Porto e Azevedo em [125], o homem soluciona pro-
blemas a partir de dois elementos essenciais: a informacao, que permite conhecer numa
determinada situacdo que requer a sua atuacao, e a concepcao intelectual do problema, ou

seja, suas varidveis e como elas se interagem entre si.

2.2 Teoria da Racionalidade Limitada

Herbert A. Simon (x 1916 — 1 2001) foi o primeiro pesquisador a caracterizar os
processos administrativos como processos de decisdo e por isso é considerado um dos
precursores na investigacdo dos processos de tomada de decisdo. Na sua investigacdo, ele
analisou a estrutura da escolha racional humana, ou seja, 0 modo como o individuo de-
cide, para estudar a anatomia (estrutura) e a fisiologia (funcionamento) da organizacao e
assim descrever o trabalho do administrador. Na sua obra ele via 0 homem como um ator
econdmico bombardeado por escolhas e decisdes, mas possuindo um numero limitado

de informagdes e capacidades de processamentos dessas informagdes. Na sua visdo, a
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organizagdo € um sistema de decisdo, onde o decisor participa de forma racional e consci-
ente, escolhendo entre alternativas mais ou menos racionais. A racionalidade da decisdo
(adequacgdo entre meios e fins) torna-se entdo, a principal preocupagdo da teoria admi-
nistrativa, cabendo ao administrador a tarefa de distribuir e influenciar a decisdo numa

determinada organizacdo [153].

2.3 [Etapas dos Processos de Decisao
Os processos de decisdes sdo compostos por trés etapas:

1. Osrelacionamentos de todas as possiveis estratégias que poderdo ser adotadas, onde
elas representam o conjunto de decisdes que determinam o comportamento a serem

seguidos em um determinado periodo de tempo;

2. A determinacdo de todas as consequéncias decorrentes da ado¢do de cada estraté-

gia; e

3. As avaliagcdes comparativas de cada grupo de consequéncias e escolha de uma al-
ternativa entre as vdarias disponiveis, a partir de valores pessoais e organizacionais
[153].

O pesquisador Herbert Simon considerava que s6 existe otimizagdo de solugdes de

alternativas se:

1. Existir um conjunto de critérios que permita que todas as alternativas sejam com-

paradas entre si; e

2. Se a alternativa escolhida pelo decisor respeitar o conjunto de critérios.
Por outro lado, Simon ainda considerava que uma alternativa € satisfatéria quando:

1. Existe um conjunto de critérios que descrevem com um minimo de satisfacdo as

alternativas; e

2. A alternativa escolhida pelo decisor satisfaz esses critérios [153].

10
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2.4 Tomada de Decisao

Decidir € escolher uma opcdo entre diversas alternativas. Assim, a tomada de decisdao
€ uma tarefa usual, que ocorre na maioria das atividades de uma empresa e boas decisoes
numa empresa sao fundamentais para o bom desempenho da mesma. Toda decisdo € a
solucdo de um problema, uma vez que todo problema resulta da necessidade de escolher
uma dentre as varias acdes possiveis diante de uma situacao [1]. Segundo o ponto de vista
de Abramczuk em [1], uma situagdo designa o resultado de uma afirmacdo sobre alguma
realidade, seja na forma de relato de um fato, ou seja, na forma de suposic@o sobre algum
aspecto da realidade. Dessa forma, a solucao de um problema € a a¢@o final numa cadeia
de acdes. A acdo no processo decisorio, seria 0s meios para se chegar a um determinado
fim. Todo problema organizacional tem solu¢do subjetiva, ou seja, existe a propria ne-
cessidade de decidir e agir diante de uma situacdo. Decidir com objetividade é o ideal
de todo especialista e administrador (decisor), principalmente quando as decisdes devem
conciliar multiplos critérios, exigéncias e preferéncias de vdrios decisores [1]. Assim, o
estudo e propostas de modelos de decisdo € uma drea de intensas pesquisas impulsionadas
pelo fato de cada vez ser mais frequente o uso de modelos de decisdes para auxiliar os
gestores de uma empresas nos processos decisérios. De acordo com Chiavenato em [47]
“decisdo € o processo de andlise e escolha entre vérias alternativas disponiveis do curso
de acdo, em que a pessoa devera seguir; e decidir a de recomendar entre varios caminhos
alternativos que levam a determinados resultados”.

Segundo Sobral e Peci em [157], a tomada de decisdo é descrita como a escolha da
melhor alternativa entre diversas possiveis, com o objetivo de resolver um problema ou
aproveitar uma oportunidade. No entanto, em [130], Robbins e Decenzo consideram
que essa visdo € excessivamente simplista, pois para eles a TD é o processo de como
se escolher essa melhor alternativa. Por outro lado, Hall em [79] define a TD como
o processo pelo qual as organizacdes sdao estruturadas e reestruturadas. Contudo [157]
considera que a TD ndo é um processo ficil, pois associada a cada alternativa de decisao
estam as incertezas com suas consequéncias € impactos. Maximiano em [106] afirma
que administrar é tomar decisdes e vice-versa. De fato, as tarefas de liderar, planejar e
organizar, executar e controlar sdo todas feitas baseadas em decisdes interligadas. Toda
decisao deve partir de pardmetros que possam embasar o processo decisorio, assim como,
se deve utilizar ferramentas que ajudem na andlise e interpretacdo desses parametros,
garantindo um aumento da probabilidade de sucesso da TD. No ambiente organizacional
¢ dificil evitar os riscos, mas os mesmos podem ser avaliados e, em algumas situacdes,

até quantificados. O excesso de confianca de alguns decisores pode ser um viés cognitivo
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que em geral tem relacdo direta com o otimismo acerca das probabilidades de sucesso.
Quanto maior a dificuldade ou desconhecimento do problema, maior a probabilidade do
individuo superestimar a possibilidade de resolver o problema, podendo gerar alternativas
mais ou menos simples, e assim ndo avaliar adequadamente o risco que se estd correndo

com aquela alternativa.

2.4.1 Ambiente da Tomada de Decisao

A tomada de decisdo dentro do ambiente organizacional ocorre em geral, dentro de
quatro tipos de situacdes de ambientes sendo eles: situacdo de certeza, situagdo de risco,
situacdo de incerteza e situagdo de conflito [74]. O ambiente que preserva a situacdo de
certeza € cada vez mais raro entre as organizacdes que lidam com mercados dinamicos e
mutantes. Atualmente, o ambiente que antes era classificado como certo, apresenta mais
incertezas do que certezas e, em consequéncia disso, revela-se mais dificil para o decisor
tomar uma decisdo embasado com informagdo suficiente para praticar sua gestdao. No
entanto, o decisor munido de fundamentos e técnicas para lhe auxiliar consegue mesmo
nestas condicdes realizar uma tomada de decisdo de boa qualidade. Nesses casos, basta
que o decisor escolha uma opg¢ao entre as véarias possiveis, podendo escolher a opcao que
lhe parece mais favordvel para solucionar um determinado problema. Devemos conside-
rar que nesse tipo de ambiente o risco ainda € muito pequeno. Todavia, conforme [74], o
grau de certeza € muito grande, ou seja, se trabalha quase sem riscos. Acreditamos que
este ambiente é mais encontrado no nivel operacional, ou seja, muito distante do ambiente
de decisoes estratégicas que as decisdes sdo mais incertas. Este tipo de risco (zero) € o
que se pretende na tomada de decisdo a nivel estratégico. Ha controversias na literatura
no conceito de ambiente de risco zero organizacional, ja que ha dividas se realmente seria
possivel existir esse ambiente de cem por cento de certezas, isto €, se pensarmos de ma-
neira sist€émica, em que cada decisdo tomada em um processo de decisdo tem influéncia
sobre o todo, € possivel concluir que ndo hé certezas envolvidas no processo decisdrio.
J4 [74], classifica o ambiente de situacdo de risco como sendo aquele que apresenta va-
rias alternativas na resolucdo dos problemas para alcangar os objetivos, mas com certa
probabilidade de risco no processo. O decisor, considerando a perspectiva do ambiente
organizacional, detém uma certa quantidade de informacdes para andlises dos processos
[74]. Neste ambiente, o risco nas decisdes estd sempre presente, muito embora se possam
tomar decisOes satisfatorias e adequadas, as solu¢des de determinados problemas podem
ser inadequadas tendo em vista as incertezas presentes em algumas varidveis econdmicas

e outros fatores dos processos. O ultimo ambiente € chamado de ambiente de incerteza
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pela impossibilidade de prever resultados ou atribuir probabilidades [113]. Se considera
que os possiveis problemas ocasionados por essas condi¢cdes de ambientes sao os exces-
sos de varidveis a serem analisadas no ambiente organizacional e a falta de conhecimento
sobre as mesmas. Hoje em dia, nas grandes corporagdes esses ambientes sao melhores
administrados com ferramentas de tecnologias da informagdo, técnicas de inteligéncia
artificial e modelos matematicos [50].

Como jé foi mencionado, uma decisdo implica na escolha de uma alternativa em de-
trimento de outras e tem como objetivo resolver um problema ou aproveitar uma opor-
tunidade de negdcio. Contudo a tomada de decisao ndo € fécil, pois associada a cada
alternativa de decisdo estd a incerteza de suas consequéncias e impactos, ja que a mesma
lida com fatores internos e externos, € muitas vezes seus resultados futuros sao totalmente
desconhecidos. Herbet Simon, em suas pesquisas alertou que € impossivel, que o indivi-
duo conheca todas as alternativas de solucdes possiveis que dispde o processo decisorio,
ou que, todas as suas consequéncias sejam avaliadas, no entanto, ele considerava que o
decisor poderia percorrer apenas uma possibilidade de solu¢do (um caminho) e nunca
terfa a certeza se aquela decisdo escolhida era a melhor em termos de resultados, muito
embora sob certas condi¢des avaliadas ele pudesse ter uma intui¢do (palpite) razodvel
sobre a qualidade da solucdo do problema em questdo no processo decisorio [153].

Baseado nesses parametros de multiciplidade de alternativas e incertezas, o decisor
(gestor) deve avaliar o maximo dessas alternativas, de preferéncia utilizando ferramentas
computacionais, uma vez que a complexidade do processo, muitas vezes estd associada a
necessidade de avaliar as alternativas e analisa-las em um contexto futuro, assim como, es-
timar suas consequéncias e seus impactos nas organizagdes. Os gestores na TD, calculam
e gerenciam essse riscos. Entretanto, por mais sofisticadas que sejam os métodos mate-
maticos e as ferramentas computacionais de apoio a TD utilizadas, a imprevisibilidade
estard sempre dentro dos processos decisorios em funcdo de diversas varidveis encond-
micas que sdo mutantes no tempo futuro. Baseado nessas motivagdes, cada situacdo de
decis@o pode ser organizada em uma escala que vai da completa certeza a mais completa
incerteza, dependendo das informagdes disponiveis sobre o problema e cada alternativa

de solugdo e seus resultados.

2.4.2 Tipos de Decisoes no Ambiente Administrativo

Na literatura sobre tomada de decisdo, existem vdrios tipos de classificacdes de de-
cisdes. Uma delas classifica a decisdo como tendo dois tipos: a decisao sequéncial e a

decisdo tnica. A decisdo sequéncial se refere a escolha de uma dentre possiveis agdes
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em consequéncia de resultados de uma decisao anterior tomada sob condi¢des de incerte-
zas e ndo nulas. Diferentemente da decisdo sequéncial, na decisao unica se determina o
curso da a¢do orientado por um determinado proposito, mas ndo se impde a necessidade
de outras decisdes posteriores, a ndo ser aquelas referentes aos meios para implantar o
curso da acdo escolhida [1]. Em um outro tipo de classificacdo no ambiente organizaci-
onal, se considera que as decisdes podem ser classificadas de acordo com a natureza do
problema em decisoes programadas e decisoes nao programadas [64, 105]. Também
podem-se classificar as decisdes em termos de tipos de métodos usados (por regras, por

procedimentos ou por politicas) [1].

Decisoes Programadas

As decisdes programadas sdo utilizadas para a resolu¢do de problemas repetitivos,
do cotidiano das empresas. Antigamente nas organizacdes, as tomadas de decisdes eram
baseadas nas intuicdes, nos métodos tradicionais de procedimentos padrdes e nas rotinas
burocratizadas. De acordo com Peter Drucker em [64] existem decisOes que devem ser
tomadas pragmaticamente no ambiente organizacional. As decisdes programadas sdo de
solugdes repetitivas e estruturadas, determinadas por abordagens especificas para as quais
a organizacdo ja desenvolveu mecanismos de atuaco e controle. Por exemplo, as decisdes
tomadas no servigo de administragdo de pessoal. As decisdes programadas encurtam o
tempo do processo decisdrio e possibilitam aos decisores (administradores) disponibilizar
parte do seu tempo para tarefas mais importantes. No entanto, devemos salientar que elas
tém a desvantagem de limitar a liberdade do decisor, por ja serem pré-estabelecidas e ja

existirem um processo de rotina de execucdo das mesmas na organizacgao [1].

Decisoes Nao Programadas

Decisdes nao programadas sio solugdes especificas, para resolver situagdes desestru-
turadas e pouco frequentes, para as quais as informacdes sao incompletas e/ou ambiguas.
Sdo normalmente decisdes que por sua importincia para a organizagdo, exigem que se
desenvolvam uma resposta customizada, quando envolve o financeiro. Quase todas as
decisOes ndo programadas sdo de carater estratégicos e relevantes. Como exemplo, a
criacdo de uma nova filial, lancamento de um produto, etc. A medida que se sobe na
hierarquia organizacional sdo mais frequentes as necessidades de se tomarem decisoes
importantes para as organizagdes. Nessas decisdes, o administrador deve analisar cuida-
dosamente todas as informagdes que conseguir coletar e usar seu julgamento individual

para tomar a decisdo mais adequada as circustincias. Assim como, existem poucas situa-
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coes de completa certeza ou incerteza do ambiente, também poucas decisdes podem ser
classificadas como totalmente programadas ou ndo programadas. As decisdes programa-
das dificilmente dispensam totalmente a escolha individual do administrador (gestor por
formacao) ou decisor (profissionais de varias especialidades) que fazem parte da cipula
hierdrquica). As decisdes ndo programadas sdo problemas em lancamentos ou inovadores,
nos quais ndo existem solugdes pré-estabelecidas ou sistematizadas, requerendo sempre

um protocolo novo de solugdo [1].

Método por Regra

Os métodos por regras sao normas explicitas sobre como o decisor deve proceder
diante de uma situacdo de decisdo estruturada, como por exemplo, dizendo como agir ou
as medidas que devem ser tomadas diante a falta ao trabalho de um empregado. Elas ja
existem de uma forma sistemadtica para esses tipos de procedimentos. Neste método as
regras sdo simples, faceis de serem usadas e garantem uniformidade e consisténcia nas

decisoes tomadas [1].

Método por Procedimento

O método por procedimento € feito seguindo uma série de etapas sequenciais e inter-
relacionadas, que devem ser seguidas para responder a uma situagdo bem estruturada. Por
exemplo, os procedimentos sistematicos na implantacdo de um manual de rotina de uma
empresa. Depois de identificar a situagdo do problema, o decisor deve apenas executar a

sequéncias de passos ja pré-definidas no seu manual de procedimentos [1].

Método por Politicas

Nos métodos por politicas, sdo feitas orientacdes genéricas sobre como proceder em
situagdes recorrentes, mas pouco estruturadas. Ao contrario dos métodos por regras e dos
métodos por procedimento, que sio pré determinados, o método por politica apenas esta-
belece parametros de atuacao, ndo indicando as solucdes especificas a serem implantadas.
Por exemplo a Politica de marketing (politica aberta para criacdo). As politicas podem
ou ndo conter alguma tipo de ambiguidades, deixando espacos para as interpretacoes e
criacdes ou inovagdes do decisor [1].

A Figura 2.1 descreve, o nivel hierdrquico da organiza¢do onde as decisdes acontecem

assim como, o tipo de decisdo que € tomada.
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Alta Decistes
Administragdo Estratégicas
Média Decisoes

Geréncia Administrativas

Grupos de

Trabalho Decisdes

Operacionais

Figura 2.1: Tipos de Decisdo [105, Figura 5.4]

2.4.3 Fundamentos da Tomada de Decisao

Diariamente se tomam decisdes, sobre os mais diversos assuntos e a qualidade dessas
decisdes, tém um impacto significativo no desempenho das organizacdes. Nos funda-
mentos da TD, podem se destacar dois aspectos que estdo presentes na administracdo. O
primeiro refere-se a dificuldade que o decisor tem em prever o futuro. Quando os ad-
ministradores tomam decisdes em um ambiente de incertezas, a avaliacdo da eficdcia da
decisao s6 pode ser efetuada apds sua implementacdo. O segundo fundamento, é a di-
ficuldade de reverter uma decisdo que ndo deu certo, pois as consequéncias podem ser
drasticas para as empresas. No entanto, a maioria das decisdes t€m impactos positivos
para as organizagdes. Para sistematizar estas decisdes sdo criadas continuamente técnicas
e ferramentas computacionais de Tecnologias da Informacao (TI), para auxiliar os admi-
nistradores a melhorarem a qualidade das decisdes e a evitar erros na escolha e decisdes

gerénciais.

2.4.4 Processo de Tomada de Decisao

O processo de TD no ambiente organizacional, comeca com a identificacdo de um
problema e em seguida é gerada uma reflexdo de possiveis solucdes. O grupo de deci-
sores avalia inimeras varidveis antes de tomar uma decisdo. Esse processo € uma agdo
rotineira € comum ndo apenas no ambiente empresarial, mas no cotidiano de qualquer
pessoa. Vale a pena salientar que a necessidade de escolher uma alternativa de decisao
no ambiente organizacional ocorre em um momento de impasse, no qual temos mais de
um curso de acdo a seguir, do contrario ndo teriamos duvidas e ndo necessitariamos de

estruturar o procedimento. Quando optamos por uma alternativa, renunciamos a todas as
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outras, mesmo correndo o risco da decisdo ndo ser a “mais acertada”. Toda decisdo €,
portanto, um processo que envolve simultanemente uma escolha e renuncias das outras
possibilidades.

“Decisdo € o ato ou efeito de decidir” [1], o seja, optar por uma dentre vdrias alter-
nativas de agdes, que se oferecem para alcangar determinado objetivo. O processo de
decisdo, se encerra com a escolha de uma das alternativas por parte do decisor e a ava-
liacdo de sua eficdcia. Nas organizacdes, os processos de decisdes envolvem diferentes
instancias hierdrquicas e funcionais [1]. Para Chiavenato em [48, Pagina 253], as pessoas
decidem em func¢do da sua interpretacao das situagdes e nao na situagdo real e, por tanto,

€ um processo fortemente subjetivo.

Etapas do Processo de Tomada de Decisao

O processo de tomada de decisao € um processo continuo e deve passar pelas seguintes
(oito) etapas [130].

1. Identificacdo do Problema: Consiste em identificar necessidades e caréncias da

organizagdes e de potenciais alternativas de solugdes.

2. Identificacao das solucoes do problema: Nesta etapa sdo determinadas as alter-
nativas de potenciais solu¢des a serem consideradas para uma boa resolu¢do do
problema. A identificacdo do problema tem como primeiro passo, estudar bem o
problema e a partir dai estruturar as possiveis solucdes do problema. As possiveis
solugcdes do problema neste contexto € o conjunto de aspectos considerados impor-
tantes para que o decisor escolha a decisdo mais acertada e otimizada dentro de
suas possibilidades. A estruturacao do problema de decisao, faz parte da etapa de
identificac@o das solucdo do problema. Estruturar o contexto de decisdo é colocar
as coisas em ordem, uma vez que o problema ja foi estruturado, a partir da identifi-
cacdo das vdrias relacdes e das estruturas que serdo interligadas na possivel solu¢dao
do seu problema de TD.

3. Identificacao dos pesos de cada indice: A alocacdo de pesos aos indices, con-
siste em criar uma escala de pesos, onde o peso maximo, por exemplo a nota 10
(dez), se lhe atribui a melhor alternativa e depois se determina o peso do resto das
alternativas, usando esse peso maximo como referéncia. Com essa ponderagado, por
exemplo, a um indice que lhe atribuiram peso 5 (cinco), significa que a alternativa

que detenta o maximo peso € considerada duas vezes mais importante que ele. O
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objetivo dessa ponderacdo € usar as preferéncias pessoais de cada decisor, para atri-
buir prioridades aos indices relevantes de sua decisao, assim como, indicar seu grau

de importancia.

. Triagens de alternativas: Nesta etapa o tomador de decisdo seleciona as alter-
nativas que poderiam ter €xito na solu¢do do problema, descartando alternativas
claramente indesejaveis, diminuindo assim o espectro de alternativas e portanto
simplificando o processo de TD. Nesta etapa ndo sdo feita as avaliacdes de alterna-
tivas, sdo apenas definidas quais serdo as alternativas que devem ser consideradas

no processo de TD.

. Analises das alternativas: Os tomadores de decisdes precisam analisar cada uma
das alternativas selecionadas na etapa anterior de maneira critica, considerando os
pontos fortes e fracos. Algumas avaliacdes podem ser feitas de forma relativamente
objetivas, no entanto, as andlises das alternativas sdo feitas nitidamente como um
julgamento pessoal. Estes julgamentos refletem os critérios de escolhas da etapa
2, os pesos atribuidos aos critérios e avaliagdo das alternativas. Isso explica porque
dois decisores podem examinar um conjunto de alternativas e classifica-las de forma

totalmente diferentes.

. Escolha de uma das alternativas: Nesta etapa € feita a escolha da alternativa,
entre aquelas avaliadas e ponderadas que geraram a maior nota (ponderacdo). Se
for considerado um grupo de decisores, na etapa anterior, como classificacdo das
alternativas, entdo nesta fase se determina como agregar todas elas de forma a se

obter uma classificacdo de consenso que reflita as opinides de todos eles.

. Implementacoes das alternativas de decisao: Implementacdo da decisdo ainda
pode fracassar, se ndo for corretamente implementada. Nesta etapa executa-se a
acdo escolhida na TD. A implementacdo da decisdo também inclui transmitir a
decis@o para aqueles envolvidos no problema e obter 0 comprometimento na im-

plementacgdo da decisdo.

. Avaliacoes da eficacia das decisOes: Avaliacdo da eficicia da decisdo, verifica se
o problema foi resolvido com a escolha da alternativa da etapa 6, e se a implemen-

tacdo da etapa 7 obteve o resultado desejado.
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Dificuldades do Processo de Tomada de Decisao

Montana e Charnov em [113] consideram que existem trés dificuldades associadas a

abordagem dos processos de tomada de decisao:

1. Toda e qualquer decisdo tomada em uma organizagdo deve invariavelmente afetar o
todo e ndo somente a drea onde se executa a estratégia proposta. Eles consideram
que isso ocorre face a integracdo entre os departamentos e os cendrios voléteis em

que as empresas estdo inseridas.

2. A decisdo nd3o necessariamente € uma solucdo simplista do problema, por meio
desta abordagem, a mesma deve tentar resolver o todo, pois caso ndo consiga, ha-

verd um severo comprometimento da eficicia da solugdo do problema.

3. A validade da solucdo encontrada na tomada de decisdo nao pode ser sempre valida
em ambientes muito dindmicos e velozes, pois as situacdes e 0os cendrios tendem a

mudar constantemente.

Erros no Processo de Tomada de Decisao

Eventualmente, podem ocorrer erros nos processos de tomada de decisdo, uma vez
que os decisores precisam fazer escolhas entre as alternativas do processo de decisdo (in-
formagdes passadas) e as mesmas podem ndo ser as mais adequadas. Isso requer uma
andlise cuidadosa de muitas informacgdes e, consequentemente, muitas vezes 0s gestores
se engajam em comportamentos que aceleram o processo, para evitar excesso de infor-
macdes. Assim, os decisores dependem de heuristicas (atalhos) que € um método ou
processo criado com o objetivo de encontrar boas solugdes (ndo necessariamente as me-
lhores) para um determinado problema. O ato de decidir € humano o qual fica suscetivel
as preferéncias, fraquezas, aos erros e a outros fatores inerentes a esta condi¢do. Tomar
decisdo € objeto de discussao em diversos campos da psicologia (social, comportamental,
cognitiva, etc), onde sdo apresentadas teorias € modelos que ajudam a entender melhor o
comportamento do decisor diante de problemas decisorios. Entre os aspectos das distor-
coes ou desvios que os decisores costumam apresentar diante de problemas decisérios, os

nove que ocorrem com mais frequéncia sao:

1. Disponibilidade: eles costumam em algumas situac¢des utilizarem apenas as infor-
macodes disponiveis, ignorando aquelas que ndo sdo faceis de se obter, muito embora

sejam significativas para o processo decisdrio.
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. Desvios de confirmac¢do: usualmente, as pessoas tendem a utilizar informacdes que
confirmam crengas consagradas na organizacdo e costumam desprezar (ou conferir

um menor peso) aquelas que distorcem estas crencgas.

. Conservadorismo: tendéncia a ndo rever estimativas e procedimentos com a freqiién-

cia necessaria.

. Habito: no ambiente organizacional as pessoas tendem a agir com familiaridade ou
rotineramente, considerando experiéncias passadas, diante de situagdes semelhan-

tes, nao considerando devidamente as caracteristicas diferentes de cada decisao.

. Saturacdo de dados: decisores decidem encerrar a coleta de dados prematuramente
antes de concluir a triagem completa de informacdes, ignorando dados que possam

chegam mais tarde e que podem influenciar no processo.

. Confianca exagerada: as vezes as pessoas tendem a ter muita confianga quando
dispdem de abundincia de informacdes e dedicam pouca atengdo a qualidade e

consisténcia das informagdes ou dados.

. Pistas empiricas sem nenhum fundamento l6gico: isto pode ocorrer com freqiiencia,
uma vez que temos a efetiva realiza¢do de eventos com pequena probabilidade de
ocorréncia, ou porque € aceita pelas pessoas com um peso muito maior do que

realmente elas tém.

. Correlacdo de eventos: admite-se erradamente que dois eventos sejam correlacio-

nados, quando na verdade a correlacdo € espuria ou pouco significativa.

. Distor¢des de julgamento: os desvios e erros nos processos decisoérios estam rela-

cionados, ou seja, ndo sdo independentes entre si.

Heuristicas do Processo de Decisao

Na literatura existem diversos tipos de heuristicas, sendo que as mais comuns usadas

no ambiente organizacional sdo: Heuristicas de disponibilidades e heuristicas represen-

tativas. As heuristicas de disponibilidades no ambiente administrativo tendem a basear

os julgamentos em informagdes que estejam prontamentes disponiveis. Os decisores que

utilizam heuristicas de disponibilidades tendem a utilizar informacdes relacionadas as

solucdes dos problemas que estido disponiveis para eles em processos mais recentes. En-

quanto, as heuristicas representativas fazem com que um decisor compare a probabilidade

de uma ocorréncia de um evento, com algo que j4 estejam familiarizados no passado, ou
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seja, 0 mesmo ou algo muito similar que ja ocorreu no ambiente organizacional em algum
momento do passado.

Alguns métodos heuristicos estimulam, ou guiam, um procedimento empirico, do qual
resultam alternativas satisfatorias de solugdes para um problema, mas ndo conseguem
comprovar que foram levantadas todas as alternativas possiveis de solu¢des para um de-

terminado problema [1, 69].

2.4.5 Processos Administrativos na Teoria do Funcionamento da Or-
ganizacao

Herbert A. Simon foi o primeiro pesquisador a desenvolver os processos adminis-
trativos como processos de decisdes. Nas suas investigacdes ele analisava a estrutura
da escolha racional humana, ou seja, o modo como o individuo decide, para estudar a
anatomia (estrutura), a filosofia (funcionamento da organizagdo) e descrever o trabalho
do administrador. Em 1957, ele desenvolveu o conceito de racionalidade limitada, que
exprime a incapacidade do decisor de dominar a complexidade organizacional (diversos
tipos de problemas), de informagdes, de dominar o tempo, como também o aspecto cog-
nitivo (modo como o individuo decide). Estas caracteristicas estdo presentes no modelo
comportamental, no qual as informacdes sdo imperfeitas e incompletas, no sentido de que
ndo se tem um conjunto completo de alternativas conhecidas, e o decidor deve escolher
a primeira alternativa minimamente aceitdvel. Simon via o0 homem como um ator econd-
mico bombardeado por decisdes, mas possuindo um nimero limitado de informacdes e
capacidade de processamento. A racionalidade da decido (adequagdo entre meios e fins)
tornou-se a sua principal preocupac@o no seus estudos na teoria administrativa.

Ele também usava computadores para aplicar e implementar suas técnicas de pesqui-
sas operacionais na modelagem de sistemas complexos. Para Simon, a modelagem era a
principal, ou talvez a primeira técnica para estudar o comportamento de sistemas comple-

xos, sendo usados parapredizer, analisar e prescrever algo sobre esses sistemas [156].

2.4.6 Tecnologias de Informacao usadas na Tomada de Decisao

Herbert Simon, considerava o computador a mais importante tecnologia surgida desde
a maquina a vapor ou talvez desde a inven¢do da escrita. Ele enfatizava que todos os
cientistas da computacio deveriam ter uma responsabilidade para pensar profundamente
sobre as implicagdes e os recursos dessas tecnologias para a comunidade em geral.

Segundo Herbert Simon, a computacao tem sido usada intensivamente na psicolo-
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gia para simular os processos cognitivos humanos, agora também em problemas de fi-
losofia voltados a natureza do conhecimento humano. Dessa forma, acredita-se que as
habilidades que determinam a qualidade da tomada de decisdo e solucdo de problemas,
além de serem armazenadas na mente das pessoas, também podem ser armazenadas em
computadores [155]. Em virtude do aumento dos recursos computacionais (hardwares e

softwares), Simon j4 considerava na época que:

1. Os sistemas de inteligéncia artificiais serveriam tanto para entender, quanto para

aumentar a capacidade de pensamento do ser humano; e

2. Os sistemas computacionais serveriam para ampliar a fronteira da racionalidade

limitada do ser humano.

A TI [94] tem auxiliado na TD das organizac¢des, proporcionando aos decisores uma
importante fonte de apoio na TD. Entre estas tecnologias poderemos citar as varias tecno-
logias da drea de inteligéncia artificial tais como: os sistemas especialistas,redes neurais,
groupware e softwares especificos para auxiliar na TD. Na TD baseada em sistemas es-
pecialistas, usa softwares capazes de codificar experiéncias anteriores de um tomador de
decisdo para estruturar problemas mal estruturados. Estes sistemas operam em niveis
mais elevados do que o dos humanos (especialistas), além disso tém a capacidade de me-
morizar, comparar e escolher entre diversas simulacdes em poucos minutos, coisa que nao
seria posivel pelos seres humanos. Estes sistemas guiam os usudrios pelos problemas, fa-
zendo uma sequéncia de perguntas sobre a situacdo e tirando conclusdes, com base nas
respostas obtidas. Varios outros tipos TI auxiliam na TD de grandes corporacdes assim
como, numa menor escala, na TD em pequenas e médias empresas. Os sistemas baseados
em redes neurais, t€ém a capacidade de distinguir modelos e tendéncias excessivamente
sutis ou complexas para a capacidade dos seres humanos. As pessoas ndo conseguem
avaliar mais do que duas ou trés alternativas em paralelo (a0 mesmo tempo), enquanto,
as redes neurais conseguem perceber correlagdes entre centenas de alternativas de solu-
coes. Hoje em dia, estes sistemas sdo usados nas grandes corporacdes para auxiliar nos

processos decisorios junto com métodos matemadticos de tomada de decisao.

2.4.7 Sistemas de Suporte a Decisao

Os sistemas computacionais de Suportes as Decisdes, inicialmente receberam o nome
de sistemas de decisdes gerenciais. Na década de setenta, as empresas e pesquisadores

comecaram a caracteriza-los como sistemas computacionais interativos, uma vez que por
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meio de software, ajudavam as pessoas a tomarem decisdes. Quando os problemas come-
caram a se tornarem conflitivos e complexos, foram realizadas pesquisas para lidar com
estes novos conceitos de bancos de dados (BD). Nessa época a maioria dos sistemas de
BD, que apoiavam os processos de TD eram considerados de apoio a tomada de decisao.

De acordo com Porto e Azevedo em [125], o termo Sistema de Suporte a Decisdes
(SSD), tem sido objeto de discussdes e recebidos diferentes interpretacdes nos ultimos
anos. SSD sdo sistemas voltados para a resolucdes de problemas menos estruturados e
menos especificados, ou seja, sdo problemas que ndo servem apenas para uma situacao,
eles englobam varias outras que poderdo ser afetadas por estes. Onde combinam o uso
de modelos matemadticos para funcdes de recuperacdes de informagdes. Sua principal
caracteristica € uma flexibilizacdo na sua utiliza¢do, uma vez que tanto serve para apoiar
as pessoas qualificadas quanto as menos qualificadas. Nestes sistemas, quando ocorre
alguma mudanca no ambiente organizacional, o sistema deve-se adequar para se adaptar
a nova situacdo do usudrio final.

Quando os SSD foram desenvolvidos e implementados, os dados armazenados passa-
ram a ser processados com melhor qualidade e maior velocidade, podendo assim auxiliar
os processos de tomada de decisdes, pois surgiram novos problemas mais complexos, que
necessitavam de maior acurdcia das informacgdes e com uma interface amigavel para o
usudrio final [119]. Nestes sistemas, o que se procura é enfatizar na constru¢do de um
SSD o conjunto de conhecimentos (informacdes, dados) que podem ajudar a melhorar
a qualidade do processo de tomada de decisdo. Hoje, o desenvolvimento dos SSD sdo
feitos em grandes bancos de dados, os quais usam técnicas de inteligéncia artificial e sdo
baseados em modelos mateméticos que procuram evitar erros nos processos de TD e/ou

minimizar ocorréncias de falhas de julgamentos que antes eram feitos por seres humanos.

Suporte a Decisao

Segundo Porto e Azevedo em [125] os SSD sdo baseados na experiéncia armazenadas,
onde eles possuem um alto potencial para resolver problemas onde as solucdes algorit-
micas ndo existem ou nao sdo adequadas. Nos sistemas SSD, o computador auxilia o
homem na utiliza¢do das informag¢des (dados) e nos modelos, obedecendo aos trés prin-
cipais componentes de sua arquitetura. Sendo eles a base de dados, a base de modelos e a
interface de didlogo.

A Base de Dados de um sistema SSD, deve ser capaz de reunir e estruturar todas as
informagdes importantes sobre as solu¢des dos problemas abordados e gerencii-las de

forma apropriada. Eles sdo compostos pelas fun¢des de gerenciamento, onde sdo geradas
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a importacdo e a exportacdo de dados, assim como, a agregacdo e a desagregacao das
informagdes. Também faz a recuperagao e a emissao de relatérios entre outras fungdes de
acordo com o tipo do banco de dados.

Nos componentes centrais dos SSD, estdo reunidos o “conhecimento” das solucdes
dos problemas. Eles funcionam como uma base de métodos, que por sua vez, deve conter
todos os instrumentos conceituais (modelos), necessdrios as andlises e formulacdes das
alternativas de solucdes dos problemas em questdo. Os SSD tém entre suas fungdes, so-
licitar e receber dados, os quais sdo necessarios para o armazenamento de informacdes,
gerando assim os arquivos do banco de dados. O sistema também faz a conferéncia dos
dados e a adequagdo dos significados dos mesmos, para realimentar a base de dados. Nos
SSD também existem outras fun¢des, dependedendo do tipo de gerenciamento que eles
facam e dos modelos responsdveis pelo tipo de dados que eles coletam e geram como
conhecimento do banco de dados. A Base de Conhecimento destes sistemas incorporam
novas informagdes, que geralmente, ndo sdo possiveis de tratamento pelos médulos ante-
riores, mas que sao indispensdveis para os decisores nos processos de tomada de decisoes.
Esses conhecimentos armazenados se referem as experiéncias anteriores organizacionais,
ou mesmo conhecimentos empiricos de fatos passados. Eles costumam ser constituidos
por regras de inferéncia do tipo modus ponens, “Se entdo”, que representam parte impor-
tante do modelo l6gico do mesmo. O Médulo de Didlogo € responsavel pela comunicacao
do usudrio com o computador. O mesmo deve ser capaz de receber instrugdes tais como:
consultas e informagdes dos usudrios, e transmitir as respostas a estes da forma mais
apropriada possivel de acordo com sua base de dados. O tratamento dessas interagdes
homem-méquina se da através de menus, planilhas, graficos, até mesmo de voz, sons e
imagens, assim como, através de realidade virtual em decorréncia dos crescentes avangos
tecnoldgicos. O objetivo destes sistemas € melhorar a eficicia da decisdo, e nao sua efici-
éncia, ou dar mais importancia a qualidade das decisdes do que ao tempo necessdrio para
encontra-la.

Estes sistemas enfatizam as caracteristicas de flexibilidade e adaptabilidade das infor-
macodes, assim como combinam o uso de modelos (técnicas analiticas) com fungdes de
acesso a dados e enfatizam a facilidade de uso, inclusive por usudrios inesperientes ou
pessoas ndo especializadas.

Estes sistemas t€m como caracteristica facilitar a interacdo entre o usudrios € o banco
de dados. Os mesmos permitem o processo de buscas de solu¢des de problemas espe-
cificos, por processos de tentativas de uma ou mais interagdes dentro de sua base de
dados. Eles permitem em sua base de dados a incorporacdo de julgamentos e informagdes

subjetivas. Assim, eles conseguem incorporar varios tipos de conhecimentos e efetivar
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julgamentos de vdrios especialistas (decisores) no ambiente organizacional.

2.5 Estratégia no Contexto de Tomada de Decisao

Segundo Michael Porter em [124], todas as organizacdes precisam ter estratégias bem
definidas, sejam elas, explicitas ou implicitas. As estratégias resumem 0 propdsito € o
direciona a razdo de ser das organizacdes. Baseado nestas premissas as estratégias nas
organizagdes devem ser tratadas com critérios e formalismos. E através das estratégias
que podem-se identificar tanto os pontos fortes como os pontos fracos de uma organi-
zacdo. As estratégias devem ser encaradas em termos de agdes, uma vez que podem
causar bloqueios cognitivos e resisténcias a mudangas organizacionais pelo corpo funcio-
nal. Quando ndo existem estdtégias, as empresas ficam sem rumo, ou seja, sem senso de
direcdo, sem parametros que possam ser seguidos e mesurados no seus desempenhos.

As estratégias nas empresas S30 cOmo um mapa corporativo, sdo necessdrias, para
todos os que trabalham, para direcionar 0 mesmo objetivo, no entanto ndo existe uma
receita pronta que identifique qual a melhor estratégia a se seguir. Segundo Andrews em
[5], em cada organizacido, existe a combinacao entre a capacidade distintiva, os recursos
e os valores, com o intuito de gerar resultados impares para cada empresa e para cada

situacdo.

2.6 Tomada de Decisio em Grupo ou Multi Especialista

(Processos Administrativos)

De acordo com Maximiano em [106] a Tomada de Decisdao em Grupo (TDG) ou Multi
Especialista (TDME) sdo escolhas que um grupo de gestores, especialistas ou decisores
fazem entre um conjunto de alternativas. Segundo [157] a TDG tem um dinamismo di-
ferente da tomada de decisdo individual (TDI), isto porque, nas decisdes em grupo 0s
decisores precisam discutir suas idéias, procurar consensos, assim como, fazer aliangas e
coalizdes. Dependendo do tipo de problema, em alguns casos, serd mais apropriado uma
decisdao em grupo, enquanto, em outros uma decisdo individual seria mais eficaz. A TDG
¢ tomada em um nivel mais elevado das organizacgdes (ou perto dele) a nivel estratégico
[79]. A premissa bdsica para a TDG € perceber que os individuos diferem ao longo de
suas dimensdes [130], por exemplo, na maneira como pensam. Alguns decisores sdo 16gi-
cos e racionais outros ndo, assim como hé decisores que sao empiricos e outros tedricos.

Por exemplo, alguns pensam criativamente e usam a sua intui¢cdo, para tomar decisdo de
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forma totalmente empirica ou baseada em heuristicas baseadas em experi€ncias passadas.

A TDG, como dito anteriormente, € essencialmente uma forma de encontrar ou mesmo
optar, pela melhor alternativa entre as op¢des existentes para resolver um problema consi-
derando a opinido de um grupo de decisores. Essa € uma tarefa cotidiana, inerente ao dia
a dia de todo ser humano, tanto nas decisdes individuais quanto nas decisdes em grupo
(coletivas) no ambiente organizacional. Em geral, nas decisdes relacionadas a diferentes
acoes, no ambiente empresarial, ndo se podem ser tomadas considerando um tnico crité-
rio, ou o ponto de vista de uma unica pessoa. Isto porque na TDG pode existir multiplos
critérios a serem atendidos. Estes critérios, na maioria das vezes, sdo fornecidos pelos
proprios grupos de decisores. Isto faz com que os processos decisérios tenham vdrias
alternativas possiveis, gerando assim, multiplos esquemas de possiveis alternativas para a

solu¢do de problemas.

2.6.1 Vantagens da Tomada de Decisao em Grupo

1. A TDG proporciona informa¢des mais completas do que as TDI.
2. Diversidade de experiéncias entre os tomadores de decisoes.
3. A TDG gera mais alternativas nos processos de decisoes.

4. Quantidade e diversidade de informagdes sdao maiores quando os membros dos gru-

pos tém especialidades diferentes.
5. A TDG aumenta a aceitacdo da solucio do problema.
6. Ha mais facilidade na implantacdo da implementacdo da solu¢do do problema.
7. Existe uma maior coeréncia com ideais democréaticos.

8. As TDG sdo mais legitimas do que as TDI, uma vez que no processo de decisdo se

preserva o ponto de vista de vérios decisores ou especialistas.

2.6.2 Desvantagens das Tomadas de Decisoes em Grupo

1. No processo de TDG se demora muito tempo para se chegar a uma decisao.
2. A interacdo quando o grupo ja estd formado se mostra ineficiente.

3. H4 dominio do grupo maior em detrimento dos grupos menores.
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4. Pequenos grupos tendem a sofrer pressoes e se conformar com as decisdes tomadas.

5. A responsabilidade da decisdo é ambigua quando tomada em grupo.

2.7 Tomada de Decisao em Grupo (Modelos Matemati-

COS)

Na TDG os decisores expressam as suas preferéncias, sobre as alternativas do pro-
cesso decisorio, e dessas diversas preferéncias se usa um método para chegar a uma tnica
decisdo que reflita, de alguma forma, a opinido de todos os gestores ou especialistas.
No caso da Tomada de Decisao Multi Especilista (TDME) se conciliam uma diversidade
de opinides, critérios e especialidades. Francisco Chiclana em [49], define a tomada de
decisdo basicamente como sendo a forma de encontrar a melhor op¢ao dentre as disponi-
veis, e considera que isso € uma tarefa a qual enfrentamos constatemente na realizacio de
qualquer atividade no nosso cotidiano.

Por outro lado, o pesquisador Hebert Simon em [152] considera que ““é impossivel
o individuo conhecer todas as alternativas de que dispde e as suas consequéncias. Por
1sso, a teoria administrativa deve ser a teoria da racionalidade intencional e limitada do
comportamento do ser humano, porque nao possui meios para maximizar os resultados’.
No entanto, existe uma necessidade constante de tomar decisdes, as mesmas as vezes Sao
realizadas através de comparagdes, classificacdes e ordenacdo das alternativas (possiveis
solucdes do problema). Nas decisdes em grupo, de multi especialistas ou de gestores, cada
um tem o seu ponto de vista, e portanto, em algumas situacoes, diferentes especialistas
escolhem diferentes caminhos para a solugdo de problemas idénticos. Isso comprova que
cada especialista, aponta uma importancia diferente para cada critério em andlise para
solucdo de um determinado problema.

O processo de TDG pode ser conceituado como um conjunto de op¢des de alternativas
de um conjunto de critérios, onde cada especialista ou decisor determina suas preferéncias
sobre um conjunto de opcdes de alternativas. Eles procuram encontrar uma solugdo, que
seja, o conjunto de alternativas de maior aceitacdo pelos especialistas. A solu¢cdo de um
problema parece extremamente simples e normal, mas no entanto, existe uma complexa
dificuldade de escolher uma alternativa de decisdo, onde a mesma satisfaga um conjunto
condicdes igualmente aceitdveis no método [7].

A dificuldade desses modelos € que o processo de resolugdo deles devem se apoiar
em alguns modelos formais matemadticos, para sistematizar o processo de tomada de de-

cisdo. Isso acontece frequentemente, mesmo priorizando a escolha baseada na concepcao
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humana, feita através do especilista ou decisor, uma vez que, nao se pode desassociar a

importancia de ambos os métodos e paradigmas.

2.7.1 Etapas do Processo de Tomada de Decisao em Grupo

Em um processo de TDG temos a etapa de identificacdo e a etapa de elaboragdo do
processo de resolu¢dao de TDG as quais vao depender do método escolhido.

A etapa de identificacio do modelo, consiste na selecdo de alternativas e na selecdao
de critérios apropriados. Segundo K J. Arrow e Raynaud em [6], essa etapa geralmente
¢ uma operacdo aproximativa, uma vez que os conjuntos de alternativas e critérios sao
diferentes para cada problema de TDG. Com frequéncia os limites de esta etapa ndo estam
claramente definidos no sentido de que nem sempre existe um limite de quanto e quais
critérios de deve considerar assim como, em algumas situagdes, quais alternativas serdo
consideradas [49]. Na etapa de resolucdo do TDG, é escolhido um método adequado de
tratamento para determinado tipo de problema.

Por outro lado, em [51] considera-se que a resolu¢do de um problema de TDG consiste

das seguintes etapas:

1. A representacdo uniforme das informacdes: Nesta etapa, as informagdes inicial-
mente podem ser heterogéneas na formulacdo do problema, ou seja, as informagdes
podem ser representadas por meio de ordens de preferéncia, funcdes de utilidade ou
ainda relacdes de preferéncias Fuzzy. Em seguida, elas sao traduzidas em informa-
coes homogéneas por meio de diferentes tipos de representagdo do conhecimento,

de acordo com o tipo de relacdo explicitada pelo especialista ou decisor [49, 51].

2. A aplicac@o de um processo de selecdo na tomada de decisdo: Esta etapa consiste

de duas fases:

(a) A fase de agregacdo, onde ¢ feita a estruturacdo das preferéncias coletivas de
acordo com o ponto de vista de cada especialista. Nesta fase € concebido um
conjunto de estruturas de preferéncias, com participacio individual de cada
especialista do grupo. As preferéncias do grupo deverdo ser homogenizadas
ou uniformizadas através fung¢des de transformacdes. Na maioria dos proble-

mas de tomada de decisd@o com vdrios especialistas ou decisores [49].

(b) A fase de explotacdo, onde o método aplica as estruturas de preferéncias co-
letivas, para obter uma variedade de alternativas adequadas ao processo de

tomada de decisdo. A fase de explotac@o atua sobre a fase da agregacdo das
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informacdes globais, fazendo comparacdes e classificando a decisdo mediante
uma ordem parcial das alternativas de acordo com a metodologia escolhida

para implementacdo do processo.

A fase de agregacdo pode ser feita, de varias maneiras, dependendo da metodologia
do modelo utilizado. A forma de agregar mais utilizada na literatura, sdo as metodologias
dos modelos matematicos da escola americana. Elas utilizam uma funcdo que associa um
valor de utilidade global a cada alternativa, para assim obter de forma natural uma ordem
das alternativas. E nesta fase que o método classifica as alternativas da melhor para pior.

Quando as preferéncias ou avaliacdes sobre um conjunto de alternativas sao expressas
de forma numérica, uma das formas de se expressar a opinido de cada especialista é con-
siderar as alternativas como um conjunto fuzzy. Neste caso, segundo Chiclana [49], uma
das formas de aproximacdo de agregacao dessas preferéncias é utilizando os modelos da
teoria da utilidade [66], pois a mesma € feita de forma direta. Existem trés classes basicas
operacdes de agregacdes nos processos de tomada de decisdo, sendo elas as operagdes
conjuntivas, disjuntivas e promédios [14].

Para as operacdes conjuntivas e dijuntivas, respectivamente, sao usadas em geral um
tipo especial de operacdes de agregacao conhecidas como t-normas e t-conormas. As t-
normas quando aplicadas a um par de valores sempre resultam num valor menor ou igual
ao minimo desses valores e as t-conormas resultam num valor maior ou igual a0 maximo
desses valores. Segundo Francisco Chiclana, o limite entre estes operadores, podem ser
usados nos processos de tomada de decisdo nos quais se permitem compensagdes de um
critério sobre outro, na presenca de critérios conflitivos. Enquanto que os operadores
promédios, deveria situar-se na quota inferior mais otimista do grupo e na quota superior
mais pessimista, ou seja retornam um valor entre 0 minimo e maximo dos valores dados
como entrada.

Existem também operadores de agregacdes paramétricos tais como: operadores de
média aritmética e de média geométrica. Estes operadores podem ser ponderados ou ndo
ponderados. Entre os operadores de agregacdes paramétricos destacam-se os operadores e
compensatdrios proposto por Zimmermann e Zysno em [205]. Estes operadores indicam
o parametro da localizacdo entre o “e” e 0 “ou” l6gico. Temos também outros operadores
de compensacdo paramétricos, sdo os operadores obtidos pelas combinagdes de fungdes
lineares dos tipos convexas, que seriam cada uma das fun¢des de pertinéncia, de cada
um dos conjuntos de elementos a agregar. Os operadores paramétricos foram caracteriza-
dos por Yager em [191, 193]. Eles constituem uma transicdo continua, entre o operador

minimo e o operador maximo. Segundo Francisco Chiclana o problema do uso destes
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operadores estd no cdlculo dos parametros das combinacdes lineares convexas, pois exis-
tia problemas para se estabelecer uma ordem entre eles. Yager solucionou o segundo dos
problemas, ordenando as entradas de maior para menor.

Por outro lado, a fase da explotagdo, se entende como sendo o processo de resolu¢ao
que se utiliza, para transformar a informacdo global das alternativas, em uma ordena-
cdo global crescente ou decrescente das mesmas, de acordo com os pontos de vistas dos
especialistas e necessidades de solucdo dos problemas. Nesta fase, se faz uma ordena-
cdo global das as alternativas através da comparagdes entre as alternativas. O mesmo é
baseado em algum tipo de grau de selecdo de alternativas, obtidas a partir das informa-
coes conjuntas dos especialistas [49]. A fase de explotacdo, que vem depois da fase de
agregacdo, atua nas comparacoes das informagdes agregadas gerais, com o objetivo de
classificar a decisdao, mediante a obten¢do de uma ordem parcial das alternativas. Baseada

nessa ordem das alternativas é que a decisao ird ser tomada ou implementada.

2.8 Pesquisa Operacional no Processo Decisorio

A teoria da Pesquisa Operacional, surgiu na época da segunda guerra mundial, com o
intuito de planejar a estrategia militar. Na década de 1970, pesquisadores norte america-
nos utilizaram esta teoria, para auxiliar os decisores a estruturar e analisar 0s processos
de tomada de decisdes no ambiente organizacional. No inicio se utilizavam basicamente
os modelos matemadticos aleatérios. Depois os pesquisadores perceberam que em certas
condi¢des, as limitacdes dos modelos e os riscos associados as decisdes, eram muitas
vezes, inaceitdveis e geravam grandes prejuizos. Nessa época, varios pesquisadores per-
ceberam que as decisdes no mundo real, nunca se dao visando apenas um tnico critério
de decisdo, ou seja, as decisdes humanas se ddo em presenca de pelo menos dois crité-
rios conflitantes. Em decorréncia disso, surgiram as metodologias de Apoio a Decisdao
Multicritério, que sdo modelos matemdticos, baseados em vdrios principios, axiomas e
proposicdes. Baseados nas proposi¢des destes modelos, pode se deduzir uma teoria para
construir um sistema 16gico matemaético, de métodos analiticos, para auxiliar na teoria da
tomada de decisdo, uma vez que este ambiente € considerado complexo, dindmico e dificil
a tomada de decisdes. O objetivo destes modelos e metodologias de tomada de decisao,
quando foram criados, era para trazer luz a estes processos complexos, onde o decisor
teria que avaliar cada uma das varidveis alternativas de decisdes e valora-las, para poder
concluir o processo decisorio. Os métodos de otimizacdo inicialmente desenvolvidos na
pesquisa operacional, na teoria da tomada de decisao, foram chamados de programacgao

matematica. Nestes métodos, a programagao era feita com vdrias fungdes objetivas. Eles
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envolviam processos tedricos complexos, que exigiam uma sélida base de programacao
matematica e buscavam pelo menos uma resposta “6tima” num sentido mais amplo, tam-
bém denominada “6timo de Pareto”, com o objetivo de ajudar na solu¢do do problema de
decisdo. Nessa drea, a palavra otimizagdo se usa para designar o processo de busca da so-
lucdo ideal para um problema. Existem varios tipos de métodos de otimizacdo dentro da
pesquisa operacional, que podem trabalhar também com vérios objetivos simultaneos, que
sdo designados na otimizacdo multiobjetiva, que tanto trabalha com conjuntos de nime-
ros discretos, como continuos. Baseados nestes modelos matematicos, diversos métodos
foram desenvolvidos com o objetivo de atender os mais variados objetivos.

Assim foram criados os primeiros modelos matematicos aplicados a teoria da tomada
de decisdo das escolas americana e francesa, assim como, outros modelos matematicos
desenvolvidos de forma independente por outros pesquisadores. Alguns destes métodos
abordados foram baseados em modelos matematicos, desenolvidos dentro da teoria da
Pesquisa operacional, os quais incorporaram a modelagem matemadtica, para apoio aos
processos de tomada decisdo complexos, nos quais as solu¢gdes dos problemas envolvem
varios critérios de decisdes, sendo alguns desses critérios, qualificaveis, quantificiveis e

outros dificilmente quantificaveis pelo tipo da natureza do problema.

2.8.1 Influéncia da Psicologia Quantitativa na Teoria dos Modelos

Matematicos da Pesquisa Operacional

A pesquisa operacional no desenvolvimento dos processos de tomada de decisdo, uti-
liza recursos da psicologia quantitativa que ¢ uma especialidade da psicologia. A psi-
cologia quantitativa trabalha com as expressdes de preferéncias de pessoas ao longo de
uma escala. H4 métodos de tomada de decisdo multi critérios que foram desenvolvidas
utilizando esta teoria para lidar com processos cognitivos e escalas, para expressar as suas
preferéncias com relagdo a aspectos totalmente subjetivos. A psicologia quantitativa, atra-
vés de técnicas matematicas bem definidas, procura priorizar a escolha das alternativas e
esta priorizagcdo automdtica permite simular a solu¢ao do problema. Foram pesquisadores
da psicologia quantitativa que descobriram em seus estudos, que a melhor escala de deci-
sdo € aquela que termina em sete, mais ou menos dois. Com isso se evitava as armadilhas
comuns em longos processos decisorios de ancoragem. A ancoragem € quando as notas
ficam ancoradas em sub intervalo da escala. Para quebrar esse efeito, quando se faz uma
enquete geralmente sdo usadas escalas de um até sete ou até nove. Essa técnica foi desco-
berta pelos psicélogos desde os anos cinquenta, quando iniciava os estudos de psicologia,

os quais influenciaram os modelos matematicos de apoio a tomada de decisao.
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2.9 Tipos de Estruturas de Representacao de Preferén-
cias
A seguir descrevemos os trés modelos de estruturas de representacio de preferéncias:

1. Nos modelos fun¢des de utilidades, sdo usadas funcdes reais para agregar os atri-
butos de um conjunto discreto de alternativas, ou seja, as fun¢des associam a cada
alternativa e atributo um nimero real, que indica o grau de satisfacdo dessa alter-
nativa com respeito ao ponto de vista do especialista [S0]. Nos modelos baseados
na funcdo de utilidade, as estruturas de represencdo de preferéncias, sdo feitas pelo
o especialista, onde o mesmo proporciona uma valoracdo (monetdria) para cada
alternativa. Estas fun¢des de utilidade, também sdo conhecidas como matrizes de

decis@o como por exemplo em [29, 86, 187].

2. Nos modelos de ordens de preferéncias, os especialistas, proporcionam suas pre-
feréncias, sobre um conjunto de alternativas, em forma de ordens de preferéncias
individuais. Esta ordem é uma fun¢do de permutacdo, sobre um conjunto de indices
[161]. Desta forma o especialista, de acordo com o seu ponto de vista, propociona
um vetor ordenado de alternativas, chamado de ranking das alternativas, da melhor
a pior op¢do. Nas ordens de preferéncia quanto menor € a posi¢do no ranking de

uma alternativa, melhor esta alternativa satifaz o critério do especialista [50].

3. Relacdes de preferéncias, sdo relacdes sobre um conjunto de alternativas, as quais
podem ser modeladas, através de uma relacdo bindria reflexiva R a qual associa
um ndmero real, chamado valorag@o, de tal forma que R(x,y) representa o grau de
verdade da afirmacgdo “a alternativa x € melhor que a alternativa y”. Quando o con-
junto de alternativas € finito, podemos representar a relacdo R como uma matriz de
preferéncia, de tal forma que o elemento (i, j)-ésimo contem o valor R(x;,x;). A
interpretacdo dessa relacdo em um processo tomada de decisao, pode ser diferente,
uma vez, que os mesmos especialistas podem ter pontos de vistas diferentes. As-
sim, nas relacdes de preferéncias bindrias, o especialista proporciona uma relacao
bindria sobre um conjunto de alternativas em alguma escala de valores, ou seja, uma
funcdo que associa a cada par de alternativas a um valor numa determinada escala
de valores, que reflita um certo sentimento no grau de preferéncia de uma alterna-
tiva, sobre outra qualquer [5S0]. Por exemplo, nas relagdes de preferéncias fuzzy:
os grau de preferéncias de uma alternativa x sobre uma alternativa y sao valores no

intervalo [0, 1], onde “1” indica que o especialista tem certeza de que a alternativa
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x € preferivel a alternativa y, ja um valor “0” indica justamente o contrdrio, ou seja
que o especialista tem certeza de que a alternativa x ndo € melhor que a alternativa
y. Valores intermedidrios indicam que h4 uma certa incerteza na sua preferéncia
[42, 49, 67, 80, 89, 91, 96, 120, 121, 122].

2.10 Escolas De Métodos de Tomada de Decisao

O surgimento das escolas comecaram com pesquisas € com equipes multidiscipli-
nares, envolvendo processos de TD. No inicio, elas ndo eram suficientemente aceitas e
divulgadas. No entanto, a partir de 1950, aumentaram o interesse em aproximar os prin-
cipios econdmicos com a pratica do processos decisorios. Um dos precursores € Herbert
Simon com os seus modelos da racionalidade limitada [154], pois a partir destes modelos
€ que comega a preocupacdo em adequar métodos de anélises de alternativas em cursos
de acdo. Na década de 60, surgem os métodos probabilisticos voltados para a tomada
de decisdo dentro da teoria da pesquisa operacional. Estes métodos foram aplicados em
diversos trabalhos técnicos, mas com os anos, os mesmos foram sendo suplantados por
métodos cuja matemdtica era menos complexa e existia uma maior transparéncia nas de-
cisdes do ponto de vista cientifico. Estes novos métodos sao fundamentados em axiomas
matematicos mais rigorosos em sua metodologia. Um nuimero crescente de organizagdes
e pesquisadores, interessados nos processos de TD, comecaram a surgir em diversos pai-
ses. Institui¢des envolvendo vdrias dreas, tais como: matematicos, estatisticos, cientistas
da computacdo, economistas e especialistas em pesquisa operacional, etc. Na década de
70, comeca uma nova etapa do desenvolvimento no processo de apoio a tomada de deci-
sdo, a qual se carateriza pela organiza¢do e consolidacdo da comunidade cientifica, antes
dispersa, interessada pelo dominio do paradigma de tomada de decisdo multi critério. Em
1975, Roy organizou, na cidade de Bruxelas, o primeiro encontro sobre este assunto, o
“Euro Working Group on Multicriteria Aid for Decisions” e Herve Thiriez e Stanley Zi-
onts organizaram, a primeira conferéncia cientifica da 4rea, que posteriomente tornou-se
a International Society on Multiple Criteria Decision Making. Assim comecaram o de-
senvolvimentos dos primeiros modelos matemadticos, onde paralelamente foram criados
duas correntes cientificas de modelos, de apoio a tomada de decisdo. Uma desenvolvida
pela a escola americana, que mais tarde ficou conhecida como Multiple Attribute Utility
Theory (MAUT), a outra pela escola européia ou francesa e posteriormente veio a escola
holandesa. Essas escolas concordavam que, para tomar uma decisdo que se aproximasse
o mais possivel da realidade, era necessario considerar, além dos fatores econdmicos, fi-

nanceiros, etc, outros valores subjetivos inerentes ao processo humano de TD, teoria que
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Simon j4 vinha investigando na teoria racional limitada [154].

2.10.1 Escola Americana

Escola Americana ou Escola da Teoria da Utilidade Multi atributo (Multiple Attribute
Utility Theory- MAUT). A Escola Americana desenvolveu seus primeiros métodos de to-
mada de decisdo, dentro da teoria da utilidade, considerando o processo multi atributo,
como por exemplo, o Analytic Hierarchy Process (AHP) desenvolvido pelo prof. Tho-
mas Saaty em [141]. Estes métodos se baseiam na hipétese de que para solucionar um
problema de tomada de decisdo, pode ser usado uma fun¢do de valor real, sobre um con-
junto de alternativas, onde esta fungdo vai agregar os atributos definidos pelo especialista.
Assim o especialista é capaz de identificar varias alternativas (conjunto de alternativas
discretos) para sua posterior escolha (alternativas) e ser capaz de estruturar os critérios
(importancia), sobre os quais as alternativas serdo avaliadas de maneira hierdrquica. A
Escola Americana desenvolveu um dos métodos de tomada de decis@o mais conheci-
dos e possivelmente o mais utilizado mundialmente. Esse método € baseado na Anélise
Hierdrquica [142]. O AHP vai fazer a andlise hierdrquica, estabelece uma estrutura de
critérios de niveis hierdrquicos, assim, ele procura desenvolver uma homogeneidade entre
os critérios do mesmo nivel. Nesse método os critérios devem possuir 0 mesmo nivel de
importancia, para facilitar a compreensao e sua avaliacdo. Depois de construir a estrutura
hierarquica do método, cada especialista deve realizar uma comparagdo entre os pares de
alternativas no mesmo nivel hierarquico. Dessa forma o método desenvolve uma matriz
de preferéncia ou matriz de decis@o das alternativas (matriz de conseqiiéncias) da solugdo

do problema.

Versoes da Escola Americana

Outras versoes dessa escola foram desenvolvidas, tomando como referéncia o método
multi atributo, com o objetivo de conseguir algum melhoramento no seu desempenho e

sanar algumas deficiéncias em suas escolhas no processo de tomada de decisdo, tais como:

1. Analytic Hierarchy Process Multiplicative (PAHM), proposto por Lootsma [101],
onde o pesquisador modificou a regra de agregacdo das preferéncias do método
AHP cléssico.

2. Analytic Hierarchy Process Referenced (PAHR), desenvolvido por Watson e Free-

ling [173, 174], que colocou uma constante de proporcionalidade no método AHP
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cléssico, para assim quantificar os resultados das comparacdes dos valores relativos

dos atributos e das alternativas.

2.10.2 Escola Francesa

Os primeiros métodos criados por essa escola, foram os da familia ELECTRE (Elinii-
nation Et Choix Traduisant la Réalité) proposto por Bernard Roy em [133]. ELECTRE
¢ mais do que um método de tomada de decisdo, e poderia ser considerada uma filosofia.
Nas metodologias destes métodos, ou sejam que seguem a sua filosofia, a maior parte
dos seus critérios sdo considerados concordantes, essa afirmativa é verdadeira e o oposto
a esta afirmativa sdo feitas pelos critérios divergentes. Onde ndo sdo suficientementes
fortes para combate-los. Este método permite ao especialista desenvolver as suas pre-
feréncias, considerando que as informagdes iniciais sdo instdveis ou inexistentes [136].
Portanto, ao contrario dos métodos baseados na teoria cldssica da administragdo, que ge-
ralmente envolvem de tomada de decisdo, onde longas entrevistas com os especialista
para os processos de tomada de decisdo, os métodos ELECTRE, retira do especialista
apenas as informacdes, consideradas confidveis e significativas do método. Normalmente
o método procura ser sucinto, envolvendo as especificagdes das alternativas, com pou-
cos parametros de entrada no modelo do sistema computacional. Praticamente s6 com
as necessdrias para a execucao do programa computacional. No modelo matemaético, sdo
realizadas as comparacdes entre os pares de alternativas, que quando informatizados, o
sistema tem objetivo gerar um método as informagdes as quais deverdo serem alimenta-
das pelos especialistas (decisores). Em alguns dos métodos ELECTRE, se considera os
pesos, como uma medida importante para cada critério do problema. E importante resal-
tar, que esses pesos ndo atuam como uma taxa marginal de substituicdo, isto porque, o
procedimento de agregacdo dos vérios critérios utilizados pelo método ELECTRE, nao
tem cardter compensatorio nos critérios. Nos modelos da escola americana eles empre-
gam a informacgdo dos pesos com a finalidade de construir indices de concordancia ou

discordancia nos pontos de vista dos especialistas.

2.10.3 As Novas Versoes dos Métodos ELECTRE

O Método ELECTRE I (cldssico) se baseia na sobreclassificagdo (ou subordinagio)
de classes (categorias). Também denominado métodos de subordinag@o ou prevalecén-
cia. Estes métodos se fundamentam na constru¢do de uma relagdo de sobreclassificacdo,
a qual incorpora as preferéncias estabelecidas pelo especialista, diante das solugdes dos

problemas e das alternativas disponiveis. Nas novas versdes dos métodos ELECTRE se
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diferenciam dos demais métodos, pela diferenciagdo dos seus objetivos, apesar de pre-
servar alguns dos seus fundamentos. Os métodos ELECTRE I e ELECTRE 1I sdo desti-
nados a problemas que envolvem sele¢do e ordenacdo de alternativas, respectivamente, e
somente consideram critérios verdades [112]. Nas novas metodologia dessa generaliza-
cdo dos métodos ELECTRE, ou seja, nas versdes dos métodos II, III IV, IS e TRI, foram
desenvolvidos com novos tipos de modelagem de preferéncias mais refinadas. Segundo
Vincke em [168], eles tratam de problemas que sdo modelados por uma familia de pseu-
docritérios. Os métodos III e IV t€m como objetivo ordenar as alternativas da melhor
para pior ou ao contrdrio. O método ELECTRE IV € destinado a problemas em que nio
se pode introduzir qualquer ponderac¢do nos critérios. O ELECTRE TRI € um método
multicritério de classificacdo, ou seja, ele aloca alternativas em categorias pré definidas.
A alocacdo de uma alternativa “A”, resulta da comparacdo de “A” com parametros defi-
nidos nos limites das categorias. Para obter a ordenacdo das alternativas, eles utilizam o
conceito de superacio para a captura das relacdes de preferéncias, que estdo bem definidas
nas relacdes geradas pelos métodos. O conceito de superacdo desse método, estd asso-
ciado a uma combinacdo de trés relacdes sendo elas: Relacao “I” (indiferenga), Relacao
“Q”, Relagado “P” (preferéncia estrita).

A seguir descrevemos separamente os seis métodos da familia ELECTRE que foram

desenvolvidos dentro do paradigma da escola francesa:

1. ELECTRE I, é a primeira versdao do método ELECTRE, foi proposto pelo pes-
quisador Roy [133]. O método, usa em seus fundamentos conceitos tais como:
classificacdo das alternativas e superacdo nas relacdes de preferéncias. Por conse-
guinte, pode-se afirmar que o método ELECTRE I, busca solucionar um problema
de tomada de decisdo, consiste em encontrar o minimo de um conjunto de alternati-
vas, ndo dominadas, que seria o nucleo do grafo reduzido gerado pelas relacoes de
preferéncias construidas a partir dos julgamentos do(s) especialistas (agente(s) de

decisoes).

Ele usa em sua metodologia o conceito de superacao para tentar resolver o problema
a partir da escolha, ou seja, tenta esclarecer a decisao por meio da op¢do de uma
alternativa em um sub conjunto, tdo restrito quanto possivel, contendo as acdes que
foram consideradas como melhores. Para atingir esse objetivo, € feita a exploragdo
das relacoes de superacdo, onde deverdo ser conduzidas de tal modo, que consiga
obter um subconjunto minimo dominante das alternativas, ou seja o conjunto das

alternativas que satisfaz as seguintes propriedades:
(a) Uma alternativa pertencente a este subconjunto, nao € superada por nenhuma
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outra alternativa;

(b) Para toda alternativa ndo pertencente a este subconjunto, existe uma alterna-

tiva neste subconjunto que a supera.

O conceito fundamental no uso do método ELECTRE I, € a relacdo de preferéncia
fraca, onde, em relagdo a um determinado critério, a alternativa “A” tem preferéncia
fraca sobre a alternativa “B”, se o especialista estd em divida se “A” é realmente
preferivel a “B” ou se sdo indiferentes uma a outra. Ou seja, “A” tem preferéncia
fraca sobre “B” se “A” ndo € pior que “B” em determinado critério. Pode ainda
acontecer o seguinte: A preferéncia fraca de “A” sobre “B” € inversamente propor-
cional a preferéncia fraca de “B” sobre A. Caso isso acontega se caracteriza, como
a indiferenca entre as duas alternativas, no critério analisado. Se, em um determi-
nado critério, “A” se prefere a “B” (sendo esta preferéncia estrita ou fraca), entdo
esse critério faz parte da chamada coalizdo concordante em relacdo a alternativa “A”
superar “B”. O método considera ainda critérios de discordancia, que formam uma

colizdo discordante.

. ELECTRE I, foi a segunda versdao do método ELECTRE, foi proposto por Roy
e Bertier em [138]. O método usa duas relagdes de superacdo, mas pelo fato de
trabalhar somente com critérios verdadeiros, seus fundamentos tém sido preteridos
pelos métodos ELECTRE III e IV. Algumas das aplicacdes do ELECTRE II, podem

serem vistos em [27, 41, 111].

. ELECTRE 111, € a terceira versdo da familia ELECTRE, foi proposto por Roy em
[135]. Nessa nova versdo do método ELECTRE, foi introduzido nos seus funda-
mentos ano¢do de pseudos critérios. Uma outra caracteristica que foi introduzida,
foi a possibilidade de veto no processo de decisdo, por parte do especialista, como
uma forma de expressar a ndo aceitacdo da escolha de determinada alternativa, ou
mesmo pela incapacidade de realizar uma melhor comparacgao entre as alternativas.

Algumas das aplicagdes do ELECTRE III, podem serem vistos em [27, 73].

. ELECTRE 1V, foi a quarta versdao do método ELECTRE, proposta por Roy e Hu-
gonnard em [139], o qual se baseia em uma familia de pseudo-critérios que sdao
critérios que possuem limites de preferéncia e indiferenca. O objetivo é determinar
a ordem das alternativas sem incluir uma ponderagao dos critérios [168] através da
utilizacdo de pseudos critérios. Assim, ao invés de utilizar no¢des de concordancia e

discordéancia do ponto de vista dos especialistas do método classico I, este método
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obtém a solu¢do por meio de uma sequéncia de relagdes de superacdo agrupadas
com a exigéncia de considerar um limiar de discordancia e de um limiar de veto.
Este método € considerado por alguns autores da literatura, como um dos mais mais

faceis para o processo de decisdo.

5. ELECTRE IS, € a quinta versao do método ELECTRE, foi proposto por Roy e
Skalka [140]. Nesta nova versdo o método procura otimizar melhor o processo de
tomada de decisdo, por meio das sele¢Oes das alternativas. Ele trabalha com pseudo
critérios e, incorpora aos resultados as incertezas ou inacurdcia das informagdes,
onde as mesmas serdo associadas aos desempenhos do método. Para isso exige no

método a defini¢do de um limiar de veto e de um limiar de preferéncia estrita.

6. ELECTRE TRI, € a sexta versao do método ELECTRE, foi proposto por Yu e Roy
em [198]. Nesta nova versdo multicritério de ordenacdo das alternativas, alocam-
se as alternativas em categorias pré-definidas, de tal forma que a alocacdo de uma
alternativa “A” € resultado da comparacdo entre “A” e uma outra alternativa “B” de
acordo aos parametros (perfis) definidos de limites de categorias. Ou seja, na sua
metodologia busca a solu¢do do problemas, por meio de um processo de compa-
racdo das alternativas do mesmo grupo, tomando como referéncia uma alternativa
“X” que foi estimada como padrdo [134, 198]. O método incorporou também as
relacdes de preferéncias fuzzy. Neste método o especialista precisa fornecer certos

parametros de ordenacao.

2.10.4 Familia dos Métodos PROMETHEE

A familia de métodos de tomada de decisaio PROMETHEE (Preference Ranking Or-
ganization Method for Enrichment Evaluations) proposta por Brans em [30], com o obje-
tivo de melhorar a performance do método ELECTRE. A metodologia desta nova familia
consiste em construir uma relacao de sobreclassificagdo de valores no método de tomada
de decisao.

Os métodos da familia PROMETHEE, abordam em sua metodologia o processo de to-
mada de decisdo multicritério de subordinacdo o qual consiste em construir uma relacao
de superagdo entre as alternativas [148]. Ele Atribui a cada critério, um peso ponderado,
proporcional a sua importancia no processo de tomada de decisd@o. Nele também calcula
para cada par de acdes o grau de superacdo nas alternativas. Este método possui como
vantagem o fato de possibilitar a abordagem de um problema baseado em multiplos cri-

térios, além de ter um formalismo matematico simples e de facil entendimento para os
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especialistas. O método usa relacdes bindrias para realizar comparagdes entre as alterna-
tivas no processo de tomada de decisdo, para assim, avaliar sua importancia, critérios por
critério e depois colocar as alternativas em ordem de prioridade.

Também utiliza o conceito de pseudo critério, com a possibilidade de associar aos
pseudo critérios, os limites de rejei¢do e de preferéncia estrita entre as alternativas. Dessa
forma, o método € baseado nas diferencas dos desempenhos existentes entre as alternati-
vas. O especialista poderd variar o grau de preferéncia (ou indice de credibilidade) de uma
alternativa em relagdo a outra. A vantagem desses métodos da familia PROMETHEE, sdo
os resultados obtidos com a sua objetividade e flexibilidade. Existe uma maior transpa-
réncia nos resultados. Eles utilizam ferramentas computacionais, que tanto podem ser
aplicadas em processos de tomada de decisdo em grupo, como processos de tomada de
decisdo individual.

Os métodos da familia PROMETHEE, destacam-se dos demais da literatura, por pro-
curar envolver conceitos e parametros, os quais tém alguma interpretacdo nao abstrata
ou econdmica (palpdvel), facilmente entendida pelos especialistas, tendo sido abordados
em uma quantidade considerdavel de trabalhos de pesquisas com aplicacdes em diferen-
tes dreas e lidando com problemas de diversas naturezas. Entre eles podemos citar os

métodos abaixo relacionados.

1. Método PROMETHEE I: Este método estabelece uma pré-ordem parcial entre as
alternativas, onde onde a mesma € obtida através de uma pré-ordenacdo parcial,
pois permite uma relagdo de incomparabilidade entre as alternativas. Na referéncia
abaixo os autores descrevem a metodologia do método em uma nova versao desen-

volvida pelos professores B. Mareschal, J.P. Brans e P. Vincke, em 1984 [104].

2. Método PROMETHEE II: Impede a relacdo de incomparabilidade entre as alter-
nativas e usa uma ordem total das alternativas. O diferencial dele foi resolver o
problema da ordenacdo completa das alternativas, evitando assim qualquer situacao

de incomparabilidade.

3. Método PROMETHEE III: Amplia a no¢do de indiferenca do especialista utili-
zando conceitos de matematica intervalar, ou seja, através de nimeros intervalares
ao invés do uso de nimeros pontuais. Os nimeros intervalares sdo usados para

representar os limites de indiferengas dos especialistas com relagc@o as alternativas.

4. Método PROMETHEE IV: Generaliza a versio PROMETHEE II para o caso de
nimeros continuos. O método ao invés de trabalhar com um conjunto finito de

varidveis, ele pode trabalhar com um conjunto infinito de alternativas, ou seja, ele
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¢ uma generalizacio do PROMETHEE II, onde método deixa de trabalhar com
conjuntos finitos de alternativas, para trabalhar com conjuntos continuos de alter-
nativas. O mesmo pode estabelecer tanto uma pré-ordem completa ou parcial das
alternativas. Ele se destina as situa¢des em que o conjunto de solucdes vidveis € um

conjunto continuo [3, 40, 151].

. Método PROMETHEE V : Aumenta o potencial de aplicagdes do PROMETHEE 11,
sendo agora também adequado para o caso dos problemas de TD, onde seja necessa-
rio selecionar um subconjunto de alternativas, dentre as consideradas possiveis, em
razao das restri¢des existentes na solu¢do do problema. Neste método as implemen-
tagdes, apds estabelecer uma ordem completa entre as alternativas, como o PRO-
METHEE 11, sdo introduzidas restri¢des, que sdo identificadas no problema, nas al-
ternativas selecionadas. Na sua metodologia incorporou uma técnica de otimizagao

utilizando programacao linear inteira para a problematica de portfélio [31, 72, 102].

. Método PROMETHEE VI: Estabelece tanto uma pré-ordem completa ou parcial
das alternativas. Ele € aplicado principalmente para processos de TD, que se tenha
problema de escolha e necessiste da ordenacdo das mesmas. Ele é adequado para
problemas onde o conjunto de solucdes vidveis (alternativas) sdo nimeros conti-
nuos. O mesmo consegue estabelecer uma pré-ordem completa ou parcial, depen-
dendo da necesidade da soluc@o do problema. Eles sdo destinados as situagdes em
que o especialista ndo consegue estabelecer um valor fixo de peso para cada critério
do conjunto continuo. Ele auxilia o especialista na determinacdo dos pesos, (coefi-
cientes de importancia que é associado aos critérios), com o objetivo de facilitar o

julgamento das suas preferéncias dos especialistas.

. PROMETHEE GAIA: E uma extensdo do método utilizando alguns conceitos dos
métodos PROMETHEES, sendo um método de procedimento visual e interativo.
Um diferencial deste método é que o especialista pode representar suas preferén-
cias, ndo necessariamente usando a mesma forma de representacdo do conheci-
mento para todos os critérios,ou seja, ele pode apresentar diferentes tipos de estru-
turas de representacdo do conhecimento, como por exemplo ordem de preferéncia,
func¢do de utilidade entre outras. Isso facilita as representacdes das expressdes das
preferéncia do especialistas, isso porque as vezes 0s mesmos ndo conseguem uni-

formizar suas preferéncias numa mesma estrutura de conhecimento.
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Comparando os Paradigmas das Escolas Americana e Francesa

Comparando os paradigmas das escolas americana e francesa, Vanderpooten [166]
fala que a escola francesa se foca nas preferéncias de pontos de vistas dos especialistas,
e portanto tem menor influéncia na alternativa escolhida, enquanto a escola americana,
busca parametros para melhor explicitar estas preferéncias, e consequentemente tem uma
grande influéncia na escolha final do processo de tomada de decisdo. No entanto, ele
conclui que o método s6 serd eficiente quando as duas influéncias forem equilibradas, de
forma implicita ou explicita. Todos os métodos da familia ELECTRE, sdo baseados em
relagdes de superacdo. Ao contrdrio dos métodos da escola americana, os quais nao for-
necem um indicador final agregado como resultado de um critério de sintese. Os métodos
da familia ELECTRE sd@o nao compensatdrios [137], ou seja, ndo permitem que o mau
desempenho de algum critério, seja compensado por um excelente desempenho em outro
critério.

Bana e Costa em [13] defende a Escola Americana, por utilizar modelos simulta-
neamente descritivos e prescritivos, onde os mesmos estam associados a credibilidade,
enquanto a escola francesa ou européia usa modelos baseados em paradigmas construti-
vistas, onde o mesmo estd associado a intensidade das preferéncias dos especialistas. Os
modelos da escola francesa, sdo considerados mais realistas que os modelos da escola
americana, isso porque na sua metodologia, eles admitem as preferéncias humanas dos
seus especialistas, assim como, também consideram as incertezas inerentes nos processos
de decisdes. Alguns métodos aceitam as situacdes de incomparabilidade entre alterna-
tivas e as vezes os julgamentos ndo consensuais dos especialistas. Por outro lado, as
desvantagens desses modelos estd na implementacgdo, pois sdo baseados em vérios funda-
mentos matematicos complexos de se utilizar por especialistas (decisores), uma vez que
eles dependem de uma equipe multidisciplinar, capaz de desenvolver estas ferramentas
computacionais. As mesmas usam técnicas de inteligéncia artificial e precisa de analistas
de sistemas e de modelagem matematica e nem sempre os especialista (decisores) t€ém esta
formacao, assim como micro e pequenas empresas ndo tém no seu quadro funcional estes
desenvolvedores. O desenvolvimento dessas plataformas computacionais, dependem de
muito conhecimento de matemdtica para modelagem dos sistemas.

Uma outra critica feita a escola francesa, e portanto aos modelos matematicos multi
critério, € que no seu desenvolvimento, exigem um grande conhecimento em programacao
matemadtica. Este problema atualmente estd sendo parcialmente resolvido, com softwares
de sistemas de tomada de decisdo baseados em inteligéncia artificial mais amigavefs, que

juntos com pesquisadores de vdrias dreas tem sido desenvolvidos para médias e grandes
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corporagdes. Os softwares destes modelos sdo desenvolvidos usando técnicas de modela-
gem matematica, necessitando na sua implementagao, tanto de uma equipe com conheci-
mento matematico, como de informética para fazer a modelagem inicial do sistema. Isso
dificulta para os especialistas que nao t€ém conhecimento técnico de toda a programacao
computacional necessdria para o desenvolvimento destes sistemas. Para a maior parte dos
especialistas (decisores) destes sistemas, a tecnologia dos mesmos precisam estar ade-
quadas com uma fécil utilizagcdo, para que os especialistas possam apenas estruturar seu

problema de decisdo e simular os resultados com o método.

2.11 Definicoes de Conceitos e Terminologias no Contexto
de TD

1. Critérios no processo de tomada de decis@o, sdo padrdes de julgamentos ou con-
juntos de regras que procuram avaliar as alternativas de um processo, através de

objetivos ou atributos.

2. Objetivos na TD sado baseados no desejo e intui¢ao dos especialistas, ou seja, onde
eles indicam a direcdo na qual eles querem seguir (decidir) ou que acreditam seja a

correta.

3. Atributos no processo de Tomada de decisdo, sdo as caracteristicas que representam
as propriedades ou capacidades das alternativas, para satisfazer as necessidades e/ou

desejos dos especialistas.

4. Especialista (administra¢io), decisor, agente de decisio, e tomador de decisdo. E
a pessoa que faz a decisdo individual, ou faz parte do grupo de pessoas (grupo
de especialistas), que direta ou indiretamente, proporcionam o julgamento do valor
final, o qual podera ser usado para avaliar as alternativas disponiveis, com o objetivo

de identificar a melhor escolha.

5. Moderador do processo de decisdo, também chamado analista, € a pessoa ou grupo
de pessoas (Grupo Moderador) encarregada, de moderar o problema e eventual-
mente, fazer as recomendagdes e orientagdes relativas aos processos de sele¢des de

alternativas finais do processo de tomada de decisdo.

6. Conjunto de alternativas no processo de TD, também € chamado de conjunto de

escolha finito, do ponto de vista matemadtico e pratico, € constituido por um niimero
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relativamente pequeno de elementos que buscam alcancgar os objetivos da resolucdo

de um determinado problema.

7. No processo de TD devem serem elencadas todas as alternativas possiveis, consi-
derando os diferentes angulos do problema, de forma exaustiva, ou seja, que con-
temple todas as possiveis evetuais solugdes. A inclusdo de novas alternativas no
processo, implicam na reformulagdo do modelo. Na criacdo das alternativas no
processo decisOrio ndo sdo permitidas alternativas de solugdes ambiguas (ndo cla-

ras).

8. Pesos, sdo valores usados para representar a importancia de cada atributo ou especi-
alista. Assim, o decisor deve estabelecer para cada critério, atributo ou especialista

um peso o qual aumenta na medida que o critério for mais importante [194].

9. Conceito de maioria em TDME € quando a maioria de seu membros aceitam a

solu¢do do problema.

10. Dominéncia indica o grau com que uma alternativa domina as demais alternativas.
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3.1 Operadores de Agregacao sobre Reticulados

O processo de combinar diversos valores numéricos num tnico valor, que de alguma
forma represente todos eles € chamado de agregacao e a fun¢do numérica que realiza este
processo € denominada de fun¢@o de agregacdo [76]. Esta defini¢do simples e informal
deixa em evidéncia que fungdes de agregacdo tém um grande poténcial de aplicagdes
em diversas areas de conhecimentos tais como: em matematica aplicada (probabilidade,
estatistica e teoria de decisdo, por exemplo), ci€ncia da computacio (por exemplo em
inteligéncia artificial, processamento digital de imagens e algoritmos experimentais), em
economia (por exemplo, em andlises de risco), etc. Porém quando esses valores sdo graus
de pertinéncia ou valores verdades num contexto fuzzy (ou de alguma de suas extensoes)
essas funcdes ou operadores de agregacdo t€ém que satisfazer certas propriedades. Se
considerarmos que cada um dos graus de pertinéncia a ser agregado, sdo resultados das
opinides de diversos especialistas ou da aplicacdo de diversos métodos, entdo quando
esses graus sdo todos zero ou todos um, o resultado da agregacdo também deve ser zero
ou um, respectivamente, e além disso quanto maiores os graus de pertinéncias, maior deve
ser o resultado da agregacdo. Ou seja, num contexto fuzzy, um operador de agregacdo
A necessita no minimo satisfazer as propriedades: A(0,...,0) =0, A(1,...,1)=1e se
x; <yentdo A(xq,...,x,) <A(X[,...,Xi_1,y,Xis1,...,X,) paratodoie N, = {1,...,n}. E
claro que outras condicdes também podem ser impostas em determinadas circunstincias,
como por exemplo que sejam comutativa, idempotente, associativa, etc. As fungdes de
agregacdes sdo classificadas em conjuntivas (o resultado sempre é menor ou igual ao
menor dos graus de pretinéncias), disjuntiva (o resultado sempre € maior ou igual ao
menor dos graus de pertinéncias), média (o resultado sempre € um valor que estd entre o
menor e o maior grau de pertinéncia de entrada), e hibrida (quando nio € nem conjuntiva,

nem disjuntiva e nem uma média).
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Em [109] a no¢@o de operador de agregacdo fuzzy foi generalizada para o contexto da
teoria dos conjuntos fuzzy valoradas em reticulados (limitados) proposta por Goguen em

[71], como segue:

Definicao 3.1.1 Seja L = (L,<,0r,11) um reticulado limitado. Uma fun¢do A : L" — L
é um operador de agregacdo de aridade n em L se for isotonico, ou seja A(xy,...,x,) <L,

A(y1,---,yn) sempre que x; < y; paratodo i€ Ny, A(Or,...,00) =0 eA(1g,..., 1) =1L.

Dizemos ainda que A é conjuntivo se A(xy, . ..,x,) <pinf{xy,...,x,} paratodo xi,...,x, €
L. Dualmente, dizemos ainda que A é disjuntivo se sup{xy,...,x,} <p A(x1,...,x,) para
todo xi,...,x, € L. Finalmente, caso inf{xy,...,x,} <p A(x1,...,x,) <p sup{xy,...,x,}
para todo x1,...,x, € L, dizemos que A é uma média .

Em particular observe que uma fungdo de agregacdo A em um reticulado £ € uma
média, se e somente se, ¢ idempotente, ou seja, A(x,...,x) = x para todo x € L.
No caso particular do reticulado ([0, 1], <), hd duas médias muito estudadas: a média

ponderada e a média ponderada ordenada. Seja A = (Af,...,A,) um vetor de pesos de
n

dimensdo n, isto € > A; = 1. O operador de média ponderada, cuja sigla em Inglés é WA,
i=1
¢ definido por:

n
WaA(Xl, ce 7xn> = in-xi
i=1

No caso dos pesos serem todos iguais, ou seja, A; = }l para cada i € N, omitimos o vetor
de pesos, ou seja, usamos wa em vez de way.
O operador de média ponderada ordenada, cuja sigla em Inglés € OWA, foi introduzido

por Yager em [191] e € definido por:

OWap (X1, ... ,Xp) = 2 Nixs i)
i=1

onde 6 : N, — N, € a permutagdo tal que xg(;) = Xg(;4+1) para qualquer i € N,_j, ou seja

ordena {xi,...,x,} de forma decrescente. Assim, x(i) € 0 i-ésimo maior elemento de
{x1,...,x,}. Observe que:
OWaA (X1, .., Xn) = WAA(XG(1)5- - - 1 Xo(n))- (3.1
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3.2 Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanas-

SOV

Atanassov em [8] estendeu a noc¢do de conjuntos fuzzy, adicionando um grau extra
para capturar a hesitacdo e incerteza que se tem no momento de atribuir o grau de per-
tinéncia de um elemento ao conjunto. Este segundo grau é chamado de grau de nao
pertinéncia, pois reflete o quanto se acredita que o elemento ndo estd no conjunto. Na
teoria dos conjuntos fuzzy € pressuposto que o grau de ndo pertinéncia é o complemento
do grau de pertinéncia o que significa que nao h4 hesitacdo no grau de pertinéncia. As-
sim, em teoria dos conjuntos fuzzy esse grau de ndo-pertinéncia estd em funcao do grau
de pertinéncia, ou seja, ¢ completamente determinado pelo grau de pertinéncia, enquanto
que o grau de ndo-pertinéncia em conjuntos fuzzy intuicionistas de Atanassov de alguma

forma € independente do grau de pertinéncia.

Definicao 3.2.1 /8] Seja U um conjunto de referéncia (universo de discurso) ndo vazio e

duas fungées us,va : U — 0, 1]. Entdo a classe

A= {(x,ua(x),va(x)) :xe U}

é um conjunto fuzzy intuicionista de Atanassov (CFIA) sobre U se ua(x) +va(x) < 1 para

cadaxe U.

As fungdes py e v4 proporcionam os graus de pertinéncia e ndo-pertinéncia, respecti-
vamente, de um elemento no conjunto de referéncia U para o CFIA A. Seja L* = {(x,y) €
[0,1]? : x +y < 1}. Elementos de L* sdo chamados de L*-valores. Definimos as projecdes
l,r:L* —[0,1] por I(x,y) = x e r(x,y) =y, mas por simplicidade notacional escrevere-
mos, respectivamente, X e X em vez de /(X) e r(x) para qualquer x € L*.

A ordem parcial usual (e natural) sobre L* € a seguinte:

X<+ ysssX<yey<X

Deschrijver e Kerre em [59] observaram que, uma vez que (L*,<;+) é um reticulado
completo, todo CFIA € um conjunto L-fuzzy no sentido de Goguen [71].

Seja A um CFIA sobre um conjunto de referéncia X. O indice fuzzy intuicionista’
de um elemento x € X a A € dado por 7} (x) = 1 —ua(x) —va(x). Em particular, o indice
fuzzy intuicionista de x € L* é definido de forma similar: n*(x) = 1 —x —X. Este indice

mede o grau de hesitagdo presente em cada x € L*.

IEm [8], este indice foi chamado de grau de indeterminancia de um elemento x € X ao CFIA A.
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Os L*-valores x que satisfazem X = 1 —x sdo chamados de elementos diagonais de L*.
Claramente a fungdo 8(x) = (x, I —x) é uma bijecdo entre [0, 1] e 0 conjunto dos elementos
diagonais de L*, denotado por Dy+. Observe que para qualquer x € [0, 1], 7*(8(x)) = 0, 0
que reflete que os elementos diagonais ndo carregam hesitacao.

Em [44], Chen e Tan introduziram a no¢do de pontuacgao (score) de um L*-valor como

sendo a fungédo s* : L* — [—1, 1] definida na equacéo seguinte.

s*(x) =x—X. (3.2)

Em [82], Hong e Choi, introduziram a nogdo de fungdo de acuracia para um L*-valor

como sendo a fungdo A* : L* — [0, 1] definida na equagéo (3.3).

h*(x) = X +X. (3.3)

Xu e Yager em [188], baseados nas fun¢des de pontuagdo e acuracia sobre L* e com
objetivo de ordenar L*-valores, introduziram a ordem total sobre L* definida na proxima

equacao.

x<xyy sss s*(x)<s*(y) ou (s*(x)=s"(y) e h*(x)<h*(y)). (3.4)

Bustince e Burillo [34] prop0s a seguinte ordem parcial sobre L*:

(x1,51) <p» (x2,y2) sssx; <xp ey <y

Esta ordem € consistente com as medidas de hesitacdo e acuricia de L*-valores, no
seguinte sentido:
Proposicao 3.2.2 Seja x,y € L*. Se x <y y entdo T(x) < n(y).
Demonstracio: Sex <;+yentdo (1) x<yeX<y,ou(2)x<yeX<y. Emambos os
casos X +X < y+Y. Portanto, I — (y+¥) < 1 — (x+X) o qual implica que n(y) < 7t(x). (]
Corolario 3.2.3 Se x <+ y, entdo h*(x) < h*(y).

Demonstracio: Se x <;+ y entdo pela Proposi¢do 3.2.2, 1 — (y+y) <1—(x+X) e
portanto X +X < y +y. Consequentemente, 7*(x) < h*(y). n

3.3 Conjuntos Fuzzy Intervalarmente Valorados

Em [77, 87, 143, 201] de forma independente, os conjuntos fuzzy foram estendidos

por considerar subintervalos do intervalo unitério [0, 1] em vez de um valor em [0, 1].
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Defini¢do 3.3.1 Seja L = {[a,b] : 0 < a < b < 1} o conjunto de subintervalos de [0, 1].

O conjunto

A ={(xpa(x):xe U}

onde us : X — IL e U é um conjunto de referéncia ndo vazio, é chamado de conjunto fuzzy

intervalarmente valorado (CFIV) A sobre U.

Definem-se as proje¢des v/, A : L — [0, 1] por

v ([a,b]) =ae A([a,b]) =b.

Por simplicidade notacional, para cada X € I, /(X ) e A(X) serdo denotados por X e X,
respectivamente. Um intervalo X € LL é dito degenerado se X = X, ou seja, se X = [x, x|
para algum x € [0, 1]. Dado um X € L, o seu complemento, ou seja, [1 — X, 1 — X], serd
denotado por X°¢.

Seja a seguinte ordem parcial sobre L,

X<pYsssX<YeX<Y. (3.5)

E bem conhecido que (L, <) é um reticulado completo e portanto também pode ser visto
como um conjunto L-fuzzy de Goguen.

Como mencionado por Moore em [114, pagina 9], um intervalo tem duas naturezas:
ora pode ser visto como um conjunto de niimeros reais, outra como um tipo de nimero
(um par ordenado de nimeros reais com a restricao de que o primeiro seja menor ou igual
ao segundo valor do par ordenado). A ordem parcial <, € a ordem natural de intervalos
quando vistos sob a Otica da segunda natureza de intervalos enquanto a ordem parcial
de inclusdo de conjuntos captura a natureza conjuntista de intervalos. Contudo, a ordem
de inclusdo sobre L também pode ser expressa a partir dos extremos dos intervalos, da

seguinte forma:

XCYsssY<X<X<Y

Os indices de pontuacdo e acurdcia para intervalos X € IL sdo dados pelas funcodes
s:L—[-1,1]eh:L — [0,1] definidas como:

=)
—~
<
~—
l

viX)—leh(X)=1-w(X) (3.6)

ondev(X)=X+XewX)=X—-X.
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Como é bem conhecido, os reticulados (L*, <y« ) e (I, <r) sdo isomorfos, segundo o
mapeamento p : L — L*, definido por p(X) = (X,1 —X). Apesar de ambos reticulados
serem algebricamente equivalentes, do ponto de vista semantico eles sao diferentes, o que

implica que eles podem ser aplicados em diferentes contextos [162].
Observacgiao 3.3.2 s =s*opeh=h*op.

A nocio correspondente do indice fuzzy para elementos de L* para elementos de L,
via o isomorfismo p, é a fungdo IT: L — [0, 1] definida para todo X € IL por I1(X) =
T (p(X)) =X — X = w(X). Assim, o comprimento do intervalo é, de alguma forma, uma

medida da inacurécia presente no intervalo.

3.4 Ordens Totais Admissiveisem L e L*

As ordens usuais ou naturais para os conjuntos L e L*, isto é <p, e <+ respetivamente,
ndo sdo totais. Ordens totais sdo desejaveis em muitas situacdes, mas nao € qualquer
ordem total que € adequada ou admissivel em determinadas situagdes. Bustince et al [36]
introduziu a nocdo de ordem total admissivel para . como sendo qualquer ordem total
sobre L que estenda <p,. Formalmente, uma ordem total < em LL é admissivel se <, =<,
isto €, se para todo X,Y € L, X <p, Y implica que X < Y. Baseando-se nesse trabalho,
alguns autores usaram o memo principio para definir a no¢do de ordem admissivel em
outras extensoOes de l6gica fuzzy, como por exemplo em [57, 54, 175]. Analogamente,
dizemos que uma ordem total < em L* é admissivel se <;+<=<, isto é, se para todo

X,y € L*, x <;» y implica que x <y.

3.4.1 Ordens Totais Admissiveis em L

Em [36] foi demonstrado que as ordens definidas nas Equagdes (3.7), (3.8) e (3.9) sdo
ordens totais admissiveis em L. As duas primeiras sdo ordens léxicas enquanto a terceira

¢ adaptagdo para L da ordem sobre L* dada por Xu and Yager em [188].

X< YsssX<You(X=YeX<Y), (3.7)
X<UWysssX<You(X=YeX<Y), (3.8)
X <xy Y ssss(X)<s(Y)ou(s(X)=s(Y)eh(X)<h(Y)). (3.9)
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Uma ordem total $ sobre LL € gerada por duas fungdes f:IL — A e g: L — B, onde
A,B C R, se para todo X,Y € L temos que

X2V sss f(X) < f(Y) ou (f(X) = f(¥) e g(X) < g(Y)). (3.10)

Observe que <, é gerada a partir das funcdes 57 e /A enquanto ﬁi ¢ gerada por A e
. Neste sentido dizemos que <, e ﬂi sdo dualmente gerdveis. Analogamente a ordem

dualmente gerdvel a ordem de Xu e Yager € a seguinte:

X <4, Y sss h(X) < h(Y) ou (h(X) = h(Y) e s(X) < s(Y)). (3.11)

Em [36] foram apresentadas algumas formas de obter ordens totais admissiveis, e
provado que as ordens admissiveis s@o todas geradas por um par de fun¢des em um sentido

um pouco mais restrito que o da equagao (3.10).

3.4.2 Ordens Totais Admissiveis em L*

A seguinte proposicdo mostra que a ordem total de Xu e Yager é admissivel e também

se relaciona com a ordem parcial <y + proposta por Bustince e Burillo em [34].
Proposicao 3.4.1 Seja x,y € L*, entdo

1. Sex <yxYyentdoX <xyy,

2. Ses*(x) =s*(y) ex <p+ y entdo X <xy y; e

3. Se x <y entdo §(x) <xy O(y).
Demonstracao: Sejax,y e L*, entdo:

l. Sex<;*yentio x<yey<X,oux<yey<X Emambos casos, temos que

X +Y < X+Yy. Portanto, s*(x) < s*(y) e consequentemente X <xy Y;

2. Sex<yxyentio X <yexX<y,oux<yeXx<Yy Emambos casos, temos que
X+X <y+Yy. Portanto, h*(x) < h*(y) e como s*(x) = s*(y), entdo temos que

X<xyYy;¢€

3. Sex <y, entdo 1 —y < 1 —x e portanto 3(x) <xy ().

Observe que, nos items 1) e 2), caso x =y, entdo trivialmente X <yy y O
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Observacao 3.4.2 No entanto, a reciproca desta proposicdo ndo vale, isto é, existem
casos tais que, X <xy Y, por exemplo, (0.3,0.5) <xy (0.2,0.1), porém nem x <+ y nem

(s%(x) = s*(y) e x <L y).

A seguir propomos uma nova ordem total admissivel para L* a qual também estende

<+ (com uma pequena restri¢ao).

Definicao 3.4.3 Seja x,y € L*.

xJyxysssXx<you(X=yey<X). (3.12)
Teorema 3.4.4 <« ¢ uma ordem total.
Demonstracao: Direta. ]

Proposicao 3.4.5

X<yxysssX<gxyou (X<yxyex#Yy)

Demonstracio: (=) Se x<;+y entdo (*) x <y ou (**) x =y ey <X. Caso (*), entdo
y <X, e portanto X <+ y, ou X < y, e consequentemente, X <y« y (com X # y). Caso (*¥),

entdo trivialmente X <z + y.

(<)Sex < yentdo x <yey <X. Caso x <y, entdo pela Equagdo (3.12), x Iy« y.
Caso x =y, entdo uma vez que y < X, temos que X <y« y.
Sex <;xyeXx#yentdo X <y e logo, pela Equagdo (3.12), x Iy« y. ]

Observacao 3.4.6 O iultimo item da Proposicdo 3.4.1 trivialmente vale quando for con-
siderado <+ em lugar de <xy. Inclusive, diferentemente de <xy, J;+ também estende

a ordem parcial <jx.

Esta observacao junto com a Proposi¢do 3.4.5 relaciona <y« com <;* € <+ de forma

mais forte que <yy; compare com a Proposi¢ao 3.4.1 e Observagao 3.4.2.

3.5 As Melhores L e L* Representacoes do Operador OWA

Em [22] a nocdo de representacdo intervalar introduzida em [21, 144], foi adaptada
para o contexto da TCFIV para o caso particular dos operadores de normas triangula-
res (t-normas) intervalares. Representacdes intervalares capturam, de uma maneira for-

mal, a propriedade de corretude de fungdes intervalares no sentido de Hickey et al em
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[81]. Desde entdo, representacdes intervalares de diversos outros conectivos e constru-
coes fuzzy (ver por exemplo [15, 18, 126, 128]) tem sido estudados. Nesta tese estamos
interessados em fung¢des intervalares de aridade n que s@o crescentes em cada um de seus

argumentos.

Definicao 3.5.1 Seja f:[0,1]" — [0, 1] uma funcdo de aridade n. Uma fungdo F : " —
L, é uma representacdo intervalar ou IL-representacdo de f se para cada Xi,...,X, €L

e x; € X;, com i€ Ny, temos que f(x1,...,x,) € F(X1,...,Xy).

Sejam as fungdes F, G : L" — LL. Denotamos por F' =1, G, quando paracada Xi,...,X, €
L, G(X,...,X,) € F(Xy,...,X,). Observe que dado dois intervalos arbitrarios X,Y € L,
se X C Y entdo h(X) = h(Y). Assim, F Ty, G significa que sempre G tem mais acura-
cia que F, ou seja, que h(F(Xy,...,X,)) < h(G(Xi,...,X,)) para qualquer Xi,...,X, € L.
Note também que se G € uma LL-representacdo de uma fungdo f e F =, G, entdo F tam-
bém € uma [L-representacdo de f, porém F tem menos acurdcia que G. Portanto, G € uma

L-representacdo melhor de f que F.

Proposicao 3.5.2 [61] Seja f: [0, 1]" — [0, 1| uma fungdo crescente de aridade n. Entdo
a funcdo f : " — LL definida por

~ _—

FXty oo Xa) = (X1 Xa) f R )] (3.13)

é uma L-representacdo de f. Para qualquer outra L-representagdo F de f, F =, f

Assim, f ¢ a L-representacdo de f que possui maior acurécia e portanto, € a melhor L-
representacdo de f com respeito a ordem =p.. Logo, ftem a propriedade de otimalidade
no sentido de [81].

Observacao 3.5.3 [18] Uma boa caracteristica da melhor L-representagdo é que quando
identificamos intervalos degenerados com niimeros reais via a fun¢do N(x) = [x,x], am-
bos, f e f, tém 0 mesmo comportamento, ou seja, Nf(xr,...,x)) = f(n (x1),...,m(xn)).
Outra propriedade da melhor LL-representacdo de alguma funcdo crescente é que ela é
isotonica com respeito as ordens de inclusdo e <y,. Ou seja, se X; ZY; para cada i € N,
temos que f(Xl,...,Xn) c f(Yl,...,Y,,) e, analogamente, se X; <1, Y; para cada i € N,,
temos que f(X1,..., X)) <L f(Y1,...,Y,).

Tem sido propostas diversas extensdes do operador OWA, tanto para a teoria dos con-
juntos fuzzy intervalarmente valorados, como para a teoria dos conjuntos fuzzy intuicio-

nista de Atanassov (ver por exemplo [24, 60, 110, 183, 192]), porém a maioria delas nao
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sdo IL (L*)-representacdes do operador OWA e nem sdo iguais, a menos de isomorfismo,
com o operador OWA quando restrito aos intervalos degenerados.

A melhor L-representa¢do do oway € a fungio oway : L — IL definida por

n
oWap(Xi,..., Xy) = [owar(X1,.... Xn), owan(X1,.... X)) = > MiXe(y
i=1

onde X;(;) = D—(rl(i%)_(h(i)] com 71, T : Ny — N, sendo as permutagdes tais que X, ;) =
X i+1) © er(i) > Ytz(iﬂ) para qualquer i € N,_;%2. Embora a somatoria a rigor seja com
respeito a soma limitada definida por X[+]Y = [min(X + Y, 1),min(X +Y,1)], pode ser
considerada a soma usual entre intervalos (ver por exemplo [114]). De fato, uma vez que

n
> A = 1, entdo para qualquer i, j € N, com i # j, temos que
i=1

kiXi[—F]}\‘ij = [7\4&4—7\‘]‘&, X,Z—F?\,])T]] = kiX,- +7quj. (3.14)

Analogamente, a fungdo F : L*" — L* é uma L*-representacio da fungdo f : [0,1]" —

[0,1] se para cada x; € L* e x; < x; < 1 —X;, com i € N,;, entdo

F(XL;/,X”) < flxryeexn) < T =F(X1,...,Xp).
Seja F,G : L*" — L*. Nos denotamos por F =+ G, se para todo Xi,...,X, € L*,
G(Xy,...,Xp) Sp+ F(X1,...,X,), onde X Sy« y se X <y e X <Yy. Observe que F =y«

G significa que o resultado de G sempre € mais acurado que o resultado de F, ou seja
h*(F(x1,...,X,)) <h*(G(x1,...,X,)) para cada X,...,X, € L*.

Seja f:[0,1]" — [0, 1] uma fungdo crescente. Entdo a funcdo f:L*" — L* definida
por

f(xlw'wxn) = (f()g77)&l)71_f(1_)?1771_£1))

¢ a maior L*-representa¢do de f com respeito a ordem =;+ e portanto é a melhor L*-
representacdo de f. Se f€ uma func¢do de agregacio entio f ¢ uma funcdo de agregacdo
L*-valorada [109, Lema 1]. Claramente, f = po fo p_l, ou equivalentemente, f = p_1 o

fop. Portanto, oway ¢ a melhor L*-representacdo do oway .
Proposicio 3.5.4 Seja f,g:[0,1]" —[0,1]. Se f < gentdo f <Ze f <Z.

Demonstraciao: Direto. ]

20 produto escalar é o usual em matemética intervalar (ver por exemplo [114]), ou seja, para qualquer

Ae[0,1]eX,Y e L, AX = [AX,AX].

53



Capitulo 3. Preliminares

Observacio 3.5.5 O owa e owa sdo fungdes de agregagdo intuicionistas de Atanassov
e intervalarmente valoradas, respectivamente, com respeito as ordens <px e <y,. Além

disso, ambas sdo comutativas e idempotentes, e por tanto sdo médias. De fato, ambas
—_—

sdo limitadas pelo infimo e supremo, ou equivalentemente, por owa/((): 0,1), OU seja, min
—

(min) e owa(; o, o), como, Max (Max).

54



Capitulo 4

Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de

Atanassov Intervalarmente Valorados

Em [11], Atanassov junto com Gargov, proposeram uma generalizacdo da nocdo de
conjunto fuzzy intuicionista seguindo o mesmo estilo de teoria que os conjunto fuzzy in-
tervalarmente valorados. Assim, nesta extensdo cada elemento do conjunto de referéncia
tem um grau de pertinéncia e outro de ndo pertinéncia, como em conjuntos fuzzy intui-
cionistas de Atanassov, mas esses graus sio intervalos, com a restricio de que a soma
de ambos ndo exceda [1,1]. Esta extensdo de conjuntos fuzzy, conjuntos fuzzy inter-
valares e conjuntos fuzzy intuicionistas de Atanassov, tem sido aplicada com sucesso
em algumas areas como em diagndstico médico [2, 115], em controle e automacgdo de
plantas [165], reconhecimento de padrdes [180] e principalmente em tomada de decisao
[56, 58, 116, 158, 167, 169, 185, 197].

4.1 Conceitos Basicos

Definicao 4.1.1 [12] Um Conjunto Fuzzy Intuicionista de Atanassov Intervalarmente Va-

lorado (CFIAIV) A sobre um conjunto ndo vazio de referéncia U é dada pela expressdo

A = {(x,pa(x),va(x)) : xe U}

onde up,Va : U — 1L com a condi¢do ua(x) +va(x) < 1.

Deschrijver e Kerre deram em [59] uma abordagem alternativa para CFIA em ter-
mos de conjuntos L-fuzzy no sentido de Goguen [71]. Analogamente, podemos ver CFI-
AIV como um caso particular de conjuntos L-fuzzy por considerar o reticulado completo
(IL*, <+ ) onde
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L*={(X,Y)eLxL:X+Y <1}

(Xl,Xz) <L* (Yl,Yz) sss X1 <L Y1eYr < Xp. “4.1)

A ordem parcial <p+ é denominada de ordem usual de LL*.
Note que O+ = ([0,0],[1,1]) e I+ = ([1,1],[0,0]). Analogamente a L*, definem-se
as projegoes [,r : L* — IL por

I(Xl,XQ) = X1 € I’(Xl,Xz) = X2
e para cada X € L*, [(X) e r(X) denotam-se por X e X, respectivamente.

Definicao 4.1.2 Os elementos de IL* serdo chamados de 1.*-valores. Um L*-valor X é
um elemento semi-diagonal se X e X sdo intervalos degenerados. Um 1L*-valor X é um
elemento diagonal se X +X = [1,1], ou seja, se X = ([x,x],[1 —x,1 —x]) para algum
x € [0,1]. Denote por Ds e D o conjunto dos elementos semi-diagonais e diagonais de
IL*, respectivamente.

Claramente, D < Ds e existe uma bije¢do entre [0,1] e D (¢(x) = ([x,x],[1 —x,

x])), entre L* e Dy (y(x) = ([X,x],[X,X])) e entre L e Dy (¢(X) = ([X,X],[X,X]*

seja, ¢ = yop) [S6].
Em [127] foi estendido o indice fuzzy intuicionista de Atanassov para CFIAIV, com

1—

), ou

o objetivo de proporcionar uma medida intervalar do grau de hesitacio em CFIAIV. O
indice fuzzy intuicionista de Atanassov intervalarmente valorado de um elemento X € IL*

€ definida por:

T (X) = [1,1] - X - X. (4.2)

4.2 Funcoes de Pontuacao e Acuracia

A medida de pontuacdo de Chen e Tan em [44] foi estendida para L*-valores em
[181] ' e [95]. Nesta tese consideramos a defini¢do de Xu: Seja S : L* — [—1, 1] a funcdo
definida por

S(X) = M (4.3)

1Como ndo tivemos sucesso em obter esta referéncia, baseamos esta definicdo em [170].
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Para cada X € L*, §(X) é denominado de pontuagio de X.
A seguinte observagdo justifica o porqué sao adequadas estas defini¢des de funcao

pontuagdo para LL*-valores.

Observacao 4.2.1 Quando S ¢ aplicada a elementos semi-diagonais é o mesmo que s*,
a menos do isomorfismo ¥, ou seja, S(Y(X)) = s*(X) para qualquer x € L*. Analoga-
mente, quando S é aplicada a elementos semi-diagonais é o mesmo que s, a menos do
isomorfismo @, ou seja, S(Q(X)) = s(X) para qualquer X € .. Observe que a imagem de
S ([—1,1]) é a mesma de s*. Além disso, S pode ser obtido a partir de s e s*, conforme

mostrado na seguinte equagdo.

S(X) = w 4.4)

Um vez que € possivel encontrar dois L.*-valores diferentes tendo a mesma pontua-
¢do, por exemplo, S([0.2,0.3],[0.4,0.5]) = §([0.1,0.2],[0.3,0.4]) = —0.2, a pontuagio

determina uma plré—ordem2 sobre IL*, a saber:

X <5 Y sss S(X) < S(Y)

Como <g é uma pré-ordem, entdo a seguinte relacao € uma relacdo de equivaléncia:
X=cY sss X<sY e Y<sX. E claro que podemos usar a pré-ordem <s ¢ a relacdo de

equivaléncia =g para definir uma ordem parcial da seguinte forma:

X<s5YsssX=You (X<5YeX#Y)

Um outro indice importante para LL*-valores € a extensdo da funcdo de acurdcia. No
entanto, na literatura tem sido propostas diversas formas de se estender esta fungdo para

L*-valores.

1. Funcdo de acuricia H; : L* — [0, 1] definida por Xu [181]:

Hy(X) = M 4.5)

2. Fungdo de acurdcia H, : L* — [—1, 1] definida por Ye [197]:

o)

Hy(X) =v(X) -1+ —

2Uma pré-ordem é uma relacio binaria reflexiva e transitiva.
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3. Fungio de acurécia H3 : L* — [—1, 1] definida por Nayagam er al. [116]:

v(X) —v(X) +v(X-X)

2
onde “-” é a multiplicacdo entre intervalos no sentido de [114] restrito a L; ou seja,
XY=[XYX7Y]

H3(X) =

4. Funcgdo de acurdcia Hy : L* — [0, 1] definida por Nayagam et al. [117]: Seja d €
[0,1] entdo

Hy(x) = VB X —vX)) -3

5. Fungdo de acurécia Hs : L* — [0, 1] definida por da Silva et al. [54, 56]:

~

Hs(X) = 1 - (w(X) + w(X)). “.6)

Observe que a acurdcia dos elementos diagonais de L*, medidos por #* definido na
Eq. (3.3) é 1, isto é, 0o mdximo, o qual € razoavel, pois esses casos sdo interpretados como
aqueles em que nao ha hesitacdo e nem inacurdcia nos graus e pertinéncia dados. Porém,
no caso das func¢des de acurdcia propostas para IL*, isto s6 € valido para as fun¢des H; e
Hs, ou seja, para cada x € [0, 1] e H;(0(x)) = Hs5(¢(x)) = 1 = h*(x, 1 —x). Por outro lado,
as fun¢des H, H3 e Hy ndo seguem este paradigma. De fato, H;(¢(x)) = H;([x,x],[1 —
x,1 —x]) =x, parai=2,4e H3(¢(x)) = H3([x,x],[l —x,1 —x]) = —x* + 3x — 1. Outro
aspecto negativo de H, e H3 é que sua imagem ndo é a mesma de h*.

Analogamente, a fun¢do de pontuagdo S, quando aplicada a H; elementos semi-diagonais,
resulta equivalente a aplicar A*, no sentido que H; (y(x)) = h*(x) para todo x € L*. No
entanto, Hy oy # h*, parak =2,...,5.

Assim, por preservar mais propriedades, H; é a funcdo de acuracia sobre LL.* mais
razodvel. Porém, Hs poderia também ser uma boa escolha uma vez que preserva quase
as mesmas propriedades de H; com respeito a 2* mas também porque tem a seguinte
propriedade extra: Hs é a Unica que pode ser obtida a partir de 4™ e & (definido na Eq.
(3.6)) da mesma forma como S pode ser obtido a partir de s* e s — ver Equacgdo (4.4) —

ou seja:
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4.3 Ordens para [L"-Valores

Em [147] foi introduzida a nocdo de conjuntos fuzzy n-dimensionais e observado que
conjuntos fuzzy 4-dimensionais sdo isomorfos a CFIAIV. Os graus num conjunto fuzzy
n-dimensional tomam valores no conjunto L, ([0,1]) = {(x1,...,x,) € [0,1]" : x; < xj41
para cada i € N,_;}. Em [16] os elementos de L,([0,1]) sdo chamados de interva-
los n-dimensionais e foi apresentada a bije¢do p : L* — L4([0,1]) definida por p(X) =
(v(X),AX),1—A(X),1—7(X)). Em uma das possiveis interpretagdes consideradas
em [16] para intervalos 4-dimensionais, digamos (x;,x2,x3,X4), € que os intervalos [x;,x;|
e [x3,x4] representam uma incerteza intervalar nos extremos um grau intervalarmente va-
lorado, ou seja, de um elemento [x,y] € L, e assim x € [x,x2] e y € [x3,x4]. Tendo isto em

mente, introduzimos a seguinte nocao de pertinéncia de LL-valores em L*-valores.
Definicao 4.3.1 Seja X € L e X € L*. Dizemos que, X €* X se XeXeX € X¢.
Note que, paracada X,Y,Ze L,
1. SeXcYcZeX,Ze* YparaalgumYeL* entdoY €* Y;
2. SeX <Y< ZeX,Ze* XparaalgumYeL*, entdao Y €' Y;
3. YEr@(X)sssY =X.

Para qualquer X € L* denotaremos

X = [V(X),v(X)] e X = [AX). AX)] 4.7

ouseja, X = [v(X),1-A(X)] e X = [A(X), 1 —7(X)]. Observe que, o conjunto Sx =
{X eL:X e* X} é limitado, ou seja, para cada X € Sx, X< x<pXeX. Xesx.
Assim, Sx € um intervalo fechado ([Y, ?()]) de LL-valores e portanto, analogamente a LL-
valores, IL*-valores também tém uma natureza dual: um par ordenado de IL-valores com

alguma condi¢do e como um conjunto (um intervalo) de L-valores.

4.3.1 Ordem de Inclusiao para [L*-Valores

Uma vez que a no¢do de pertinéncia € usada para introduzir a relacdo de subconjunto
em teoria dos conjuntos, a pertinéncia €* nos possibilitard introduzir uma rela¢do de sub-
conjunto entre L*-valores. Seja X,Y € IL*, dizemos que X * Y se para cada X €* X
tem-se que X €* Y. Analogamente, para o caso de LL-valores, também podemos definir

esta relagao de inclusdo via os extremos do intervalo associado aos IL*-valores.
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Proposicao 4.3.2 Seja X,Y € L*. Entdo

Natureza intervalar:

X c*Y sss Sx < Sy. (4.8)

Natureza de niimero:
Xc*Ysss Y< . X< X< Y. (4.9)

Natureza de conjunto
Xc*YsssXcYeXcY. (4.10)

Demonstracao:

. Xc*Y = Sx € Sy: Se X<*Y entdo para cada X €* X também X €* Y, e assim
Sx € Sy.

2. SXCSY:>(§_(<LY<LY<]L7 Direto, umavezqueSx—[Y,Y]
Y

3. ?éLiéLYﬂ‘,?ng eXCY: Se?gLigLigLvemﬁopor
defini¢do
[7(Y), v (YO)l<i[v(X), 7 (X)) < [A(X),A X< [A(Y),A(Y)]
Logo, 7(Y) < V(X) < AX) < A(Y) e v(Y9) < 7(X) < AX) < A(Y), ou
seja, 1 —A(Y) <1-AX) <1-7(X) <1—-(Y). Portanto, XS Ye X = V.

4. XcYeXcY=Xc*Y:SeXec*Xentdo X € XeX e X Logo, como X =Y
X c ?, entioXeYeXe YC. Portanto, X €* Y e assim X =* Y.

O

Observacao 4.3.3 Algumas propriedades de <*:

1. E uma ordem parcial sobre IL*-valores;
2. Paracada X,Y e, o(X)<* @(Y) sss X =Y,
3. Para cada x,y € [0,1], ¢(x) * ¢(y) sss x = y;

~

4. Definindo o complemento de L*-valores por X¢ = (X, X), entdo
Xc*Y sss X YC
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4.3.2 Extensao da Ordem Total <xy para IL*-Valores

No intuito de ordenar qualquer possivel conjunto de IL*-valores é necessario contem-
plar uma ordem total sobre IL* como feito em [188] para L*-valores e que foi baseado nos
indices de pontuacdo e acurdcia. Assim, de forma andloga, define-se a seguinte relacao

bindria sobre IL*-valores para cada H;, com i € Ns:

X<sY ou
X<s Y sss 4.11)
XESY € Hi(X)éHi(Y)

para qualquer X, Y € L*, onde X<Y sss S(X) < S(Y).

No entanto, como observado em [170], esta relacdo ndo € uma ordem parcial para
i = 1, pois falha a antisimetria. O seguinte exemplo mostra que também para os outros
H;, a relagdo <y g, ndo € antisimétrica e portanto ndo € uma ordem parcial. Antes, con-
sideremos a relagdo, X =; Y sss X<gy,Y e Y<gy,X. Uma vez que <gp, € claramente

reflexiva e transitiva =; € uma relacio de equivaléncia sobre IL*.

Exemplo 4.3.4 Sejam os seguintes elementos de L*: X; = ([0.1,0.3],[0.2,0.6]), X, =
([0.2,0.2],[0.3,0.5]), X3 = ([0.1,0.4],[0.2,0.3]) e X4 = ([0.2,0.3],[0.1,0.4]). Entdo,
S(X1)=8(X2)=-0.2, S(X3)=85(X4) =0, H (X)) =H;(X2) =0.6, H2(X]) = H,(X3) =
—0.2, H3(X3) = H3(X4) = 0.07, Hy(X1) = Hy(X3) = 0.2+ 0.48 e H5(X3) = H5(Xy) =
0.6. Portanto, X =; Xp para i € {1,2,4}. Analogamente, X3 =; X4 para i € {3,5}. Logo,

<s,u; para qualquer i € N5 ndo é uma relagdo antisimétrica.

Porém, os préprios autores em [170] proporcionaram a seguinte ordem total® sobre
L*:

X<sY ou
X=.Y e H;(X)<H (Y

X<Y sss sY e Hi(X)<Hi(Y) ou 4.12)
X=5Y e Hi(X)=H,(Y) e T(X)<T(Y) ou

X=sY e H;(X)=H;(Y) e T(X)=T(Y) e G(X)<G(Y)
para cada X, Y € L*, onde T(X) = w(X) —w(X)* e G(X) = w(X) + w(X).

Exemplo 4.3.5 Considere os X;, com i € Ny do Exemplo 4.3.4. Entdo S(X;) = S(X;) =

—0.2 e S(X3) = S(X4) = 0. Portanto, considerando a ordem < sé sabemos que X; e

3Em [170] ndo foi afirmado isto mas de fato < é uma ordem total.
4Em [95] este indice foi chamado de indice de desviagao.
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X, estdo abaixo de X3 e X4 no ranking. Assim, para dirimir entre X| e X, e entre
X3 e Xy necessitamos calcular o indice de acurdcia. Mas, H| (X)) = H(X2) = 0.6 ¢
Hi(X3) = H|(X4) = 0.5; 0 qual permite determinar que X4 < X3 mas ainda ndo permite
decidir se X1 < X3 ou X5 < Xy. Para isto, precisamos computar o indice T de ambos:
T(X;) = T(X2) — 0.2 0 qual ainda ndo possibilita comparar X, e X,. Logo, sé resta
calcular o indice G de ambos que de fato é G(X;) = 0.6 e G(X2) = 0.2. Portanto, o

ranking dos X; é

Xo <Xy <Xy <Xjs.

Observe que o indice G € inversamente proporcional a Hs. A seguir introduziremos
uma nova ordem total sobre IL*, semelhante a ordem total “<”, mas que é baseada nos
indices S, Hy, H5 e T.

X<sY, ou

X=sY e H|(X)<H,(Y), ou
X=sY e H|(X)=H;(Y) e H5(X)<Hs5(Y), ou
X=sY e H|(X)=H(Y) e H5(X)=H5(Y) e T(X)<T(Y).

X < Ysss 4.13)

Uma defini¢do alternativa para esta ordem € a seguinte:

X<1Y, ou
X<Y sss X=,Y e X<5Y, ou (4.14)
X=1YeX=5YeT(X)<T(Y)

para todo X, Y € L*.

A principal motivagdo para introduzir esta nova ordem nado é determinar uma ordem
total “melhor” que “<”, mas obter uma ordem total mais fiel & ordem total de Xu e Yager
para L*, ou seja ser exclusivamente baseada nos indices de pontuagao e acuracia. Embora,
a nova ordem use o indice 7', este € s o dltimo critério de desempate. Além disto, esta

ordem prescinde do indice G e em seu lugar usa o indice de acuracia Hs.
Teorema 4.3.6 < ¢ uma ordem total sobre L*.

Demonstracao: Claramente < é reflexiva e transitiva, ou seja, € uma pré-ordem. Su-
ponha que existem X,Y € L* tal que X # Y, mas X <Y e Y < X. Por simplicidade
notacional consideraremos que X = ([a,b],[c,d]) e Y = ([e, f],[g,h]). Das Equagdes
(4.13), (4.3), (4.5), (4.6) e definicao do indice T, temos o seguinte sistema de equagdes:
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a+b—c—d=e+f—g—h (4.15)
a+b+c+d=e+f+g+h (4.16)
b—a+d—c=f—e+h—g (4.17)
b—a+c—d=f—e+g—h (4.18)

Pela Equacdo (4.15) temos que b —c =e+ f —g—h—a+d e, pela Equacdo (4.17),
b—c=f—e+h—g+a—d. Portanto,

et+d=a+h (4.19)

Pela Equacdo (4.16) temos que a+c¢ = e+ f+ g+h—b—d e pela Equagao (4.17), —(a+
c)=f—e+h—g—b—d. Assim,

b+d=f+h (4.20)

Pela Equacdo (4.17) temos que d —c¢ = f —e — g+ h+a — b e pela Equagdo (4.18),
—(d—c¢)=f—e+g—h+a—b. Logo,

atf=e+b (4.21)

Se a < e entdo, pela Equacgdo (4.19), d < h e portanto pela Equagdo (4.20) f <b e
pela Equacio (4.21) e < a que é uma contradi¢do. Portanto, < é antisimétrica® e conse-
quentemente < € uma ordem parcial.

Seja X, Y e L*. Se S(X) # S(Y) ou H;(X) # H;(Y) ou Hs5(X) # Hs(Y) or T(X) #
T(Y), entdo claramente X < Y ou Y < X. Em qualquer outro caso, X <YeY=<Xe

portanto, pela simetria, X = Y. Consequentemente, < € uma ordem total. H

Exemplo 4.3.7 Considere os L.*-valores X, para i € Ny no exemplo 4.3.4. Como visto no
Exemplo 4.3.5, apos avaliar S e Hy, é possivel concluir que tanto X1 como X, sdo meno-
res que X3 e X4. Agora, computando o indice Hs temos que, Hs(X1) = 0.4, H5(X;) = 0.8
e Hs(X3) = Hs(X4) = 0.6. Assim, ainda falta determinar a ordem entre X3 e Xu4; ou a
qual o fazemos calculado o indice T deles T(X3) = 0.2 ¢ T(X4) = —0.2. Portanto,

X <X <Xy <xX3

SEsta parte da prova foi inspirada na prova do [170, Theorem 3.1.] o qual se refere 4 ordem total <.
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Observacao 4.3.8 Se S, H|, Hs e T sdo trocadas entre si na Equagdo (4.13) obteremos
novas ordens totais sobre IL*. Essas ordens totais também poderiam ser usadas para
obter um ranking dos IL*-valores, porém aqui so consideraremos a ordem total “<”, por
ser a mais fiel a ordem de Xu e Yager, no sentido que usamos como primeiro critério (sdo
igual que Xu e Yager) o indice de pontuacdo e como segundo critério a mais razodvel
extensdo do indice de acurdcia. Além disso, o terceiro critério foi a segunda mais fiel
extensdo do indice de acurdcia e é como iiltimo critério o indice T que ndo é nem indice

de pontuagdo nem indice de acurdcia.

No que segue daremos uma maneira de se obter ordens totais para IL* a partir de

ordens totais sobre L.

Teorema 4.3.9 Seja < uma ordem total sobre L. Entdo a relacdo bindria <* sobre IL*,

definida para qualquer X,Y € LL*, por

X<*YsssX<You(X=YeY<X) (4.22)

é uma ordem total sobre LL*.

Demonstracao: Trivialmente <* é reflexiva, antisimétrica e transitiva, ou seja, € uma
ordem parcial. Como < é uma ordem total, entdo para qualquer X,Y € IL*, temos que
X <Y em cujo caso X<*Y, ou X > Y em cujo caso Y<*X, ou X = Y em cujo caso
temos as seguintes trés alternativas: 1) X<Ye portanto Y<*X, 2) Y<Xe portanto
X<*Y, ou 3) X=Ye consequentemente X=Y. Portanto, <* € total. O

Claramente, <* é a ordem lexicografica com respeito a (IL, <) considerando a ordem
oposta na segunda componente.

Nos também consideraremos as ordens totais sobre L* que sdo obtidas desta maneira
e que sdo baseadas nas ordens totais de Xu e Yager <xy e lexicografica <p, e respectivas

ordens dualmente geradas.

Exemplo 4.3.10 Considere os X;, com i € Ny do Exemplo 4.3.4. No intuito de se ob-
ter um ranking desses 1L*-valores, com respeito a ordem <%y, computamos o indice
de pontuagdo do grau de pertinéncia intervalar ou seja, s([0.1,0.3]) = 5([0.2,0.2]) =
—0.6 ¢ 5([0.1,0.4]) = 5([0.2,0.3]) = —0.5. Depois calculamos o indice de acurdcia
dos graus intervalares de ndo pertinéncia, ou seja, h([0.1,0.3]) = 0.8, 1([0.2,0.2]) =1,
h([0.1,0.4]) = 0.7 e h([0.2,0.3]) = 0.9. Com essa informagdo, podemos concluir que
[0.1,0.3] <xy [0.2,0.2] <xy [0.1,0.4] <xy [0.2,0.3] e pelo tanto
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* * *
Xl ﬁXY X2 iXY X3 ﬁXY X4.

Observe que com essa mesma informagdo também podemos concluir que [0.1,0.4] <§1(Y
[0.1,0.3] <¢, [0.2,0.3] <4, [0.2,0.2] e pelo tanto

dx d e
X3 SXY Xl ﬁXY X4. ﬁxy XZ

Por outro lado, se consideramos a ordem total admissivel <1, temos que

X <5 X3 9p X0 5 Xy,

Jd considerando a ordem ﬁi temos que
Xo 9 X < X4 917 Xs.

Observaciao 4.3.11 As primeiras trés ordens (<,<,<Yy) em L* preservam as ordens de
Xu e Yager sobre L* assim como, a ordem usual de [0,1], isto é, cada <€ {<,<,<%y}
satisfaz as seguintes duas propriedades: x <y sss 0(x) < ¢(y) ex <xy y sss Y(X) < y(y).
Por outro lado, a ordem total Sl]’i preserva tanto a ordem usual de |0, 1] quanto a ordem
dpx.

Corolario 4.3.12 (IL*, <), (IL*, <), {IL*, <5, (L*, <%y, (L*, <45, e (L, <% sdo re-

ticulados limitados.

Demonstracdo: Como toda ordem total € trivialmente um reticulado, entdo faltaria
provar que (L*, <), (IL*, <), (IL*, <55, (L*, <%y, (L*, <99, e (IL*, <% ) sio limitados,
ou seja, tém um menor e um maior elemento. Como Op e 1y s@o os tnicos LL*-valores
com indice de pontuacdo -1 e 1, respectivamente, entdo Op+ e 1y« € sd0 os menores e
os maiores elemento dos reticulados (IL*, <) e (IL*, <). Além disso, claramente, Oy« e
1+ também sdo os menores e maiores elementos dos reticulados (L*, <% ), (L*, <9*) e
(L*, <%y ). Porém, para (L*, <%% temos que o menor elemento é ([0, 1],[0,0]) e o maior
elemento é 1y «. OJ

Analogamente a nocdo de ordem total admissivel para I e L* vistas na se¢do 3.4,

podemos também dizer que uma ordem total < sobre IL* € admissivel se <+ =<, ou seja,

se X <Y sempre que X <p* Y.

Teorema 4.3.13 Se X <+ Yentdo X<Y, X<Y, X Y.
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Demonstracao: Seja X,Y € L* tal que X <+ Y. Entdo pela Equagdo (3.5), X <1 Y
eY <L X. Sem perda de generalidade podemos assumir que X # Y e portanto v(X) —
v(X) < v(Y)—v(Y) e, consequentemente, S(X;,Y;) < S(X2,¥2). So, X < Ye X < Y. Por
outro lado, pela Proposi¢ao 3.4.5, X<, Ye Y <. X. Portanto, pela Equagdo (4.22), temos
que X7 Y. O

Desta forma, ﬁi, < e < sdo ordens totais admissiveis sobre IL*. No entanto, a ordem
total <%y, definida pela Equacdo (4.22) considerando <xy, nao ¢ admissivel. De fato,
dado os seguintes elementos de L*: X = ([0.2,0.5],{0.2,0.3]) e Y = ([0.1,0.4],[0.3,0.4]).
Entdo s([0.1,0.4]) = —0.5 < —0.3 = 5([0.2,0.5]) e portanto [0.1,0.4] <xy [0.2,0.5].
Logo, X <%y Y. Porém, como [0.1,0.4] <z, [0.2,0.5] ¢ [0.2,0.3] <1, [0.3,0.4], temos que
Y <+ X. Desta forma podemos concluir que a admissibilidade de < ndo € uma condi¢ao
suficiente para <* ser admissivel. Mas, como serd provado a seguir, a admissibilidade de

< é uma condi¢ao necessdria para a admissibilidade de <*.

Proposicao 4.3.14 Seja < uma ordem total sobre IL. Se <* é uma ordem total admissivel

sobre ¥, entdo < é uma ordem total admissivel sobre L.

Demonstracdo: SejaX,Y €L tal que X <, Y. Entdo, pela Equagdo (4.1), (X,[0,0]) <p=
(Y,[0,0]). Assim, uma vez que <* é admissivel, temos que (X, [0,0]) <* (¥,[0,0]). Logo,
pela Equagdo (4.22), X <Y ou (X =Y ¢ [0,0] < [0,0]) e portanto X <Y. O

Esta proposi¢cdo motiva o seguinte problema em aberto:

Caracterizar as ordens admissiveis < sobre I que satisfazem a propriedade

de <* ser uma ordem total admissivel sobre L*.

Também propomos uma nova forma de construir ordens totais (admissiveis e nao ad-
missiveis) para L*-valores, seguindo o mesmo principio do Teorema 4.3.9 mas conside-

rando outros intervalos.

Teorema 4.3.15 Seja < uma ordem total sobre L. Entdo a relacdo bindria <* sobre IL*,

definida para qualquer X,Y € L*, por

* — «— — — = —
X<'Ysss X<You(X=YeX<Y) (4.23)
é uma ordem total sobre IL*. Além disso, se < é admissivel entdo <* também é admissivel.

Demonstracao: Segue de forma andloga a prova do Teorema 4.3.9 que <* € uma ordem

total. Por outro lado, suponha que < é admissivel. Seja X,Y € L* tal que X <p* Y.
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< e X. Logo, X¢ <p Y¢. Assim, pela Eq. (3.5),
Y), 7(X9) < 7(Y9) e AXY) < A(Y®). Portanto, pelas
L YeX <L Y. Consequentemente, por < ser admissivel,
Y. Portanto, pela Eq. (4.23), temos que X<*Y. O

Entdo pela Equacdo (4.1), X
vX) < v(Y), AX) <
Equacdes (4.7) e (3.5), X

<

<« — —
temosque X < Y e X

4.4 [L"-Representacao do OWA

4.4.1 L*-Representaciao de Funcoes sobre L

A nog¢do de pertinéncia sobre L*-valores também permite adaptar a noc¢do de repre-

sentacdo intervalar para a [L*-valores da seguinte forma.

Definicao 4.4.1 Seja F : 1" - L e F : L* —1L* F éuma L*-representacdo de F se
para cada X; € L*, e X; €* X, comie N, F(Xy,...,X,) €* F(Xy,...,Xp).

Dada duas funcdes G, ¥ : L*" — L*, dizemos que F é mais estreita que G, deno-
tado por G Cp+ F se para qualquer X; € L* com i € N, temos que 7 (Xy,...,X,) <*
G(Xi,...,X,). Analogamente ao caso de L-representacdes, dizemos que F € uma L*-

representacdo melhor de uma fungdo F : L" — L que uma L*-representacdo G de F se

g Crx F.

Teorema 4.4.2 Seja F : L" — L uma fungdo isoténica. Entdo F : L*" — L* definida por

F(Xi,.... X)) =([FX1,....X),FX1,.... X)L, [1-F(X1,....X), 1 -F(X1,....X)])
(4.24)

é uma IL*-representacdo de F. Além disso, se F é uma outra L*-representacdo de F

entdo F Ty« F.

Demonstracao: Seja X; € L* com i€ N,. Uma vez que, F ¢ isotdnica em relagdo a
<L, entdo para cada X; € X; com i € N,;, temos que F(Y, ... ,()(7) <y F(Xy,...,X,) <1
F(X1,...,X;) eportanto F(X|,....X,) <F(X1,....X,) < F(X],....X») e F(X1,....X,)
<F(Xi,.... X)) <F(X],...,X;). Logo,

F(Xi,... X € [FKi,.... %), FKT.. X)) = (X1, X e
B S — — < — — . - c
FiXt, X e [FXL,.... %), FXT,....X0)] = F(X1,....X,) -

Consequentemente, F(X1,...,X,) €* F(Xy,...,X,).
Se ¥ : L* — LL* é uma outra L*-representacio de F, entdo para cada X; € L*, e X; €*
X;, com i € N, temos que F(X{,...,X,) €* F(X|,...,X,). Em particular, F()((_l, .. ,)((_n),
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F(X17...,)T,:) e* F(X1,...,Xp). Logo,pordeﬁnigﬁodee*,F()((_l,...,)((_n),F()?,...,)T,:)e
FX1,....Xn) e FX1,.... X0, FX1,....X) e F(X1,....X,), ouseja, | - F(X],...,X,),

1-F ()((_1, ... ,)((_n) eF (X/l,\/, X,). Consequentemente,

—_—~——— /—~

X)) € FXq,.. LX) e F(X,...,X,) € F(Xq,...,X,).

P
—_—— —_——

F(X

Assim, pela Equacdo (4.10), F(Xy,...,X,) <* F(Xi,...,X,) e portanto F =y F.

O
Corolario 4.4.3 Seja F : " — L uma funcdo isotonica. Entdo
F(X1,...X,) =FX1,...X) e F(X,....X,) = F(X1,....X,,). (4.25)
Demonstracao: Direto do Teorema 4.4.2 e da Equacao (4.7). ]
Corolario 4.4.4 Seja f:[0,1]" — [0, 1] uma fungdo isotonica. Entdo
= ~ ~~cC ~c
fXy,...,.X,) = (f(?(vl,,&l),f(Xl ooy X)) (4.26)
Demonstracao: Direto do Teorema 4.4.2 e da Equacao (4.7). ]

Proposicio 4.4.5 Se F : " — L uma fun¢do isoténica, entdo F(Ds) < Ds e F(D) < D.

Demonstracdo: Suponha que X; € Ds para todo i € N,,. Entdo X; = ([x;,xi], [vi,yi])
para algum x;,y; € [0,1] tal que x; +y; < 1. Como Yl =[x, 1 —yi] = )_(: entdo, pela
Equagdo (4.24), F(X1,...,X,) e F(Xy,...,X,) sdo intervalos degenerados e portanto

—_———

F(X1,...,X,) € Ds.

Por outro lado, suponha que X; € D para cada i € N,. Entdo X; = ([x;,xi],
[1—x;,1—x;]) para algum x; € [0,1]. Uma vez que 3?, = [xi,xi] = Z entdo, pela Equa-
cio (4.24), F(Xy,....X,) e F (Xl/,\,/Xn) sdo intervalos degenerados e F (Xl,’\,/Xn) =

—_———

F(X1,....X,) . Logo, F(X1,...,X,) € D. 0

Lema 4.4.6 Seja X,YcL* Entio X< Y eX C 7sss2§<¥e§~(<?. Dualmente,
XQXeﬁg?sssiévei)S?.

V(X). AY) < AX), v(X9) < v(Y)
Y < Y. O outro caso € andlogo. [J
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Proposicao 4.4.7 Seja F : " — L uma funcdo isotonica. Entdo,

—_————

F(Xi1,...,X) = F(X1,....Xn) e F(X1,....X,) = F(X1,....X)). (4.27)
Demonstracao: Direto do Lema 4.4.6 e Corolério 4.4.3. n
Proposicio 4.4.8 Sejam F,G : L" — L fungées isotonicas. Se F =y, G entdo F =y« G.

Demonstracao: Uma vez que, F C, G, entdo para todo i € N, e X; € L*, temos que
GXi,...X,)cFXi,...X)eGX,....X,) = F(X],....X,). Logo, F(X,....X,) <

X, X) <6X,...X) < FXi,... X)) e FXT,.., X)) < G(X,.. 0 X) <
G(X1,...,X,) <F(X1,...,X,). Portanto, pelo Teorema 4.4.2, temos que F' (X1, ..., X,) C*
5(X1,...,X,), ou seja, F Cps G.

G

[

Note que, considerando o ponto de vista intervalar para [L*-valores, temos que:

F(Xp,....X,) ~[FX1,....X,),FX],....X))].

4.4.2 L*-Representacdes de Funcoes [0, 1]-Valoradas

Sejaxe[0,1] e X eL*. Entdo x ** X se 0(x) =* X, ou seja, se 1 — 7(X) <x < A(X).

Ha uma estreita relagdo entre €* e €** como pode ser apreciado na seguinte proposi¢ao.
Proposicio 4.4.9 SejaXelL*eXelL. Xe*Xsss X e XeX e** X

Demonstracdo: Como, trivialmente, w = [x,x] = (I)(—xj para qualquer x € L, entdo
Xe*X sss YéLXQLY
SSS X <L [X X] <L [)_(,)_(] IL
sss O(X)c*Xed(X)c=*X pela Eq. (4.9)

sss Xe*XeXe*™ X pela def. de e**
]

Considerando esta nog¢do de pertinéncia podemos naturalmente estender a nocao de
L-representacdo de funcdes fuzzy para LL*-representacdo de funcgdes fuzzy e introduzir

uma nova nocdo de inclusdo para LL*-valores.

Defini¢do 4.4.10 Seja f:[0,1]" — [0,1] e F : L*" — LL*. F é uma L*-representagdo de
f se para cada X; € L* e x; €** X, com i € N, temos que f(xi,...,x,) € F(Xi,...,Xp)
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Seja X, Y € L*. Entdo, X <** Y se quando x €** X, também temos que x €** Y.
Porém, <** nao é uma ordem parcial (ndo satisfaz a propriedade de antisimetria por
exemplo, falha para X = ([0.2,0.3],[0.4,0.5]) e Y = ([0.1,0.3],[0.2,0.5])). Portanto, s6
consideramos <* como a extensdo da ordem de inclusdo para LL*.

Analogamente ao caso de L-representacdo, dizemos que uma L*-representacdo F
de uma fungdo f: [0,1]" — [0,1] é melhor que uma outra L*-representacdo G de f se

G Cp« F.
Proposicao 4.4.11 Seja f:[0,1]" — [0,1] e F : L" — L fungées isotonicas. Se F é uma

LL-representacdo de f entdo F é uma L*-representacdo de f.

Demonstracdo: Se x; €** X; para todo i € N, entdo ¢(x;) = ([x;,x;],[1 —x, 1 —x]) =* X.
Assim, pela Equagdo (4.10), temos que [x;,x;] S Xi e [xi,xi]¢ < X;, ou equivalente-
mente, [x;,x;] S )Z,-C. Portanto, x; € )Zi ex; € )Zic. Assim, por F' ser uma L-representacdo
de f, temos que f(x1,...,x,) € F(Xi,...,Xy) e portanto, [f(x1,...,xn), f(x1,...,x)] S
F(Xipy- Xn) € [fln,exn), fxn, . x)]€ F(XNIC,...,XNHC)C. Consequentemente,

n
~

pelo Coroldrio 4.4.4, temos que [f(x1,...,%n),f(x1,...,%,)] S F(Xy,....X,) e

[F(x1,esx), (X1, x0)]SSF (X1, ..., X,,). Portanto, O(f(x1,...,x,)) * F(X1,...,X,),
ou seja, f(x1,...,x,) €** F(Xy,...,X,). Logo, F é uma LL*-representacio de f. O

Teorema 4.4.12 Seja f : [0,1]" — [0, 1] uma fungdo isotonica. Entdo f é a melhor L*-

representagdo de f, com respeito a =y x.

Demonstracao: Das proposicdes 3.5.2 e 4.4.11 e Observacdo 3.5.3 segue que f é
uma LL*-representacdo de f. Assim, somente faltaria provar que é de fato a melhor LL*-
representacdo de f.

Dada uma outra L*-representacio F : L*" — LL* de f e X; € L* para cada i € N,,
se X; €* X, com i € N, entdo pela Proposi¢do 4.4.9, temos que: X; €™ X e X; e**
X;. Logo, como ¥ é uma L*-representacdo de f, f(Xi,...,X,) € F(X1,...,X,) e
f(X1,.... %) € F(Xi,...,X,). Portanto, pela Equacio (3.13), f(Xi,...,X,) €**
F(X1,....X) e f(X1,...,X,) € F(Xi,...,X,). Consequentemente, pela Proposicio
4409, f(Xl,...,Xn) €* F(Xy,...,X;), ou seja, F é uma LL*-representacio de f. Assim,
pelo Teorema 4.4.2, F =« f, e portanto f ¢ uma melhor L*-representacdo de f que .

O

4.4.3 A Melhor L*-Representaciao do Operador OWA

Funcdes de Agregacdo t€ém um papel importante em teoria dos conjuntos fuzzy e,

portanto, resulta natural estender esta defini¢cdes para o contexto de CFIAIV.
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Definicdo 4.4.13 Uma funcdo A : L™ — L* é uma funcdo de agregacdo intuicionista

intervalarmente valorada de aridade n quando satisfaz as seguintes condicoes:
1. Se X; <p+ Y}, para cada i € N, entdo A(Xy,...,X,) <p+ A(Y1,...,Yn);
2. le(O]L*,... ,O]L*) = O]L* e ﬂ(lL*,.. . l]L,*) = IIL*

Com o objetivo de fornecer subsidio as extencdes dos operadores de agregacdo de
média ponderada (WA) e de média ponderada ordenada (OWA) para o contexto de LL*-

valores, introduzimos as seguintes operagdes sobre IL*:

Produto escalar: A multiplicacdo ® de um escalar A € [0, 1] por X € L* é definida como:

LOX = (AX,AX). (4.28)
Divisdo por um inteiro positivo: Sejan € Z" um inteiro positivo, entdo % = %@X.
Soma limitada: Seja X,Y € L*. Entdo

X®Y = (X[+]Y, X[+]Y). (4.29)

Claramente estas operacdes estdo bem definidas, ou seja, sempre retornam um ele-

mento de L*.

Definicao 4.4.14 Seja [ um conjunto finito de indices e A um vetor de pesos de tamanho

n
n, ou seja, A = (Ay,...,A) € [0,1]" tal que >, A; = 1, onde n é a cardinalidade de I.
i=1
Defina a média ponderada intuicionista intervalarmente valorada 1.* —WA por

n
L*~WAx(Xi, . Xn)= Y L OX; (4.30)
i=1
onde a somatdria € relativa a soma limitada.

Lema 4.4.15 Seja X,Y € L* e A1, A € [0,1] tal que A + Ay < 1. Entdo M OX[+]A O
Y = (}VIX + 7u2¥, 7»1;( + 7»2?)

Demonstracao: Direto das Equacdes (3.14), (4.28) e (4.29). O

Teorema 4.4.16 Seja A um vetor de pesos. Entdo L* —WAx = Wa\,\ ou seja, é a melhor

L*-representacdo do operador de média ponderada.
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Demonstracao: Primeiro note que pela monotonicidade do operador de média ponde-
o _ n
rada, waa (Xi,...,X,) = [waa(X1,...,Xn), waa(X1,...,X,)] = >} LiX;. Logo, pelo Coro-
i=1
lario 4.4.4 e Lema 4.4.15,

wan(X1,...,X,)

I
N
>
24
N
<
Lol
I
N
ol
®
>

O]

Definicao 4.4.17 Seja I um conjunto finito de indices e A um vetor de pesos de di-
mensdo n. Defina a média ponderada ordenada intuicionista intervalarmente valorada
L*—OWA, como:

L*—OWAA(X1,...,Xp)= > MO Xy (4.31)
i=1

onde o somatorio é com respeito a soma limitada e

Xy = ([VX)y i) A Xy, (0] [V Xy i), A Xy, (]) (4.32)

com ¥;:{0,1...,n} —{0,1...,n} para cada j € Ny, sendo permutagées tais que para

qualquerie N,_q:

L 7 Xy i) = V(X)y (i+1),

2. AX )y (i) = DXy (it1)s

~

3. VX)y,e) = VI

ool

)'Y3(i+1)’ e

Pk

4. A X)) = DXy ie1)-

Teorema 4.4.18 Seja A um vetor de pesos. Entdo L* —OWAp = OTVE\. Em outras pala-
vras, L*—OWAp é a melhor L* -representacdo do OWA.

Demonstracao:

L*—OWAA (X1, ..., X,)

= 2 LOXy; pela Eq. (4.31)
i=1

= LT_WAA(XYU)"“?XY(H)) pela Eq. (4.30)

= wax Xy, - Xym)) pelo Teo. 4.4.16

—~—C

= (Waa(Xy1), - X)) WA (X1 e Xy )6) pelaEq. (4.26)
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= (War([VX)y 1), A X))+ [V Xy ) A Xy ()]

~

wan ([7 (X (iys A Xy (- [V Xy i), AKXy ()]
= (waa(V Xy 1)+ V(X)yi () s Waa (A Xy (1) -+
( (i)w(l)a---71*A(i)74(n))7

wan(1=7 (X)ys1)s-- -+ 1= 7 (X)ys () 1) pela Eq. (3.13)
= ([owaa(V(Xy),..., V(Xn)),owan(A(Xy), ..., AXKp))],

~

[owar(1-A(X1), ..., 1=-A (X)) owap (1— 7 (X1), ..., 1— 7 (X))]¢) pela Eq. (3.1)

)) pela Eq. (4.32)
(X)'Yz(n))]7

= (owan(X1,.... Xy) owan (X1 ..., X, )°) pela Eq. (3.13)
= owap(Xy,...,X,) pela Eq. (4.26)
O

Teorema 4.4.19 L*—WA\ e L*—OWA, sdo operadores de agregacoes sobre 1L*. Além
disso ambas sdo comutativas, idempotentes e limitadas pelo infimo e supremo do reticu-
lado {IL*, <+ ).

Demonstracao: Direto do Corolario 4.4.4, temos que: L*—WA, e L* —OWA, sdo isoto-

nicas com respeito a ordem < . Por outro lado,

L*—WAN (s, 0) = (3 40,01, (3 A[1,1]6)°) pelo Teo. 4.4.16

n
= ([0,0], (Zl 2:0,0])%)
1=
= ([070]7 [O7O]c>
= Op_«
Analogamente, temos que: L*—WAx(1p#,...,1p#) = Ip+. Portanto, L*—WA, é um

operador de agregacdo em (IL*, <px ). A comutatividade de L*—WA, resulta trivialmente

da comutatividade e da soma intervalar. Ja a idempoténcia, segue:

I
L=
R
s
[
<
S0

L*—WAA(X,...,X) X)) pelo Teo. 4.4.16

~
—
—

[
~—

I
—_
~

I
—_

= IPM=
= >
| |
R g
we M
Z Z

Il
—_

Il
—
—~

I
I
M=
>
52

k=)
I X
w4

I
N

A prova de que L* —WA, € limitado segue da Proposicdo 4.4.8 e Observacgdo 3.5.5.
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Finalmente, a prova de que L*—OWA, € um operador de agregacdo com respeito a

(IL*,<p* ), comutativo, idempotente e limitado é analoga. O
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Capitulo 5

Proposta de Métodos de Tomada de

Decisao

Existem diversos métodos em que ldgica fuzzy pode auxiliar na tomada de decisao.
Estes métodos podem ser classificados em dois: aqueles que sao baseados em relacdes de
preferéncias fuzzy (por exemplo ver [42, 80, 96, 122]) e aqueles baseados em matrizes de
decisdo fuzzy (por exemplo ver [29, 86, 187]).

Apresentaremos um exemplo de método de tomada de decis@o multi-critério que con-
sidera um grupo de especialistas, baseado em matrizes de decis@o fuzzy intuicionistas de
Atanassov intervalarmente valoradas, onde os operadores de OWA e WA L*-valorados

que foram propostos no capitulo anterior podem ser usados.

5.1 Meétodo de Tomada de Decisao Multi-atributo e Multi-

Especialista Baseado em Matrizes de Decisao [."-Valoradas

Seja E = {ey,...,e;,} um conjunto de especialistas, X = {xj,...,x,} um conjunto fi-
nito e ndo vazio de alternativas, e A = {ay,...,a,} um conjunto de atributos ou critérios.
O tomador de deci¢do determina um vetor de pesos W = (wl,...,wp)T para os atribu-

tos. Um método de tomada de decisdo multi-atributo e multi-especialista (MTDMAME)
baseado em matrizes de decis@o fuzzy intuicionistas de Atanassov intervalarmente valo-
radas (MDFIAIV) € um algoritmo que determina o ranking das alternativas em X baseado
na opinido de cada especialista em E, os quais avaliam o quanto cada alternativa satisfaz
cada atributo. Em particular, consideraremos o caso onde essa avaliacdo o especialista
tem certa imprecisdo e hesitacio ao momento de fornecer sua nota o que modelamos
usando valores intuicionistas de Atanassov intervalares.

Propomos o seguinte método (algoritmo) para obter tal ranking:

75



Capitulo 5. Proposta de Métodos de Tomada de Decisdo

Entrada: X, W, e para cada / = 1,...,m uma matriz de decisdo R! de dimenséo n x p
L.
1) ?
0 quanto a alternativa x; atende o atributo (ou critério!) a -

onde cada posicdo (i, j) em R/, denotada por R.., contém um LL*-valor, o qual reflete

Saida: Um ranking r: X — {1,...,n}, significando que uma alternativa x € X é melhor
que uma alternativa y € X, denotado por x >y, sempre que r(x) < r(y) e r(x) = r(y)
significa que o método foi incapaz de determinar se x é uma alternativa pior ou

melhor que y?, denotado por x ~ y.

Passo 1: Agregar as MDFIAIV dos especialistas em uma dnica MDFIAIV R C, cha-

mada de matriz de decis@o de consenso, definida paracadai=1,....,ne j=1,...,p,
como:
— 1
onde A = (Ag,...,Ay) é 0 vetor de pesos:
e Caso m for par: A; = ﬁ + —— paratodoi=1,..., F.e X = Apy1-i para
22 Y 22m
cadai=7+1,...,m.
e Caso m for fmpar: A; = 14— + —1— + 4l para todo i = 1,...7’"7“, e
P R S
Ai = Mps1—i paracadai = mTJ’l +1,....m.
Passo 2: Para cada alternativa x;, com i = 1,...,n, usando way, determine o indice
coletivo total L*-valorado O; como segue:
Oi = waw(RCjy, - RCip) (5.2)

Passo 3: Determinar um ranking das alternativas considerando uma ordem total admissi-
vel em IL* e escolher a alternativa que tiver o maior indice coletivo total. A fungdo
de saida r: X — {1,...,n} é definida por r(x;) = j sss O; é o j-ésimo maior indice
coletivo total. Observe que se duas ou mais alternativas, por exemplo x e y, t€m o

mesmo indice coletivo total, entdo r(x) = r(y) e portanto x ~ y.

'No caso de se tratar de um critério de custo (ou seja negativo) serd considerado seu complemento (a
negagdo IL*-valorada padrio).

2A maioria dos métodos de tomada de decisio admitem situacdes (configuragdes) em que eles sdo
incapazes de discriminar qual entre duas alternativas diferentes é melhor.
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Tabela 5.1: Avaliagcao do especialista pj.
R! aj a as aq
A1 | ([0.4,0.81,[0.0,0.1]) ([0.3,0.6],[0.0,0.2]) ([0.2,0.7],[0.2,0.3]) ([0.3,0.4],[0.4,0.5])
Ay | ([0.5,0.71,[0.1,0.2])  ([0.3,0.5],[0.2,0.4]) ([0.4,0.7],[0.0,0.2]) ([0.1,0.2],[0.7,0.8])
Az | ([0.5,0.71,[0.2,0.3]) ([0.6,0.8],[0.1,0.2]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2])  ([0.6,0.8],[0.0,0.2])

Tabela 5.2: Avaliacdo do especialista p.
R? aj ap as ay
A | ([0.5,0.9],[0.0,0.1D) ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) ([0.5,0.8],[0.0,0.1]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2])
Ay | ([0.7,0.8],[0.1,0.2])  ([0.5,0.6],[0.2,0.3]) ([0.5,0.8],[0.0,0.2]) ([0.5,0.6],[0.3,0.4])
Az | ([0.5,0.6],[0.1,0.4]) ([0.6,0.7],[0.1,0.2])  ([0.4,0.8],[0.1,0.2]) ([0.2,0.6],[0.2,0.3])

5.2 Exemplos Ilustrativos do Primeiro Método

Apresentaremos dois exemplos ilustrativos da aplica¢cdo do método proposto conside-
rando quatro ordens totais admissiveis e compararemos os ranking obtidos com o obtido

por [169] no primeiro caso € com os obtidos em [159, 160] para o segundo caso.

5.2.1 Primeiro Exemplo Ilustrativo

Considere o problema de adquirir um sistema de ar condicionado central usado como
exemplo em [169]. Consideram-se trés alternativas de sistemas de ar-condicionado central
{A1,A2,A3}; quatro atributos: a; (economia), a; (funcionalidade), a3 (operacionalidade)
e a4 (longevidade); e trés especialistas {p1, p2, p3}. Via o uso de métodos estatisticos,
para cada especialista p;, alternativa A; e atributo a;, determina-se um grau intervalar
de pertinéncia e um grau intervalar de nio-pertinéncia, ou seja, um L*-valor, conforme
constam nas Tabelas 5.1, 5.2 € 5.3 (0 mesmo usado em [169]). O vetor de pesos para os
atributos é W = (0.2134,0.1707,0.2805,0.3354) 3.

Como hé trés especialistas (m = 3), entdo o vetor de pesos € calculado como segue:

3Em [169] foram considerados os pesos V = (0.35,0.28,0.46,0.55) que ndo satisfazem a condigdo que
a soma dos pesos seja 1. W € o vetor de pesos obtidos através da normalizacdo padrio de V.

Tabela 5.3: Avaliagcdo do especialista p3.
R3 ap a as as
A | ([0.3,0.91,[0.0,0.1]) ([0.2,0.5],[0.1,0.4]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2]) ([0.3,0.6],[0.3,0.4])
Ay | ([0.3,0.8],[0.1,0.2])  ([0.5,0.6],[0.1,0.3]) ([0.2,0.8],[0.0,0.2]) ([0.3,0.5],[0.2,0.3])
Az | ([0.2,0.6],[0.1,0.2]) ([0.2,0.6],[0.2,0.3]) ([0.3,0.6],[0.1,0.3]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2])
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Tabela 5.4: Matriz de decisao de consenso
4

RC ap ar as as

A | ([0.4,0.871],[0.0,0.1]) ([0.3,0.53],[0.13,0.371]) ~ ([0.371,0.73],[0.1,0.2]) ([0.33,0.571],[0.271,0.371])
Ay | ([0.5,0.771],[0.1,0.2])  ([0.441,0.571],[0.171,0.33]) ([0.371,0.771],[0.0,0.2]) ([0.3,0.441],[0.387,0.487])
Az |([0.412,0.63],[0.13,0.3])  ([0.483,0.7],[0.13,0.23])  ([0.371,0.7],[0.1,0.23]) ([0.4,0.71,[0.1,0.23])

A Tabela 5.4 apresenta matriz de decisdo de consenso obtida das Tabelas 5.1, 5.2 e
5.3 considerando a Equacao (5.1).

O indice coletivo total € calculado usando a Equacao (5.2) como segue:

o 0; = ([0.3509555488,0.6721],[0.140916,0.2651])
o 0, = ([0.3867014634,0.6262],[0.180441,0.3184])

o 03 = ([0.4086795732,0.6848],[0.111192,0.2443])

Assim, considerando este indice coletivo total e as ordens totais admissiveis apresen-
tadas na secdo 4.3, obtemos os rankings na Tabela 5.5.

Portanto, a ampla maioria dos rankings obtidos (80%) coincidem em que A3 € a me-
lhor alternativa e e que A; € melhor de que A;. Assim, podemos dizer que o ranking
que mais concorda com os 5 rankings obtidos (4 obtidos pelo método proposto e o outro

obtido em [169]) seria o ranking

Az > A1 > Ay

que de fato se repete em 3 deles.

Tabela 5.5: Rankings obtidos considerando algumas ordens totais admissiveis sobre L.*.
G < | < | <y | 11691

5.2.2 Segundo Exemplo Ilustrativo

Considere o problema de escolha de um investimento usado como exemplo em [159,
160]. Este problema considera uma empresa de investimentos a qual lhe gostaria inves-
tir uma determinada quantia de dinheiro em uma das seguintes possiveis alternativas: A

uma revendedora de carros; A, um restaurante; A3 uma loja de venda de equipamentos de
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Tabela 5.6: Avaliacdo do especialista e;.

R! aj a as aq

A; | ([0.4,051,[03,04]) ([0.4,0.6],00.2,0.4]) ([0.1,0.31,[0.5,0.6]) ([0.3,0.4],[0.3,0.5])
A> | ([0.6,0.71,[0.2,0.3])  ([0.6,0.71,10.2,0.3])  ([0.4,0.71,[0.1,0.2])  ([0.5,0.6],[0.1,0.3])
As | (10.6,0.71,[0.1,0.2])  ([0.5,0.61,[0.3,0.4])  ([0.5,0.6],[0.1,0.3])  ([0.4,0.5],[0.2,0.4])
As | ([03,0.41,/0.2,03])  ([0.6,0.7],[0.1,0.3])  ([0.3,0.4],[0.1,0.2])  ([0.3,0.71,[0.1,0.2])
As | ([0.7,0.81,[0.1,0.2])  ([0.3,0.51,0.1,0.3])  ([0.5,0.6],[0.2,0.3])  ([0.3,0.4],[0.5,0.6])

Tabela 5.7: Avaliacdo do especialista e;.

R? ap a as as

A1 | ([0.3,0.4],[0.4,0.5]) ([0.5,0.6],[0.1,0.3]) ([0.4,0.5],[0.3,0.4]) ([0.4,0.6],[0.2,0.4])
Ay | ([0.3,0.6],[0.3,0.4]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2])  ([0.5,0.6],[0.2,0.3]) ([0.6,0.7],[0.2,0.3])
Az | ([0.6,0.8],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.1,0.2])  ([0.5,0.7],[0.2,0.3]) ([0.1,0.3],[0.5,0.6])
A4 | ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) ([0.5,0.8],[0.1,0.2]) ([0.2,0.5],[0.3,0.4]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2])
As | ([0.6,0.7],[0.2,0.3]) ([0.6,0.7],[0.1,0.2]) ([0.5,0.7],[0.2,0.3]) ([0.6,0.7],[0.1,0.3])

informatica; A4 uma farmacia; e A5 uma academia. Esta escolha deve ser feita tomando
em conta os seguintes quatro critérios benéficos: ¢ rentabilidade; ¢, andlises de cresci-
mento; ¢3 impacto socio-politico; e ¢4 cultura da empresa. As cinco possiveis alternativas
serdo avaliadas por trés especialistas ey, e € e3, 0s quais avaliam o quanto cada alternativa
satisfaz e o quanto ndo satisfaz cada um dos critérios por separado e considerando uma
imprecisao ou nivel de seguranca na sua avaliacdo. Essas avaliacdes sdo entdo normali-
zadas para serem elementos de L* e colocadas na forma de matrizes como apresentados
nas Tabelas 5.6, 5.7 ¢ 5.8 (as mesmas consideradas em [158, 159, 160]).

Como em [159, 160] ndo foram considerados um peso para os critérios, porem aqui
consideramos que todos tém o mesmo peso, ou seja, W = (0.25,0.25,0.25,0.25). Os ran-
kings obtidos usando o método proposto considerando as quatro ordens totais admissiveis
do exemplo anterior assim como os ranking obtidos em [159, 160] s@o apresentados na
Tabela 5.9.

Fazendo uma andlise minuciosa destes rankings, podemos concluir que hd um con-
senso absoluto de que a alternativa A € a pior de todas seguida da alternativa A4. Por
outro lado, se calculamos para as outras trés alternativas, a quantidade de vezes que ob-

tiveram melhores posicdes nos rankings que as outras alternativas, obteremos a Tabela

Tabela 5.8: Avaliagcdo do especialista e3.

R3 ai ap as ay

Ay | ([0.2,0.51,[0.3,0.4]) ([0.4,0.5],[0.1,0.2]) ([0.3,0.6],[0.2,0.3]) ([0.3,0.7],[0.1,0.3])
Ar | ([0.2,0.7],0.2,0.3]) (]0.3,0.6],[0.2,0.4]) ([0.4,0.7],[0.1,0.2]) (][0.5,0.8],[0.1,0.2])
Az | ([0.5,0.6],[0.3,0.4]) ([0.7,0.8],[0.1,0.2]) ([0.5,0.6],[0.2,0.3]) ([0.4,0.5],[0.3,0.4])
A4 | ([0.3,0.6],[0.2,0.4]) ([0.4,0.6],[0.2,0.3]) ([0.1,0.4],[0.3,0.6]) ([0.3,0.7],[0.1,0.2])
As | ([0.6,0.71,[0.1,0.3]) ([0.5,0.6],[0.3,0.4]) ([0.5,0.6],[0.2,0.3]) ([0.5,0.6],[0.2,0.4])
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Tabela 5.9: Ranking obtidos pelo método proposto considerando diversas ordens totais e
os rankings em [159, 160].

Meétodo Proposto \ Métodos Propostos em [159, 160]
4G < < <%y || [160]  [159]7<0.378  [159] y=0.378 [159] 0.378<y<1 [159] y=1
As Ay Ay As As Az A3z ~ As As As
Aj As As Az Ay As Az Az ~ Ay
Ay Az Az Ay Az Ay A Ay
Ay As Ay A4 Ay Ay Ay Ay Ay
Al AL A A Ay Ay Ay A Ay

Tabela 5.10: Comparagdo baseada na Tabela 5.9.

R A Az  As
Al - 3 2
A3 |5 - 1
As | 7 7T -

5.10. Desta tabela, podemos concluir que o ranking mais razodvel baseado nos rankings

obtidos com o método proposto e os de Tan et al, seria:

A5 >A3 >A2 >A4 >A1

Este ranking de fato, coincide com o obtido em [159] para y€ (0.378,1) e com o método

proposto com as ordens totais admissiveis <f e <¥y.

5.3 Meétodo de Tomada de Decisiao Baseado em Relacoes

de Preferéncia [L*-Valoradas

Seja L um reticulado. Uma relacdo de preferéncia L-valorada sobre um conjunto finito
e ndo vazio X, € uma relacdo bindria fuzzy L-valorada R sobre X.

Consideremos uma indexacdo de X, isto € uma bijecdo / : N, — X, onde n € a car-
dinalidade de X. Por simplicidade notacional, para cada i, j € N, usaremos x; € R; ; em
vez de I(i) e R(x;,x;), respectivamente. O significado de R; ; € que a alternativa x; € pre-
ferida a alternativa x; (denotado por x; > x;) com um grau L-valorado R; ;. Usualmente,
€ requerido que a relagc@o de preferéncia também satisfaca propriedade de N-reprocidade,
ou seja, R; j = N(R;,;), onde N é uma negagdo L-valorada forte [129] ou alguma outra
condig¢do, por exemplo, consisténcia ou aditividade [50, 75].

A tomada de decis@o em grupo ou multi-especialista baseada em relagdes de prefe-
réncia L-valoradas consiste em: um conjunto finito, ndo vazio e indexado X = {xi,...,x,}

de alternativas, um conjunto finito, ndo vazio e indexado D = {dy,...,d,,} de tomadores

80



Capitulo 5. Proposta de Métodos de Tomada de Decisdo

de decisdo ou especialistas junto com um vetor de pesos A = (A,...,A;), ousejad; >0

m

paracadaie Ny, e > A =1, e as relagdes de preferéncia L-valoradas sobre X de cada
k=1

tomador de decisdo. Denotaremos a relacdo de preferéncia do tomador de decisdo dj por

Rk,

Existem diversos métodos para obter, de modo razodvel, um ranking das alternativas
como por exemplo os propostos em [4, 56, 98, 164, 182]. No entanto, o método do voto
¢ uma das estrategias mais simples e bem sucedidas para tomada de decisdo (ver por
exemplo [65, 84, 85, 97, 122]). Para o caso de valores fuzzy, a avaliacdo final de uma

alternativa x; considerando uma unica relagao de preferéncia R, é calculada como segue:

n
> Rij |- Ris
j=1

E claro que para o ranking final da o mesmo se normalizamos esses valores dividindo-os
por n— 1, isto é, se usarmos a média aritmética dos valores na posicao da linha i de R
que sdo diferentes de R;;. Analogamente como foi feito em [176], quando um grupo de
tomadores de decisdo com diferentes pesos € considerado, cada um com suas proprias
relagdes de preferéncia, agregamos essas relagdes de preferéncias IL*-valoradas usando
em cada posicdo a melhor L*-representacdo da média ponderada. Assim, o método é o

seguinte:

Entrada: X, A, e para cada [ = 1,...,m uma relacio de preferéncia L*-valorada R’ de
l

ij’
valor, o qual reflete o quanto a alternativa x; € considerada melhor que a alternativa

dimensdo n x n onde cada posicio (i, j) em R', denotada por R!.., contém um L*-

x; de acordo com o tomador de decisdo d;.

Saida: Umranking r: X — N,;, significando que uma alternativa x € X € melhor que uma
alternativa y € X, denotado por x >y, sempre que r(x) < r(y) e r(x) = r(y) significa
que o método foi incapaz de determinar se x € uma alternativa pior ou melhor que

y, denotado por x ~ y.

Passo 1. Agregar as relagdes de preferéncia L*-valoradas de cada tomador de decisdo
em uma unica relacdo de preferéncia IL*-valoradas R¢, chamada de relag¢do de pre-
feréncia coletiva, usando o operador de agregacao média ponderada considerando
A como vetor de pesos. Assim, R° é uma matriz de dimensao n x n onde a posi¢ao
R,‘;l. contém a média ponderada das preferéncias dos tomadores de decisdo para a

alternativa x; sobre a alternativa x;, ou seja,
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RS ; = wan(R!

mn
j ijoe o)

Passo 2. Obter a pontuacdo final de cada alternativa x;, que denotaremos por V;, com

i=1,...,n, “somando os votos”, usando a média ponderada, em R para x;, ou seja,

_ /pe c c c
Vi=wa(Riy,...,Ri;_,Ri 11, R )

Passo 3. Determinar um ranking das alternativas considerando uma ordem total admissi-
vel em LL* e escolher a alternativa que tiver o maior pontuagdo final. A funcao de
saidar: X — {1,...,n} é definida por r(x;) = j sss V; é a j-ésima maior pontuagio
final. Observe que se duas ou mais alternativas, por exemplo x e y, tém a mesma

pontuacdo final entdo r(x) = r(y) e portanto x ~ y.

Observe que, se considerarmos <p s, ou qualquer outra ordem parcial nao total em
vez de uma ordem total admissivel haveria uma maior incidéncia de situagdes em que
o método ndo consegue decidir entre duas ou mais alternativas qual é a melhor. Ja se
consideramos uma ordem total, tal que a média ponderada ndo seja isotOnica com respeito
a essa ordem, entdo existe a possibilidade de que alternativas evidentemente piores que
outras. Por exemplo, quando todos os especialistas ddo graus de preferéncias (IL*-valores)
menores para uma alternativa x; que para a uma outra alternativa x;, apos a aplica¢do da
média ponderada a alternativa x; obtenha uma pontuagao final maior de que x;, ganhando
dessa forma a pior alternativa.

Observe que, se alteramos a ordem entre os passos 1 e 2 no método proposto, ou
seja, para cada tomador de decisdo, aplicamos primeiro a média aritmética de seus graus
de preferéncias para obter uma pontuagao IL*-valorada de cada alternativa e depois, para
cada alternativa, usamos a média ponderada das pontuacdes no passo anterior, entao as

pontuacdes finais de cada alternativa sdo as mesmas que as obtidas pelo método proposto.

5.4 Exemplos Ilustrativos do Segundo Método

Compararemos o uso do nosso método com o proposto por Z. Xu em [182]. Consi-
deraremos trés exemplos ilustrativos. Aqui niao estamos interessados na forma como sao
elicitadas os graus intuicionistas intervalares que expressam as preferencias de cada espe-
cialista. Por exemplo, poderia ser requerido que cada experto de um valor (um grau) no

intervalo [0, 1] que represente o quanto ele acha que uma alternativa é preferivel a outra
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Tabela 5.11: Relacdo de preferéncia do tomador de decisdo d; em [182]

x|

x

x3

x4

Xs

X6

X1
)
x3
X4
X5
X6

([0.5,0.51,[0.5,0.5])
([0.2,0.3],[0.4,0.5])
([0.3,0.5],[0.2,0.4])
([0.4,0.5],[0.3,0.5])
([0.1,0.21,[0.7,0.8])
([0.5,0.71,[0.2,0.3])

([0.4,0.51,[0.2,0.3])
([0.5,0.5],[0.5,0.5])
([0.3,0.4],[0.1,0.3])
([0.4,0.5],[0.2,0.4])
([0.2,0.4],[0.2,0.3])
([0.5,0.6],[0.0,0.2])

([0.2,0.41,[0.3,0.5])
([0.1,0.3],[0.3,0.4])
([0.5,0.5],[0.5,0.5])
([0.3,0.6],[0.3,0.4])
([0.1,0.3],[0.4,0.6])
([0.3,0.5],[0.1,0.4])

([0.3,0.51,[0.4,0.51)
([0.2,0.4],[0.4,0.5])
([0.3,0.4],[0.3,0.6])
([0.5,0.5],[0.5,0.5])
([0.1,0.2],[0.5,0.8])
([0.6,0.71,[0.2,0.3])

([0.7,0.81,[0.1,0.2])
([0.2,0.31,[0.2,0.4])
([0.4,0.6],[0.1,0.3])
([0.5,0.8],[0.1,0.2])
([0.5,0.51,[0.5,0.5])
([0.4,0.5],[0.3,0.5])

([0.2,0.31,[0.5,0.71)
([0.0,0.21,[0.5,0.6])
([0.1,0.4],[0.3,0.5])
([0.2,0.3],[0.6,0.71)
([0.3,0.5],[0.4,0.5])
([0.5,0.5],[0.5,0.5])

alternativa, em seguida podem ser usadas funcdes de ignorancia, como em [38, 146], para

transformar esses valores em graus de pertinéncia intuicionistas intervalares.

5.4.1 Primeiro Exemplo Ilustrativo

Em [171] foi proposto um ambiente de hierarquia analitica baseada em técnicas de to-
mada de decisdo fuzzy de multiplos critérios para ajudar aos bancos a escolher estratégias
de fusdo com base em seis critérios seguintes: desempenho da gestdo, direitos e interesses
dos funciondrios, orientagc@o ao cliente, anélise financeira, politica financeira do governo
e gestao de risco. Em [182] foi considerado um comité composto por trés tomadores de
decisdo, cada um advindo de uma drea estratégica de decisao diferente, os quais compa-
ram individualmente cada par de critérios e expressam suas preferéncias através de um
valor intuicionista de Atanassov intervalar, a fim de incluir a sua incerteza e imprecisao

na avaliacdo. Foi considerado um peso para cada tomador de decisao

Condicdes Iniciais: Ha seis alternativas (X = {x1,...,x¢}), trés tomadores de decisdo
(d1,dp e d3) com suas respectivas relagoes de preferéncias IL*-valoradas (R, R% ¢
R3) apresentadas nas tabelas 5.11, 5.12 e 5.13, respectivamente, e o vetor de pesos
A =(0.4,0.3,0.3) para os tomadores de decisdo. Como as relacdes de preferéncias
[L*-valoradas de d3 em [182] para as alternativas x3 e x4 € invalido, ou seja, nao € um
L*-valor. N6s mudamos esses valores para um L*-valor o mais préximo possivel
do par de intervalos dados por [182] para ndo afetar o ranking final de Xu e manter
o principio de aditividade N-reciproca com respeito a negacao forte padrao em IL*,
ou seja, N(X,Y) = (¥,X)>. Assim, a menos desse L.*-valor, nos consideramos as

mesmas condic¢des iniciais de Xu em [182].

Passo 1: Relacio de preferéncia coletiva R® é apresentada na Tabela 5.14°.

Por exemplo,

Observe que em [182, Table 3] s6 ndo respeita este principio em R§~3 e Rg 5> OIS R%3 # N(R;z).
omitimos os zeros a esquerda para diminuir o comprimento da tabela.
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Tabela 5.12: Relacdo de preferéncia do tomador de decisdo dp em [182]

R? X1 X2 X3 X4 Xs X6
x| (10505100505) (103.0510.1,03]) (03,041,[0205) (040510304 (10.60.71,002,03]) ([0.2,0.41,[0.5,0.6])
x| ([0.1,031[03,05) (10505100505 (10.0,031002,03) ((03,04[02,05) (0.1,0.21,[0.30.5])  ([0.2,0.51,[0.3,0.4])
x| (102,051[03,04])  ([02,031[0.003) (1050.51[0.50.5) (10.2,041[0.405)  ([0.50.71,[0.1,02])  ([0.3,0.41,[0.4,0.6])
x4 | ([03,041[04,0.5)  ([02,051[03,04]) (1040500204 (0505100505 (1040.71[02,03)  ([0.0,0.21,[0.50.7])
x5 | (102,031[0.60.7)  ([03,050[0.1,02)  ([0.1,021[0.50.7)  (10.2,0.31[0.40.7)  ([0.50.51[0.505])  ([0.2,0.31,[0.3,0.6])
X | (105061[02,04]) ([03,041[0.20.5) ([04,0.61[0.304) (10.50.7,00.002) ([0.3,0.61,[0.2,03])  ([0.5,0.51,[0.5,0.5])

Tabela 5.13: Relacdo de preferéncia do tomador de decisdo d3z em [182]
R3 X1 X2 X3 X4 Xs X6
x| (05051[0505) (0507L00.1,02)  (103,05L002,04) (102,031[03,05) (10.50.81[0.002]) (10.3,0.51,[0.4,0.5])
x | (10.1,021[0.50.7)  ([05051[0.50.5) (103,041[0.40.6) (0.1,031[0.20.5)  ([0.2,0.41,[0.3,05])  ([0.2,0.31,[0.4,0.7])
x5 | (102,041[03,0.5) ([03,041[040.6) (05051[0.505) ([04,0.61,[0.304]) ([0.3,0.61,[0.1,02])  ([0.2,0.31,[0.3,0.4])
x4 | ([03,050[02,03])  ([0.2,0510.1,03])  (103,04[04,06]) (0505100505 (104,0.51[02,04])  ([0.4,0.6],[0.2,0.3])
x5 | (10.0,021[0.50.8]) ([03,051[0.204]) (0.1,021[0.30.6])  ([0.2,041,[0.405)  ([0.50.5[0.505])  ([0.4,0.51[0.3,0.5])
X6 | ([04,051003,0.5) ([04,071[0.20.3]) (103,041,0.203) ([02,0.31,004,0.6) ([0.3,0.5,[04,05]) ([0.50.51,[0.5,0.5])

¢, =([0.4-0.4+0.3-0.340.3-0.5,0.4-0.5+0.3-0.5+0.3-0.7],
[0.4-0.2+0.3-0.1+0.3-0.1,0.4-0.3+0.3-0.3+0.3-0.2])
=([0.16+0.09+0.15,0.240.15+0.21],
[0.08+0.03+0.03,0.12+0.09+0.06])
=([0.4,0.56],[0.14,0.27])
Passo 2: O vetor V com a pontuacio final de cada alternativa € o seguinte:

e V| =([0.36,0.518],[0.258,0.41]);

e V, =([0.152,0.318],[0.33,0.504]);

e V3 =([0.28,0.46],[0.236,414]);

e V4 =([0.318,0.504],[0.282,0.428]);

e Vs =([0.184,0.332],[0.392,0.582]) e

e Vs =([0.4,0.558],[0.208,0.376]).

Por exemplo, o célculo de V; foi feito como segue:
Tabela 5.14: Relagdo de Preferéncia IL*-valorada coletiva.

R° | x1 X2 X3 X4 X5 X6
x| (5,5105.5D) ([4.561[14,27))  ([26,431.[24,47]) (13, 441[34,.47) (61, 77L0.1,23)  (1.23,391,[47,61])
x| (L14,271[4,56)  (15.511.5.5]) ([13,33103,43) (123710285  (L.17,31[.26,46)  ([.12,32],[41,.57])
X3 | ([24,471026,43)  ([.27,371[.16,39)  (15..51.1.5,.5]) ([3,461,133,51))  ([4,.631[.1,.24]) ([.19,.371,.33,.5))
Xt | (34.47103,44)  (128,5L02.37)  (1.33.51L03.46)  (1.5.5105..5D) ([44,0.68],[.16,29])  ([.2,.361,.45,.58])
x5 | (L13,231061.77)  (1.26,461[17.3) (12411463  ([.16,291,[.44..68])  ([.5..5.5..5]) ([.3..441,[.34,.53])
X6 | (147.611023,39)  (L41,571112,32)  (1.33.5L1.19.37)  (145.581.2,36)  (1.34,.531[.3,.44)  (L.5.5LL5..5)

84




Capitulo 5. Proposta de Métodos de Tomada de Decisdo

Y

v [o 440.26+0.34+0.61+0. 23 0.5640.43+0.4440.77+0. 39]
vl 5 5
0.

=(
[ 14+40. 24+0 34+0.140. 47 0.27+40.4740.4740.2340. 61]
’ 5
.8 2.59 29 205
([IT? T]? [1T7 T])
=([

0.36,0.518],[0.258,0.41])

Passo 3: Como S(Vi) = 0.105, S(V5) = —0.182, S(V3) = 0.045, S(V4) = 0.056, S(Vs) =
—0.229 e S(Vs) = 0.187, entdo considerando as ordens totais admissiveis < e <,

em ambos os casos, o ranking obtido € o seguinte:

Xg > X1 > X4 > X3 > Xp > X5 (5.3)

Por outro lado, considerando a ordem total admissivel ﬁi, o ranking obtido por

este método € o seguinte:

Xg > X| > X4 > X3 > X5 > X) 5.4)

Considerando, a ordem total admissivel <}y tem-se o seguinte ranking:

Xg > X| > X4 > X3 > Xp > X5 (5.5

J4 o ranking obtido por Xu em [182] foi

Xg > X| > X4 > X3 > Xp > X5 (5.6)

Observacao 5.4.1 Assim, todos os rankings obtidos concordam nas quatro melhores al-
ternativas, ou seja, em que X¢ > X1 > X4 > x3. Porém, no ranking obtido com o método de
Xu e com o0 nosso com as ordens <, < e <xy, a alternativa x, é melhor que xs enquanto
com o método proposto mas para a ordem < é o oposto. No entanto, de acordo com as
Tabelas 5.11, 5.12 ¢ 5.13, Py 5 = ([0.2,0.3],[0.2,0.4]) <p« ([0.2,0.4],[{0.2,0.3]) = Py ,,

P35 =([0.1,0.2],[0.3,0.5]) <« ([0.3,0.5],[0.1,0.2]) = P2, e P; s = ([0.2,0.4],[0.3,0.5]) <p»

([0.3,0.5],[0.2,0.4]) = P ,. Portanto, todos os trés tomadores de decisdo coincidem em
que a alternativa x5 é melhor do que a alternativa x, e isto deveria ter sido refletido no

ranking final.
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Tabela 5.15: Relacdo de preferéncia IL*-valorada do especialista d;.

R! X1

X2

X3

X4

x1 | ([0.5,0.51,00.5,0.5])
x | ([0.4,0.51,00.2,0.3])
x3 | ([0.2,0.4],00.3,0.4])
x4 | ([0.3,0.61,[0.0,0.5])

([0.2,0.31,[0.4,0.5])
([0.5,0.51,[0.5,0.51)
([0.6,0.71,[0.1,0.2])
([0.2,0.21,[0.4,0.4])

([0.3,0.4]1,[0.2,0.4])
([0.1,0.2],[0.6,0.7])
([0.5,0.5]1,[0.5,0.5])
([0.4,0.71,[0.0,0.2])

(10.0,0.51,[0.3,0.6])
(10.4,0.41,[0.2,0.2])
(10.0,0.21,[0.4,0.7])
(10.5,0.51,[0.5,0.5])

Tabela 5.16: Relagdo de preferéncia IL*-valorada do especialista d.

R? X1

X2

X3

X4

X1 0.5,0.51,[0.5,0.5])
X2 0.4,0.5],[0.4,0.5])

([0.4,0.5]1,[0.4,0.5])
([0.5,0.5],[0.5,0.5])
([0.5,0.61,[0.3,0.3])

([0.1,0.21,[0.7,0.8
(10.3,0.31,[0.5,0.6
(10.5,0.51,[0.5,0.5

([0.2,0.31,[0.4,0.6])
(10.2,0.51,[0.3,0.5])

— e e

([ )
([ ) ]
x3 | ([0.7,0.81,00.1,0.2]) ) ([0.1,0.1],[0.8,0.9])
x4 | ([0.4,0.6],[0.2,0.3]) ) ([0.5,0.51,[0.5,0.5])

([0.3,0.51,[0.2,0.5])  ([0.8,0.9],[0.1,0.1

5.4.2 Segundo Exemplo Ilustrativo

Baseado no curriculum de 4 candidatos (xi,...,Xx4) que competem por uma vaga no
instituto /, a comisao julgadora composta por dois especialistas (d| € d2) com 0 mesmo
peso (A = (0.5,0.5)), devem decidir qual dos candidatos ficard com a vaga. As Tabelas
5.15 e 5.16 mostram, respectivamente, as relagoes de preferéncias IL*-valoradas de d; e
d>.

Aplicando o método de Xu em [182], temos que:

1. Célculo da distancia Euclideana df entre cada linha da relagdo de preferéncia IL*-

valorada de cada especialista e a solugdo [L*-valorada ideal a* = (o, o, o, ) onde

o= ([la 1]> [070])'

dg(

eI

onde Rf.‘ € o vetor que representa a linha i, comi=1,...

(X;;—1)2 +Yl12+Yu ]

Rl

.4, de RF, com k = 1,2.

Os valores que resultam deste calculo sdo apresentados na Tabela 5.17.

2. Considerando o vetor de pesos A agregamos as distancias di (R}, o*) com d (R?, 0"

paracadai=1,...,4 resultando em

Tabela 5.17: Distancia Euclideana entre as preferéncias de cada especialista para cada
alternativa e oU*

d X1 Xy X3 X4
RUT1.15 1.1 1.1 0.998
R 125 11 1.1 083
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Tabela 5.18: Relagdo de preferéncia IL*-valorada coletiva R .

R¢ X1 X2 X3 X4

x1 | ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.3,0.4],[0.4,0.5]) ([0.2,0.3],[0.45,0.6]) ([0.1,0.4],[0.35,0.6])
x2 | ([0.4,0.5],[0.3,0.4]) ([0.5,0.51,[0.5,0.5]) ([0.2,0.25],[0.55,0.65])  ([0.3,0.45],[0.25,0.35])
x3 | ([0.45,0.6],[0.2,0.3])  ([0.55,0.65],[0.2,0.25]) ([0.5,0.5]1,[0.5,0.5]) ([0.05,0.15],[0.6,0.8])
x4 | ([0.35,0.6],[0.1,0.4])  ([0.25,0.35],[0.3,0.45])  ([0.6,0.8],[0.05,0.15]) ([0.5,0.51,[0.5,0.5])

dp(Ry,0%) = 1.2, dg(Ry,0*) = 1.1, dg(R3,0*) = 1.1 e dg (R4, 0*) = 0.914

3. Assim, o ranking final das alternativas baseadas na agregacao dessas distancias é:

X1 > X2 ~ X3 > X4 (5.7)

e portanto o método s6 consegue determinar que as alternativas x| e x4 sao, res-
pectivamente, a melhor e pior. J4 as alternativas x e x3 ttm o mesmo ranking de

acordo com este método.

Agora aplicando o método proposto, a agregacdo das duas relagdes de preferéncias
IL*-valoradas numa relacdo de preferéncia IL*-valorada coletiva R, € apresentada na Ta-
bela 5.18:

Desde relacdo de preferéncia LL*-valorada coletiva R na Tabela 5.18 obtemos o vetor

de pontuagio final V pelo uso da média aritmética wa entre os IL*-valores de cada linha:

e V; = ([0.275,0.4],[0.425,0.55]);

e V5 =([0.3,0.4],[0.36,0.46]);

e V3 =([0.35,0.46],[0.3,0.45]); e

e V; = ([0.425,0.5625],[0.2375,0.375]).

Portanto, considerando as ordens totais admssiveis ﬂ]i, <, < e <y obtemos em todas

o mesmo ranking das alternativas:

X4 > X3 > X2 > X1 (5.8)

Observacao 5.4.2 Observe que o ranking da Equacdo (5.7) so mostra que x4 é a pior
alternativa e que x| é a melhor alternativa. Mas com o método proposto (considerando
4 ordens totais admissiveis diferentes), obtemos exatamente o oposto, ou seja, que x| é
a pior alternativa e x4 é a melhor alternativa. Entdo, qual desses rankings é o mais

correto? Se analizarmos as relagoes de preferéncia de cada especialista temos que R% 4=
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Tabela 5.19: Relacdo de preferéncia IL*-valorada de dj.
R! X1 X2 X3 X4
%1 | ([0.5,0.51,00.5,0.5) ([0.0,0.11,[0.4,0.4]) ([0.1,0.3],[0.2,0.4]) ([0.2,0.2],[0.3,0.4])
x2 | ([0.4,0.4],[0.0,0.1]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.2,0.6],[0.3,0.3]) ([0.3,0.5],[0.0,0.5])
x3 | ([0.2,0.4],[0.1,0.3]) ([0.3,0.3],[0.2,0.6]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.2],[0.3,0.6])
x4 | ([0.3,0.4],[0.2,0.2]) ([0.0,0.5],[0.3,0.5]) ([0.3,0.6],[0.1,0.2]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

Tabela 5.20: Relagdo de preferéncia IL*-valorada de d5.
R? X1 X2 X3 X4
x1 | ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.2,0.3],[0.6,0.7]) ([0.3,0.5],[0.4,0.5]) ([0.4,0.4],[0.5,0.6])
x2 | ([0.6,0.71,[0.2,0.3])  ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.6,0.9],[0.1,0.1]) ([0.0,0.2],[0.3,0.8])
x3 | ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) ([0.1,0.1],[0.6,0.9]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.3],[0.3,0.7])
([0.5,0.6],[0.4,0.4]) ([0.3,0.8],[0.0,0.2]) ([0.3,0.7],[0.1,0.3])  ([0.5,0.5],[0.5,0.5])

X4

([0.0,0.5],[0.3,0.6]) <L+ ([0.3,0.6],[0.0,0.5]) = R} ; ¢ R} , = ([0.2,0.3],[0.4,0.6]) <p=
([0.4,0.6],[0.2,0.3]) = Ril, e pelo tanto, na opinido de cada especialista, o candidato x4
é melhor de que o candidato x| consequentemente o ranking obtido pelo uso do método
de Xu ndo ¢ razodvel. Jd o ranking obtido com o método proposto, com respeito a estas
duas alternativas é correto. Com respeito aos outros dois candidatos o método de Xu
ndo consegue decidir qual deles é melhor. Jd com o método proposto se obtém que o
candidato x3 é melhor que x, que também concorda com a opinido particular de ambos

especialistas.

5.4.3 Terceiro Exemplo Ilustrativo

Considere o mesmo problema de tomada de decisao anterior mas com quatro diferen-
tes relacdes de preferéncia [L*-valoradas. As Tabelas 5.19 e 5.20 apresentam, respectiva-
mente, as novas relagdes de preferéncia IL*-valoradas de d; e d5.

Aplicando o método de Xu em [182], temos que

1. Célculo da distancia Euclideana dg entre cada linha da relacdao de preferéncia de
cada especialista e a solugdo fuzzy ideal a* = (o, a, o, o) onde o = ([1,1],[0,0]).

Os valores que resultam deste calculo sdao apresentados na Tabela 5.21.

2. Considerando o vetor de pesos A agregamos as distancias dg (R}, o*) com dg (R?, o)

Tabela 5.21: Distancia Euclideana entre as preferéncias de cada especialista para cada
alternativa e o

d x| X2 X3 X4
RT [ 096954 1.235 1.022 1.164
R? 0.875 1.259 0.869 1.283
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Tabela 5.22: Relagdo de preferéncia IL*-valorada coletiva.

R¢ X1 X X3 X4

x1 | ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) (10.1,0.2],[0.5,0.55]) (10.2,0.41,[0.3,0.45]) ([0.3,0.31,[0.4,0.5])

x2 | ([0.5,0.55],[0.1,0.2]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.4,0.75],[0.2,0.2])  ([0.15,0.35],[0.15,0.65])

x3 | ([0.3,0.45],[0.2,0.4]) (10.2,0.21,[0.4,0.75]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5]) ([0.1,0.25],[0.3,0.65])

xs | ([0.4,0.51,[0.3,0.3])  ([0.15,0.65],[0.15,0.35]) ([0.3,0.65],[0.1,0.25]) ([0.5,0.5],[0.5,0.5])
para cada i = 1,...,4 resultando em dg(R;,a*) = 0.92209, dg(Ry,0*) = 1.247,
dg(R3,0*) = 0.946 e dg (R4, %) = 1.223

3. Assim, o ranking final das alternativas por este método é:

X2 > X4 > X3 > X] (5.9)

Agora, aplicando o método proposto obtemos a relagdo de preferéncia L*-valorada

coletiva, R¢, descrita na Tabela 5.22.

A partir da relagdo de preferéncia IL*-valorada coletiva da Tabela 5.22, computamos a

média aritmética IL*-valorada para cada alternativa, ou seja, o vetor de pontuacdo final V:

Vi = ([0.2,0.3],[0.4,0.5]);
V5 = ([0.35,0.55],[0.15,0.35]);
Vs = ([0.2,0.3],[0.3,0.6]);

V4 = ([0.283,0.6],[0.183,0.3]).

Por tanto, se consideramos as ordens totais admissiveis <f, < e <}y temos, nos trés

casos, o seguinte ranking entre as alternativas:

X2 > X4 > X1 > X3 (5.10)

Ja se consideramos a ordem total admissivel < temos o ranking:

X2 > X4 > X3 > X| (5.11)

Observacao 5.4.3 Logo, hd um consenso de que a melhor alternativa é x, e que a se-

gunda melhor é x4, porém hd discrepdncia sobre as duas piores alternativas. No en-

tanto, baseado nas preferéncias dos especialistas, ou seja as Tabelas 5.19 e 5.20, é
possivel determinar que R}’3 = ([0.1,0.3],[0.2,0.4]) <p+ ([0.2,0.4],[0.1,0.3]) = R%’l
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R%ﬁ = ([0.3,0.5],[0.4,0.5]) <+ ([0.4,0.5],[0.3,0.5]) = R%J o que implica em que am-
bos especialistas preferem x3 a x1. Consequentemente, para estas relacoes de preferén-
cias L*-valoradas resulta mais razodvel o ranking obtido pelo método proposto com a
ordem < que o obtido pelo método de Xu ou pelo método proposto com as outras ordens

consideradas.
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Capitulo 6

Fusao de Rankings

Na maioria das atividades dos seres humanos, ha necessidade de se tomar decisdes
que envolvem a escolha de uma alternativa entre varias disponiveis. Algumas dessas de-
cisdes sdo rotineiras e podem ser feitas sem a necessidade de se pensar muito. Porém,
problemas de tomada de decisdo dificeis e/ou complexos exigem solugdes complexas que
podem necessitar a avaliacdo de um ou mais especialistas, por exemplo, a aquisicdo de
um equipamento complexo e caro, ou o investimento no mercado de agdes. Em geral,
estes tipos de decisOes envolvem: incerteza, complexidade, consequéncias de alto risco,
vdrias alternativas, etc. Nestas circunstancias, a utilizacdo de um processo eficaz e ro-
busto, aumentaria a qualidade das decisdes e ajudaria a alcancar consistentemente bons
resultados. A TD pode ser visto como o processo de escolher a alternativa mais adequada
entre um conjunto de alternativas considerando alguns critérios, objetivos, ou preferén-
cias. Em geral, métodos de tomada de decisdo fornecem como resultado um ranking das
alternativas. Os métodos de tomada de decisdes podem ser classificados de varias ma-
neiras: por exemplo, se considera um grupo de especialistas ou apenas um, se considera
vdrios atributos/critérios ou ndo, se leva em consideracdo o peso para os atributos ou es-
pecialistas, se utiliza relacdes de preferéncias ou matrizes de decisdo, se os especialistas
avaliam usando valores booleanos, fuzzy ou de algum tipo de extensdo de valores fuzzy
(por exemplo, valores hesitantes, intervalo, intuicionistas, etc.)l, etc.

O grande problema com os métodos ou processos de TD € que quando aplicados em
problemas reais, em geral, ndo é possivel determinar a qualidade da solucao (ordenagdo
das alternativas) obtida pelo método. Por exemplo, o ranking de pds-graduagdo candidatos
matriculados em algumas universidades ndo da garantias de que o primeiro classificado
tenha melhor desempenho durante o curso que um pior classificado. Além disso, consi-

dere o exemplo ilustrativo em [52, 53, 108], o qual é descrito na secdo 6.4.1. Conforme

'Uma andlise histérica e hierarquica dos diferentes tipos de extensdes para conjuntos fuzzy pode ser
encontrado em [33].
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mostrado na Tabela 6.6, os rankings obtidos pelos diferentes métodos para as seis alter-
nativas sao todos diferentes. Assim, € razodvel perguntar: Qual destas classificacoes é a
melhor? existe um ranking ideal para este problema de tomada de decisao? Nao hd uma
resposta positiva para a primeira pergunta € a segunda tem uma resposta negativa. Em
seguida, os métodos sdo intteis? Nao, o método quando é razodvel fornece evidéncias
importantes e em alguns casos uma boa classificagdo que pode ajudar o decisor em sua
tarefa de selecionar boas alternativas. Assim, quando aplicados varios métodos para um
problema de TD, mais informacdes terd o decisor para determinar (aplicando uma espé-
cie de metamétodo) o seu ranking das alternativas. Neste capitulo, forneceremos algumas
condicdes e critérios para estes “metamétodos” determinar um ranking final baseado nos
ranking obtidos pelos diferentes métodos aplicados ao mesmo problema de tomada de
decisdo. Estes “metamétodos”, de um ponto de vista matemaético, serdo denominados de

funcées de fusdo de rankings.

6.1 Funcoes de Fusao de Rankings

Dado um conjunto finito e ndo vazio de alternativas A = {aj, ...,a,}, definimos 8,4 =
{(Aq,...,Ay) : {A1,...,A;} é uma particio”> de A}. Cada A= (A1,...,A;) € 84, com
A; = {ai1,...,aip,} denota o ranking: aij ~ ... ~aip, > ax ~ ... ~ayp, > ... > g ~

. ~ Qkp,, significado que as alternativas a;; e a;(;41) sdo equivalentes, ou seja, ndo €
possivel discernir entre as duas alternativas, e a;; ¢ melhor do que a alternativa a(;; 1),
paracadaie Ny, je Ny el e N, . Porexemplo, ({ai,a2},{a3},{as,as,a6}) denota o

ranking ayp ~ay > asz > aq ~ as ~ de.

Definicao 6.1.1 Seja A um conjunto finito de alternativas. Uma fungdo de fusdo de ran-

o0
kings para A é qualquer fungdo comutativa e idempotente RF : | SOXI — 84 satisfazendo
m=1
a propriedade:

RF(A,...,Ay) = RF(AL,...,An,RF(A,....Ay)) 6.1)
para cada A),..., Ay € 84,

Observacao 6.1.2 A Equagdo (6.1) estd intimamente relacionada com a no¢do de auto-

identidade para a familia de funcoes de agregacoes dado em [196] a qual é a base para a

2Uma particdo de um conjunto A, é um conjunto nio-vazio de conjuntos disjuntos dois a dois cuja unido
€ o proprio conjunto A [149].
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Tabela 6.1: Exemplo de sete rankings para seis alternativas.
Rankings
Al | ay >aq4 ~as>ay > az > ag

Ay | a3 ~as5>a; >aq > a ~ ag
A3 as > day > asz > a4 > ayp > ag
A4 as > az ~day > a4 > dg > ay
A5 as ~dy > a) > a4 > asz > dg
A6 as >dy > dap > a4 ~ ag > ds
A7 as > a3z >da)~ a4 >da) > dg

nogdo de estabilidade das familias de operadores de agregacdo como discutido por Rojas
etal [132].

Exemplo 6.1.3 Seja A; = (Ajty...,Aix,) €Paparai=1,....meA=/{ay,...,ay}. Defina
m
o Al={JAie
i=1

m j—1
o A}: UAij— UAEpamcadaj=2,...,n
i=1 =1

comA;j = & quando j > k;.
ge " .
Seja RFy : | ) 84 — ©4 afuncdo definida como RFy(Ay,...,An) = (A1, ...,Ar), onde

m=1
(A1,...,Ax) resulta de (AY,...,A;,) removendo os A'; que sdo vazios. Note que A’} # .

Formalmente, para todo j € Ny, temos que A; = Al onde i = min{l : A} # & e A} # Ay, para
cada h < j}. Como, (Ay,...,Ay) € 84 entdo, RFy é uma fungdo de fusdo de rankings.
Agora, aplicamos esta funcdo de fusdo de rankings para os rankings das alternativas
A ={ai,...,a¢} mostrados na Tabela 6.1. A Tabela 6.2 mostra os conjuntos A} com
j=1,...,6 eAjcom j=1,....k = 3. Por exemplo, A} e A} sdo calculados da seguinte

forma:

7 2
A = i!lAi3 _lylA;
= ({a1} u{as} Uias} u{as} U{aa} v{a} Ufaz,as}) — (A] UAY)
={ay,a2,a3,a4} — ({az,a3,as} v {ay,as})

-2
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Tabela 6.2: Fusdo dos sete rankings da Tabela 6.1.
] 1 2 3 4 5 6
A; {a27a37a5} {a17a4} (%)} {a6} g\ D

Aj | {ar,a3,as} | {a1,a4} | {ae}

7 3
A = iL=J1Ai4_1L=JlA;
= ({as} v {az,a6} v {as} U {as} U {as} U {as,ac) U {ar}) — (A L AS LAY)
= {a1,a2,a3,a4,a6} — ({az,a3,as} v {a1,a4} U D)

= {ac}

Portanto, RFy(A\, ... A7) = ({az,a3,as},{a1,a4},{as}), ou seja, a fusdo desses sete

rankings resulta no ranking: ay ~ a3z ~ as > ay ~ aq > ae.

o0 .
Proposi¢do 6.1.4 Seja RF : | | 8 — 84 uma fungdo de fusdo de rankings e y: 84 — 84

j=1

Q0 .
uma bijecdo. Entdo a fun¢do RFy: | 801‘ — 8, definida por
j=1

RE(AL, ... Am) =¥ (RF(Y(A1), ..., Y(A))

também é uma funcdo de fusdo de rankings, chamada da y-conjugada de RF.

Demonstracao: Trivialmente, a comutatividade e idempoténcia de RF implica na co-

mutatividade e idempoténcia de RFy. Por outro lado,
RE/(AY,...,Ap, REY(AL,.. ., Ay)) = RE(AY,...,Ap, Y {(RF(Y(AY), ..., Y(An))))

— — —

=Y (RF(Y(AY), ..., Y(An),RF (Y(A1),....,Y(Am))))
=7 (RF(Y(A1), .-, ¥(Am)))
- RF»\{(A], e ,Am).

Portanto, RFy satisfaz a Equagdo (6.1) e consequentemente € uma fun¢ao de fusio de ran-

kings. n

0 .
Proposicdo 6.1.5 Seja RF : | 501{‘ — 84 uma funcdo de fusdo de rankings. Entdo a

j=1

o0 .
fungao RF' : | ) 84 — 84 definida por
=1

— —

RF'(A),...,Ay) = RF(A],...,Al)
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onde {X’l,,A_);C} —{AL,...,Ap} e AZ = A_); sss i = j, também é uma funcdo de fusdo de

rankings.

Demonstracido: Claramente, pela comutatividade de RF e pelo fato de que a remogao
de copias dos rankings nfo afeta a comutatividade, RF’ também é comutativa.
Seja A € #,. Entdo RF'(A,...,A) = RF(A) = A e portanto RF’ é idempotente.
Seja {A/p--;»A;c} :q{Aﬂl’ = Ay Eal que A} = A sssi = j.
Caso RF'(Ay,...,An) € {A],... A} } entdo
RF'(Ay,...,An,RF'(A},...,Ay)) =RF(A},... A
— RF'(A},...,Ap).
Caso RF'(A},...,Ay) ¢ {X’l,,ffﬁc} entdo
RF'(AL,...,Am,RF'(A},...,Ay)) =RF( ,...,4;{,1317’({1, . ,ifm))
= RF( ! ,...,{;{,RF(A’I,...,A;C))
=RF(A},...,A))
=RF'(Ay,...,Ap).
Logo, RF satisfaz a Equagdo (6.1) e portanto € uma func¢do de fusdo de rankings. [

»—A\lr— \l

Observe que € possivel definir funcdes de fusdo de rakings que ndo s@o razoaveis.

Por exemplo, dado um conjunto de alternativas A € um ranking AB €8y, a fungdo RF :

0 .
| #% — #4 definida por

j=1
— — 14_‘] SCA1=...=A7,,
RF(Ay,...,An) =% . .
A caso contrério,
¢ uma funcao de fusdo de rakings que desconsidera os rankings obtidos pelos métodos
para sempre dar um ranking constante a menos do caso em que todos os rankings sejam
iguais. Para evitar estes casos na seguinte secdo introduziremos uma maneira de gerar

funcdes de fusdo de rankings sem este comportamento.

6.2 Geracao de Funcoes de Fusao de Rankings via Fun-

coes de Pontuacao
A fungdo 0 : A x 4 — N, definida, para cada A; = (A;1, ... Air,) € P4 eacA, por

1 seacAjn

0(a,A;) = -1
(a.41) 1+Card(|J Aip) seacAjparal =2,
p=1

¢ denominada de Funcao de posicao.
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Por exemplo, 0(az, ({a1},{as,a4},{az,as},{as})) = 1 +Card({ay,a3,a4}) = 4.
Seja A um conjunto finito e ndo vazio de alternativas, n = Card(A) e ps : N, — A
uma bijecdo. A funcdo ¥4 : N* — §,4 definida por

(A1) se ki = k; paracadai,je N,

Oalki,... kn) = , . .
(A1,04/(ky,...,k},))  caso contrdrio,

onde Ay = {pa(i) : ki = max(ky,...,k,)}, A" = A~ Ay, p=n—Card(Ay) e (Ki,...,k})

¢ (ki,...,k,) removendo os k;’s tais que ps(i) € A;. Por exemplo, ¥(2,5,2,4,1,5) =

({a2,a6},{aa},{a1, a3}, {as}).

Na seguinte definicdo 7; denota i-esima funcdo de projecdo sobre N”.

Q0
Definicdo 6.2.1 Seja A um conjunto de n alternativas. A fungcdo M : | J WX — N" ¢
m=1
chamada de func¢do de A-pontuagdo se

(M1) M é comutativa.

— —

(M2) Seja j,leN,. Se G(aj,gi) < G(al,gi) para cada i € N, entdo wj(M(Ay,...,Ap)) =
m(M(A,,. .., A)).

— — — — —

(M3) O, (M(A1,..., A, On(M(AL,...,Ap)))) = Ou(M(AL,...,Ap)).

(M4) m;(M(A},...,Ay)) <Ti(M(A1,...,Amy1)) para cada i € N,

A justificativa de cada uma destas propriedades para funcdo de A-pontuagdo € a se-

guinte:

(M1) A comutatividade é necessaria porque a ordem dos rankings nao deve ser relevante.
Assim, quando M métodos sdo aplicados a um mesmo problema de decisdo, a or-

dem de aplicacao deles nao deve influenciar na pontuagdo de cada alternativa.

(M2) Se todos os métodos concordam em que a alternativa a € melhor do que a alternativa
b, ou seja, a posi¢ao de a é menor que a do b, entdo, a pontuacdo de a deve ser maior

que a pontuagdo de b.

(M3) Se incluirmos também o ranking naturalmente determinado a pela func¢do 9, a nova

pontuacao nao deve modificar o ranking.

(M4) Se adicionarmos um novo ranking a pontuacao de todas as alternativas ou as mes-

mas se mantém ou aumentam.
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Observacao 6.2.2 Seja A um conjunto de n alternativas e M uma fungdo de A-pontuagdo.

Entdo temos o seguinte resultado imediato:
1. Se ©(a,A;) = 1 para cada i € N, entdo 8(a, S(M(A,...,Ay))) = 1.

2. Se ©(a,A;) = n para cada i € N,, entdo 8(a,3(M(A1,...,A,))) = n.

—

3. Se A; = A para cada i, j € N,y entdo 8(a, 3(M(A1,...,Ay))) = 8(a,A}) para qual-

quer a € A.

Exemplo 6.2.3 Seja A = {ay,...,a,}. A seguir fornecemos duas funcoes de fusdo de

rankings para A baseado em fungoes de A-pontuacdo:

o0

1. SejaM;: | ) — N deﬁnidopoer(Xl,...,Xm) = (b1,...,by) com
m=1
m
bj= m-n—ZG(aj,A,-) para todo j e N,.
i=1
00 — —
Definir RF; : | § — 84 por RF{(A1,...,An) = (A1,...,A;) tal que
m=1

(a) Ay ={ajeA:bj =max(by,...,b,)},
(b) paratodoi=2,....k, Aj={ajeA:aj¢ |JA,eb;= b para cadal tal que
h<i
ar ¢ |J An}.

h<i

(c) (A17' .- 7Ak> € ‘@A~

Entdo RF é uma fungdo de fusdo de rankings.

0 — —
2. Seja M : |J 84 — N definida por Ma(Ay,...,Ap) = (b1,...,b,) com

m=1

m

bj= Z Zp(e(aj,A’,-),e(al,A})) para todo j €N,
—li=1

~

onde p : N, x N, — {0, 1} ¢ definido por

i 1 sej<l
p(]a l) = .
0 caso contrario.

0 . -
Definir RF> : | 50:4” — 84 por RF>(A,...,An) = (A1,...,Ay) tal que

m=1
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(a) Ay ={ajeA:bj=max(bi,...,by)},
(b) paracadai=2,....k,Aj={ajcA:bj¢ | JAnebj=> b para cadal tal que
h<i
al¢ UAh}

h<i

(C) (Al IR 7Ak) € SOA-
Entdo RF, é uma fungdo de fusdo de rankings.
Assim, dado os seguintes rankings:

o Al = ({a1},{az},{a3},{aa}), isto é a; > ay > a3 > a4

o A,

({ax},{a1},{a3,a4}), isto é ay > a; > a3 ~ as

o A; = ({a1},{az,a3},{aa}), isto é ay > ar ~ a3 > as

temos que M1(A},A2,A3) = (12— (14+2+1),12— (2+142),12— (3+3+2),12— (4 +
3+4)) = (8,7,4,1), e consequentemente RF\(A1,A2,A3) = ({a1},{az},{a3},{as}), ou
seja ay > ar > az > a4. Analogamente, Mz(gl,XZ,A_}) =(04+24+3+3,140+2+3,0+
0+0+2,0+0+0+0) = (8,6,2,0), e portanto RF>(A},A2,A3) = ({a1}, {az}, {a3}, {as}),
ou seja ay > az > az > aj.

Poe outro lado, dado os seguintes rankings:

o A1 = ({a1},{azx}, {a3}, {as}), isto é a1 > ar > a3z > au

o A,

({as},{a1},{ax},{a3}), isto é ay > a1 > ar > a3
o A3 = ({az},{as},{a1},{as}), isto é ar > a3 > a1 > au

temos que My(A},Ay,A3) = (12— (14243),12— (2+3+1),12— (3+4+2),12— (4 +
1+4)) = (6,6,3,3), e portanto novamente RF (A},A2,A3) = ({a1,a2}, {az,as}), ou seja,
=(0+2+2+2,1+0+3+2,1+0+
0+2,1+1+1+0)=(6,6,3,3), e portanto RF>(A1,A»,A3) = ({a1}, {a2},{az,as}), isto

é,a1>a2>a3~a4.

aj ~ ap > az ~ as. Analogamente, M (A1,A,A3)

Em ambos os exemplos, a fun¢do M; (para i € {1,2}) tem um papel fundamental na
obtencdo da fun¢do de fusdo de rankings RF;. O seguinte teorema generaliza este proce-

dimento.

98



Capitulo 6. Fusao de Rankings

o0
Teorema 6.2.4 Seja A = {ay,...,a,}. Para cada fun¢do de A-pontuacio M : | ) & —
m=1

o0
N" a fungdo RFy : | ) 84 — 84, definida por

m=1
RFy(A\,...,An) = D(M(AL,...,Ap)) (6.2)

€ uma fungdo de fusdo de rankings.

Demonstraciao: A comutatividade de RF); segue da comutatividade de M. Provaremos
por inducdo em m a idempoténcia de RFy;. Para m = 1, primeiro note que por (M2)
e defini¢do de O temos que 9(M(A)) = A e portanto RFy(A) = O(M(A)) = A. Agora
suponhamos que RFy (A, ...,A) = A (hipotése indutiva — HI), entio

——

m—vezes
RFy( A,...,A) =dM( A,....A)) por Eq. (6.2)
—_— —
(m+1)—vezes (m+1)—vezes

—O(M(A,...,A,9(M(A,...,A)))) por (HI)
— N—

m—vezes m—vezes

—d(M(A,...,A)) por (M3)
——
m—vezes
=A por (HI)
Finalmente, a Equacdo (6.1) sai direto da Equacgdo (6.2) e de (M3). OJ

6.3 Fusao de Ranking e Ordens Parciais sobre Rankings

Observe que € possivel definir uma ordem (parcial) entre os possiveis rankings de
um conjunto finito e ndo vazio de alternativas A. A<BsssA=Bou para todo a,be A
tal que a < b€ A tem-se que a < b € B. Os rankings A = ({p(1)},...,{p(n)}), onde
n € a cardinalidade de A e p : N, — A € uma bijecdo, sdo os elementos maximais desta
ordem parcial, enquanto A= (A) é o menor elemento. De fato, este conjunto parcialmente

ordenado é um inf-semi-reticulado no sentido de [70, Def. O-1.8]3. Claramente, se (SOA, <

0
) € um inf(sup)-semi-reticulado entdo a funcdo RF : ) — 8, definida como
m=1

RF(Ay,...,A,) = inf(A},... Ay, (6.3)

3Desde um ponto de vista algébrico, inf(sup)-semi-reticulado corresponde a um A (Vv )-semi-reticulado
como em [78].
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é uma funcio de fusdo de rankings*. No entanto, esta fun¢io de fusdo de rankings nio
€ muito util para alguns inf(sup)-semi-reticulados, pois em diversos casos (como com a
ordem acima) o RF (A, ...,A,) serd o menor elemento de (£4,<), ou seja, A = (A),
que diz que todas as alternativas sdo equivalentes. De fato o ideal seria termos uma
ordem total sobre 84, pois com isso minimizariamos as incidéncias de ranking contendo
alternativas empatadas, ou seja, pares de alternativas que um determinado método de
tomada de decis@o ndo consegue discriminar qual delas é melhor que a outra. No entanto,
nem toda ordem total sobre §2, é boa para tomada de decisdo. Por exemplo, considere a

seguinte ordem total

A <, BsssA=Boub(p(ip),A) < 8(plip), B)

onde p : N, — A é uma bijecdo e iy é o menor indice tal que 8(p(ip),A) # 8(p(iy), B).
O problema aqui radica em que a fun¢do de fusdo de rankings obtida como na Equacao
(6.3), com respeito a ordem <, escolhe um dos rankings baseado na bije¢do p, o que
resulta algo arbitrario. De fato, se um dos ranking for Xp = (p(1),...,p(n)) entdo RF
retornard necessariamente A p» mesmo que todos os outros rankings sejam um outro ran-
king, digamos A. Em outras palavras, A p seria considerado o ranking ideal o qual ndo tem
sentido, pois se conhecermos a priori o ranking ideal qual seria o objetivo de se aplicar
métodos complexos de tomada de decisdo para se obter rankings ndo ideais?

Por outro lado, a seguir veremos que algumas fun¢des de fusdo de rankings podem

determinar ordens parciais em §,.

(00]
Proposicio 6.3.1 Seja A um conjunto finito e ndo vazio de alternativas e RF : | J ) —
m=

§4 uma funcdo de fusdo de rankings tal que a lei auto-distributiva vale:

—

RF(A,RF(B,C)) = RF(RF(A,B),RF(A,C)). (AD)

Entdo (£(A),<gr) onde

—

A <gr Bsss RF(A,B) = A (6.4)

é uma ordem parcial. Se RF /503, também for associativa, isto é RF(A,RF(B,C)) =
RF (RF (A,B),C), entdo ($(A), <gr) € um inf-semi-reticulado limitado.

Demonstracao: Primeiro provaremos que <gr € uma ordem parcial.

“Um outra forma de se obter uma funcio de fusio de ranklngs a partlr de uma ordem parcial seria
considerar o supremo em vez do infimo, isto é, RF (A},...,A,) = sup(A1,...,Ap).
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e Reflexividade: Como, RF € idempotente, entdo para cada ranking A temos que
RF(A,A) = A e portanto A <gr A.

e Antisimetria: Se A <R E
A =RF(A,B) = RF(B, A’)

B <gr A entdo pela comutatividade de RF, temos que
B.

—

e Associatividade: Se A <zp B e B <gr C entdo (*) RF(A,B) = A e (**) RF (B,C) =
B. Logo, pela comutatividade temos que RF (B,A) = A e RF(C,B) = B. Portanto,

RF(A,C) =RF(C,RF(A,B)) pela comutatividade e (*)
— RF(RF(C,A),RF(C,B)) por (AD)
— RF(B,RF(A,C)) pela comutatividade e (**)
— RF(RF(B,A),RF (B,C)) por (AD)
=RF (4,1_9’) pela comutatividade, (*) e (**)
= A por (%)

Consequentemente, pela Eq. (6.4), A <gr B.

Finalmente provaremos que, para cada ranking A e B, seu infimo é RF (Z ,E). Como,
pela lei (AD) e pela idempoténcia, RF (A, B) = RF(RF(A,A),B)) = RF(A,RF(A,B)) e
portanto, pela Eq. (6.4), RF (A, B) <gr A. Analogamente, é provado que RF (A, B) <gr B.
Portanto, RF (Z, E) é um limite inferior de A ¢ B. Agora suponha que C é um outro limite
inferior. Entdo pela Eq. (6.4), C = RF (6 A)e RF(C,B). Logo, por idempoténcia e
lei (AD), temos que C = RF(C,C) = RF (R F(é A’), F(C,B)) = RF(C,RF(A,B)). Con-
sequentemente, pela Eq. (6.4), C <gr RF(A,B). Portanto, RF(A,B) é o infimo de A e B.
O

Claramente, a inversa desta ordem ¢ a ordem A <*F B sss RF (X,E) — B. Ou seja, de
forma analoga poderiamos provar que (§(A), <RF") é um ordem parcial que sob condigdes

duais a (AD) determinaria um sup-semi-reticulado limitado.

Observacao 6.3.2 Se para cada A b ,Aﬁm € 8, temos que RF(Xl e ,Aﬁm) € {A} . ,Aﬁm}

entdo <gp € uma ordem total.
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6.4 Exemplos Ilustrativos

6.4.1 Primeiro Exemplo Ilustrativo

Consideraremos o exemplo ilustrativo usado em [108] e [53] para mostrar o uso das
fun¢des de fusdo de rankings apresentadas aqui.

Vamos supor que um investidor deseja investir parte de seu capital em uma empresa.
Ap6s uma andlises de mercado o investidor reduz o leque de seus possiveis emprendi-

mentos a seis:

1. Um industria quimica, denotada por x.

2. Uma cadeia de restaurantes, denotada por x».

3. Uma empresa de tecnologia da informagdo, denotada por x3.
4. Uma montadora de carros, denotada por x4.

5. Uma empresa de mdveis, denotado por xs.

6. Uma cadeia de farmdcias, denotada por xg.

O investidor € assessorado por um grupo de trés especialistas (ej, e> e e3) com 0s
seguintes pesos ® = (0.3,0.3,0.4). O grupo de especialistas estabelece que seis atributos
serdo tomados em consideracdo para avaliar cada um dos potenciais investimentos.

Os atributos benéficos sdo:

a1) Beneficios a curto prazo.
a») Beneficios a médio prazo.
a3) Beneficios a longo prazo.

Os atributos nao-benéficos sdo:

a4) Risco do investimento.
as) Dificuldade do investimento.

ag) Outros fatores desfavoraveis do investimento.
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Tabela 6.3: Avaliacdo do especialista e;.

el aj ar as ag as dg
x1 |07 08 06 07 05 09
x |08 06 09 07 06 07
x3 |05 04 08 03 08 038
x4 |06 07 06 07 08 0.6
xs |09 08 04 07 07 08
x6 | 0.8 03 07 07 06 0.7
Tabela 6.4: Avaliacdo do especialista e;.
() aj ar as ag as dg
xy |06 08 05 06 04 08
x |07 06 08 06 07 07
x3 |07 06 08 07 08 038
x4 | 06 07 05 06 08 0.7
xs | 07 08 07 07 06 08
x6 | 06 04 08 0.7 06 0.7
Tabela 6.5: Avaliacdo do especialista e3.
es aj ar as aq as dae
x| 07 06 06 06 04 07
x |07 06 07 06 06 0.7
x3 06 05 08 05 08 08
x4 | 06 07 07 05 08 0.6
xs |07 08 06 07 06 08
x6 | 04 05 09 07 06 0.6

Tabela 6.6: Resumo dos rankings obtidos em [52, 53, 108].

Métodos Fonte Ranking
ffl Maximum [108] | xp > x4 > x5 > x1 > X3 > Xg
ffz Minimum [108] | x3 ~x5 > x1 > X4 > X3 > Xg
Ay | NHD [108] | x5 >x2 > x3 > X4 > X1 > X
As | WHD [108] | x5 >x3 > X2 > X4 > X6 > X1
As | Step-IOWAD [108] | x5 > x4 > x6 > X2 > X3 > X
As | Hurwicz [108] | x3 > x) > xg > X4 > X] > Xs
A_’7 OWAD [108] | x5 >x3 > xp > x4 > x| > Xg
A_é AOWAD [108] | x5 > xp > x4 > X3 > Xg > X|
Xg IOWAD [108] | x5 > x3 > xp > X1 > x4 > Xg
Alo | AIOWAD [108] | x5>x) > xg > X4 > X3 > X
A_{l Median-IOWAD [108] | x5 > x1 > x6 > X3 > X4 > X3
Alz | Olympic-IOWAD | [108] | x5 > x4 > x] > x3 > x3 > Xg
A_;3 WA(?JS'SM [52] X5 > Xp > X1 > X4 > X3 > Xg
A_;4 WA(?J%M [52] | xp > x1 > x5 > x4 > X3 > Xg
A_is WA{; [53] X2 ~ X3 > X > X4 > X > X5
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Tabelas 6.3, 6.4 e 6.5 descrevem as avaliacOes dos peritos de quanto o investimento
satisfaz cada atributo, isto é, as matrizes de decisdo de cada especialista.

A Tabela 6.6, apresenta o ranking obtido por cada método para este exemplo de pro-
blema de tomada de decisdo. Observe, que todos os rankings sdo diferentes.

Aplicando a funcdo de A-pontuagdo M do Exemplo 6.2.3 a estes rankings, nos obte-

mos

1. 7ty (M (A1,...,A15) =90 — (4+3+5+6+6+5+5+6+4+6+2+3+3+2+
5)=25

2. my(Mi(AY,...,A15) =90 — (1 +54+2+34+44+2+3+24+3+2+4+4+2+1+
1) =56

3. m3(My(AL,...,A15) =90 — (5+14+34+2+5+1+2+4+2+54+6+5+5+5+
1) =38

4. my(Mi(A1,...,A15) =90 — (2 +4+4+4+2+4+4+3+5+44+5+4+24+4+4+
4) =35

5. ws(My(A1,...,A15) =90 — B3+ 1+ 1+1+1+6+1+1+1+1+14+1+1+3+
6) = 61

6. m6(M1(A1,...,A15) =90 — (6+6+6+5+3+3+6+5+6+3+3+6+6+6+
3) =17

Assim, M (Xl,...,A_{S) = (25,56,38,35,61,17) e consequentemente RF) (ffl, ... ,A:5) =
(as,an,as,aq,ay,as). Desta forma, a fusdo dos rankings listados na Tabela 6.6, com o

primeiro método do Exemplo 6.2.3, € o seguinte ranking:

as > az > a3 > a4 > a) > ag

Agora, aplicando a fun¢do de A-pontuagcdo M, do Exemplo 6.2.3 para esses mesmos

rankings, obtemos
1. m(Ma(Ay,...,A15)) =0+3+5+5+3+9=25
2. My(Ma(Ay,...,A15)) =124+0+9+12+4+13 =50
3. m3(My(Al,...,Al5)) = 10+5+0+7+2+12 =136

4. my(Ma(Ay,...,A15) = 10+3+84+0+3+11 =35
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5. ms(Ma(A1,...,A15) = 12411+ 12412+ 0+ 13 = 60

6. ms(Ma(A7,...,A15)) =6+2+3+44+2+0=17

Assim, Mz(ffl,...,A%) = (25,50,36,35,60,17) eportantoRFz(Xl,...,A%) = (as,az,a3,as,ay,ae).
Logo, a fusdo dos rankings listados na Tabela 6.6, com o segundo método do Exemplo

6.2.3, é o mesmo ranking que foi obtido com o primeiro método, ou seja:

as > ay > ajz > a4 > a) > dg

6.4.2 Segundo Exemplo Ilustrativo

Em [184] foi considerado como exemplo ilustrativo, para o método proposto pelo
autor desse artigo, o seguinte problema de tomada de decisdo, que de fato € uma adaptacao
de um exemplo proposto em [172]:

Quatro estudantes universitdrios compartilham uma casa e pretendem contratar um
provedor de internet de banda larga. Existem quatro opcdes disponiveis para escolha, que

sdo fornecidos por quatro provedores de servigos de internet:

1. x1: 1 Mb/s de banda larga;
2. xp: 2 Mb/s de banda larga;
3. x3: 3 Mb/s de banda larga;

4. x4: 4 Mb/s de banda larga.

O servico de internet e sua mensalidade serdo compartilhados entre os quatro estu-
dantes (os especialistas) {ej,e2,e3,e4}. Para escolher a empresa a ser contratada, eles
decidem usar um método para problemas de tomada de decisdo multi-especialista con-
siderando o seguinte vetor de pesos w = (0.3,0.3,0.2,0.2) estimados a partir de uma
auto-avaliacdo do grau de conhecimento de cada estudante sobre internet banda larga.
Cada estudante determina sua relagdo de preferéncia em uma forma independente. Em
[184] Z.S. Xu considerou o uso de relacdes de preferéncias multiplicativas intuicionistas
de Atanassov com valores no intervalo [%,9] e em [37] essas relagdes de preferéncias fo-
ram transformadas, via a transformagio linear f(x) = 80@—“, nas relacdes de preferéncia
fuzzy intervalarmente valoradas mostradas nas Tabelas 6.7, 6.8, 6.9 e 6.10.

A Tabela 6.11, apresenta o ranking obtido pelos diferentes métodos para este problema

de tomada de decisdo multi especialista.
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Tabela 6.7: Avaliacao do especialista e;.

el X1 X2 X3 X4
X1 - [0.01,0.675] [0.025,0.9] [0.04375,0.9]
x2 | [0.325,0.99] - [0.015625,0.7875] [0.025,0.7875]
X3 [0.1,0.975] [0.2125,0.984375] - [0.025,0.9]
x4 | [0.1,0.95625] [0.2125,0.975] [0.1,0.975] -
Tabela 6.8: Avaliacdo do especialista e>.
() X1 X2 X3 X4
X1 - [0.025,0.7875] [0.015625,0.7875] [0.025,0.9]
X2 [0.2125,0.975] - [0.01,0.675] [0.015625,0.7875]
x3 | [0.2125,0.984375] [0.325,0.99] - [0.04375,0.9]
X4 [0.1,0.975] [0.2125,0.84375] [0.1,0.95625] -
Tabela 6.9: Avaliacdo do especialista e3.
e3 X1 X2 X3 X4
X1 - [0.2125,0.975] [0.025,0.7875] [0.1,0.975]
x2 | [0.025,0.7875] - [0.015625,0.675] [0.01,0.675]
x3 | [0.2125,0.975] [0.325,0.984375] - [0.1,0.95625]
X4 [0.025,0.9] [0.325,0.99] [0.04375,0.9] -
Tabela 6.10: Avaliacao do especialista e4.
[ X1 X2 X3 X4
X1 - [0.025,0.9] [0.04375,0.9] [0.04375,0.95625]
X2 [0.1,0.975] - [0.01,0.5625] [0.015625,0.675]
X3 [0.1,0.95625] [0.4375,0.99] - [0.04375,0.9]
x4 | [0.04375,0.95625] [0.325,0.984375] [0.1,0.95625] -

Tabela 6.11: Resumo dos rankin

gs obtidos em [37, 184].

Meétodos Fonte Ranking
Xl <xy [37] | x4 >x3>x1>x
A | Zpen [37] | x3>x4 >x1>x2
Xg, <Lex2 [37] X4 > X3 > X1 > X2
X4 ﬁ%’% [37] X3 > X4 > X| > X)
A_’5 Abordagem I [184] | x3 > x4 >x1 > X3
Xé Abordagem IIa | [184] | x3 > x4 > x1 > x2
A7 | AbordagemIIb | [184] | x4 > x3 > x > X2
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Aplicando a fun¢do de A-pontuacido M do Exemplo 6.2.3 foram obtidos estes ran-

kings,
1. T (M (Al,...,A7) =28 — (3+3+3+3+3+3+3)=7
2. my(Mi(AY,...,A7)) =28 — (4+4+4+4+44+4+4)=0
3. n3(My(Al,...,A7)) =28 —(2+1+2+1+1+1+2)=18

4. my(M(AY,... A7) =28 — (1 +24+1+4242+42+1)=17

Assim, M, (fﬁ, . ,ff7) = (7,0,18,17) e portanto RF) (Xl,...,A_}) = (as,aq,a1,az). Logo,
o resultado da aplicacdo da fun¢do de fusdo de rankings RFi, isto € o primeiro método do
Exemplo 6.2.3, aos rankings na Tabela 6.6 € o seguinte ranking:

X3 > X4 > X1 > X2

Agora, aplicando a fun¢do de A-pontuacdo M, do Exemplo 6.2.3 a esses mesmos

rankings, serdo obtidos

1. 7t1(M2(A1,...,X7))=O+7+0+0=7
2. Ez(Mz(Xl,...,X7))=O+0+0+0=O
3. n3(Ma(Ay,...,A7)) =T+7+0+4=18

4. my(My(AY,..., A7) =T+T+3+0=17

Ou seja, M» (Aﬂ,...,A?) = (a3,a4,a1,a;). Desta maneira, a fusdo dos ranking da Tabela
6.11, considerando o segundo método do Exemplo 6.2.3, isto € a funcdo de fusdo de ran-

kings RF;, é exatamente o mesmo obtido com o primeiro método e portanto € o seguinte:

X3 > X4 > X1 > X2

Na Tabela 6.11 pode ser vista que s6 dois rankings foram obtidos com os sete métodos:
X4 > x3 > x1 > X (trés vezes) e x3 > x4 > x1 > xp (quatro vezes). Observe que ambas
func¢des de fusdo de rankings resultaram no ranking que mais vezes foi determinado pelos

métodos.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste capitulo, analizaremos as contribuicdes desta tese tanto na teoria dos conjuntos
fuzzy intuicionistas de Atanassov intervalarmente valorados como na tomada de decisao.
Também veremos alguns de possiveis desdobramentos desta tese que serdo abordados em

trabalhos no futuro.

7.1 Contribuicoes a Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intui-

cionistas de Atanassov Intervalarmente Valorados

As contribuigdes a Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanassov Interva-
larmente Valorados fazem parte do Capitulo 4 desta tese e as descrevemos a seguir.

Xu e Yager em [188] propuseram uma ordem para L* a qual se baseia em dois indices:
o indice de pontuagdo e o indice de precisdo para L*-valores. Esta ordem, assim como
a lexicogréfica, além de totais, sdo também admissiveis, no sentido que elas contém ou
refinam a ordem usual de L* [36]. Tendo em vista o isomorfismo entre os reticulados
(L*,<px) e (IL,<p,), tanto esses indices como essas ordens t&ém um correspondente em L
com as mesmas propriedades.

No entanto, a generalizac@o natural desta ordem total (baseada em funcdes de pontu-
acdo e precisdo) para [L*-valores leva a uma ordem que ndo € total. Isto motivou Wang,
Li e Wang em [170] a “completar” essa generalizacao natural da ordem proposta por Xu
e Yager considerando duas novas fungdes. Esta ordem, denotada aqui por “<”, € definida
na Equacdo (4.12). Na Equagdo (4.13), propomos uma variante da ordem de Wang, Li e
Wang, denotada por “<”, a qual também € total. Também, descrevemos duas maneiras
de construir ordens totais em IL* a partir de ordens totais em L. Em particular, considera-
mos duas ordens totais obtidas por estes métodos a obtida a partir da ordem lexicogréfica

usando o primeiro método de construgdo, denotada por <7, e a originada pela ordem Xu
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e Yager usando o segundo método de construgdo, denotada por <%y. Também provamos
que as ordens totais <, <, <] e <%y sdo admissiveis no sentido que contém a ordem
parcial usual sobre IL* e que o segundo método preserva a adimissibilidade da ordem de
origem. Cabe salientar que a proposta de estender a no¢ao de ordens admisiveis proposto
por Bustince et al. em [36] para ordens totais em L* foi feita de forma independente em
[54, 57]. Outra contribui¢do a Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanassov In-
tervalarmente Valorados é a proposta de um novo indice de precisao para [L*-valores junto
com um andlise para determinar qual das cinco (5) propostas (incluido a nova) € melhor,
no sentido que € mais fiel a no¢do de funcdo de precisdo para [L-valores chegando-se a
conclusdo de que as melhores propostas sdo a de [181] e a proposta nesta tese (e publicada
em [54]).

Em [144] foi introduzido o conceito de representacao intervalar e representacao inter-
valar canonica (ou melhor representacdo intervalar em [21]) com o intuito de formalizar as
propriedades de corretude e otimilidade na drea de matematica intervalar [81, 114]. Estas
duas nocdes foram adaptadas para o contexto da logica fuzzy intervalarmente valorada
por Bedregal e Takahashi em [22, 23]. Posteriormente a publicacdo desses artigos que
investigava t-normas intervalarmente valoradas que representam t-normas, outros opera-
dores e fungdes foram estudados a luz do conceito de representacdo intervalar, como por
exemplo [15, 18, 20, 61, 99, 126, 128]. Esta no¢do de representacdo intervalar se baseia
fortemente na noc¢do de pertinencia e inclusdo. Ja por L*-valores ndo serem conjunto,
nao ha uma nog¢ao natural nem de pertinéncia nem de subconjunto. Porém usando bijecao
andloga a bijecdo entre L*-valores e LL-valores, podemos ver L*-valores como se fossem
um intervalo de intervalos, e portanto como um conjunto. Com isto em mente, foi intro-
duzida uma nocdo de pertinéncia e uma relacdo de subconjunto para LL*-valores. Estas
duas nog¢des conjuntistas foram usadas para introduzir a nocdo de IL*-representagao e de
melhor L*-representacdo. Propomos também uma nova extensao dos operadores de mé-
dia aritmética, média ponderada e média ponderada ordenada no contexto de IL*-valores
e que tem como principal caracteristica ser a melhor IL*-representacido desses operado-
res de agregacdo. Assim, quando aplicado a elementos diagonais esses novos operadores
resultam nos elementos diagonais que sdo os mesmos que resultam ao aplicar esses opera-
dores de agregacao aos valores que geraram os elementos diagonais. Também provamos
que estas novas extensoes dos operadores de média ponderada (ordenada e nao ordenada)
também detentam propriedades similares aos operadores de média, como por exemplo,
idempoténcia, comutatividade, crescentes com respeito a ordem usual, e limitados pelo

infimo e supremo.
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7.2 Contribuicoes a Tomada de Decisao

No Capitulo 5 apresentamos dois métodos de tomada de decisdo multi-atributo e
multi-especialista. O primeiro deles considera matrizes de decisdao L*-valoradas e o
segundo considera relagdes de preferéncia IL*-valoradas. Ambos métodos consideram
as ordens totais admissiveis apresentadas no Capfulo 4, assim como, as melhores IL*-
representacdes das médias aritméticas, médias ponderadas e médias ponderadas ordena-
das. Fez-se uma anélise dos rankings obtidos por ambos os métodos quando aplicados a
problemas de tomada de decisdao multi-atributo e multi-especialista jd vistos na literatura,
chegando a conclusdo que nos cinco exemplos ilustrativos, sempre pelo menos uma das
quatro ordens totais admissiveis consideradas consegue o melhor rankeamento para esses
Ccasos.

Lamentavelmente, nem sempre é possivel discernir em qual € o ranking ideal em um
problema de tomada de decis@o especifico. Isto nos motivou a desenvolvermos meta-
métodos que considerem os ranking obtidos a partir de diversos métodos como evidén-
cias ou informagdes uteis para obter um ranking final que seja considerado uma espécie
de consenso ou fusdo dos rankings obtidos pelos métodos. Para isto seria necessario es-
tabelecer alguns principios e formalizacdo desses metamétodos. Observe que esta fusdao
de ranking seria realizada independente do tipo de problema de tomada de decisdo que
esteja sendo considerado. Assim, no Capitulo 6 € introduzida a no¢@o de fungdo de fu-
sao de rankings e apresentadas formas de gerar este tipo de funcdo. Cabe salientar, que
funcdes de fusdo de rankings também poderiam ser usados como um método de tomada
de decisdo multi-especialista baseado em consenso como proposto em [28, 83, 123]. A
diferenca de ambas abordagens radica em que as func¢des de fusdo de rankings ndo quan-
tificam o nivel de similaridade ou correspondéncia entre pares de rankings, em vez disso,
funcdes de fusdo de rankings proporcionam uma pontuacgdo para cada alternativa baseado
nos diversos ranking obtidos por cada método ou especialista. Outro aspecto positivo da
abordagem proposta nesta tese € o fato das func¢des de fusdo de ranking serem estaveis,
no sentido que se adicionarmos o resultado da fusdo dos rankings como sendo um novo
ranking a ser considerado pelo meta-método, o ranking final continuard sendo o mesmo.
A desvantagem com respeito a proposta de consenso quando visto como alternativa a fu-
sdo de rankings estd em que o método de consenso permite considerar pesos nos rankings

o qual em determinadas circunstancias pode ser interessante ou necessario.
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7.3 Trabalhos Futuros

Ha diversos desdobramentos que podem ser desenvolvidos a partir dos resultados e

conceitos introduzidos nesta tese. Entre eles destacamos:

1. Responder o problema em aberto deixado no Capitulo 4.

2. Verificar as condic¢des, necessarias e no possivel suficientes, que devem satisfazer
as ordens totais admissiveis sobre L* para que os operadores de média ponderada
ordenada e ndo ordenada aqui proposto, assim como, o proposto em [58] (artigo do

qual a autora desta tese € co-autora) sejam isotOnica.

3. Usar os operadores de média ponderada ordenada propostos nesta tese para definir
integrais tipo Choquet, como realizado em [58] e desenvolver novos métodos de

tomada de decisdo, assim como, aplicar em em classificagdo como feito em [103].

4. Considerar outras ordens totais admissiveis obtidas pelos métodos propostos no
Capitulo 4, assim como, pelos métodos propostos em [57] em novos métodos de
tomada de decisdo baseado em relacdes de preferéncia e em matrizes de decisdo

LL*-valoradas.

5. Estudar as melhores IL*-representa¢des de conectivos fuzzy e outros tipos de fun-

coes de agregacao.
6. Desenvolver uma teoria de funcdes de fusdo de rankings com pesos.

7. Aplicar os métodos propostos em problemas de tomada de decisdo reais.
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