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RESUMO

Extensoes da relatividade geral nas quais corre¢des de ordens superiores da cur-
vatura sdo incluidas na agdo de Einstein-Hilbert tém recebido bastante atencdo prin-
cipalmente por modelos na fisica de altas energias — teoria de cordas e gravidade
quantica — e na cosmologia da expansao acelerada do universo primordial. Nesta tese
de doutorado, propomos uma gravidade de ordem superior, caracterizada pela inclu-
sdo de todos os termos envolvendo o escalar de Ricci até a segunda ordem de correcéo.
A partir de entdo, abordamos dois temas de interesse. O primeiro tema diz respeito a
investigacdo de solugdes esfericamente simétricas, onde exploramos solu¢des em um
regime de campo fraco e solu¢des de buracos negros. Nés obtivemos todas as solu-
¢des no limite de campo fraco e enderegamos o tema da possibilidade de existéncia de
solugdes de buracos negros além de Schwarzschild. Por sua vez, o segundo tema en-
volve a pesquisa no contexto da inflagdo césmica, motivados pelo sucesso do modelo
de Starobinsky. Nesse sentido, desenvolvemos uma pesquisa detalhada das infla¢des
de Starobinsky+R? e Starobinsky+R> + RCIR, confrontando-os com os dados obser-
vacionais mais recentes oriundos do satélite Planck e do BICEP3/Keck Array.

Palavras-chave: Gravidades de ordens superiores. Solu¢des esfericamente si-
métricas. Inflacdo césmica.
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ABSTRACT

Extensions of general relativity in which higher-order curvature corrections are
included in Einstein-Hilbert’s action have received increasing attention mainly by mo-
del building in high-energy physics — string theory and quantum gravity — and in
the accelerated expansion of the very early universe. In this PhD thesis, we propo-
sed a higher-order gravity, characterized by the inclusion of all correction terms up to
the second-order involving the Ricci scalar. From then on, we approached two topics
of interest. The first topic concerns the investigation of spherically symmetric soluti-
ons, where we explored weak-field regime and black hole solutions. We obtained all
solutions in the weak-field regime and also addressed the issue of the possibility of
existence of non-Schwarzschild black hole solutions. In turn, the second topic invol-
ves research in the context of cosmic inflation, motivated by the success of the Staro-
binsky model. In this sense, we developed a detailed research of Starobinsky+R3 and
Starobinsky+R3 + RCIR inflationary models, confronting them with the most recent
observational data from the Planck satellite and the BICEP3/Keck Array.

Keywords: Higher-order gravities. Spherically symmetric solutions. Cosmic In-
flation.
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RESUMEN

Las extensiones de la relatividad general en las que se incluyen correcciones de
curvatura de orden superior en la acciéon de Einstein-Hilbert han recibido una atencién
considerable principalmente para modelos en fisica de alta energia — teoria de cuerdas
y gravedad cudntica — y en inflacién c6smica. En esta tesis de doctorado, proponemos
una gravedad de orden superior, caracterizada por la inclusién de todos los términos
que involucran al escalar de Ricci hasta la correcciéon de segundo orden. A partir de
ahi, abordamos dos temas de interés. El primer tema se refiere a la investigaciéon de
soluciones esféricamente simétricas, donde exploramos soluciones en un régimen de
campo débil y soluciones de agujeros negros. Obtuvimos todas las soluciones en el li-
mite del campo débil y abordamos el tema de la posibilidad de existencia de soluciones
de agujeros negros més alld de Schwarzschild. A su vez, el segundo tema involucra la
investigacion en el contexto de la inflacién c6smica, motivado por el éxito del modelo
de Starobinsky. En este sentido, desarrollamos un estudio detallado de las inflaciones
de Starobinsky+R? y Starobinsky+R> + RCIR, comparandolos con los datos observa-
cionales més recientes del satélite Planck y el BICEP3/Keck Array.

Palabras clave: Gravedades de 6rdenes superiores. Soluciones esféricamente
simétricas. Inflaciéon césmica.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A relatividade geral (RG) ainda é nossa teoria padrdo para descrever a gravi-
dade. Isso se deve ao seu imenso poder preditivo. Mesmo ap6s um século desde sua
publicacdo, ela continua sendo corroborada pelas observagdes, a saber, pelas detec¢des
diretas das ondas gravitacionais oriundas de fusdes de buracos negros e estrelas de
neutrons (ABBOTT et al., 2016a; ABBOTT et al., 2016b; ABBOTT et al., 2017).

No entanto, apesar de seu sucesso, propostas de extensdes tém sido motivadas
por diversas areas. Na fisica de altas energias, incluem-se modelos de gravidade quan-
tica e teoria de cordas, cuja principal motivagdo é o de dar um passo na direcdo da so-
lugdo do problema fundamental da ndo renormalizabilidade da RG (Utiyama; DeWitt,
1962; STELLE, 1977). Tais modelos visam a completude no ultravioleta da RG. Nesse
cendrio, a agdo gravitacional da RG necessita ser suplementadas por termos adicionais
de ordens superiores na medida em que aumentamos a escala de energia (HOOFT;
VELTMAN, 1974). H4 também motivag¢des emergentes da cosmologia principalmente
devido o universo primordial inflacionario (Starobinsky, 1980).

De acordo com o teorema de Lovelock, fundamentalmente, a RG é construida
com base em algumas hipéteses: ela é uma teoria de gravidade métrica riemanniana
4-dimensional, contendo a métrica g,, como tinico campo fundamental, invariante por
diffeomorfismo e cujas equacdes de campo sdo de segunda ordem. Nesse sentido, ex-
tensdes a RG sdo alcangadas ao violar quaisquer dessas hip6teses (CLIFTON et al.,
2012). Ao violarmos a primeira hipétese, por exemplo, podemos permitir um espago-
tempo com dimensdo de ordem mais alta, ou mesmo considerar uma acdo gravitaci-
onal construida com invariantes de curvatura e tor¢do devido um espago-tempo de
Riemann-Cartan (HEHL et al., 1976). Se violarmos a hip6tese de que a teoria de gravi-
dade possui a métrica como tinico campo fundamental, por exemplo, podemos obter
as teorias de Horndeski (HORNDESKI, 1974). Essas, por sua vez, sdo as teorias de gra-
vidade mais gerais em quatro dimensdes cuja agdo, construida com a métrica e um
campo escalar, conduz a equagdes de campo de segunda ordem. Por outro lado, ao
permitirmos que as equagdes de campo da teoria sejam acima da segunda ordem e
preservarmos todas as demais hipé6teses, encontramos as gravidades de ordens supe-
riores.

As teorias de gravidade de ordens mais altas sdo caracterizadas pela inclusdo
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de termos de corre¢do na agdo de Einstein-Hilbert (EH) que conduzem a equagdes de
campo de ordens superiores. Tais corre¢des podem ser convenientemente classificadas
conforme sua escala de massa (energia). Nesse cendrio, EH mais a constante cosmo-
l6gica representa o termo usual de ordem zero. As corre¢des de primeira ordem a EH
sdo termos de massa a quarta construidos a partir dos 4 possiveis invariantes'

R?, Ry R, RyyyepRM™ e OR.

pvap
Por sua vez, os termos de correcdo de segunda ordem a EH sdo aqueles de massa a
sexta, construidos com os invariantes (BONORA et al., 1986)

R%, RR;yR™, RR g RM™F, Ry RV Ry, Ry RIPV Ry g,
RyuvRI'P R ape, Ryuyap R Ren™, Ry R R P, ROR,
RuwORM, RF*POR yyap, Ry VIVYR, VARV 4Ry,
V*RM™V Ry, VFRPNNV Ry, OR? e (PR.

E assim por diante, teremos mais termos de corre¢do de ordens mais altas na medida
em que aumentamos as escalas de energia.

Modelos envolvendo gravidades de ordens superiores tém sido bastante explo-
rados em vérios contextos. Existe na literatura trabalhos cujo propésito é mostrar a
equivaléncia entre diferentes classes de teorias de gravidade, em particular, entre as te-
orias f (R) ou f (R, DkR) e as teorias escalar-tensoriais (GOTTLOBER et al., 1990; Soti-
riou; Faraoni, 2010; CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2011; CUZINATTO et al., 2016). Em
geral, se torna mais conveniente fazer a passagem do frame geométrico original para
o frame de Jordan ou de Einstein, através de uma transformacao conforme, de modo a
tratar equagdes para campos escalares em vez de tratar equagdes de ordens mais altas
para a métrica. Um outro tema de bastante interesse é o da investigagdo de solugdes
esfericamente simetricas e estdticas em gravidades de ordens mais altas, sendo o paper
de Stelle (STELLE, 1978) um dos responséveis por jogar luz nessa linha de pesquisa.
Em especial, o estudo da possibilidade de solugdes de buracos negros negros além de
Schwarzschild, por meio de diferentes abordagens, sdo enderecados em Refs. (FRO-
LOV; SHAPIRO, 2009; NELSON, 2010; LU et al., 2015; LU et al., 2015; KOKKOTAS et
al., 2017, BUENO; CANO, 2017; GOLDSTEIN; MASHIYANE, 2018; PODOLSKY et al.,
2018; SILVA; MEDEIROS, 2020), ao passo que pesquisas envolvendo solu¢gdes em um
regime de campo fraco sdo abordados em Refs. (ACCIOLY et al., 2017; GIACCHINI,
2017; GIACCHINI; NETTO, 2019; SILVA; MEDEIROS, 2020). H4 ainda modelos de
energia escura como em Ref. (CUZINATTO et al., 2015), e modelos que estudam a
geracdo e as propriedades de ondas gravitacionais em teorias de gravidade de ordens
mais altas (BERRY; GAIR, 2011; FABRIS et al., 2012; SHAPIRO et al., 2014; BHATTA-
CHARYYA; SHANKARANARAYANAN, 2017; ZINHAILO, 2018; HOLSCHER, 2019;
DATTA; BOSE, 2019; KIM et al., 2021; YAMADA et al., 2019; GOGOIL, GOSWAMI, 2020;
FARIA, 2020; EZQUIAGA et al., 2021; VILHENA et al., 2021; ALVES et al., 2022). Esse

1 Apesar de apresentarmos todos os termos a seguir, nem todos eles sio relevantes para as equacgdes
de campo. O termo [IR é de superficie e ndo contribui. Além disso, devido o invariante de Gauss-Bonnet

Iep = / #1y/= (RuupRI™™P — 4R, R + R2),

a contragdo do tensor de Riemman pode ser escrita em termos dos dois demais termos.



altimo sendo um tépico de bastante apelo atual devido as detec¢des diretas (ABBOTT
etal., 2016a; ABBOTT et al., 2016b; ABBOTT et al., 2017), que possibilitam o surgimento
da astrofisica de ondas gravitacionais.

Com relagdo a inflagdo, é bem conhecido da literatura que o modelo de Staro-
binsky? (Starobinsky, 1980) possui um 6timo ajuste aos recentes dados observacionais
oriundos do satélite Planck, BICEP3/Keck e BAO (AKRAMI et al., 2018; ADE et al.,
2021). Além disso, o fato de possuir uma motivagdo tedrica bem fundamentada o cre-
dencia o status de um dos candidatos inflaciondrios mais fortes, a despeito da imensa
pletora de modelos de inflacdo (MARTIN et al., 2014). Tais razdes motivam a inves-
tigacdo de modelos baseados em extensdes ao modelo de Starobinsky via teorias de
gravidade de ordens superiores. Existe uma grande quantidades de pesquisas nesse
contexto. Algumas delas sdo baseadas em teorias do tipo f (R), como em Refs. (HU-
ANG, 2014; CHEONG et al., 2020; SILVA et al., 2022), outras consideram a introducao
do termo de Weyl (SALVIO, 2017; SALVIO, 2019; ANSELMI et al., 2020; ANSELMI,
2021; ANSELMI et al., 2021). Ha aquelas que consideram agdes gravitacionais locais
envolvendo um numero finito de termos de derivadas de curvatura (BERKIN; MA-
EDA, 1990; ASOREY et al., 1997; IIHOSH]I, 2011; MODESTO, 2016; CUZINATTO et al.,
2019; CUZINATTO et al., 2019; CASTELLANOS et al., 2018), ao passo que outras sdo
nao-locais, envolvendo infinitas derivadas (KOSHELEV et al., 2016, EDHOLM, 2017;
DIAMANDIS et al., 2017; KUMAR; MODESTO, 2018).

Nesta tese, nos propomos a investigar solugdes esfericamente simétricas e esta-
ticas, e a natureza da extensdo ao modelo de Starobinsky devido a inclusdo de todos
os termos até a segunda ordem de corre¢do envolvendo apenas a curvatura escalar R.
Nesse sentido, temos a seguinte agdo gravitacional

MZ
S = T”/d‘lx, /—¢ <R+ %RZ + “—02123 RDR) /d4x\/ gL,  (L1)
0

3K§

onde xp tem unidade de massa ao quadrado e os pardmetros g e p sdo quantida-
des adimensionais. Além disso, Mp; é a massa de Planck reduzida, de tal modo que
Ml%l = (87‘EG)_1 e = V, V7 representa o operador d’Alembertiano covariante. Neste
cendrio em que abordamos apenas o setor escalar das correcdes, R? representa a cor-
re¢do de primeira ordem, enquanto os dois dltimos termos correspondem as corre¢des
de segunda ordem a EH. Observe portanto que, no ambito inflaciondrio, o parametro
ko é o responsavel por estabelecer a escala de energia da inflagdo, ao passo que os pa-
rametros &g e Bp nos ddo uma medida do desvio a Starobinsky. Vale pontuar que nossa
pesquisa em Ref. (SILVA; MEDEIROS, 2022) d4 um passo além em pesquisas recen-
tes desenvolvidas em Refs. (SILVA et al., 2022) e (CUZINATTO et al., 2019; CASTEL-
LANOS et al., 2018), que abordam os modelos Starobinsky—|—R3 e Starobinsky+RUIR,
respectivamente.

Uma vez proposta a agdo gravitacional (1.1), é possivel obter suas equagdes de
campo através de diferentes formalismos, e diferentes formalismos, em geral, condu-
zem a diferentes equagdes de campo. Os dois principais formalismos sdo o métrico e
o de Palatini. No primeiro, a extremizagdo da acdo é avaliada com relagdo a métrica,
sendo esta o campo fundamental. No segundo, por sua vez, as conexdes sdo indepen-

2]untamente com a inflagdo de Higgs (BEZRUKOV; SHAPOSHNIKOV, 2008), ja que ambos os mo-
delos sdo caracterizados pelo mesmo potencial.



dentes da métrica — ambos sdo os campos fundamentais — e a extremizac¢do da agdo
é avaliada com relagcdo a ambas, com a suposi¢do de que a agdo de matéria ndo depen-
dem das conexdes. No caso particular da acdo de Einstein-Hilbert, ambos os formalis-
mos conduzem as mesmas equagdes de campo. De acordo com Ref. (Sotiriou; Faraoni,
2010), existe ainda um terceiro formalismo, chamado de métrico-afim, em que se utiliza
o formalismo de Palatini mas sem a suposi¢do de que a acdo de matéria ndo depende
das conexdes. Para uma boa apresentacdo das equagdes de campo de uma gravitacdo
do tipo f (R) em ambos os formalismos, indicamos ao leitor a verificagdo de Ref. (CA-
POZZIELLO; LAURENTIS, 2011). Nesta tese, as equagdes de campo do modelo sdo
obtidas por meio do formalismo métrico.

E importante deixar claro de inicio que o modelo abordado (1.1) ndo é encarado
como uma teoria fundamental de gravidade. Ele é, em contrapartida, enxergado com
um modelo cldssico de gravidade em um contexto de teoria efetiva. Nesse sentido,
apesar do termo de derivadas RCIR em (1.1) introduzir instabilidades do tipo ghost®,
podemos sempre pensar na existéncia de um regime de energia em que tais instabi-
lidades ndo sdo excitadas, de maneira que o modelo é capaz de fornecer resultados
preditivos. Para além da construcdo apresentada para (1.1), temos a motivagao clara
de que os termos de correcdo de ordens superiores incluidos no modelo sdo tais que
devem estar presentes em uma teoria fundamental para a gravitagéo.

Esta tese estd estruturada da seguinte maneira. Antes de mais nada, fazemos
uma breve revisdo da RG em Sec. 2, onde apresentamos seus fundamentos, como a
estrutura tedrica e matematica sob a qual ela é construida, equagdes de campo, limite
de campo fraco, a solu¢do de Schwarzschild, etc. Logo apds, em Sec. 3, apresentamos
uma revisdo da literatura acerca de buracos negros de Schwarzschild. Em Sec. 4, abor-
damos nossa pesquisa envolvendo solugdes esfericamente simétricas das equagdes de
campo associadas a ac¢do (1.1), tanto no contexto de solu¢des em um regime de campo
fraco, Sec. 4.1, quanto no contexto de solugdes de buracos negros, Sec. 4.2. Por sua vez,
fazemos em Sec. 5.1 uma revisdo da literatura acerca da inflagdo em um background
cosmolégico, em um dmbito perturbativo e como se d4 a comparagdo de modelos infla-
ciondrios com a observagdes. Em seguida, apresentamos nossas pesquisas envolvendo
as extensdes Starobinsky+R? e Starobinsky+R> + RCOR (modelo completo proposto)
em Secs. 6 e 7, respectivamente.

Por fim, um comentdrio sobre as convengdes utilizadas. Os capitulos de revisdo
bibliogréfica como Secs. 2, 3 e 5 foram baseados, entre outros, em textos como Refs.
(Weinberg, 1972; d'Inverno, 1992; MUKHANOYV, 2005, BAUMANN, 2013), que utili-
zam a assinatura para a métrica (+,—,—, —). Nestes casos, decidimos por preservar
a convencdo original. Por outro lado, nossas pesquisas, Secs. 4, 6 e 7, foram desenvol-
vidas com a assinatura (—,+, +, +), e assim as apresentamos nesta tese. Assumimos
um sistema de unidades em que ¢ = i = 1. Ao longo de todo o texto, o tensor de
Riemann € escrito como R*),, = 9,1, — Bvl"ﬁy + l“gyl"ﬁv — ngl“ﬁ ” enquanto o tensor
de Ricci é definido por R), = R¥,,,. Além disso, indices gregos y, v,... variam de 0 a
3, enquanto indices latinos i, j,... variam de 1 a 3.

31sso ocorre para By > 0.



CAPITULO 2

RELATIVIDADE GERAL EM POUCAS PALAVRAS

Antes de tudo, a RG é uma teoria de gravitagdo e teve como objetivo genera-
lizar a relatividade especial, possibilitando a descricdo em referenciais quaisquer, ndo
inerciais, e também a gravitagdo newtoniana ao conté-la como um caso particular de
campo fraco. Enquanto na gravitacdo newtoniana a gravidade é uma forca atrativa e
representa o efeito da massa gravitacional dos corpos, na RG, a gravidade é o efeito
da curvatura do espago-tempo, podendo inclusive ser repulsiva, que forca os corpos a
descreverem trajetdrias geodésicas. Construida utilizando geometria diferencial e sus-
tentada por alguns principios fisicos, em particular, o principio da equivaléncia e o
principio da covariancia geral, a RG, ap6s ser corroborada por sucessivos testes, ainda
é nossa teoria padrdo de gravidade. Experimentos e observagdes tém verificado até os
dias atuais que a descri¢do de Einstein consegue dar conta de varios fendmenos na qual
a gravitagdo newtoniana falha, tal como a anomalia na 6rbita de merctrio, e preve va-
rios outros como a deflexdo da luz, ondas gravitacionais, lentes gravitacionais, redshift
gravitacional, etc.

Neste capitulo, apresentaremos brevemente os fundamentos da RG, como os
principios da equivaléncia e da covariancia geral, bem como a estrutura matematica
sob a qual ela é construida. Estudamos suas equagdes de campo bem como seu limite
newtoniano, nos fornecendo as bases para o estudo dos capitulos subsequentes. Des-
tacamos que o estudo aqui apresentado segue de perto Ref. (Weinberg, 1972).

2.1 Fundamentos

O principio da equivaléncia, em suas varias versdes, tem um papel fundamental
na construcdo da teoria da RG. Ele é baseado na igualdade das massas gravitacional
e inercial, investigada por Galileo, Huygens, Newton, Bessel e E6tvos. Einstein per-
cebeu que, como consequéncia, nenhum campo gravitacional estatico e homogéneo
externo a um elevador em queda livre poderia ser detectado, pois para os observa-
dores, seus corpos e o préprio elevador respondem ao campo da mesma maneira. De
acordo com a contrugdo realizada pela citada referéncia, isso pode ser verificado con-
siderando um sistema de N particulas ndo relativisticas sob a influéncia de forcas do



tipo F=F (rl ]) como as forgas gravitacional e eletromagnética, mais um campo
gravitacional externo §. As equagdes de movimento, para a i-ésima particula, escreve-
mos

d7;
My = g+]§;F (2.1)

Fazendo uma transformacdo de coordenadas nao Galileana, da forma

—f — 1—)2

7 =7— Egt t =t, (2.2)

obtemos que § é cancelado pela forca de inércia, e a equagdo de movimento se torna

mlil;; ZF <r —r> (2.3)

A partir das consideracdes anteriores, é possivel relacionar um referencial nao iner-
cial a um campo gravitacional estédtico e uniforme. O observador original S, que usa
coordenadas (t,7), e o outro §’, cujas coordenadas utilizadas sdo (#/,7'), ndo detectam
diferenca alguma nas leis da mecanica, com a excec¢do de que o primeiro diz que sente o
campo gravitacional, enquanto o dltimo, ndo. O principio da equivaléncia afirma que o
cancelamento da forca gravitacional pela forca de inércia ocorre para todos os sistemas
em queda livre.

O principio da equivaléncia também abrange campos gravitacionais ndo homo-
géneos e varidveis com o tempo. Embora as forgas inerciais ndo cancelem exatamente
forcas gravitacionais em sistemas caindo livremente em um campo gravitacional ge-
ral, é possivel esperar um cancelamento aproximado ser for considerada uma regiao
suficientemente pequena do espago e do tempo onde o campo muda muito pouco. Por-
tanto, o principio da equivaléncia pode ser enunciado da seguinte forma: em cada ponto
do espaco-tempo em um campo gravitacional arbitrdrio, é possivel escolher um sistema de co-
ordenadas localmente inercial, tal que, dentro de uma regido suficientemente pequena em torno
do ponto considerado, as leis da natureza assumem a mesma forma como em um sistema de
coordenadas cartesiano ndo acelerado na auséncia de gravidade. Aqui, com "a mesma forma
como em um sistema de coordenadas cartesiano nado acelerado", se quer dizer "a forma
que as leis da natureza assumem na relatividade especial”.

H4 uma certa semelhanga entre o principio da equivaléncia e o axioma assu-
mido por Gauss como base da geometria ndo euclideana. O principio da equivaléncia
diz que em qualquer ponto do espago-tempo pode-se tomar um sistema de coordena-
das localmente inercial, tal que os objetos satisfazem as leis da relatividade especial.
Por sua vez, Gauss assumiu que em qualquer ponto em uma superficie curva pode-se
tomar um sistema de coordenadas localmente cartesiano, em que as distancias obe-
decem ao teorema de Pythagoras. Devido a essa profunda analogia, deve-se esperar
que as leis da gravitagdo carreguem grande semelhanca com as equagdes da geometria
riemanniana. Em particular, a suposicdo de Gauss implica que todas as proprieda-
des intrinsecas de uma superficie curva podem ser descritas em termos das derivadas
a¢™/ax! da fungdo ¢* (x) que definem a transformacgdo x — ¢ de algum sistema de
coordenadas geral x# que cobre a superficie, para o sistema localmente cartesiano &*.
Por sua vez, o principio da equivaléncia afirma que todos os efeitos de um campo



gravitacional podem ser descritos em termos das derivadas 9¢*/dx* da fungdo ¢* (x)
que definem a transformagdo das coordenadas x* do laboratério para as coordenadas
localmente inerciais ¢*. Essas fungdes geometricamente relevantes sdo as quantidades
Suv, que possibilitam calcular distancias em uma variedade.

Podemos encontrar na literatura diferentes formula¢des do principio da equi-
valéncia, em particular, as versdes fraca e forte. O principio da equivaléncia forte é o
que foi enunciado anteriormente, com leis da natureza significando fodas as leis da na-
tureza. Ja a formulacdo fraca, é o mesmo com a substituicdo do termo leis da natureza
por leis do movimento de particulas em queda livre. Assim, o principio fraco é a reafir-
macao da igualdade entre as massas gravitacional e inercial, enquanto que o principio
forte é uma generalizacdo dessas observacdes que governam os efeitos da gravitacdo
para todos os sistemas fisicos (Weinberg, 1972; Wald, 1984).

Um outro principio de suma importancia na construcdo da RG é o principio
da covariancia geral. De acordo com este, todas as leis da fisica devem ser indepen-
dentes do sistema de coordenadas, isto é, devem ser do tipo tensorial — ja que estes
sdo invariantes por transformagdes gerais de coordenadas (Ryder, 2009). Aliando essa
ideia ao principio da equivaléncia, é possivel estabelecer a prescri¢do do acoplamento
minimo, que permite escrever qualquer lei fisica sob a influéncia do campo gravitaci-
onal. Se uma determinada lei da fisica estd escrita com respeito a um sistema de co-
ordenadas localmente inercial na auséncia de gravidade, ela mantém-se em um outro
sistema de coordenadas na presenca de campos gravitacionais. Para tanto, a prescri¢ao
do acoplamento minimo diz, neste caso, que a métrica plana de Minkowski 77, deve
ser substituida por g, e as derivadas usuais d,, pelas derivadas covariantes V,.

Em sintese, podemos afirmar o seguinte: as propriedades intrinsecas do espago-
tempo sdo descritas pela métrica, como na relatividade especial; no entanto, a métrica
do espago-tempo ndo necessita ter a forma plana; pelo contrério, a curvatura, isto €, o
desvio da métrica plana levam ao efeito fisico associado ao campo gravitacional. Além
disso, a curvatura do espaco-tempo esta relacionada com o contetido material através
de equacdes de campo, que em RG sdo conhecidas por equagdes de campo de Einstein.

2.2 Particula em queda livre e limite newtoniano

Nesta secdo faremos uma exposicdo sucinta acerca de uma particula em queda
livre, o que possibilitard ao leitor o entendimento de alguns conceitos fundamentais

como o tensor métrico gy, as conexdes de Levi-Civita Fi}v, a derivada covariante, etc.

Seguindo a construcdo exposta em (Weinberg, 1972), considere uma particula
se movendo em queda livre, isto é, sob a influéncia apenas de forcas gravitacionais.
De acordo com o principio da equivaléncia, existe um sistema de coordenadas ¢* em
queda livre, cuja equagdo de movimento é a de uma linha reta no espago-tempo, dada

por

d2 o
d—fz =0, (2.4)



sendo dT o tempo préprio, definido através de
dt? = dr? — dr?, (2.5)
que nesse caso se torna

dT? = 1,pdE deP. (2.6)

Suponha agora que se deseje utilizar algum outro sistema de coordenadas x¥,
podendo ser um sistema de coordenadas cartesiano em repouso no laboratério, bem
como um curvilinio, acelerado, girante, etc. As coordenadas em queda livre ¢* serdo
fungdes de x#, de forma que pela regra da cadeia, teremos para a Eq. (2.4)

) -

dt \ oxt dt
9z d2xt 9 dxtdx’
oxt dt2 = oxMoxV dt dt

Multiplicando por ax™/ d¢* e utilizando o fato de que oxN/oxt = (53, temos

OxM OF* d2xt 9xN 92E* dxM dxV B
oFt oxH dt2 = OFx oxHoxV dr dt
5Ad2xﬂ N oxt 92¢% dxMdx¥
P dr2 ' 9¢* oxHoxV dt dt
d?xr ) dxt dxV
a2 Thwar g = 27)

que é a chamada equacdo da geodésica, onde Fﬁv sdo as conexdes afim, definidas por

oxA aZga
T, =

= 3 s (2.8)

Observe que as conexdes Fﬁv sdo simétricas nos indices inferiores. Além disso, nesse
novo sistema de coordenadas arbitrério, o tempo préprio pode ser expresso como

o oFP
2 UV
AT = 1up 3o IV dxtdx
dt? = guudxtdx’, (2.9)

onde Suv € 0 tensor métrico, definido por

o™ ocP
8w =Mapy 5 v (2.10)

Por sua vez, para o caso de particulas ndo massivas como o féton, a varidvel indepen-
dende nao pode ser o tempo préprio T. Assim, utilizando um parametro ¢ = ¢V, as
Egs. (2.4) e (2.6) se reescrevem

d2§a

do? 0,



0, ActdgP
~ e do
Seguindo o mesmo procedimento, verificamos que as equagdes de movimento em um
campo gravitacional arbitrario e em um sistema de coordenadas também arbitrario sdo
d?xr ) dxt dxV

—d(]’z + FVV%% = 0, (211)

com

dxH dxV

Tais relagdes sdo bastante exploradas ao avaliar tanto as geodésicas radiais nulas, asso-
ciadas as particulas sem massa, quanto as de particulas massivas no espaco-tempo de
Schwarzschild.

Antes de verificar como a equagdo da geodésica (2.11) se comporta em um re-
gime de campo fraco e estético, sera obtida uma relagdo entre o tensor métrico e as
conexodes, nesse caso chamadas de conexdes de Levi-Civita ou simbolos de Christoffel.
Nesse sentido, diferenciando o tensor métrico da Eq. (2.10) com relagéo a x*, temos

Iguv J <6‘C"‘ agﬁ)

ot TBYX \ 9xk 9xv

agw B 826“ agﬁ g™ azgﬁ
oxA Tap oxMoxH oxVv tlap oxH 9xraxVv
9w _ rp 95*95P p 08" 95P
xh  Mgxp gxv 1B T T A g gup 0P

onde foi utilizada a relacao
?gh 9P
oxiox?  Moxh
Novamente utilizando a relagdo (2.10) para o tensor métrico, obtemos

o)
B rﬁygpv + T4, &up- (2.13)

Somando a relagdo anterior a mesma equacdo com y e A trocados e subtraindo a mesma
com v e A trocados, temos

Oguv | 0grv  98uA
axh axﬂv T oy rﬁngVJrrﬁugﬂpﬂL

p 0 Y o
Ta8ev + Dw8ap — Tvpgpr — Iy a8up-
Como a métrica e as conexdes sdo simétricas nos indices inferiores, temos

ag;tv oS\ agwx
ox) + oxt  oxv o andev
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Em geometria diferencial, quando hd simetria nos indices inferiores da conexdo, a va-
riedade ndo apresenta tor¢do, apenas curvatura. Definindo um tensor inverso g¢?, tal
que

87 8w = 0%, (2.14)

e multiplicando a relagdo para as conexdes por g"*, obtemos a relacdo de dependéncia
44
deT Ay COM &y

)\]1_2

ox? oxH oxV

2 2
‘= V"‘( S 930 g“). (2.15)

As conexdes de Levi-Civita aqui obtidas surgiram ao representar uma equagao
fisica — a equagdo de movimento — em um outro sistema de coordenadas. Elas sur-
gem no processo de derivacdo de vetores e tensores. O que ocorre é que a derivada
usual de um vetor ndo se transforma como um tensor, gerando um problema se é de-
sejado representar as leis da fisica, que em geral envolvem variagdes, através de objetos
tensoriais. O problema estd no fato de que a derivada envolve a diferenga de vetores
em diferentes pontos da variedade. Para subtrai-los no mesmo ponto é necessdrio re-
alizar um transporte paralelo e a imposigdo de que essa diferenciacdo se transforme
como um tensor da origem as conexdes (Ryder, 2009). A partir dai, é possivel defi-
nir um operador chamado derivada covariante, cuja aplicacdo sobre um vetor A* se
escreve

VAY =9, A + T, A%,

com I'Y, dados por (2.15). A notagdo A%, = V, A" também é encontrada na literatura.
Considerando a condigdo de metricidade V,g,s = 0 e a relagdo g7¢xy = Iy, € pos-
sivel mostrar que a derivada covariante atuando em um tensor TPy genérico se
comporta como (Ryder, 2009)

VT = 0uT"F o +
+FZXU;4T(T'B'"K)\‘.. +oee
_FUKyT“'BmU)\... -

Para avaliarmos o limite de campo fraco da RG, consideremos uma particula
se movendo a baixas velocidades em um campo gravitacional fraco e estatico. Baixas
velocidades significa t ~ T, dx°/dt ~ 1 e dx'/dt ~ v' < 1. Por sua vez, um campo
gravitacional fraco significa que o tensor métrico g, difere da métrica de Minkowski
1y POT apenas uma pequena perturbagdo |/, | < 1, isto é

Suv = v + . (2.16)
Assim, escrevemos a equacdo da geodésica como

d?x ) dxtdxV

dr? T dr dt
d2x! :
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Nesse regime, os simbolos de Christoffel sdao dados, em primeira ordem para h,,,,, por

, 1 .:0hoo
[y 2t 27700
Loo ™ =515
De modo que
dle 1 i]'ah()()
az = 2" o
7 1e
an Vi
d°7 =
— N — 2.17
dt2 V(rbf ( )

representa o resultado newtoniano, de onde é possivel identificar hog = 2¢ 4 C, sendo
¢ o potencial gravitacional e C, uma constante. Essa tal constante, por sua vez, deve
ser zero pois em grandes distancias devemos recair no espaco-tempo de Minkowski.
Por fim, obtemos que a componente ggg da métrica é escrita como

2.3 Curvatura e tensor energia-momento

Como bem expresso, a curvatura desempenha uma papel fundamental na RG.
Descreveremos aqui a gravitagdo por meio da propriedade de curvatura da variedade,
e esta por sua vez estd diretamente relacionada a métrica g,,. Anteriormente, obser-
vamos que as leis da fisica devem ser invariantes por transformagdes gerais de coor-
denadas, isto é, devem ser equagdes tensoriais. A questdo que se pde agora é: quais
quantidades tensoriais podem ser formadas a partir da métrica e de suas derivadas?
De acordo com (Weinberg, 1972), o tnico tersor que pode ser construido a partir da
métrica e de suas primeira e segunda derivadas, e que é linear na segunda derivada, é
o tensor de Riemann-Christofell R*,,,,.

O tensor de Riemann-Christofell ou tensor de curvatura é definido como

Ry = 0T, — 9T, + I, Iy, — T T (2.19)

Observe que em um espago-tempo plano, caracterizado por 7,,, onde as conexdes de
Levi-Civita sdo todas nulas, temos que R*3,, = 0. Como era de se esperar: ndo ha
curvatura em um espago-tempo plano.

Ele possui uma série de simetrias, que podem ser apresentadas conveniente-
mente exprimindo-o na forma completamente covariante Rirpw = SxoRFP v (Ryder,
2009):

° RK)L}H/ = _RK)\U]l/
° RKAyV = _R/\K],u//

° RK/\yv = Ryvx)u
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° RKAW/ + RKV)\]l + Rkyw\ = 0.

Além dessas simetrias, vale a pena também destacar a identidade de Bianchi

VU’RK)\yl/ + VVRK/\V(T + VVRK)\UV =0. (2.20)

A partir do tensor de curvatura é possivel obter duas outras quantidades atra-
vés de contra¢des com a métrica: o tensor de Ricci R,g e 0 escalar de curvatura R. O
tensor de Ricci se escreve

Rvﬁ = gwaywxﬁ = Rlxmxﬁr (2.21)
que pode ser representado também por

Ryp

8§ Ryunp (222)
Ry = %gm (010v8xp — 989v&xr + 9pOxur — 010x&up) +
+8gpe (T, T, = T4, T%) (2.23)
Por sua vez, o escalar de curvatura é dado por

R = g"PR,5 = RFy. (2.24)

Uma outra quantidade fundamental em RG é o tensor energia-momento T},,.
De uma forma genérica, é no tensor energia-momento que estd encapsulada toda a
informacdo acerca da distribui¢do de matéria e energia no espago-tempo. A titulo de
exemplo, o tensor energia-momento para a poeira, isto é, uma matéria fracamente in-
teragente, se escreve
T = goutuY,

no qual ) é a densidade de matéria que acompanha o fluxo e u# = ¢! (dx* /dt) é sua
quadri-velocidade®. A componente T™ representa a densidade de energia da matéria.
As componentes T% e T representam um fluxo de energia na direcéo j e um fluxo
de momento na dire¢do i, respectivamente. Por sua vez, T é a taxa do fluxo da i-
ésima componente do momento por unidade de drea na dire¢do j. Uma caracteristica
geral do tensor energia-momento, e ndo algo apenas exclusivo deste exemplo tomado,
é que ele é um tensor simétrico. Além disso, como energia e momento sao quantidades
conservadas, é natural que ele obedeca a uma equagdo de conservagao. Tal equacao é
dada por
VvV, T" = 0.

2.4 Equacgdes de campo

Uma diferenca marcante entre as equagdes que descrevem os fendmenos ele-
tromagnéticos e as equagdes que descrevem os fendmenos gravitacionais é que estas

1 Aqui é um dos poucos pontos da dissertagio em que ¢ ndo é feito igual a unidade.
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ultimas sdo ndo lineares. No eletromagnetismo de Maxwell, ndo ha interacdo entre
o campo eletromagnético com ele mesmo. Nesse caso se diz que o campo nao car-
rega (no sentido de levar, conduzir) cargas, e assim as equagdes fundamentais da te-
oria sdo lineares. Por outro lado, o campo gravitacional carrega energia e momento e
deve contribuir como fonte. Um exemplo que pode ser apresentado aqui é que em um
atomo, a massa total ndo é dada pela soma da massa das partes: a massa total é menor
que a soma da massa das partes, estando o restante na forma de energia de ligacdo.
Isso ocorre para qualquer sistema ligado independente do tipo de interacdo como por
exemplo o sistema terra-sol. Assim, as equagdes para o campo gravitacional sdo equa-
¢Oes diferenciais parciais ndo lineares, onde a nao linearidade representa o efeito da
gravitacdo sobre ela mesma.

Para lidar com esses efeitos de nao linearidade, langa-se mao do principio da
equivaléncia. De acordo com a construcdo feita em (Weinberg, 1972), em um ponto
X em um campo gravitacional arbitrariamente forte, podemos definir um sistema de
coordenadas localmente inercial, tal que

8ap (X) = Nap, (2.25)
e
agtxﬁ (x) .
gt -

Para x proximo de X, o tensor métrico g,s pode diferir de 17,5 apenas por termos qua-
draticos em x — X. Assim, nesse sistema de coordenadas, o campo gravitacional pode
ser considerado fraco nas proximidades de X, de modo que a descricdo do campo atra-
vés de equagdes diferenciais parciais lineares é uma boa aproximagdo. Uma vez que
estas equagdes de campo fraco sdo conhecidas, é possivel encontrar as equagdes de
campo gerais revertendo a transformacado de coordenadas.

Como foi verificado anteriormente, em um campo fraco e estatico produzido
por uma particula que se move com velocidades ndo relativisticas, a componente goo
do tensor métrico é aproximadamente dada por

o0 ~ 1+ Z(P,
onde o potencial newtoniano ¢ é determinado pela equagdo de Poisson
V2¢p = 47Gp. (2.27)
Além disso, a densidade de energia Ty para a matéria ndo relativistica é igual

a densidade de massa p, se for adotado ¢ = 1. Combinando as informagdes anteriores,
obtemos

V2400 = 8GTyo. (2.28)

Essa equagdo de campo é supostamente vélida para campos fracos e estaticos devido
matéria ndo relativistica. No entanto, ela sugere que as equagdes de campo fraco, para
distribuigdes gerais T,s de energia e momento, assumem a forma

Gmﬁ = SHGTmﬁ, (2.29)
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onde G, € uma combinagdo da métrica com suas primeira e segunda derivadas. Do
principio da equivaléncia, segue que as equagdes que descrevem o campo gravitacional
— de intensidade arbitrdria — devem assumir a forma

G = 871G Ty, (2.30)

sendo G, um tensor que se reduz para G,g para campos fracos.

Em geral, pode haver uma grande variedade de tensores G;, que podem ser
formados a partir do tensor métrico e de suas derivadas. De antemao, pelo regime de
campo fraco e estatico, sabemos que a equacado diferencial é de ordem N = 2 para a
métrica. Resumindo o que é conhecido sobre as equagdes de campo:

1. Por definigdo, G, € um tensor.
G, contém apenas termos de N = 2 derivadas da métrica.

Como T,y é simétrico, G, também é.

= WD

Como T, é conservado (sua derivada covariante € zero), G, também é:

5. Para um campo fraco e estatico gerado pela matéria ndo relativistica, a compo-
nente Gy deve recair em

Goo ~ V2g00. (2.32)

A maneira mais geral de construir um campo, a partir da curvatura do espago-
tempo, satisfazendo as duas primeiras condi¢des é contraindo o tensor de curvatura
RAW,{. A propriedade anti-simétrica de Rj;,, mostra que hd apenas dois objetos que

podem ser formados contraindo R, que sdo o tensor de Ricci Ry, = R/\H Ak, €0
escalar de curvatura R = R¥,. Assim, as duas primeiras condi¢des exigem que Gy
assuma a forma

com Cj e Cp constantes.

A partir da contracdo da identidade de Bianchi (2.20), segue

g"ﬂ (VURKA]/W + vyRK)u/U + VVRK/\Uy) =0=
VeRay + VuRY, — VyR), =0.

Avo
Por sua vez, contraindo A com v, temos
g)w (V(TR)\V + VVR]/[)U/O' - VVRAU) =0=
VeR — VFRe — VAR), =0 =
Vy (8'sR —2RY;) = 0. (2.34)
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Utilizando agora Eq. (2.34) para avaliar a derivada covariante de G, obtemos

C
V.G, = (?1 + Cz) V,R =0,

de modo que, ou C; = —C;/2, ou V,R = 0. Se VR é zero, entdo o0 mesmo ocorre
com a quantidade dT#, /dx". No entanto, esse ndo € o caso na presenca de matéria néo
relativistica ndo homogénea. Portanto, concluimos que C; = —C;/2, e a equagdo de
campo se torna

1

Para ajustar a constante Cq, utilizamos a quinta propriedade do tensor G, isto &, veri-
ficamos sua componente Ggg em um regime de campo fraco e estatico. A componente
Roo de Eq. (2.23) nesse regime em que sdo considerados apenas termos lineares em /1,
é dada por

1
Roo = Evzhoo.

Além disso, um sistema néo relativistico possui a caracteristica de que |Tij‘ < |Tool, de

modo que aqui, lidamos com um caso em que \Gi]-} < |Gop|, onde temos aproximada-
mente

1
Assim, o escalar de curvatura R é

’ 3
R ~ WOOROO —+ Ul]Rij ~ ROO + ER,

de modo que
R =~ —2R00.

Portanto,

1
Goo = (4 (Roo — §U00R>
Goo ~ C1 (Roo + Roo)
Goo =~ 2C1Rqo
Goo ~ C1V>hqo,

de onde verificamos que a constante C; = 1. As equagdes de campo de Einstein, por-
tanto se escrevem

1
G}ﬂ/ = Ryv —_ Egva — 87TGT’/“/. (2.37)

O tensor Gy, € conhecido como tensor de Einstein. As Egs. (2.37) formam um conjunto
de dezesseis equagdes diferenciais parciais ndo lineares acopladas, e como G, é um
tensor simétrico em seus indices, temos a principio dez equagdes distintas. Observe
que do lado esquerdo, hd apenas informacdes acerca da geometria do espago-tempo,
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em particular, da curvatura. Por outro lado, o lado direito esta associado ao contetido
energético material. Dadas a forma da métrica do espaco-tempo e a informacéo rela-
tiva ao seu contetido, é possivel obter as equagdes de movimento. Na pratica, poucas
sdo as solucdes analiticas para as equagdes de campo de Einstein. Duas em particular,
importantes para o desenvolvimento da presente tese sdo a solu¢do de Schwarzschild,
que € a solugdo com simetria esférica e estatica no vacuo, e as solugdes de Friedmann,
que para fontes de matéria simples, descrevem a evoluc¢do do background homogéneo
e isotropico do universo. As Egs. (2.37) podem ainda ser expressas de uma maneira
alternativa. Tomando seu traco, temos

R = —-8nGT.

Substituindo nas equag¢des de campo, obtemos

1

que é uma equagéo interessante para se estudar solugdes no véacuo, onde Ty, se anula,
resultando em
Ry = 0.

2.5 A soluc¢ao de Schwarzschild

A solugdo de Schwarzschild, a primeira solugdo exata das equagdes de campo
da RG, permite com boa aproximacdo descrever o campo gravitacional nas redonde-
zas de um objeto esfericamente simétrico como uma estrela ou um buraco negro. A
deflexdo da luz pelo Sol, bem como a precessdo do periélio de Merctrio, dois dos tes-
tes propostos por Einstein para testar sua teoria foram realizados utilizando a solugdo
esfericamente simétrica, estatica e no vacuo das equagdes de campo.

Para construirmos a métrica que descreve um espago-tempo com simetria es-
térica e estatico, é necessario satisfazer as seguintes condi¢des: em primeiro lugar, to-
das as componentes da métrica g;,, devem ser independentes da coordenada x” bem
como das coordenadas angulares; em segundo, o elemento de linha ds? deve ser invari-
ante sob a transformacdo x’ — —x%, de modo que nio deve haver termos envolvendo
dx'dxP. Isso significa que gjo = go; = 0. A primeira condicdo ndo implica a segunda: fa-
zer a transformagao x — —x para o caso de uma estrela em rotagdo, por exemplo, al-
tera o sentido de rotagdo mas as componentes da métrica sdo constantes com o tempo.
Um espaco-tempo que satisfaz a primeira condigdo mas nado a segunda é chamado es-
tacionério (Hobson G. P. Efstathiou, 2005). O elemento de linha ds? satisfazendo essas
condicdes se escreve

ds? = A (r)dt> — B (r)dr* — C (r) <d92 + sin? edq>2) . (2.39)
Devido a simetria em questdo, as dez componentes da métrica, que em geral dependem

de todas as coordenadas x#, reduzem-se a trés fun¢des dependentes apenas de r. Ainda
é possivel reduzi-la apenas a duas fung¢des. Como r é um parametro radial e ndo de fato
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uma distancia, podemos substitui-lo por qualquer fungdo de r (Ryder, 2009). Fazendo
Cr? = 7%, temos que 7 = v/Cr e

ar d

e (L—f + 1) .

dr
Com isso, podemos reescrever
B/ r dC -2 _
2 _ 2 _ g2
Bdr® = C (_ZC I + 1) dr- = Bd7*,

e também tomar A (r) = A (7). Reescrevendo o elemento de linha, substituindo todas
as fungdes sem barra pelas fungdes com barra, temos

ds? = Adt? — Bdr® — 7 (d6? + sin’ 0dg? )
Por fim, retirando as barras e fazendo
A(r) = () e B (r) = A

obtemos a métrica que descreve um espago-tempo esfericamente simétrico e estético,
dependente apenas das duas fungdes v (1) e A (r)

ds? = (g2 — A1) gy2 _ 42 <d92 + sin® 6d4>2> : (2.40)
Matricialmente, podemos representé-la da seguinte forma
e 0 0 0
0 —e* 0 0

Swv=|0 o _p 0 (2.41)

0 0 0 —r2sin?0

O segundo passo é encontrar todas as conexdes de Levi-Civita Fﬁv ndo nulas.
As conexdes de Levi-Civita ndo nulas sdo (Ryder, 2009)

F323 = F332 = cot ¥,
3 3 -1
P13 = IP'sr =717,
[%3; = —sinfcosH,
2 2 -1
[ = I’y =17,
F133 = —7’6_2/\ Sil’l2 9,
Flzz = —7’672/\,
'y = X,
My, = v/e-24
0 0 !
r 01 = T 10 = V.

O passo seguinte é avaliar o tensor de Ricci. As componentes ndo nulas do ten-
sor de Ricci e por conseguinte, as equagdes de campo no vacuo sdo

R = V' +v?2—vN+2r"1W =0, (2.42)
Ry = V"= v?+vVNMN+2)Mr 1 =0, (2.43)
Ry = (-1-r/+r\)e* +1=0, (2.44)

Ry = [(—1 —rv A ) e + 1] sin?6 = 0, (2.45)
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onde a linha representa a derivada com rela¢do ao paradmetro radial. Dessas equacgdes,
observamos que apenas duas sdo independentes. Somando as duas primeiras equa-
¢oes, temos

2r (VM) =2t (v+A) =0,

de modo que a soma v + A é uma constante. Mas como na medida em que r — oo,
a métrica dada (2.40) deve recair na métrica de Minkowski, tem-se que v,A — O e
portanto a constante deve ser zero. Assim,

v(r)=—A(r).
Substituindo este resultado na eq. (2.44), temos
—(1+2r) e +1 = 0= (1+2r) ¥ =1,

!/
(rez‘”> = 1=re® =r—2m,

onde foi escolhida a quantidade 2m como constante de integragdo, e portanto, é obtida
a seguinte relacdo

2
621/ =1- —m = 200-
r
O elemento de linha, por fim, se escreve
2 2m\ o 2m\ T o 2 2pa
ds® = 1—7 dt” — 1—7 arc —r (d@ + sin Gdgb). (2.46)

A equacdo dada em (2.46) é a chamada solucdo de Schwarzschild, que representa a
solucdo exata das equagdes de campo de Einstein com simetria esférica no vacuo. Algo
interessante ocorre na superficie r = 2m, pois a métrica se torna indefinida, com gpo —
0 e g11 — oo, dando origem aos chamados buracos negros, que serdo discutidos a
seguir.



CAPITULO 3

BURACOS NEGROS DE SCHWARZSCHILD

Buracos negros de Schwarzschild, também conhecidos como buracos negros
estaticos, sdo um caso particular de buracos negros, em que apenas sua propriedade
de massa é considerada. De acordo com o teorema no-hair, devido a John Wheeler,
buracos negros sdo caracterizados completamente por sua massa, carga e momento
angular (Lambourne, 2010). Como todo buraco negro possui massa, existem essencial-
mente quatro tipos distintos: massivos, massivos e com rota¢do, massivos e carregados,
e massivos, carregados e com rotacdo'. Buracos negros astrofisicos surgem na natureza
devido ao colapso gravitacional de estrelas suficientemente massivas — 2 3 Mo —, e
nesse sentido, uma descrigdo realista leva em conta sua rotacdo (Hobson G. P. Efs-
tathiou, 2005). Aqui serdo abordados os buracos negros de Schwarzschild, que apesar
de serem os mais simples existentes, ja apresentam as caracteristicas chave de seu es-
tudo: o horizonte de eventos e a singularidade. Destacamos que o estudo aqui apre-
sentado acerca de buracos negros segue de perto o desenvolvido em Ref. (d'Inverno,
1992).

3.1 Caracterizacao das coordenadas e singularidades

Antes de explorar detalhadamente a solu¢do de Schwarzschild, serd discutido
brevemente acerca da caracterizagdo das coordenadas. Em geral, se desejamos escre-
ver uma solugdo das equagdes de campo de Einstein, entdo é necessério fazé-lo em
um determinado sistema de coordenadas. Qual serd a importancia, se houver, de um
sistema de coordenadas em particular? Por exemplo, considere a solugdo de Schwarzs-
child dada pela Eq. (2.46) e aplique uma transformagdo de coordenadas x* — x'F. A
métrica resultante ainda serd uma solucdo das equagdes de campo no vdcuo, mas é pro-
vavel que haja pouco ou nenhum significado fisico ou geométrico associado as novas
coordenadas x'*. Observe que se a métrica possui simetrias, entdo um sistema de coor-
dendas que apresenta explicitamente estas simetrias serd um sistema de coordenadas
preferencial (d'Inverno, 1992).

L As métricas que os descrevem sdo a métrica de Schwarzschild, a de Kerr, a de Reissner-Nordstrom
e a de Kerr-Newman, respectivamente.
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Uma caracterizagdo que auxilia na descri¢do do sistema de coordenadas é esta-
belecer se uma hiper-superficie

x() = constante, (3.1)

é do tipo tempo, nula ou tipo espaco em um ponto’. Escrevendo o campo vetorial
normal como

ou em sua forma contravariante
nt — gzxvnv _ gzu/&yl) _ gzx(y)’
temos que sua magnitude quadrada é dada por
n? = n*n, = g“(?‘)ééy) = g(V)(V)

Assim, se a assinatura é (+, —, —, —), a hiper-superficie (3.1) em um ponto P é tipo
tempo, nula ou tipo espaco dependendo de se ¢(*)(*) ¢ > 0, = 0, ou < 0, respectiva-
mente. Em outras palavras, fixando as outras coordenadas em seus valores no ponto P
e considerando uma variacdo infinitesimal dx* na coordenada de interesse, se a corres-
pondente mudanga em ds? for positiva, zero, ou negativa, entdo a superficie é do tipo
tempo, nula ou do tipo espaco.

Com essas ideias em mente, avaliamos a solucdo de Schwarzschild na forma
(2.46) para observar se é possivel caracterizar as coordenadas (t,7,6, ¢). Da Eq. (2.46),
temos que

2m\ 2m 1 1

00 11 22 33

W =(1-= gh=—(1-2), ¢¥?=—5, &F=——"—,
( r > ' ( r ) r2 r2sin” @

de onde observamos que para r > 2m, x' = t é do tipo tempo e as demais, do tipo
espaco. Como a métrica é independe do tempo e ndo ha termo cruzados em dt, segue
que a solucdo é estética e t representa o tempo préprio medido por um observador em
repouso no infinito (Hobson G. P. Efstathiou, 2005). A coordenada r é um parametro
radial, com a propriedade de que em uma 2-esfera com t e r fixos, o elemento de linha
se escreve

ds? = —1* (d92 + 12 sin? 9d¢2) ,

e cuja drea é 47tr2. Por fim, 6 e ¢ sdo as coordenadas angulares esféricas usuais da
2-esfera, que sdo definidas pela simetria esférica. Por outro lado, para r < 2m, a confi-
guragao se inverte com ggo e ¢11 trocando de sinal: as coordenadas x° e x! passam a ser
do tipo espaco e do tipo tempo, respectivamente.

Um problema associado ao sistema de coordenadas é o fato de que, em geral,
eles cobrem apenas uma porcdo da variedade. Tomando como exemplo as coordena-
das de Schwarzschild, observamos que hd uma falha na caracterizacdo para quando
8 = 0, 7, pois nesse caso ndo é possivel especificar a coordenada ¢ e o elemento de
linha (2.46) se torna degenerado. Tal degenerescéncia pode ser removida introduzindo
coordenadas cartesianas (x, y,z), nas quais,

x =rsinfcos¢, y =rsinfsing e z = rcosd.

2Onde o paréntese englobando o indice y significa que ela deve ser tomada como fixa.
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Tais pontos sdo chamados de singularidades de coordenadas ou aparentes pois refle-
tem uma deficiéncia no sistema de coordenadas utilizado, e portanto, sdo removiveis
(d’Inverno, 1992). Como ja indicado, existem outros dois valores do parametro radial
r na solugdo de Schwarzschild que apresentam um comportamento singular, a saber,
r = 0er = 2m. Esse tiltimo é conhecido como raio de Schwarzschild e frequentemente
é denotado por rg, de modo que, no sistema de unidades aqui utilizado, temos

rg = 2m.

Devemos recordar, entretanto, que a solugdo de Schwarzschild foi deduzida solucio-
nando as equagdes de campo de Einstein no vacuo, onde R,, = 0, de forma que ela é
valida apenas para além da superficie esféricamente simétrica da distribuicdo de ma-
téria. Por exemplo, o raio de Schwarzschild do Sol é

rg = 2,95 km,

que é muito menor que seu raio (ro, = 7 X 10° km). Semelhantemente, o raio de
Schwarzschild de um préton é
rg ~ 10722 m,

que, novamente, € muito menor que seu raio caracteristico (r,[J ~ 10715 m). De fato,
para a maior parte dos objetos, o raio de Schwarzschild se encontra muito profunda-
mente em seu interior, onde as equagdes de campo no vacuo nao se aplicam. Mas e
se haverem objetos suficientemente compactos, tais que se encontrem completamente
encerrados no interior de seus raios de Schwarzschild? Para um tal objeto, a solugdo
(2.46) parece ser razodvel.

Para verificar se uma determinada singularidade é aparente ou real, fazemos
uso das quantidades geométricas escalares da teoria — pois sdo invariantes por trans-
formacdes gerais de coordenadas: se divergem em uma regido, divergem em todos as
outras. Utilizando, por exemplo, o invariante de Kretschmann

48m?
RyvpaRﬂVpa =6 (3.2)

observa-se que em r = 0, esta quantidade diverge e portanto, temos uma singulari-
dade real ou intrinseca. Por outro lado, a quantidade (3.2) possui um valor finito em
r = 2m. Isso sugere (mas ndo prova) que r = 2m é na verdade uma singularidade
aparente — uma falha do sistema de coordenadas na caracterizagdo da indicada regido
— e que a curvatura do espago-tempo em r = 2m é perfeitamente bem comportada. E
possivel, através de uma adequada transformacdo de coordenadas, remover essa apa-
rente singularidade, como serd apresentado adiante. Ainda assim, a regido r = 2m é
de suma importancia no presente estudo, pois g!! (rs) = 0 representa uma superficie
do tipo nula (horizonte), isto é, uma “membrana” de uma tnica diregdo que separa o
espago-tempo em duas regides bem distintas (BEKENSTEIN, 1972).

O objetivo ao longo deste estudo é explorar a solugdo de Schwarzschild para
um objeto de raio a, sendo a < 2m, nas regides 2m < r < oo, que serd dita regido I, e
a <r < 2m,que serd a regido IL.
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3.2 Diagramas do espaco-tempo

De acordo com (d'Inverno, 1992), a principal técnica utilizada para ajudar a
interpretar a solugdo é a investigagdo da estrutura local de seu cone de luz futuro. Um
cone de luz local ¢ definido como o conjunto dos pontos xj + dx*, nas vizinhangas de

um ponto x}), para o qual

gudxtdx’ = 0. (3.3)
A estrutura do cone de luz impde vinculos as possiveis histérias de um observador, ja
que um observador se move em uma linha de mundo do tipo-tempo, cuja direcdo em
qualquer ponto deve estar no interior do cone de luz futuro.

Em um diagrama puramente espacial, analisamos o que ocorre em varios pon-
tos da variedade em dois intervalos de tempo sucessivos, t; e t,. Por exemplo, se no
instante t;, um flash de luz é emitido de cada ponto de interesse, tal diagrama espacial
indica até onde as frentes de onda desses flashes alcancam no instante . Em um dia-
grama do espago-tempo, por outro lado, o que interessa sado as histérias desses flashes
de luz. Suponha que sejam tiradas sucessivas “fotografias” das frentes de onda ema-
nando de algum ponto P em instantes distintos f1, ¢, t3, etc. A ideia em um diagrama
de espago-tempo é “empilhar” estas figuras com o passar do tempo. Como isso en-
volveria uma figura quadridimensonal, para visualizagdo suprimimos uma dimensao
espacial. Podemos, a titulo de exemplo, restringir a atencdo ao plano z = 0 e entdo
as frentes de onda se tornardo circulos (dependendo da perspectiva, aparecerdo como
elipses) localizados no cone de luz futuro de P. Veja figura 3.1. Por outro lado, é pos-
sivel ter uma nogdo da geometria do espago fixando um instante especifico. Em um
espago-tempo curvo, a curvatura se manifesta em diagramas de espago-tempo através
de cones de luz sendo espremidos, esticados ou inclinados de varias maneiras, como
poderemos ver mais a seguir na figura 3.2.

Figura 3.1: Diagrama de espago-tempo, em z = 0, para frentes de onda emanando de
um ponto P em instantes t1, t; e t3. Fonte: (d’Inverno, 1992).
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3.3 Espaco-tempo em coordenadas de Schwarzschild

Ao derivar a solucdo de Schwarzschild (2.46), foram calculadas todas as cone-
x0es de Levi-Civita Fﬁv para tal métrica. Poderiamos entdo, escrever as equagdes da
geodésica para a geometria de Schwarzschild na forma como em Eq. (2.11), a saber,

F L e
do2 Wdo do

onde ¢ é algum parametro afim ao longo da geodésica x* (¢). No entanto, conside-
rando inicialmente a classe de geodésicas radiais nulas (d52 = de? = dcpz = 0), segue

que
—1
(1 — 2_m) 2 — (1 — 2—m) =0, (3.4)
r r

onde o ponto representa diferenciacdo com relacdo ao parametro afim ¢. Por outro
lado, a equagdo da geodésica correspondente a A = 0, se escreve

0=

(1 - Z—m) P=k, (3.5)

r

que conduz a

sendo k uma constante. Substituindo esta informacdo em Eq. (3.4), obtemos

» = £k, (3.6)

de onde segue que r é um parametro afim. Em vez de encontrar a equagdo paramé-
trica dessas curvas, olhamos diretamente para suas equag¢des na forma t =  (r). Nesse
sentido, temos

k
dt gt )
_— = = - = :l: -
dr ar 7
do
dt r
- = + . 3.7
dr r—2m (3.7)

Para integrar esta equagdo, avaliamos por partes. Chamandou = redv = dr/ (r — 2m),
obtemos

t = rln|r—2m|—/ln|r—2m|dr—|—C

t = rin|r—2m|—[|r —2m|In|r —2m| — |r —2m|] +C
t = 2mn|r—2m|+r+C, (3.8)
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onde restringimos para o caso em que dt/dr > 0 — sinal positivo em (3.7). Assim, r
aumenta com o passar do tempo. Portanto, as curvas (3.8) sdo definidas como sendo
geodésicas radiais nulas que afastam-se de r = 2m. Similarmente, a expressdo associ-
ada ao sinal negativo em (3.7), fornece geodésicas radiais nulas que aproximam-se®

t=—2mln|r—2m|+r+C). (3.9)

E possivel agora plotar essas curvas e desenhar um diagrama de espago-tempo
com duas dimensdes suprimidas, como mostrado na figura 3.2. O diagrama é dese-
nhado para 6 e ¢ fixos. Como o diagrama serd o mesmo para todos os 0 e ¢, pode-se
pensar em cada ponto (t,7) do diagrama como representando uma 2-esfera de 4rea
47tr?. Observe que na regido I, a medida em que r — o0, 0 campo gravitacional torna-se
fraco e a métrica de Schwarzschild tende para a métrica de Minkowski da relatividade
especial. Assim, a estrutura de cone de luz torna-se aquela do espago-tempo de Min-
kowski, onde as geodésicas nulas fazem angulos de 45° com os eixos coordenados. Na
medida em que analisa-se proximo ao raio de Schwarzschild, observa-se que os raios
de luz que aproximam-se tendem a ordenada t — oo, e por sua vez, os raios de luz que
afastam-se tendem a t — —o0.Isso parece sugerir que um sinal de luz que aproxima-
se de r = 2m levaria um tempo infinito para atravessar o raio de Schwarzschild. No
entanto, mais adiante serd verificado que este diagrama de espago-tempo estd equivo-
cado.

Na regido II, os cones de luz locais giram sua orientagdo em 90°, pois as coor-
denadas t e r alternam seu carater. Observamos que todos os fétons nessa regido de-
vem terminar na singularidade r = 0. Neste ponto ha de fato uma singularidade real,
onde a curvatura da solucdo de Schwarzschild diverge. Além disso, qualquer parti-
cula massiva, na regido II, também deve terminar na singularidade, j4 que uma linha
de mundo do tipo tempo deve se encontrar no interior do cone de luz futuro em cada
ponto. Assim, concluimos que uma vez no interior do raio de Schwarzschild, se deve
necessariamente ir em direcdo da singularidade » = 0. Escapar seria uma violagdo da
causalidade.

3.4 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Para eliminar o problema em r = 2m mudamos para uma nova coordenada
temporal f, de modo que as geodésicas radiais nulas que se aproximam, se tornem
linhas retas. Segue da equacao (3.8), que a mudanga apropriada é dada por

t—>t=t+2mln(r—2m), (3.10)
para r > 2m, pois no novo sistema de coordenadas (f,7,6,¢), a equagdo (3.9) se torna

f = —r + constante, (3.11)

30 termo afastando-se refere-se as curvas que afastam-se do raio de horizonte — tanto para dentro
quanto para fora. Por sua vez, o termo aproximando-se refere-se as curvas que aproximam-se sempre
em dire¢do da singularidade.



25

Ingoing null
4 CONZTUENCE

Singularity —

Outgoing null
CONgruence

i i - M .,
|

1
=
I e oy
1}
Pt
=

Figura 3.2: Estrutura dos cones de luz para geodésicas radiais nulas em coordenadas
de Schwarzschild. Fonte: (Hobson G. P. Efstathiou, 2005).

que corresponde a uma linha reta cruzando o eixo-r com um angulo de —45°. Diferen-
ciando a relacao (3.10), obtemos

df = dt + dr, (3.12)

r—2m

e substituindo dt no elemento de linha de Schwarzschild (2.46), encontramos a forma
de Eddington-Finkelstein

-1
ds? = (1 - Z_m) dr? — (1 — 27m> dr? — r? (d92 + sin? qubz)
2 -1
ds? = (1 _ Z_m) (df __2m dr) _ (1 — 2_m) dr? — 2 (d@z + sin? qubz)
r—2m r

ds* = (1 —~ 27’“) P — 47mdfdr - (1 + 27’”) dr* —r? <d92 + sin? Gdcp2> . (3.13)

Note que a tranformacado de coordenadas (3.10) em r = 2m, é singular. No en-
tanto, ela é apenas um artificio conveniente para obtermos o elemento de linha de
Eddington-Finkelstein — que é regular em todo o intervalo — a partir do elemento de
linha de Schwarzschild, solucionando sua falha em r = 2m. Dadas essas solucoes, é
feita a pergunta: qual é o maior intervalo das coordenadas para as quais cada solugao
é regular? A resposta é o pedago 2m < r < oo (junto com —c0 <t < 00,0<0 <7
e — < ¢ < 7, apesar do problema usual das coordenadas sobre o eixo 8 = 0, 7)
para (2.46) e o pedago 0 < r < oo para a solugdo (3.13). Na regido de sobreposicdo
(2m < r < 00), as duas solucoes estdo relacionadas através de (3.10), e assim, elas de-
vem representar a mesma solugdo nesta regido. Esse procedimento em que se parte
de um sistema de coordenadas que cobre uma parte da variedade para um outro com
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maior alcance, pode ser visto como uma extensdo analitica (d'Inverno, 1992). Observe
que a solugdo nas coordenadas de Eddington-Finkelstein ndo é mais simétrica com o
tempo.

Podemos escrever a eq. (3.13) em uma forma mais simples introduzindo uma
coordenada nula

v="Ft+r, (3.14)

que por motivos histéricos é chamada de pardmetro temporal avangado. O elemento
de linha resultante é

ds? = (1 — 27m> dr? — LLdefdr — (1 + 27"1) dr? —r? (d92 + sin? 9d¢2)

ds? = (1 — 27m> (dv —dr)* — 47’” (do — dr) dr — (1 + 27’”) dr* — 12 (d92 + sin® 9d¢2>

ds? = (1 - 27m> do? — 2dodr — 12 (d@z + sin? 9d¢2> . (3.15)

E possivel mostrar que a congruéncia das geodésicas radiais nulas que aproximam-
se é dada por v = constante, que deveria ser evidente da relagdo (3.11). O diagrama
de espago-tempo para a solugdo de Schwarzschild nas coordenadas de Eddington-
Finkelstein é apresentada na figura 3.3. Como antes, os cones de luz abrem para co-
nes de 45° na medida em que r — c0. Ao lado esquerdo da fronteira, os cones de luz
sao todos inclinados —45° com o eixo-r. Ao lado direito da fronteira, inicia-se 45° com
relacdo ao eixo-r no infinito e se orienta para cima na medida em que r diminui, se
tornando vertical em r = 2m, e aponta para dentro para r < 2m. Observe que fétons
descrevendo geodésicas nulas se afastando, em r = 2m, “ficam onde estdo”.

Na medida em que se movem para proximo da origem, as frentes de onda es-
féricas sdo atraidas para dentro, de modo que os pontos dos quais eles emanam ndo
mais estdo no centro. Isso se torna mais marcante até a hiper-superficie a r = 2m, onde
apenas fotons radiais se afastando “ficam onde estdo” e todo o resto é arrastado para
dentro. Na regido II, todos os f6tons, mesmo os radiais se afastando, sdo arrastados em
direcdo a singularidade.

A hiper-superficie r = 2m atua como uma membrana de apenas um sentido,
permitindo que curvas nulas ou do tipo tempo orientadas para o futuro atravessem
apenas de fora (regido I) para dentro (regido II). Além disso, nenhuma curva nula ou
do tipo tempo orientadas para o futuro podem escapar de dentro para fora. Essa fron-
teira é chamada de horizonte de eventos, pois ela representa a fronteira de todos os
eventos que podem ser observados, em principio, por um observador inercial externo.
O horizonte de eventos de Schwarzschild é absoluto, pois ele bloqueia todos os even-
tos internos de todos os observadores externos. Um objeto compacto que possui um
horizonte de eventos é chamado de buraco negro.
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Figura 3.3: Estrutura dos cones de luz para geodésicas de uma particula em queda
livre radial em coordenadas de Eddington-Finkelstein. Fonte: (Hobson G. P. Efstathiou,
2005).



CAPITULO 4

‘—SOLU(;OES ESFERICAMENTE SIMETRICAS EM
GRAVIDADES DE ORDENS SUPERIORES

Um tépico de interesse no contexto de gravidades de ordens superiores é o da
investigacdo de solugdes esfericamente simetricas, sendo Ref. (STELLE, 1978) um dos
papers responsaveis por jogar luz nessa linha de pesquisa. Destacamos o estudo da
possibilidade de solugdes de buracos negros negros além de Schwarzschild, por meio
de diferentes abordagens, em Refs. (FROLOV; SHAPIRO, 2009; NELSON, 2010; LU et
al., 2015; LU et al., 2015; KOKKOTAS et al., 2017; BUENO; CANO, 2017; GOLDSTEIN;
MASHIYANE, 2018; PODOLSKY et al., 2018; SILVA; MEDEIROS, 2020), e as pesquisas
envolvendo solu¢des em um regime de campo fraco em Refs. (ACCIOLY et al., 2017;
GIACCHINI, 2017; GIACCHINL NETTO, 2019; SILVA; MEDEIROS, 2020).

4.1 Equacdes de campo e solucdes em um regime de campo
fraco do modelo

Iniciamos nossa investigacdo apresentando as equag¢des de campo de Eq. (1.1)
e explorando suas solugdes em um limite de campo fraco devido uma massa pontual.
Em seguida encontramos as condigdes necessdrias para suas estabilidades. Uma vez
que, para grandes distancias de um buraco negro, a gravidade experimentada é apro-
ximadamente a devido uma massa pontual, tais solu¢des no limite de campo fraco se
mostrardo tteis no nosso método para estudar a possibilidade de solugdes de buracos
negros além de Schwarzschild. Os principais resultados desta se¢do podem ser encon-
trados em nosso paper (SILVA; MEDEIROS, 2020).

As equagdes de campo no formalismo métrico associadas a ac¢do (1.1) podem

28
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ser eSCI‘itas como
1 1 1
RP‘V — Eg]/WR + K_o R Ryv — Zg”VR — VyVVR +gVVDR +
1
0
PO 19, VuOR + 2V, RV,R — R, OOR PR + 1V, RV*R || = 87GT
+_2 uVu +§ i vIN — Ryy — 8uv +Z n =onGlyy,
4.1)

r = 2 S/ 8Lw) 2

Para detalhes da obtencao, ver apéndice A. Essas sdo equagdes de campo de sexta or-
dem para a métrica. Como ja dito, os termos além ao de Einstein-Hilbert nas equagdes
de campo (4.1) tornam-se cada vez mais relevantes no regime UV e sdo regulados por
poténcias de xp no denominador.

Deste ponto em diante até o final da se¢do, focaremos na andlise do limite de
campo fraco da gravidade (1.1). Seguindo a abordagem desenvolvida na Ref. (QUANDT;
SCHMIDT, 1991), analisaremos detalhadamente todas as solu¢des possiveis no limite
de campo fraco devido as corre¢des de ordem superior.

Na aproximacdo de campo fraco, em que Suv = Nuv + hw, com |hw} < 1, as
equagdes de campo podem ser expressas como

Ry — Eﬂvall” e (WVDRW - ayavR’l”) + i—% (ayavall” - qwaRll”> = 871G Ty,
(4.3)

uma vez que ignoramos todos os termos nao lineares em /,,,,. Na Eq. (4.3), o sobrescrito
lin indica que as quantidades sdo linearizadas. Além disso, neste regime o operador []
se simplifica para [1 = d"#d,. Tomando seu traco e considerando um tensor energia-

momento T#" de um fluido tipo poeira, a saber, T*’, onde 1% > ul temos

Rin— 3 (1_Pog) griin — g , (4.4)
Ko Ko P

que em um regime estatico se reduz a

Rlin . K% (1 . %vZ) vZRZiVl — 87TGP (45)

Por outro lado, relacionando a Eq. (4.5) para o componente 1 = v = 0 da Eq. (4.3),

em que a equacdo da geodésica nos dd hgg = —2¢, com ¢ representando o potencial
gravitacional classico, obtemos

L tin _ Enc;p. (4.6)

2 —
ng+6 3
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A expressdo (4.5) representa uma equagdo diferencial de quarta ordem para a curva-
tura escalar R'™. Assim, considerando uma distribuicdo esfericamente simétrica, na
qual p = MJ(r), tem-se quatro solugdes linearmente independentes. No entanto, se
impormos a condigdo de planura assintética no infinito, em que R'" — 0, reduzimos
o nimero de solugdes para apenas duas. Da mesma forma, a solugdo geral da Eq. (4.6)
consiste em seis solugdes linearmente independentes, e a imposicdo fisica de planura
assintdtica no infinito descarta trés delas.

Para obter as solugdes da Eq. (4.5), propomos o ansatz

_r
I_

Riin = bt b o (4.7)
r r

onde by, b_, I e l_ sdo constantes a serem determinadas e Re (I+) > 0. Além disso,
considerando uma massa pontual M na origem, de modo que p = Md(r), e usando

1 1
V2 (—e 1) = ¢! — 47 (r), (4.8)

r

com
Vv? G) = —4716 (1), (4.9)

obtemos para a Eq. (4.5) a expressdo

_r 1 1 R 1 3Bp 1
b_+e It 1_374_3_[320_ _|_b_e I_ 1_374_@? +
r KolZ K5 14 r Kol2 x5 1%

—i—E by +b_ — bo b7+ + bT_ 7o (r) — @ (by +b_)TV?5 (r) = 8TGMJ (1).
Ko Ko l+ 1~ K§

(4.10)

Devido a independéncia dos varios termos na expressdo anterior, obtemos as seguintes
relagoes:

by +b_ =0, (4.11)
Bo (by b
— |b b ——= |+ — =2GM, 412
X0 + + Ko l%. + lz_ ( )
e
3 3
I — =13+ @ =0. (4.13)

Os coeficientes [ podem ser obtidos solucionando a equagao biquadratica (4.13). Desta

forma
3 [+ _ 4Bo
_ 1 — 414
Iy T (1 4+ 3 ), ( )
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e como by + b_ = 0, podemos obter da Eq. (4.12) que
. 2GMKO 1

3\/@:

No limite |89| — 0, que representa o limite do campo fraco da gravidade de Staro-

binsky, podemos escrever
/3
Iy =/—el_=0. (4.16)
Ko

Assim, para kg > 0 o I estd associado ao termo de Yukawa devido a correcdo de
Starobinsky e o [_ torna a outra exponencial na expressao (4.7) desprezivel.

b, “b_. (4.15)

Para obter a solugdo da Eq. (4.6), usamos novamente que p = MJ (r),aEq. (4.7)
para a curvatura escalar R'"" e o ansatz

o= _GTM (1+are ™ +ae ™), (4.17)

em que 44 e a_ sdo constantes a serem determinadas.

Seguindo o mesmo procedimento realizado anteriormente, obtemos

IEVAERAEE o111 % s

a+—6 —\/@ ea_——g \/@

Assim, a generaliza¢do para o potencial newtoniano é dada pela Eq. (4.17) com coefi-
cientes (4.14) e (4.18). E interessante avaliar o potencial gravitacional ¢ no limite onde
Bo — 0. Neste caso, temos

1 3
ap =z, 0= Oely = P (4.19)
de modo que
¢ = —GTM (1 - %e@’) : (4.20)

Para investigar a natureza de todas as solug¢des possiveis, realizamos uma ana-
lise de caso das relagdes (4.14). Definindo as quantidades reais positivas

4
Aizli\/l—% com 0 < Bg < 3/4,
Bi:\ll—l—%ﬁdil com ,30<0,

Ci:\/\/%il com By > 3/4,
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Tabela 4.1: Esta tabela nos mostra os valores obtidos para /4 em cada um dos intervalos
de By para kg positivo. Note que apenas o intervalo 0 < By < 3/4 nos da quantidades
reais para ambos /..

’ Ko > 0 ‘
Bo i I
0< By <3/4 \/%m A
,BO <0 %B-i- i 2370 -
Bo > 3/4 £ (C+iC) | /& (Cr—ic)

Tabela 4.2: Esta tabela nos mostra os valores obtidos para I+ em cada um dos intervalos
de Bg para ko negativo. Nenhum deles nos da valores reais para ambos /.+.

| Ko < 0 |
Bo L B
0 < Bo < 3/4 i\/ﬁfu i\/ﬁA,
Bo < 0 i\/ﬁm \/ﬁs_
Bo > 3/4 \/ﬁ (C_—iCy) \/ﬁ (C_ +iCy)

todas as solugdes possiveis podem ser resumidas nas duas tabelas 4.1 e 4.2.

Ocasoxy > 0com0 < By < 3/4é0tnicoem que [+ € R, implicando corre¢des
Yukawa r~le~"/k para o potencial gravitacional. Por outro lado, kg < 0 com 0 <
Bo < 3/4 é o tnico caso em que [+ sdo imagindrios puros, implicando em correc¢des
oscilatérias. Em todos os outros casos, I+ € C, e as corre¢des contém partes do tipo
Yukawa e oscilatorias.

E interessante notar que as partes reais Re (1) sd0 sempre ndo negativas. Assim,
todos os casos apresentados representam boas solugdes para R, pois todos sdo compa-
tiveis com as condi¢des de contorno estabelecidas no infinito. Em alguns casos, como
normalmente podemos ver quando xy > 0 e By < 0, uma solugdo tem um comporta-
mento oscilatério, porém, o fator r no denominador de (4.7) causa R — 0 no infinito.
No entanto, uma questdo relevante é: todos os casos mostrados acima sao fisicamente
realizdveis, ou existem intervalos em que os parametros kg e B devem ser restritos? Ao
investigar a estabilidade das solu¢des para o potencial gravitacional ¢, responderemos
a esta pergunta.

4.1.1 Andlise de estabilidade

No sentido de restringir os possiveis valores que os parametros kg e fp podem
assumir, analisaremos a estabilidade das solugdes no limite de campo fraco, seme-
lhante ao desenvolvido em Ref. (PERIVOLAROPOULOS; KAZANTZIDIS, 2019). O
leitor interessado em estabilidade de solugdes de gravidades de ordens superiores no
contexto cosmolégico e de ondas gravitacionais, veja Refs. (SALLES; SHAPIRO, 2014;
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PETER et al., 2018; REIS et al., 2019).

Como podemos ver na Eq. (4.6) o potencial gravitacional ¢ depende da curva-
tura escalar R, tal que, qualquer instabilidade em R produz uma instabilidade em ¢.
Assim, a andlise de estabilidade pode ser realizada perturbando a Eq. (4.4) assumindo
que

R =Ry (r)+6R(r,t). (4.21)

Esta perturbagdo deve, em principio, ser induzida por uma perturbagdo em p tal que
p — po + dp. Neste caso, temos para a equagdo perturbada

SR — K% { - i—g (—a8+ v2>] (—93 + v2) 6R = 87Gép. (4.22)

Tomando a transformada de Fourier da Eq. (4.22), temos
SRy + — [1 4+ Po (ag + k2>} (ag n k2) SRy = 87Gdpy. (4.23)

Esta equacdo é uma EDO linear ndo homogénea e a anélise de estabilidade pode ser
estudada olhando apenas para a solu¢do homogénea. Entdo, ignorando dpy, temos

@]
Para g = 0, temos
ORy + widR, =0, (4.25)
com
w? = 12+ "30 (4.26)

Para kg > 0, a solugdo perturbativa dRy é oscilatéria para todos os modos k e, portanto,
estavel. Por outro lado, para xp < 0 existem modos k instdveis que crescem exponenci-
almente, produzindo instabilidades no sistema.

Vejamos agora o caso da equagdo completa. Manipulando a Eq. (4.24), podemos
obter

Po 3P

Considerando uma solugéo para 6Ry na forma e’“!, temos

4 2 4y 2 4 K%
[w <ﬁ0+2k)w +<k ﬁk 350)

SRy + (% +2k2> SRy + <k4 202 4 i ) SR, = 0. (4.27)
0 0

6Ry =0, (4.28)

que resulta em

2 2
_ 2 *o 2) _ 4 K040 Ko
V2w =+ <ﬁ0+2k> J<ﬁo+2k> 4<k +ﬁ0k +3ﬁ0>. (4.29)
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A estabilidade das solugdes ocorre somente se os quatro w’s forem reais para qualquer
valor de k. Uma condicdo necessdria, mas ndo suficiente, para que isso aconteca é

%o 4 ok2 50, (4.30)
Bo

o que implica que xp e Bp devem ter o mesmo sinal. Se essa condigdo for atendida,

devemos ter
0capty e ) o (E+2k2>2
Bo 3Bo Bo '

Para By e ko ambos negativos, a primeira parte da desigualdade nao é satisfeita para
todo k. De fato, com By < 0, a expressao

2
Ko,2 , Xp
0<4(|k+2k2+-2,
( Bo 350)

serd violada com um valor suficientemente pequeno de k. Para B e ko ambos positivos,
a primeira parte da desigualdade é sempre satisfeita porque todos os termos de k* +
(x0/ Bo) k* + k3 /3B sdo positivos. Além disso

2 2
KO 2 KO KO 2 3
4K+ 2+ L <(—+2k> = o < . 4.31
< Bo  3Bo Po Po<3 43D
Portanto, a estabilidade das solug¢des no limite de campo fraco s6 ocorre se
3
Ko>0€0§‘50<1. (4.32)

Esta andlise exclui solugdes oscilatérias, pois restringe o intervalo dos parame-
trosem xp > 0e 0 < By < 3/4. Como visto na secdo anterior, neste intervalo [+ € Re
as corregdes do potencial gravitacional sdo do tipo Yukawa.

E interessante notar que este Gltimo resultado também pode ser obtido conside-
rando uma decomposi¢do da métrica nos modos escalar e tensorial ndo massivo. Para
mostrar essa afirmacdo, usamos alguns resultados encontrados na Ref. (ACCIOLY et
al., 2017). Nesse caso, a métrica pode ser decomposta como

hl’“/ — 7:[]/[1/ - ﬂyy@ - 771/“/@, (4.33)

assumindo o gauge
) I N
ay')/yy - O, com r)/‘u]/ = h‘u]/ - Eﬂ‘uvh, (4.34)

onde /1 = q“ﬁfzwﬁ. Além disso, considerando a correspondéncia entre os pardmetros das
teorias e a diferenca de assinatura da métrica, obtemos as equagdes

Ohy =0, (4.35)

(O-m)o=0, (4.36)

(D —m2 ) = —ma, (4.37)
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€m que para as equagées escalares

2 Ko ~ 4po
mi_z—ﬁo<1i 1- = ) (4.38)

Para que tenhamos m?. > 0, concluimos que xg e By devem estar restritos nos intervalos
expressos em relacdo (4.32). Por fim, observe que as condi¢des que levam a m3. > 0, ou
seja, a auséncia de tdquions sdo as mesmas que garantem a estabilidade das solugdes
em regime de campo fraco.

4.2 Solucoes de buracos negros

A partir deste ponto, passaremos para o estudo de solu¢des de buracos negros,
que culminard na investigacdo da possibilidade de solug¢ées além de Schwarzschild na
gravidade (1.1).

Nos tltimos anos, tem havido um interesse crescente em investigar solugdes de
buracos negros em teorias de gravidade de ordem superior, particularmente em teorias
de quarta ordem (FROLOV; SHAPIRO, 2009; NELSON, 2010; LU et al., 2015; MAURO
et al., 2015; GOLDSTEIN; MASHIYANE, 2018; BUENO; CANO, 2017; KOKKOTAS et
al., 2017; PODOLSKY et al., 2018). Tais andlises nos permitem compreender melhor,
além da estrutura e natureza das solugdes, essas teorias em regimes de campos gra-
vitacionais fortes. Sabemos que a solugdo esfericamente simétrica e estatica no vacuo
da RG é a solucdo de Schwarzschild. Além disso, o teorema de Birkhoof nos diz que
ela é a tinica. Nesta se¢do, investigamos a existéncia de solugdes exteriores de buracos
negros além de Schwarzschild das equagdes de campo (4.1), e discutimos sob quais
condigdes elas podem ser fisicamente realizaveis. Os principais resultados desta se¢ao
encontram-se em nosso paper (SILVA; MEDEIROS, 2020).

Na metodologia utilizada nesta investigacdo, as equagdes de campo (4.1) ndo
sdo solucionadas explicitamente. Em vez disso, usamos uma abordagem chamada na
literatura de método de Lichnerovicz, semelhante ao que é feito em Refs. (NELSON,
2010; LU et al., 2015; LU et al., 2015). Em poucas palavras, essa metodologia nos in-
forma sobre a possibilidade da solugado exterior de Schwarzschild ser tinica — o que é
interessante no nosso caso, pois Ry, = 0, ou seja, a solugdo de Schwarzschild, ¢ uma
solucdo das equagdes de campo (4.1) no vacuo.

Iniciamos esta investigacdo considerando o elemento de linha devido a um ob-
jeto esfericamente simétrico e estatico, que é escrito como

ds? = goodt2 + glldrz + 12 (d@z + sin? 9d<p2> , (4.39)
onde gop e g11 sdo fungdes apenas da coordenada radial. Entdo, tomamos o trago das

equagdes de campo (4.1) no vacuo, multiplicamos pela curvatura escalar R e usamos a
regra de Leibniz algumas vezes de modo a obtermos termos derivadas totais. Isso nos
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da
R* + iv,gzwza — 3ﬁ0RV,4RV?‘R - 3ﬁ0DRDR SUR 4 %VVRVﬂR2+
21(0 KO 3K KO

——vy (RVFR) + 350vﬂ (RV*OR) — 35°v,, (V*ROR) + 50vy (RZWR) 3”‘°vﬂ (RV"Rz) ~0.
(4.40)

Agora, integrando a Eq. (4.40) na regido exterior ao horizonte r;, onde gopop < 0e g11 > 0,

obtemos
11
R2+3§—<1 Pog 2“012) @R)? + 2P0 (ORy? : 20 R

/d4x\/__g 2K0 Ko KO KO
_f1< (/ />d51< ~ 500811 Ry R) 35°1< </ /)dsl [ ~go0g Ry (DR)] +

_@ (/ /)d51 ( —googllalRDR> +
[50 ( / / ) d51< —goog11R281R> —%K ( / / ) d51< 8008’ 811R31R2> =0,

(4.41)

_|_

onde a notagdo escolhida na segunda, terceira e quarta linhas significa que a integracdo
é avaliada nas hipersuperficies esfericamente simétricas r = r;, e r — co. Além disso, K
é um termo constante envolvendo coordenadas angulares e temporais e

1
(R= ——— 9 (r*/— 9,R) . 4.42
2 ——googu 1( 8008118 91 ) ( )

Se considerarmos que a curvatura escalar e suas derivadas até a terceira ordem sdo
quantidades bem comportadas em r = r;, o que é razoavel, pois o horizonte de even-
tos rj, ¢ uma singularidade aparente, temos que os termos de superficie sdo nulos. Isso
ocorre porque, por definicdo, um horizonte de eventos é uma hipersuperficie nula na
qual g' () = goo (1) = 0 (BEKENSTEIN, 1972). Por sua vez, os termos de superfi-
cie avaliados no infinito também desaparecem, pois nesta regido distante da origem,
as expressdes para o limite de campo fraco sdo vélidas, de modo que as solugdes do
tipo Yukawa (4.7) decaem mais rapidamente do que quaisquer poténcias em r. Assim,
obtemos
4 > 3" Po » 2060 2, 3Po 2 4|
/d v/ R+ (1 R+ R> @R+ 5" (OR)* - 3KOR — 0.

(4.43)

Note que ao fazer ag = Bg = 0, que representa a gravidade com corregdo quadratica
R? da curvatura escalar, temos

/ d*x\/—g {RZ °_ (31R) ] =0. (4.44)

Como xp, assim como g'!, é uma quantidade positiva e R? e (9; R)2 sdo termos quadré-
ticos, notamos que para satisfazer a relagdo (4.44), ambos os termos devem desaparecer
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independentemente, de tal forma que R = 0. Substituindo esse resultado na Eq. (4.1)
livre de fonte (com ay = By = 0), encontramos que R,, = 0. Assim, a solugdo exte-
rior de Schwarzschild é a tnica solucgdo esfericamente simétrica e estdtica da gravidade
com corre¢do quadratica na curvatura escalar.

Da mesma forma, seguindo a mesma abordagem para a relagdo completa (4.43),
observamos inicialmente que o primeiro e o terceiro termos sao ndo negativos, pois vi-
mos na se¢do 4.1.1 que By > 0. Assim, para que a tinica solugdo esfericamente simétrica
das equagdes de campo (4.1) no véacuo seja a solugdo de Schwarzschild Ry, = 0, é ne-
cessdrio que ap < 0 e que a curvatura escalar fora do horizonte R, satisfagam

2K
Rout‘ < 0

Se essas duas condi¢des forem satisfeitas, todos os termos na Eq. (4.43) serdo nédo ne-
gativos e, para satisfazé-la, cada termo deve desaparecer independentemente. Entdo,
concluimos que R, = 0. Com base em (4.45), podemos afirmar que se R,y for me-
nor ou igual a tal quantidade, entdo ela serd necessariamente zero naquela regido. In-
felizmente, como ndo podemos garantir que R,y = 0 irrestritamente, o método de
Lichnerovicz é inconclusivo para discriminar se a solu¢do de Schwarzschild é a tnica.

Por outro lado, também podemos afirmar que se R, exceder esse valor, so-
lugdes de buracos negros além de Schwarzschild podem existir. Entdo, estimemos a
ordem de magnitude de R,,; para que isso ocorra. A primeira consideragdo a ser feita
é que (4 |ag| + Bo) ~ Bo em (4.45). Isso se justifica uma vez que R® e RCIR sdo termos de
corre¢do de segunda ordem e, portanto, de maneira conservadora, esperamos que ag e
Bo tenham magnitudes semelhantes. Além disso, a andlise de estabilidade das solugdes
de limite de campo fraco nos mostra que existe um limite superior para o parametro
Bo, a saber, o valor de 3/4, que leva a um potencial gravitacional estdvel. No limite em
que Bo assume tal valor, segue que

Rou 2 2. (4.46)
3
Se assumirmos que os termos adicionais além ao de Einstein-Hilbert na ac¢do (1.1) sdo
corregdes cldssicas de uma teoria quantica da gravidade, é razoavel esperar que xp ~
Ml%l. Dessa forma,

Rout > 83ﬂ ~ 10%6GeV?2. (4.47)

Outra possibilidade é supor que a inflagdo césmica é gerada pela gravidade mo-
dificada (1.1). Neste caso, podemos estabelecer a ordem de grandeza de R, com base
na escala de energia da inflacdo. Usando os resultados apresentados em Ref. (CUZI-
NATTO et al., 2019), a saber,

Ko & 62 AsrM3 ~ 107° M3 e B <1072, (4.48)

onde a amplitude escalar As ~ 1.96 x 10~ (AKRAMI et al., 2018) e a razdo tensorial-
escalar r ~ 1072 (CUZINATTO et al., 2019), fomos capaz de estimar que

2 1 27
Ko 107 0®Gev2. (4.49)

Rout Z :Bglax ~ 10—2
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Assim, solugdes de buracos negros além de Schwarzschild podem existir apenas para
valores de R,y+ que excedam 102GeV?. Grosseiramente, podemos estimar a ordem

de magnitude do horizonte extrapolando a validade dos resultados de campo fraco.
Usando Egs. (4.7), (4.15), (4.48) e impondo a relagdo (4.49), obtemos

M

s (e‘ﬁ _ e‘f> > 102, (4.50)

onde [+ é dado pela Eq. (4.14). Assim, devido ao decaimento exponencial, a condigdo
necessaria, mas nao suficiente para Ro,¢ 2 102GeV? ¢

| 3
r <y~ oadl <10°Mpt ~ 107 m. (4.51)

Como é esperado que R,y atinja seu valor maximo préximo ao horizonte, obtemos
Rout = 10¥GeV? = 1, <10 3m.

A andlise anterior € um tanto grosseira e a estimativa de 7, pode variar algumas ordens
de magnitude. No entanto, mesmo considerando essa variagdo, fica claro que a exis-
téncia de solucdes além de Schwarzschild ndo ocorrerd no contexto astrofisico usual,
pelo menos para os valores de xy considerados.

4.2.1 Desvios da solu¢ao de Schwarzschild

Vimos na se¢do anterior que o uso do método de Lichnerovicz se mostrou in-
conclusivo para nos dar uma resposta a questdo de se existem ou ndo solugdes exte-
riores além de Schwarzschild. Vimos também, fazendo uso de algumas estimativas e
extrapolagdes, que tais solu¢des podem se manifestar apenas em buracos negros cujos
horizontes sdo extremamente pequenos. Queremos agora investigar se existem solu-
¢Oes esfericamente simétricas e estaticas no vdcuo que podem ser obtidas a partir de
uma deformagao continua da solugdo de Schwarzschild. A abordagem em nosso paper
(SILVA; MEDEIROS, 2020) se assemelha a desenvolvida em Ref. (LU et al., 2015).

Em primeiro lugar, vejamos como o trago das equagdes de campo (4.1) no vacuo
se comporta para o caso em que a curvatura escalar R desvia infinitesimalmente da
solucdo de Schwarzschild, isto é,

R(r)=c¢f(r), (4.52)
com ¢ < 1. Descartando termos além da primeira ordem em ¢, temos
3 3
—f+ K—ODSchf - %D%chf =0, (4.53)

0

onde Ug., é construido com a métrica de Schwarzschild. Escrevendo explicitamente os



39

dois tltimos termos da Eq. (4.53), obtemos

S {3 o] R () i
ACLI ol Ol o

-2y 0-2) (-] e

r

3ﬁo ( f_h>2 af (4.54)

G
Da Eq. (4.54), fazemos uma construgdo semelhante a desenvolvida na segdo anterior
com base no método de Lichnerovicz. A ideia é estabelecer uma relacdo quadratica
para f, integra-la fora do horizonte ry, e verificar se podemos concluir, através do de-
saparecimento independente de cada um dos termos, que f é nulo naquela regido.
Nesse sentido, multiplicando a Eq. (4.54) por r°, podemos expressa-la na forma

hof +hif 4+ hof" + haf® + n f® =0, (4.55)

onde

680 2
_ 4 2
hz—KOr (r—1) K—%r[r (r 1’)],
12
h3— ﬁos(?’—l’h),
Ko

Multiplicando a Eq. (4.55) por u (r) f, onde u é uma funcdo cuja forma serd obtida
posteriormente, temos

houf? 4+ huff + houff" + hauf f® + hyuff® =o. (4.56)

Agora, realizando uma série de manipulag¢des envolvendo derivadas na Eq. (4.56), é
possivel reescrevé-la em termos do quadrado das fungdes f, f’, f” e termos da derivada
total, como

houf2+l hou + = (hg,u) —z(h4u)”] £+ hguf+
o [ = (o) + (haw)” = ()| £+
+ (hauff") + (hsuff") — % (houf™) +
~ ((esw)! £7)' = (nauf'£")' + (hauf £O) +
— () £7") + (raw) £2) + ((raw)” ££) = 0. (4.57)
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Entdo, escolhemos a forma de u (r) de modo que a quantidade entre parénteses que
acompanha o termo cruzado ff’ seja cancelada, a saber,

hu — (hau)' + (hau)” — (h4u)(3) —0=uxl1/r. (4.58)

Integrando a Eq. (4.57) na regido exterior ao horizonte, concluimos que

/{ 22 6_[320(7—01)2

72
onde I representa a integral de todos os termos da superficie
o= [+ Cor) ) - () ) ()
v [(%ff“))/ - ((%)ff) . ((%)ﬂ) ¥ ((%) ! ff’) ] dr

A integracdo dos vdrios termos de superficie avaliados no infinito desaparece, pois
nessa regido f e suas primeiras derivadas tém um comportamento to tipo Yukawa, de-
caindo mais rapidamente do que qualquer termo polinomial. Por sua vez, para mostrar
que os termos da superficie se cancelam no horizonte, basta considerar que a fungdo

f e suas primeiras derivadas sdo bem comportadas em r = ;. Com isso em mente, é
facil mostrar que no horizonte,

Is = - (65“ff> () £7) +5 (0) £2) +

( 12ﬁ“ff) <<0>f'f”)—(<0>ff<3>)+(<0>ff")—(<0>f’2)—( 6ﬁ0ff>z

Ko

(f— ™) +

£+ 2L (=) f”Z}drHs—O (459

0 0

e portanto
Is = 0.

Voltemos nossa atengdo para a Eq. (4.59). Observamos que fora do horizonte (r > ;)
cada um dos coeficientes que acompanham os termos quadrdticos sdo ndo negativos.
Vemos entdo que a tinica maneira da Eq. (4.59) ser satisfeita é se cada um dos termos
for nulo independentemente, ou seja, se f = f,u+ = 0. Esse é um resultado interessante
pois significa que uma perturbagédo infinitesimal da solugdo exterior de Schwarzschild
nao existe, pelo menos ndo em primeira ordem.

O préximo passo é analisar perturbagdes de ordens superiores da solugdo de
Schwarzschild. Verificamos pelo método de Lichnerovicz que a perturbacdo de pri-
meira ordem da curvatura escalar R é nula. Na presente andlise verificaremos que es-
sas perturba¢des de ordens superiores de R, que levam a um conjunto hierarquico de
relagdes, também sio todas nulas.

Uma perturbacdo da solugdo de Schwarzschild pode ser representada por

g = g +egla) + 260 -, (4.60)
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(0)

onde ¢ € o parametro da perturbagdo e g;,; € a métrica de Schwarzschild. Tal pertur-
bacdo representada na Eq. (4.60) induz uma perturbacdo na curvatura escalar R dada
por

R =RO 4 ¢RM 4 2RE@) ... (4.61)
em que RO = Rg, = 0, e da analise anterior, R( )t = four = 0. Tomando o traco

das equagdes de campo (4.1) no vacuo e c0n51derando termos até a segunda ordem de
perturbagdo, obtemos

3

2 2
_Rc()u)t + K—ODstSJt - 3505 SRy )t = 0. (4.62)
5

A relacdo (4.62) é a mesma para a perturbacdo de primeira ordem f, a saber (4.53) ,
cujo resultado ja conhecemos: desaparece fora do horizonte. Entdo podemos concluir

(2)

que ndo hé perturbagdo R, ;.

Extrapolando esse resultado é possivel mostrar que per-

turbacdes de ordens superiores R( 2 sdo todas nulas.

Com base na analise anterior, poderiamos pensar que o resultado R(()’:lz =0¢
valido para qualquer r;,, mas isso ndo é verdade. O ponto principal é que a aborda-
gem perturbativa desenvolvida aqui representa uma andlise via perturbac¢do regular
e, formalmente, esse tipo de andlise ndo pode ser empregado em nosso caso porque
os termos perturbativos sdo termos diferenciais de ordens superiores. Nesta situacao,
a abordagem correta é utilizar uma andlise via perturbagdo singular'. No entanto, é
seguro empregar a perturbacdo regular usual se a regido de interesse estiver longe da
regido da camada limite. Para nosso modelo, a camada limite esta localizada préxima a
origem e sua espessura pode ser estimada como « c1/2 . Veja apéndice B, para detalhes.
Como estamos interessados em soluc¢oes fora do horizonte, nosso resultado, baseado
no método de perturbagao regular, permanece vélido para r;, > «, 12 Portanto, con-
cluimos que ndo hé desvios da solucdo de Schwarzschild fora do horizonte, desde que

rp > Ky 172 Este resultado estd de acordo com a conclusao apresentada na secdo 4.2.

4.3 Comentarios finais

Nesta se¢do, estudamos solucdes esfericamente simétricas e estaticas tanto em
um regime de campo fraco como no contexto de buracos negros de uma teoria da
gravidade que inclui todos os termos até a segunda ordem de corregdo envolvendo a
curvatura escalar R, Eq. (1.1).

No regime de campo fraco, desenvolvemos um estudo completo da gravidade
proposta, no qual obtivemos todas as solugdes possiveis devido a uma massa pontual.
Além disso, verificamos que dentre todas as solu¢des encontradas, apenas aquelas que
apresentam comportamento do tipo Yukawa (kg > 0 e 0 < By < 3/4) sdo estdveis
quando é realizada uma perturbacao temporal.

Motivados pelo crescente interesse em solugdes de buracos negros em gravida-
des de ordens superiores, veja as Refs. (FROLOV; SHAPIRO, 2009; NELSON, 2010; LU

1Veja Refs. JOHNSON, 2004; HOLMES, 2012) para uma introdugio a teoria da perturbagio singular.
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et al., 2015; LU et al., 2015; GOLDSTEIN; MASHIYANE, 2018; BUENO; CANO, 2017;
KOKKOTAS et al., 2017; PODOLSKY et al., 2018), desenvolvemos uma analise das
solugdes de buracos negros esfericamente simétricos e estaticos. Nessa investigacao,
utilizamos o método de Lichnerovicz para investigar a possibilidade de existéncia de
solugdes exteriores além de Schwarzschild. Em ambas as abordagens utilizadas, a sa-
ber, 1) considerando o trago das equagdes de campo da teoria completa e 2) assumindo
uma deformacéo continua da solugdo exterior de Schwarzschild, nossos resultados su-
gerem a auséncia de buracos negros macroscépicos além de Schwarzschild. Isso se
deve ao fato de que a curvatura escalar R,,; deve exceder, na estimativa mais conser-
vadora, 102GeV? para sua ocorréncia, implicando em buracos negros cujos horizontes
sd0 menores ou da ordem de 1073!m. Assim, estamos falando de mini buracos negros
além de Schwarzschild com massas extremamente pequenas. Nesse contexto, ha duas
questdes principais que devem ser abordadas: a primeira diz respeito se esses mini
buracos negros realmente existem; e a segunda diz respeito se eles sdo estdveis com
relacdo a radiacdo Hawking (veja Ref. (KONOPLYA; ZINHAILO, 2019) e referéncias
nela).



CAPITULO b

INTRODUCAO A INFLACAO

Em meados da década de 1980, vérios autores pesquisando no contexto de teo-
rias de grande unificacdo observaram que o universo primordial poderia ter passado
por um regime de expansdo acelerada, aproximadamente exponencial ou quase de Sit-
ter, indo de encontro com o modelo padrdo da cosmologia (STAROBINSKY, 1979; Ka-
zanas, 1980; SATO, 1981). Historicamente, Alan Guth foi o responséavel por reconhecer
que um tal regime inflaciondrio, conduzido por um campo escalar, poderia solucionar
alguns problemas que surgem na descri¢do da evolugdo do universo quando realizada
a partir do modelo padrdo desacelerado de Friedmann (GUTH, 1981). Inicialmente,
os problemas abordados foram os da planura, do horizonte e dos monopolos mag-
néticos — como tratado em (LINDE, 1982). O problema da planura diz respeito ao
fato de o modelo padrdo da cosmologia ndo conseguir descrever a extrema planura do
universo primordial. Esse problema pode ser posto também através do seguinte ques-
tionamento: por que a densidade de energia total era tdo proxima da densidade critica
no universo primordial? Ja4 o problema do horizonte pode ser brevemente resumido
com a pergunta: por que duas regides do universo que nunca tiveram contato causal
possuem as mesmas propriedades — no caso da radiagdo césmica de fundo (RCEF), a
mesma temperatura. Por sua vez, o problema dos monopolos magnéticos, em verdade,
surge apenas em modelos além ao modelo padrao da fisica de particulas. Ocorreu-se
que modelos de grande unificagdo em conjunto com o modelo padrdo da cosmologia
previam uma imensa quantidade de monopolos magnéticos (pelo menos um mono-
polo para cada nucleon), em total desacordo com o universo observado. No entanto,
com o passar dos anos, a principal motivagdo para a inflagdo se tornou descrever o me-
canismo capaz de gerar as pertubagdes iniciais responsaveis pelas estruturas de larga
escala do universo (MUKHANOYV, 2005; WEINBERG, 2008). De fato, a inflacdo fornece
uma descri¢do para a geragdo das perturbagdes iniciais responsaveis pelas estruturas
de larga escala do universo. As escalas das flutua¢des quéanticas do campo que con-
duz a inflagdo sdo esticadas durante a expansdo acelerada. No cenario mais simples
com apenas um campo escalar, as flutuagdes se congelam ap6s as escalas das perturba-
¢Oes deixarem o horizonte durante a inflagdo, e bem ap6s o fim desta, as perturbacdes
reentram no horizonte. Isso pode ser verificado na imagem 5.1.

Nesse sentido, a inflagdo nos d4 um mecanismo causal para a origem das es-

43
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Figura 5.1: Grafico em escalas logaritmicas, onde é apresentado um resumo da evolu-
¢do do universo em escalas coméveis, incluindo a geracdo e evolugdo das perturbagdes
de modo k. Fonte: (BAUMANN, 2013).

truturas em larga escala. Uma de suas previsdes é que as pertubagdes de curvatura
associadas ao grau de liberdade escalar geralmente exibem um espectro aproximada-
mente invariante de escala. Essa previsdo pode ser diretamente testada pelas medidas
das anisotropias de temperatura da RCF, realizadas pelo satélite Planck (AKRAMI et
al., 2018)

Além de gerar um regime de expansdo do tipo quase de Sitter, um modelo de
inflacdo consistente precisa durar tempo suficiente para solucionar os problemas ante-
riormente mencionados, e ter um final suave (saida elegante), isto é, sair de um regime
cuja expansdo é acelerada para o universo desacelerado de Friedmann, de modo a pre-
servar as previsdes bem sucedidas deste tltimo. Tudo isso pode ser realizado no am-
bito do paradigma slow-roll: ndo conhecemos o real mecanismo que gera a inflagdo, no
entanto, um regime inflaciondrio consistente conduzido por um ou mais campos esca-
lares é alcancado se as condi¢des de slow-roll forem satisfeitas (MUKHANOV, 2005).
Existem varios modelos propostos na literatura sugerindo a existéncia de um campo
escalar, ou multiplos (LINDE, 1994; WANDS, 2008), conduzindo a inflagéo.

Neste capitulo, apds lembrarmos o leitor de alguns conceitos fundamentais
acerca da cosmologia do background, faremos uma breve introdugdo a inflagdo, onde
apresentamos seus fundamentos, a saber, suas dindmicas no background cosmolégico
e no contexto perturbativo, bem como a conexao com as observacdes.

5.1 Inflacao no background cosmoldgico

Antes de abordarmos de fato a inflagdo, lembramos de alguns conceitos funda-
mentais da cosmologia do background.
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A cosmologia moderna é fundamentada em dois fatos observacionais para além
de seu pilar tedrico, a RG. O primeiro é o de que o universo estd se expandindo. O
segundo baseia-se no que chamamos de principio cosmolégico: em escalas maiores ou
da ordem de 100 Mpc, podemos considerar a distribui¢do da matéria como homogeénea
e isotropica. De fato, essa dltima é uma aproximagao tdo mais precisa quanto mais no
passado voltamos. O espago-tempo que descreve um tal universo é o devido a métrica
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

ds? = —df? + a? { + 12 <d9 + sin? 9d¢2)1 , (5.1)

.
1—kr?
onde a = a(t) é o fator de escala e k representa a curvatura espacial do universo,
podendo assumir os valores k = 0, k = 1 e k = —1, para um universo plano, com
curvatura positiva e curvatura negativa, respectivamente. A menos onde seja dito o
contrdrio, restringiremos nossa discussdo ao caso k = 0. Ao escrevermos as equagdes
de Einstein para a métrica FLRW plana, assumindo um tensor energia-momento de
um fluido perfeito

Ty = (e+p) uytty — pguv, (5.2)

com ¢ e p sendo as densidade de energia e pressdo, e u, a 4-velocidade, obtemos as
equagOes de Friedmann

1 .
H? = ce H+H? = —
3M2, 6M2,

(e+3p), (5.3)

onde H = 4/a é o parametro de Hubble. Além dessas duas equagdes dinamicas, temos
também a relagdo advinda da conservagdo do tensor energia-momento, V, T = 0,
que para o caso de um fluido perfeito, escrevemos!

¢=—-3H(e+p). (5.4)

As Egs. (5.3), (5.4) em conjunto com uma equagdo de estado, que usualmente é do
tipo barotrépica, p = p (¢), formam a base para o estudo de modelos cosmolégicos de
universos espacialmente planos.

A seguir, apresentaremos alguns dos problemas cosmolégicos que motivaram a
inflagdo.

5.1.1 O problema das condi¢des iniciais

Neste ponto, apresentamos alguns dos problemas cosmoldgicos, a saber, o do
horizonte e o da planura, que surgem quando tentamos descrever o universo através
do modelo padrdo da cosmologia (0 modelo ACDM). Esses sdo os chamados proble-
mas das condigdes iniciais: o universo que conhecemos hoje deveria ter surgido a partir
de condi¢des muito especiais ou finamente ajustadas. Como uma aproximagao, supo-
remos as condigdes iniciais em t; = tp; ~ 10~%3s. Nesta secdo, seguiremos de perto a
apresentagdo em Ref. (MUKHANOV, 2005).

1Como estamos supondo um universo homogéneo e isotrépico, onde ¢ e p sao fungdes apenas do
tempo, obtemos apenas uma relagéo.
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Antes de pontuarmos os problemas tratados a seguir, mencionamos aqui o pro-
blema da geracdo das perturbagdes iniciais. A RCF nos fornece informagoes sobre o
universo da época da recombinacdo. Ela nos diz, por exemplo, que o universo primor-
dial era bastante homogeéneo e isotrépico. Sabemos das observagdes nas anisotropias
da RCF que as perturbagdes ¢ e 6 — perturbagao escalar da métrica que no gauge new-
toniano representa a generalizacao do potencial, e o contraste de densidade de energia?
— devem possuir uma amplitude inicial de aproximadamente 10~ praticamente in-
dependentes da escala k. O mecanismo para geragdo dessas perturbagdes, cujas escalas
inicialmente estdo em uma regido super-horizonte, ¢ um problema em um universo
macroscopico dominado pela matéria e/ou radiagéo.

O problema do horizonte

O atual dominio de homogeneidade e isotropia do universo é pelo menos da or-
dem de grandeza da atual escala de curvatura (raio de Hubble), c/Hy = cty ~ 10%8cm,
em que ty representa a idade atual do universo®. Inicialmente, o tamanho desse domi-
nio foi menor pela razdo dos fatores de escala correspondentes: a;/ag. Podemos entao
estimar que o tamanho da regido de homogeneidade e isotropia do qual nosso Uni-
verso emergiu em t = t; era

I ~ cto L. (5.5)
ao

Agora, comparemos essa escala com o tamanho da regido causal I, ~ ct;:

L toa (5.6)
I t; ag
Para obtermos uma primeira estimativa — mesmo que grosseira — dessa razao, con-
sideremos que o universo em t; = tp;, cuja temperatura era Tp; ~ 102K, tenha sido
dominado por uma radiagdo primordial. Assim, considerando que a temperatura mé-
dia atual do universo (Tj) é da ordem da unidade, temos

(ai/a0) ~ (To/Tpy) ~ 1072, (5.7)
e obtemos
l; 10" —32 28
[~ 1o 0 7~ 10 (5.8)

Portanto, o dominio de homogeneidade e isotropia no universo primordial era maior
que a regido de causalidade em 28 ordens de grandeza. Isso significa que em (10%8)3 =
10%* regides causalmente desconectadas a densidade de energia estava suavemente
distribuida, com flutuagdes que nao excederam (de/¢e) ~ 10~%. Como nenhum sinal
pode se propagar mais rdpido que a luz, nenhum processo fisico causal pode ser res-
ponsavel por uma distribuigdo tao finamente ajustada.

Discutiremos essas perturbagdes em Sec. 5.2.

3 Assumindo um modelo ACDM minimo, podemos estimar a idade do universo com base na cons-
tante de Hubble Hy = (67.4 & 0.5) kms~'Mpc~! (AGHANIM et al., 2020). A mesma referéncia nos da
to = (13.8 £0.02)Gy (bilhdes de anos).



47

Assumindo que o fator de escalar varia através de alguma lei de poténcia, po-
demos estimar a/t ~ a e reescrevermos a Eq. (5.6) como
li a4
<~ (5.9)
le a0
Assim, a razdo I;/I. é da ordem de grandeza das taxas de expansdo correspondentes.
Se considerarmos que a gravidade sempre foi atrativa e portanto desacelerando a ex-
pansdo ao longo do tempo, concluimos da Eq. (5.9) que a escala de homogeneidade e
isotropia sempre foi maior que a escala de causalidade.

O problema da planura

A equacdo de Friedmann, de primeira ordem, para um universo com curvatura
espacial k se escreve

k  8nG
2 _
H* + 2="3 & (5.10)

Ela pode ser reescrita em termos do parametro de densidade Q)(t), em que
e (t) 3H?

) =—0,
e o= 576
sendo p.r a energia critica do universo no instante . Assim, obtemos a equagdo de
Friedmann equivalente:

Q) =

(5.11)

Q) —1= . (5.12)

Avaliando agora a razdo, para o universo primordial e o atual, da Eq. (5.12),
considerando o resultado obtido em Eq. (5.9), e a medida de )y ~ 1.001 (AGHANIM
et al., 2020), temos

H 2 . 2 -
Qi —1=(Qy—1) EHZ;? — (O —1) (”—°> <107%, (5.13)

a;

Concluimos que o parametro cosmolégico no universo primordial era extremamente
préximo da unidade, correspondendo a um universo espacialmente plano.

5.1.2 Inflacdo: uma visao geral

Vimos anteriormente que a razdo 4;/4o determina tanto o niimero de regides
causalmente desconectadas quanto a proximidade de ();(t) da unidade. Se a gravidade
sempre possuiu um efeito atrativo, entdo a razdo 4;/ag é necessariamente maior que
a unidade, pois a gravidade desacelera a expansao. Portanto, a conclusdo 4;/ag > 1
pode ser evitada apenas se supormos que durante algum periodo da expansdo a gravi-
dade atuou como uma forga repulsiva, acelerando a expansao. Nesse caso, podemos ter
a;/ayg < 1 e o surgimento de nosso universo a partir de uma tinica regido causalmente
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Figura 5.2: Grafico comparativo entre o modelo padrdo de Friedmann (curva trace-
jada) e um modelo incluindo uma fase inflacionaria. Os eixos representam a taxa de
expansdo 4 em fung¢do do tempo t. Fonte: (MUKHANOV, 2005).

conectada se torna possivel. Com essas considera¢des em mente, chegamos a seguinte
definicdo de inflagdo: a inflagdo foi uma fase de expansdo acelerada do universo primordial,
quando a gravidade atuou como uma forga repulsiva.

A figura 5.2 nos mostra como o modelo padrao de Friedmann pode ser modifi-
cado com a inclusdo de uma fase inflaciondria. Notemos que ap0s a fase inflaciondria a
curva recai, de forma suave, no modelo padrdo de Friedmann: isso é a chamada saida
elegante. Naturalmente, isso deve ocorrer para que a inflagdo preserve, além da homo-
geneidade e isotropia, as previsdes bem-sucedidas do modelo padrdo. Para preservar
a nucleossintese primordial, por exemplo, a inflacdo deve iniciar e terminar suficiente-
mente cedo; para que haja a geragdo das perturbagdes iniciais, a inflagdo fica restrita a
uma escala de energia em que nos modelos inflaciondrios mais simples ela deve termi-
nar em um £ entre 107365 e 10~ 3s.

A inflagdo pode produzir todo o universo observével a partir de uma pequena
regido homogénea, mesmo se o universo fosse bastante inomogéneo fora dessa regido.
Isso acontece pois em um universo que se expande aceleradamente sempre havera um
horizonte de eventos. Essa distancia no instante t é

re(£) = a (b) /ttm“ LA /am da. (5.14)

a (t) aa

A integral converge mesmo se 4,y — o0 porque a taxa de expansdo cresce com a. A
existéncia de um horizonte de eventos significa que qualquer coisa num instante t a
uma distancia maior que 7,(t) de um observador ndo podera influenciar o futuro desse
observador. A figura ?? consiste em dois circulos concéntricos, de raios 7,(t) e 2r,(t),
que contém uma regido homogeénea e isotrépica do universo primordial em ¢t = ¢;; fora
dessa regido o universo é inomogéneo. Assim, a evolucao futura da regido dentro do
circulo menor é completamente independente das condi¢des fora do circulo maior: sua
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regido interna apenas podera ser influenciada pelos eventos que ocorreram em ¢ = t;
na regido entre os dois circulos.

Y. T o 2.7 .
* /" *f “’ *

- B,

Figura 5.3: Regido de homogeneidade e isotropia compreendida nos circulos concén-
tricos de raios 7, (t) e 2r.(t). Fonte: (MUKHANOV, 2005).

O tamanho da regido (de homogeneidade e isotropia) de raio r.(f) cresce e ao
fim da inflagdo, no instante t = £ é

ry (tf) =Te (ti) 6;—]: (515)

Comparando essa escala ao tamanho do horizonte de particulas, que para um universo
que se expande aceleradamente pode ser estimado por

B bdt “da  a(t)
rp(t) =a(t) tig—a(t) . a 0

Te (ti) , (516)

pois a principal contribuigdo na integral vem de a ~ a;. Ao fim da inflagao, r,(tf) ~
ru(tf), isto &, o tamanho da regido de homogeneidade, originéria de uma regiao causal,
¢ da ordem do horizonte de particulas.

Portanto, em vez de considerarmos um universo homogéneo em muitas regides
causalmente desconectadas, podemos inicid-lo a partir de um pequeno dominio cau-
salmente conectado e a inflagao se encarrega de transforma-lo em um imenso dominio,
preservando a homogeneidade independente das condi¢des fora do horizonte de even-
tos.

Agora, abordaremos a questdo de se podemos abrir médo da restri¢do de homo-
geneidade nas condi¢@es iniciais. Se o universo for iniciado a partir de uma regido cau-
salmente conectada fortemente inomogénea, podera a inflacdo produzir um imenso
universo homogéneo? A resposta é sim. A seguir, faremos uma abordagem bastante
aproximada.

Consideremos que as flutuagdes iniciais na densidade de energia sejam da or-
dem da unidade em escalas ~ H; 1 isto 6,

(ﬁ) SAVel g VL p g, (5.17)
€/ € a; £ a;
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onde V representa o gradiente com relagdo as coordenadas coméveis. Em t > t;, as
flutuacdes na densidade de energia dentro da escala de curvatura H~!(t) podem ser
estimadas por

e 1|Ve| . .4 a;
(?>t ~ i B~ 0 (5.18)

em que assumimos que |Ve|/¢, que chamamos de amplitude das perturbagdes, ndo
varia substancialmente durante a expansdo. Da Eq. (5.18), podemos concluir que se o
universo passa por uma fase de expansao acelerada, em que 4 (t) > 4; para t > t;, as
grandes inomogeneidades iniciais desaparecerdo na escala de curvatura. Um dominio
de tamanho H~! se torna cada vez mais homogéneo pois o tamanho fisico das flutua-
¢des, que é « a, cresce mais rdpido que a escala de curvatura H~! = a/4, enquanto a
amplitude das perturbag¢des ndo varia substancialmente.

De acordo com Eq. (5.18), se quisermos evitar que as grandes inomogeneidades
iniciais reentrem na atual escala de curvatura, Hy !, teremos que assumir que a taxa
de expansdo inicial foi muito menor que a taxa de expansdo atual, 4;/d9 < 1. As
observagdes da radiacdo césmica de fundo nos dizem que as flutuagdes na densidade
de energia na atual escala de curvatura ndo devem exceder 10°. Assim, os tracos de
uma grande inomogeneidade inicial serdo suficientemente dissolvidas se 4; /a9 < 107°.
Reescrevendo a Eq. (5.13) como

. 2
Qo=1+(Q;—1) (2—;) , (5.19)

vemos que se |(); — 1| ~ O (1), entdo com boa precisao
Qg =1. (5.20)

Essa importante previsdo da inflacdo afirma que a densidade de energia total de to-
das as componentes do universo, independente de sua origem, deve ser igual a atual
densidade de energia critica. A titulo de comparagdo, enquanto no modelo padrao de
Friedmann () — 1 para t — 0, com uma fase inflaciondria, () — 1 para t — oo, isto é,
() =1 é seu futuro atrator.

Como a gravidade pode ser repulsiva

A equacdo de Friedmann da aceleragdo pode ser posta como

47T
—?G

i= (e+3p)a. (5.21)
Quando o universo atravessa um regime dominado por radiacdo, cuja equagao de es-
tado é p = (1/3)¢, o fator de escala é « +/t; por sua vez, quando ele passa por um
regime dominado pela matéria, cuja equagdo de estado é p ~ 0, o fator de escala varia
o t?/3, Em ambos os casos, podemos observar de (5.21) que i é negativo. Por isso que o
grafico da figura 5.2 tem o aspecto apresentado para 4 no modelo padrdo desacelerado
de Friedmann.
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Da Eq. (5.21), se e +3p > 0 for satisfeita, entdo i é negativo e o universo se
expande desaceleradamente. Por outro lado, se a condi¢do de energia forte for vio-
lada o universo se expande aceleradamente. Historicamente, o primeiro modelo de
universo em que isso aconteceu foi o proposto por de Sitter, que pode ser encarado
como um universo espacialmente plano contendo apenas a constante cosmolégica,
cuja equacdo de estado é pp = —ep. No universo de de Sitter, a « exp(Hat), onde
Hp = (8Gpa/3)'/2, e & o a (MUKHANOV, 2005). Como ele descreve um universo
que se expande aceleradamente, poderia-se pensar ser possivel utiliz-lo para repre-
sentar um regime inflacionario. No entanto, o universo de de Sitter falha em satisfazer
as condigOes necessarias exigidas para uma inflagdo bem sucedida: a saber, ele ndo
possui uma saida elegante recaindo no modelo padrao de Friedmann.

Condicdes gerais para a inflacao

Agora, determinaremos as condic¢des gerais que devem ser satisfeitas para ter-
mos um modelo inflacionédrio bem sucedido. Como

g —H2+H, (5.22)

e i deve se tornar negativo durante a saida elegante, a derivada do pardmetro de Hub-
ble, H, também deve ser negativa. A razdo |H|/H? ao fim da inflacdo, atingindo a
saida elegante, se aproxima da unidade. Assumindo que H? varia mais rapido que H,
isto ¢, |H| < 2HH, obtemos a seguinte estimativa para a duragdo da inflagao:

H;
bt~ ——, 5.23

em que H; e H; se referem ao inicio da inflacdo. Em t ~ ¢ , 0 lado direito da Eq. (5.22)
muda de sinal e a expanséo se torna desacelerada.

A inflagdo deve durar tempo suficiente para transformar um pequeno dominio
do universo primordial em um na escala do universo observavel. Assim, reescrevendo
a condicdo 4;/dy < 1075 como

a; 45 _ a; H;ag

=112 <107 24

dfdo afodo <107 (5 )
e considerando que dy/ay deve ser maior que 108
sucedida apenas se

, concluimos que a inflagdo é bem
ar 33 Hi

- > 10" —. 5.25
>0 (5.25)

Se assumirmos que |H;| < H? e desprezarmos a variagdo do parametro de Hubble,
entdo a razdo dos fatores de escala pode ser grosseiramente estimada por

H?
a—f ~exp (Hitg) ~exp | =7 | > 10%, (5.26)
; Al
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de modo que a inflagdo pode solucionar o problema das condi¢des iniciais apenas se
> 75H;" 1, isto ¢, se durar mais que 75 tempos de Hubble. Reescrevendo em ter-
mos dos valores iniciais do parametro de Hubble e de sua derivada, essa condicdo se

escreve
|Hi

< = (5.27)
H? 75

Utilizando as Egs. (5.3) e (5.4), podemos ainda reformular a condi¢do em termos da
equacdo de estado inicial

@ <1072, (5.28)
1

Isso significa que no inicio da inflagdo, o desvio da equacédo de estado do vécuo (p =
—e) ndo excedeu 1%. Podemos ainda concluir que a solugdo de de Sitter é uma boa
aproximacao para o estdgio inicial da inflacdo.

5.1.3 A fisica da inflagao

Em um background cosmolégico de FLRW, o universo atravessa um regime de
expansdo acelerada se uma tal quantidade € obedecer a seguinte relacdo

H dinH
€=~ = TN <1, (5.29)
com,
dN = dIna = Hdt, (5.30)

medindo o ntimero de e-folds N da inflagdo. Isso significa que o parametro de Hub-
ble H deve ser aproximadamente constante. Por sua vez, para que essa condicdo se
sustente por tempos de Hubble suficientes, é necessario que a relacdo
| = 1¢é| |dlne
T=1"He| ™ |an

isto é, a variagdo de In € com respeito ao niimero de e-folds seja muito lenta.

<1, (5.31)

As quantidades € e 17 sdo os chamados parametros de slow-roll, e as condicoes
estabelecidas acima sdo independentes do mecanismo que gera a inflagdo. A seguir,
apresentaremos a dindmica inflaciondria devido um campo escalar candnico minima-
mente acoplado a RG.

Dindmica para um campo escalar

Considere um campo escalar candnico ¢, o inflaton, minimamente acoplado a
RG. A esse campo inflaton estd associado um termo cinético canénico e um potencial
V (¢), ao qual estd encapsulado as caracteristica do modelo. Nesse caso, a agdo gravi-
tacional se escreve

S(¢M, /d4x\/_ ( —PIR — gﬂvay(paygo — V((p)) : (5.32)
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Por sua vez, o tensor energia momento associado ao campo escalar é

1
Tyv = 9y 9vg — guv (ana)‘(f’ —V (qo)) : (5.33)

de onde inferimos que sua componente temporal, T’y = ¢,, é a densidade de energia

1.
ep = 59" +V(9), (5.34)
ao passo que sua componente espacial, Ti]- = —pyd’ j» € a pressdo
1.
Po =59~V (9), (535)
com
O

(5.36)

Uy = —F——e—,
SN

a 4-velocidade. Note pelas Egs. (5.21), (5.34) e (5.35), que uma configuragdo que conduz
a um regime inflaciondrio ocorre para um potencial que domina sobre o termo cinético,
isto ¢, se 9> < V (¢).

Nesse contexto, em um background cosmolégico de FLRW plano, as equacdes
de Friedmann sdo dadas por

1 (1,
H? = Ve (Egoz +V (qo)) , (5.37)
Pl
H=—— 1 ¢ (5.38)
2M§l(’) ' '

Lembremos que uma terceira equagdo dindmica surge devido a consevacdo covariante
do tensor energia momento,

VvV, TH =0
1% 1 N aV
VvV, Vi + @ = —_gay (« /—88uad (p) + @ =0. (5.39)

Essa relagdo nos dé a equagdo de movimento para o campo ¢, a conhecida equacado de
Klein-Gordon

$+3He+V' =0, (5.40)

com V' = 9,V. Observe nessa expressio que o termo do potencial atua como uma
forca, ao passo que o termo H¢ representa um atrito. Além disso, uma vez que ela é
uma EDO de segunda ordem, se fazem necessdrias duas condiges iniciais ¢ (ty) = ¢
e ¢ (fp) = ¢o para a descri¢do completa da evolugdo do sistema. Veremos ao longo do
texto que hd modelos em que condi¢des iniciais relativamente gerais conduzem a uma
regido atratora do espago de fase ¢ x ¢ onde ¢? < V (um regime inflaciondrio do tipo
slow-roll ocorre), enquanto outros, requerem algum tipo de restrigdo.
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Inflagio em um regime de slow-roll

Vamos apresentar agora como se da a dinamica das equagdes para o campo ¢
assumindo um regime inflaciondrio do tipo slow-roll. Vimos anteriormente que a infla-
¢do ocorre, e perdura por tempo suficiente, se os parametros de slow-roll satisfazerem a
condicdo €, < 1. Avaliaremos como as condi¢des para € e 7 se reescrevem em termos
das equagdes para o campo escalar ¢.

A condigdo € < 1 em termos de Egs. (5.37) e (5.38) implica em

P> <V, (5.41)
1
H>~ —V. (5.42)
3M2,

Tomando a derivada de Eq. (5.42) e fazendo uso de Eq. (5.38), obtemos
3Hp+ V' =~ 0. (5.43)
Comparando com a equagdo original de Klein-Gordon (5.40), vemos que

9| ~3H |¢]. (5.44)

Em termos do potencial, os parametros € e #, na aproximagdo de slow-roll, to-
mando Egs. (5.38), (5.42), (5.43), (5.44), se escrevem

M3, (V! 2
My (V' 4
en (V> (5.45)

v V! 2
2%

Por fim, o nimero de e-folds N da inflacdo, que nos d4 uma medida de sua
duracdo, fazendo uso de Egs. (5.30), (5.42) e (5.43), nos d4

n ~2M3, (5.46)

tr Pf
N = /Hdt~ —L/Zd(p (5.47)
| M3, | v

Observe que essa € um expressdo que relaciona o campo escalar ¢ e ¢r, 0 numero de
e-folds N e os parametros do potencial (modelo).

Um potencial V (¢) capaz de gerar um regime inflaciondrio do tipo slow-roll é
o de Coleman-Weinberg, apresentado na figura 5.4.

A saida elegante ocorre quando ¢ caminha em dire¢do ao minimo do poten-
cial e oscila em torno deste minimo. Esta é uma condi¢do necessdria para que o re-
gime inflaciondrio seja consistente, possibilitanto que o universo possua uma fase de
reaquecimento e recaia na subsequente era dominada pela radiagdo. Faremos alguns
comentdrios acerca desse periodo em Sec. 5.1.3.
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e

Figura 5.4: Potencial de Coleman-Weinberg. Ele é capaz de gerar um regime inflacio-
nario do tipo slow-roll, uma vez que (1) possui uma regido de platd, onde o campo

desliza lentamente, ¢ < V, e (2) possui uma regido de minimo global, onde ocorrem
as oscilagdes coerentes, processo responsavel por transferir energia do campo inflaton

para os campos de matéria. Fonte: (MUKHANOV, 2005).

Para entendermos de maneira simples esse periodo, vamos supor que o periodo
de oscilagdo é muito mais rdpido do que a escala de expansado. Nesse caso, durante um
periodo de oscilagdo, podemos desprezar o termo de atrito em Eq. (5.40) e escrever

G+V =0= ¢pd+ @V = 0= (9¢) — ¢*+ ¢V’ = 0.

Tomando a média em um periodo de oscilagado, temos
((99)) = (9%) + (9V) = 0= (¢%) = (pV"), (5.48)
onde, utilizamos que
((99)7) = 0.
Assim, vemos de Eq. (5.48) que durante esse periodo, a equacdo de estado efetiva em
(5.49)

média se comporta como
p_¢*=2V _ (gV') - (2V)
e @242V (V') + (2V)’

Para o caso de um potencial do tipo lei de poténcia V o« ¢" com n > 2, obtemos de Eq.

(5.49) que
w_ENn—Z
T e T n+2

representando um universo desacelerado com 0 < w < 1. Nesse sentido, observe que
para n = 2 recaimos em um universo dominado pela matéria e para n = 4, recaimos

em um universo dominado pela radiagdo.
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Inflagdo devido um campo escalar massivo
Neste ponto, apresentaremos o regime inflaciondrio para o caso de um potencial
especifico: o campo escalar massivo.

O campo escalar mais simples é o campo escalar massivo livre descrito pela
equacdo de Klein-Gordon (5.40). Nesse caso, o potencial é dado por

1
V(p) = smg?, (5.50)
onde m é um parametro com dimensdo de massa.

Tomando um sistema de unidades em que Mp, = G~! = 1, ao substituir Eqs
(56.37) e (6.50) em Eq. (5.40), obtemos

§+ /1270 (¢2 + m2g2)¢ + mPp = 0.

(5.51)
Uma vez que essa equagdo é uma EDO de segunda ordem, nédo linear e autdnoma,

isto é, que ndo possui uma dependéncia explicita com o tempo, por regra da cadeia
escrevemos

L dg
¢ = 4’%1
e reescrevemos Eq. (5.51) como uma EDO de primeira ordem
dp /121 (¢ + m2¢?) ¢ +mg
dg ¢ ’

(5.52)
que, por sua vez, pode ser estudada usando o método de diagramas de fase. Veja a
tigura 5.5

A
.f“/ ) %
*.: Il'h 1‘\ _n%?_'_-_f_-_-_{_:i __;j ___,/}uttmctor
II". Ill"u x~,—-’|:: I I —

k!
Figura 5.5: Espaco de fase ¢ x ¢ das solugdes de Eq. (5.52). Fonte: (MUKHANOV,
2005).

A caracteristica mais importante presente na figura 5.5 é a existéncia das solu-
¢Oes atratoras ¢ = £m/+/127, para as quais todas as outras, a partir de condicdes
iniciais ¢g e ¢9 bem gerais (|¢g| > m/+/127), tendem a convergir com o tempo. Ve-

mos, além disso, que no entorno da origem (¢, ¢) = (0,0), as solugdes espiralam, o
que estd intimamente relacionado as oscilagdes do campo em torno do minimo do po-
tencial quadratico.
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Para mostrar que a linha atratora corresponde a uma solugdo inflaciondria, re-
escrevemos Eq. (5.52) como

do _ m]e| ¢* ,
dp p 127t m2q02+1 ptm], (5.53)

onde o sinal superior (inferior) estd associado a ¢ positivo (negativo). Por outro lado,
uma vez que na regido atratora temos

dg ¢? . m

Agora, por consisténcia com a solu¢do numérica, onde ¢ ~ Fm/+/127, devemos ter
¢* < m*¢?, (5.55)

em concordancia com a condi¢do Eq. (5.29).

Avaliemos agora os parametros de slow-roll € e 77, bem como o ntimero de e-
folds N. Para o potencial em questéo (5.50), como V' = m?¢ e V" = m?, temos

Mpz>2 <2Mpz>2
ex2|—— en~ — , (5.56)
( ¢ 1 @

de modo que um regime inflaciondrio ocorre quando Mp; < ¢ . Por sua vez, se tomar-
mos @.,q ~ 0 (minimo do potencial quadratico), obtemos para o nimero de e-folds

0 2
1 ¢
N~ — / d %( ) . 557

2M12)l¢§0§0 2Mp, 5:57)

Para termos, por exemplo, N = 60, é necessario ¢ ~ 15.5Mp;, o que nos da

e~83x107° e y~ —1.67 x 1072, (5.58)

A inflacdo de Starobinsky

O modelo de Starobinsky na representacdo escalar-tensorial no frame de Eins-
tein é caracterizado por uma agdo que pussui um termo cinético canoénico para o campo
escalar ¢ e um potencial V (¢) dado por (FELICE; TSUJIKAWA, 2010)

/T2 \? 1
Vip)=W (1 —e \/;MPI) , com Vo = ZKQM%Z- (5.59)
Nesse sentido, as equagdes que descrevem sua dindmica sdo as de Friedmann
1| 1 1 VI
H? = 2 ¢ + %0 <1 —e SMPI) ] , (5.60)
3 lel%l 4
. 1
H=——¢7 (5.61)

2
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bem com a equag¢do de movimento para o campo ¢
1 /2 _\JZ. e )29
¢ +3He + E\/;KOMPZE ‘/;MPI <1 —e \/;MPI) = 0. (5.62)

O comportamento do potencial do modelo de Starobinsky é representado na figura 5.6,
no qual tomamos Vp = Mp; = 1.

V(g)

1.5¢

1.0f

-2 - 2 4 6 8 10

%

Figura 5.6: Potencial do modelo de Starobinsky, Eq. (5.59), para Vo = Mp; = 1.

Observe que para grandes valores de ¢ ha um comportamento do tipo slow-roll,
no qual o campo varia lentamente*, e em ¢ = 0 hd um minimo global do potencial.

Seguindo um procedimento andlogo ao desenvolvido para o caso anterior do
campo escalar massivo, notamos que Eq. (5.62) é uma EDO auténoma, onde ndo ha
dependéncia explicita no tempo t. Nesse caso, por regra da cadeia, escrevemos

. de
(p—(p%,

e a Eq. (5.62) é reescrita como
»11/2
3 {%(pz +% (1-ev230) } ¢+ 2V /3?3 (1-ev230)

d¢
@ _ : , (5.63)
de ¢

de modo que podemos estudé-la via método de diagramas de fase.

A figura 5.7 representa o espaco de fase ¢ X ¢ para o modelo de Starobinsky.
Ela indica a existéncia de uma linha atratora horizontal, onde as solug¢des para prati-
camente quaisquer condigdes iniciais tendem a ela. E nesta linha atratora em que um
regime inflacionario do tipo slow-roll se desenvolve, regido que estd intimamente re-
lacionada ao plat6 do potencial (5.59). Em seguida, as solugdes sdo conduzidas para a
origem do espaco de fase, onde espiralam, correspondendo as oscilagdes no minimo
do potencial, caracteristicas do final da inflagdo.

4Termo cinético desprezivel com relagdo ao potencial: $? < V (P).
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Figura 5.7: Espaco de fase ¢ x ¢ das solugdes de Eq. (5.52).

Vimos anteriormente que uma inflagdo fisica ocorre, e por um tempo suficiente,
se as condigdes de slow-roll para os parametros forem satisfeitas, isto é, €, |7| < 1. Para
analisarmos tais condicdes, é interessante definirmos o que chamaremos ao longo do

texto de fator de slow-roll & = e M»'V2/3? Essa 6 uma defini¢do conveniente pois &
passa a nos dar uma medida da ordem de slow-roll das relagdes. O termo §" é tal que é
tdo menor quanto maior o valor de n. Além disso, derivadas temporais de 6 aumentam
uma ordem de slow-roll°. Com isso, somos capazes de mostrar que em um regime em
ordem dominante de slow-roll, a duracdo da inflacdo medida através do ntmero de
e-folds N é

fend 31
N = Hdt =~ ——, 5.64
g 560
e os parametros de slow-roll € e 7 sdo dados, respectivamente, por
H 4 ?
c_ B _tp 301y
H?> 3 4 \N
1¢é 8 2
U e 569

Avaliando os parametros de slow-roll € e # tomando um ntmero de e-folds N = 60,
obtemos
ex~21x10"* e n~—33 x1072,

correspondendo a valores razodveis com um regime inflaciondrio consistente.

°Esta ¢ uma discussdo que serd novamente abordada ao estudar as extensdes ao modelo de Staro-
binsky.
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Reaquecimento

Durante a inflagdo, a maior parte da densidade de energia no universo estd no
potencial do campo inflaton V (¢). A inflagdo comega a terminar na regido onde o
potencial deixa de ter a forma de um platd e adquire um declive. A partir de entdo,
o campo inflaton adquire energia cinética. Por sua vez, essa tal energia do inflaton
precisa entdo, através de algum processo, ser transferida para as particulas do modelo
padrao. Este processo é chamado de reaquecimento e é o resposédvel por dar inicio ao
universo de Friedmann, o big bang quente. Neste espaco, discutiremos de maneira
breve e qualitativa alguns dos fundamentos do reaquecimento. Seguimos de perto a
apresentacgdo de Ref. (BAUMANN, 2013)

Apo6s a inflagdo, o campo inflaton comega a oscilar no minimo do potencial
V (¢). Nessa regido, se supormos que a amplitude de oscilagdo é pequena, o poten-
cial V (¢) pode devidamente ser aproximado através de V (@) ~ (1/2) m?>¢?. Assim,
sua equacdo de movimento se escreve

¢ +3H¢p = —m*g. (5.66)

Nesse contexto, a escala de tempo da expansdo logo se torna muito mais longa do que
o periodo de oscilagdo, isto é, H 1> m~1. Podemos entdo desprezar o termo de atrito,
de modo que o campo passa a oscilar com frequéncia m. Além disso, a equagdo da
continuidade, se escreve como

: 3 2.2 .2
¢ +3He, = —3Hpy = —>H (m?g? — ¢) . (5.67)
A média do lado direito da equagdo acima é zero durante um periodo de oscilagdo, e
isso no diz que, sendo pe =~ 0, campo oscilante se comporta como uma componente de
matéria, na qual ¢, « a7 °. A queda na densidade de energia é refletida através de uma
diminui¢do da amplitude de oscilagdo.

Para evitar que o universo termine vazio, o inflaton precisa se acoplar com par-
ticulas do modelo padrao. Nesse sentido, a energia do inflaton é transferida para essas
particulas. Se o decaimento é lento, que é o caso quando inflaton apenas decai em fér-
mions, a densidade de energia é governada pela relacao

¢y +3Hey = —Tyey, (5.68)

onde I'y representa a taxa de decaimento do inflaton. J4 se o inflaton puder decair em
bésons, o decaimento pode ser bastante rdpido, envolvendo um mecanismo chamado
ressondncia paramétrica, originado por efeitos de condensagdo de Bose. Esse rapido
decaimento é chamado de preheating (parametric resonance heating), uma vez que os bo-
sons assim criados estdo longe de estar em equilibrio térmico.

As particulas produzidas pelo decaimento do inflaton irdo interagir, criar outras
particulas através de reacdes de particulas, e a sopa de particulas resultante eventual-
mente atingirad o equilibrio térmico em alguma temperatura T;.. Essa temperatura de
reaquecimento é determinada pela densidade de energia ¢, no final da época de rea-
quecimento. Necessariamente, ¢, < €, £ onde ¢, y é a densidade de energia do inflaton
ao final da inflagdo. Se o reaquecimento demorar muito, podemos ter ¢, < €, ;- A evo-
lugdo do gés de particulas para um estado térmico pode ser bastante demorado. Para
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se atingir o equilibrio térmico é necessario que a interagdo seja suficientemente efetiva.
Via de regra, o equiibrio térmico é alcancado quando a taxa de reagdo se torna da or-
dem da taxa de expansdo, isto é, I' = H. Depois que pelo menos a termalizacdo dos
barions, fétons e neutrinos estiver completa, o universo de Friedmann dominado pela
radiagdo comeca.

5.2 Perturba¢des em cosmologia

Nesta sec¢do, estudaremos a cosmologia ndo mais baseada em um background
de Friedmann, onde consideramos um universo que evolui de maneira homogénea e
isotrépica. A partir deste ponto, apresentaremos as bases da cosmologia perturbativa,
essencial para, no contexto do nosso trabalho, entendermos como a inflacdo é capaz
de fornecer um mecanismo causal para a geracdo das inomogeneidades primordiais,
e como é possivel fazer a conexdo entre modelos inflaciondrios e as observagdes. O
estudo apresentado nesta se¢do segue de perto notas de aulas sobre cosmologia ainda
ndo publicadas do Prof. Dr. Léo Medeiros. O leitor pode encontrar algo préximo em
Ref. MUKHANOYV, 2005) bem como em Ref. (BAUMANN, 2013).

Descreveremos aqui as perturbagdes no ambito da relatividade geral. Ocorre
que nesta abordagem nos deparamos com uma dificuldade que é a de estabelecer as
coordenadas em relacdo as quais as perturbagdes sdo descritas®. Diferentemente da
descri¢do no background, onde as propriedades de homogeneidade e isotropia for-
necem um sistema de coordenadas preferencial (coordenadas coméveis), ndo existe
uma escolha ébvia de coordenadas para descrever as perturbagdes. Essa liberdade na
escolha das coordenadas, ou liberdade de gauge, leva ao surgimento de modos de per-
turbacao ficticios. Esses, por sua vez, refletem apenas propriedades dos sistemas de
coordenadas usados e portanto, ndo descrevem inomogeneidades reais.

Para ilustrar esse efeito suponha que estamos em um universo ndo perturbado,
cuja densidade de energia é descrita por € (¢). Em seguida fazemos uma mudanga de
coordenadas t — £, de tal forma que f = t + Jt (x,t). Assim, supondo que §t < t,
podemos escrever

() = ¢ (=t (x,0)) e (B) — oot = e (F) + e (x, ).
A densidade de energia nesse novo sistema de coordenadas (f,¥) possui uma parte
homogeénea e isotropica ¢ (), mas possui também uma perturbagéo linear na forma
de (x,F). Essa perturbagdo é ndo fisica e s estd presente devido a escolha do novo
tempo f. Veja figura 5.8. Além disso, é possivel "remover'uma perturbacéo real de
densidade de energia escolhendo hipersuperficies de tempo constante como sendo as
mesma hipersuperficies de densidade de energia constante.

Para resolver esse problema é necessario reescrever todas as quantidades per-
turbadas de uma forma independente do sistema de coordenadas, isto é, precisamos
obter um conjunto completo de quantidades, perturba¢des de métrica e de matéria,
invariantes de gauge. Desenvolveremos esse procedimento a seguir.

®Lembremos que as equagdes da relatividade geral sdo covariante (nao alteram sua forma) por trans-
formagoes gerais de coordenadas.
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t = const, £ = const
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t = const, £ + const

Figura 5.8: Diagrama onde se apresentam hipersuperficies de tempo constante. Fonte:
(MUKHANOV, 2005).

5.2.1 Perturbacdes e variaveis invariantes de gauge

Inomogeneidades na distribui¢do de matéria induzem perturba¢des na métrica
que, por sua vez, podem ser decompostas em partes irredutiveis’. Essas partes irre-
dutiveis sdo classificadas de trés formas: escalar, vetorial e tensorial. Assim, as per-
turbagdes na métrica podem ser decompostas em perturbagdes escalares, vetoriais e
tensoriais — decomposicdo SVT. O interessante dessa decomposigdo é que no regime
linear os diferentes tipos de perturbacdo evoluem de forma independente, e portanto,
podem ser analisados de forma separada. Isso serd discutido mais adiante.

Comecamos com uma métrica FLRW plana perturbada na forma
ds? = [8#1/ + 68w (x)‘>] dxtdx?,
onde g,y representa o background e g, representa a perturbagdo com |8y, | < [guv|-
Utilizando o tempo conforme 7, definido por diy = a~! () dt, escrevemos a métrica do
background como
gudxtdx" = a* () <d172 — 5ijdxidxj> . (5.69)

A parte perturbada da métrica é um tensor simétrico do espaco-tempo, e portanto,

7A decomposicdo de um tensor de rank 1 em partes irredutiveis consiste em decompor o tensor no
maximo de componentes escalares, vetoriais e tensoriais de rank m (com m < n) preservando a simetria
do sistema.
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deve conter 10 func¢des independentes. Assim, podemos escrever
ds* = a® (n) [(1 +2¢) d* + 2Cidx'dny — (6;; — 7vij) dxidxj} : (5.70)

O termo 2a%¢ = 5gqp é uma quantidade escalar com um grau de liberdade, a>C; = 6gy;
é uma quatidade 3-vetorial com trés graus de liberdade e azfyl-j = 0gjj € uma quantidade
3-tensorial simétrica com seis graus de liberdade. Além disso C; e 7y;; s@o tensores no

espaco euclidiano E2, e portanto, esses indices sao levantados e abaixados pela métrica
identidade J;;.

O proximo passo é decompor as quantidades perturbadas em componentes ir-
redutiveis preservando a simetria espacial. A parte puramente temporal Jgg ja se en-
contra em sua forma irredutivel (escalar). A componente vetorial é decomposta como

Ci=B;+5Si,
onde B é um escalar e S; ¢ um 3-vetor de divergéncia nula (Sil- = 0). A virgula repre-
senta derivagdo com relacdo as coordenadas espaciais, isto é, B; = 0,B = 0B/ oxi. A

parte tensorial é reescrita da forma
Vij = 2¢0ij + 2E ;i + Fij + Fj i + hyj,

onde ¢ e E sdo escalares, F é um 3-vetor de divergéncia nula (F ll = 0) e h;; € um 3-tensor
transverso (hi].'i = 0) e de trago nulo (h;: = 0).

Uma vez realizada a decomposi¢do SVT, observamos a seguinte estrutura:

¢ Perturbagdes escalares: sdo caracterizadas pelas quatro funcdes ¢, ¢, B e E. Elas
sdo acopladas as inomogeneidades da densidade de energia e, por exibirem ins-
tabilidade gravitacional, sdo as responsaveis pela formacdo de estrutura no uni-
Verso.

¢ Perturbagdes vetoriais: sdo descritas pelos dois 3-vetores S; e F; de divergéncia
nula, e portanto, contém 4 fung¢des independentes. Elas decaem rapidamente, e
assim, ndo tem muito interesse do ponto de vista cosmolégico.

e Perturbagdo tensorial: € caracterizada pelo 3-tensor ;; simétrico, transverso (trés
vinculos) e de traco nulo (um vinculo), e portanto, contém 2 func¢des indepen-
dentes. Essas perturbagdes descrevem as chamadas onda gravitacionais cosmo-
légicas. No regime linear e considerando um fluido perfeito, h;; se propaga livre-
mente.

Como dito anteriormente, os diferentes tipos de perturbacdo se desacoplam,
podendo ser estudados separadamente.

O préximo passo é estudar os efeitos de mudangas de coordenadas, liberdade
de gauge, nas perturbag¢des. Suponha uma transformacéo infinitesimal de coordenadas
¢! na forma

£ = x4 (). (5.71)
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A relagdo entre o tensor métrico g, € o tensor ¢,y segue da lei de transformagéo geral
de tensores, isto é,

0o () -2 )

Além disso, vamos separar as métricas em um background e uma parte perturbada8
Sap (XA> = Sup (xA) + 08up, (5.73a)
g (#1) = g (1) + 08, (5.73b)

onde supomos que a transformacdo infinitesimal afeta somente a parte perturbada.
O préximo passo é substituir Egs. (5.71), (5.73a) e (5.73b) em Eq. (5.72) conside-
rando apenas o regime linear. Nesse sentido, obtemos
58up ~ (9pE") Qup + (9al") Gup + (928up) & + 0up,
ou
5§ﬂcﬁ ~ 5ga/5 - (aﬁév) Sav — (028") Su — (a/\gzxﬁ) éA, (5.74)
onde retiramos a nota¢do ~ por economia de notagdo. Por sua vez, perturbagdes Jg e

6uy, de um escalar q (x}) = g+ g e de um 4-vetor covariante uy, (x*) = uy, + duy,
respectivamente, se transformam como

64~ 69— (919) &, (5.75)
Sty = Sy — (0,8") uy — (Opuy,) &N (5.76)

Para ser condizente com a decomposi¢do SVT da métrica, é conveniente decom-
por a parte espacial de ¢# = (¢°,¢') como

Ci — 7T'i + Qi’
onde 77 é um escalar e 6’ é um 3-vetor de divergéncia nula (Gfi = 0). Além disso 6; = 6'.

Assim, utilizando Eq. (5.74) e a métrica do background (5.69), obtemos

!/
600 = 0300 — 24 (ag’), (5.77)
680i = 0g0; + a* [91’ + (n' - §0> i] , (5.78)
e
. a’
0gij = 0gij +a° (2;51760 + 27+ 6;; + 9j,i> , (5.79)

onde a linha representa derivada com relagdo ao tempo conforme 7.

Essas trés equagdes acima mostram como as perturba¢des da métrica variam
devido a uma mudancga de coordenadas. Observe que em 6¢(o, temos apenas variagdo
do tipo escalar, em dg; temos duas variagdes do tipo escalar e uma do tipo vetorial
(primeiro termo), e em 4¢;; temos duas variagdes do tipo escalar e duas do tipo vetorial
(dois altimos termos).

8Usamos o sobrescrito ~ para diferenciar o background da quantidade completa.
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Perturbagdes escalares

Considerando apenas perturbagdes escalares, temos a seguinte métrica

ds* = a? {(1 +2¢) dn* + 2B dx'dy — [(1 — 2¢) &;; — 2E ] dxidxj} : (5.80)
Assim, devido a mudancas de coordenadas, temos
s o L0\ p_ I _ a0
p=¢—— ("), B=B+7 2"
/
p=yp+8, E=E+m (5.81)
Observe que somente 77 e & contribuem para as perturbagdes escalares, assim é possi-
vel escolhé-los de forma que duas das quatro funcdes ¢, ¢, B e E se anulem. Além disso,

a combinacdo linear invariante de gauge mais simples dessas fun¢des que determinam
as duas perturbagdes fisicas sdo

/

<1>z<p—%[a(3—15’)]’e‘lep+%(3—E'). (5.82)

Assim, as perturbagdes invariantes de gauge ® e ¥ ndo se alteram sobre mudancas
gerais de coordenadas. Portanto, se elas forem zero em um sistema de coordenadas,
elas serdo zero em qualquer outro sistema. Com isso, somos capazes de distinguir as
inomogeneidades fisicas das perturbagdes ficticias geradas por transformacdes de co-
ordenadas.

Com base na expressdo para a transformagdo de quantidades escalares, Eq.
(5.75), temos que

be=6e—¢ (B—E) edp=ép—p' (B—F) (5.83)

sdo invariantes de gauge e caracterizam as perturbacdes de densidade de energia e
pressdo, respectivamente.

Perturbagdes vetoriais

Para perturbacdes vetoriais apenas, a métrica assume a seguinte forma

ds? = a? [dﬂz + ZSidxidq - (51] - Fi,]' — Fj,i) dxidx]} ,
onde S; e F; se transformam como
gi =5+ 91/ e ﬁi = F +0,. (5.84)

Analogamente ao caso escalar, é possivel escolher 8; de forma que uma das duas per-
turbagdes vetoriais se anulem. Além disso, podemos definir uma perturbacédo vetorial
invariante de gauge como

Vi=S;, - F. (5.85)

1
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Perturbacoes tensoriais

Considerando somente perturbacdes tensoriais, a métrica é da forma

dSz = 112 [di]z - (51] — hz]) dxidxj] ,

sendo que hl-]- ndo muda devido a transformacdes de coordenadas. Ou seja, hl-]- descreve
ondas gravitacionais de forma invariante de gauge.

A liberdade de gauge é manisfestamente mais importante no caso de perturba-
¢Oes escalares. De fato, como dito anteriormente, podemos por uma escolha conveni-
ente de 77 e ¥ anular duas das quatro perturbagdes escalares. Essas escolhas que fixam
o sistema de coordenadas, ou pelo menos uma classe deles, nada mais sdo do que a
imposicdo de condicdes de gauge. Existem na literatura vérias escolhas de gauge dos

quais os mais utilizados sdo os gauges longitudinal e sincrono’.

Gauge longitudinal ou newtoniano conforme

Este gauge é definido por E; = B; = 0 para a parte escalar e S; = 0 para a parte
vetorial. Considerando primeiramente apenas os graus de liberdade escalar, vemos de
Eq. (5.81) que essas condi¢es fixam o sistema de coordenadas de forma tinica. De fato,
a condicdo E; = 0 é violada para qualquer 7t # 0. Além disso, com 7t = 0, vemos
que qualquer transformacdo temporal &° # 0 destroi a condicdo B; = 0. Portanto,
E; = B; = 0 fixam completamente os graus de liberdade escalares de gauge. Nessa
situacdo, a métrica escalar perturbada se simplifica para

ds® = a® [ (14 2¢) dn® — (1 —29) (51~]'dxidxj] .

E interessante observar de Egs. (5.82) e (5.83) que as quantidades invariantes de gauge
¥, ® e e nada mais sdo do que as perturbagdes escalares da métrica e da densidade de
energia no gauge longitudinal, isto ¢, ¥ = ¢, ® = ¢ e de = Je;. Além disso, na situ-
acdo em que as perturbagdes espaciais do tensor energia momento sdo diagonais, isto
é, (5T§~ ~ (51']. veremos que ¢; = 1, sendo esse o tinico grau de liberdade da perturbagao

escalar. A varidvel ¢; é a generaliza¢do do potencial newtoniano.
Analisando agora a parte vetorial, vemos que a condi¢do S; = 0 ndo fixa com-
pletamente o sistema de coordenadas. De fato, de Eq. (5.84), vemos que qualquer mu-

danca de coordenada na forma 6 = C (x') ainda satisfaz o gauge S; = 0. Contudo, essa
escolha tem a vantagem de matar a parte vetorial da componente §gp;. Assim,

ds? = a? [dﬂz — (0;j— Fj— F;j) dxidxj] .

9No nosso trabalho utilizamos o chamado gauge espacialmente plano. Ele serd apresentado mais
adiante.
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Gauge sincrono

O gauge sincrono corresponde ao caso onde 6go, = 0, 0 que segundo a nossa
decomposicdo significa ¢s = Bs = S; = 0. Esse gauge é interessante pois ele mata
as componentes temporais da métrica, facilitando a andalise numérica do sistema de
equagdes diferenciais. Apesar dessa vantagem, o gauge sincrono tem a patologia de ndo
fixar completamente a parte escalar do sistema de coordenadas. De fato, pela primeira
linha de Eq. (5.81), vemos que

¢s=0:><a§0>/:0:>50=%,

BS:Oirc'zé():%#ﬂ:D-i-C/d%,

onde C = C (x') e D = D (x'). Portanto, lembrando que £ = 2%+ ¢% e 2/ = x' + 7/ +
6" qualquer mudanca de coordenadas do tipo

ﬁ:;ﬁ—% e aeizxi+D'i+C"'/d7'7,

ainda satisfaz o gauge sincrono. Essa liberdade de coordenadas residual leva ao surgi-
mento de modos néo fisicos de perturbagdo, o que dificulta na interpretacdo de resul-
tados especialmente na situagdo de escalas maiores do que o raio de Hubble.

5.2.2 Equacgdes para as perturbacdes cosmoldgicas

As equagdes da cosmologia no regime linear sdo obtidas a partir da linearizagao
das equagdes de Einstein e da conservacdo do tensor energia momento

1
G = Ry — EgWR = 8nGTyy, (5.86)
V,.TH, = 0. (5.87)
O primeiro passo para determinar as equagdes perturbadas é escrever a deri-

vada covariante e os tensores de Einstein G/, e de energia momento T/, como um
background mais uma perturbacao,

V=V, +6Vy,
G =Gl +46G",
Th, =TV, +6T",.
Substituindo essas expressdes nas Egs. (5.86) e (5.87), obtemos para o background
v, Th =0, (5.88)
G', = 8nGT", (5.89)
e para a perturbac¢do no regime linear
6 (VuTh) =0 (5.90)
0G", = 8nGoTV,. (5.91)
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Como estamos além do background ndo existe uma razdo a priori para consi-
derarmos o tensor energia momento de um fluido perfeito. Contudo, por simplicidade
adotaremos um T, v de fluido perfeito, Eq. (5.2), isto &,

T!, = (e + p) ul'uy — pd',
onde ¢, p e u" agora dependem de pontos do espaco-tempo x*. Utilizando,

Tyv = Tyv (1) + ‘5TVV (1,%),
e=¢(n)+de(n,X),

p=p(n)+dép(n %),
ult =uk (17) + out (n, %),

segue
T!, + 0TV, =~ [(e + b¢) + (p + 6p)] (u" + sut) (uy, + 6u,) — (p + 8p) 6.
Assim, para o background temos
T'y () = le () +p ()] () e () = p (1) 8", (5.92)
e para a perturbagdo no regime linear
ST, = (e+ p) (u'duy + dutu,) + (Se + 6p) utu, — ops",. (5.93)

Lembremos que em coordenadas de Friedmann (t, x}r) ,a4-velocidade ndo per-
turbada é

uk, = % =6) = (1,0,0,0).
Assim, em coordenadas conforme (17, xi), ut é dado por
= %ugr = ;}fgr(sg = g;‘;r = é(sg. (5.94)
Além disso,
Uy = gl = %guo = a(52- (5.95)

Observe que
1
uyut = gu’ut = Eégaég =1,
como esperado pela condi¢do de normaliza¢do da 4-velocidade.

A condicdo de normalizagao
guul'u’ =1,

deve valer ordem a ordem, e portanto, afeta também a parte perturbada gerando um
vinculo para du*. De fato,

Guuhu’ =1 = (guv + 6gu) (u" +out) (u” + 6u”) ~ 1+ dguu’ + 2gu’éut =1 =
¢

1 " 0 1 0 1, 0
uyout = _2_1125&!"5055 = ad,oul = —2—1125goo = ou = —ﬁZQ $ = ou’ = -
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Ou seja, a componente zero de dut estd determinada completamente pelas perturba-
¢cOes de métrica.

Portanto, definindo du’ = v'/a, obtemos

Sult = % (—¢, vi) . (5.96)
Além disso,
Uy = guit’ = Uy + 0uy = (guv +0gu) (1" +6u") = guu’ + 0guu’ + guou’.
Para o background
uy = guu’ = %gyo = aég,
e para a parte perturbada

1 .

1 ' 1 ;
ouy = — (5&:0 — 8uo¢ +gyivl) =- <ﬂ2¢, a* (B +S;) — ﬂszz’jU]) ,
ou seja
ouy =a(¢,B;+Si—vi), (5.97)
onde v; = 51-]-vj .

Devido a decomposi¢do SVT, é conveniente decompor v; em uma parte escalar
e uma parte vetorial

v =0V;+ wj, (5.98)

onde v é um escalar e w; é um 3-vetor de divergéncia nula (w';, = 0). Dessa forma,
escrevemos Eq. (5.97) explicitamente como

duy =a (qb, (B—v);+S;i— wi) , (5.99)

onde separamos sua dependéncia escalar e vetorial.

Utilizando a expressdo para transformacdo de quantidades vetoriais, Eq. (5.76),
temos que

U

o—F, (5.100)

¢ um invariante de gauge que caracteriza a parte escalar da perturbacdo de velocidade.
Observe que a parte vetorial w; é naturalmente invariante de gauge.

No sentido de obter as equagdes para as perturbagdes, consideraremos duas
caracteristicas importantes:

¢ A liberdade de gauge nos permite fixar 4 dos 10 graus de liberdade originais.
Adotaremos o gauge newtoniano suprimindo o indice /.

¢ No regime linear, as perturba¢des SVT evoluem de forma independente. Por-
tanto, podemos derivar as equagdes para perturbacdes escalares, vetoriais e ten-
soriais de forma separada.
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Perturbagdes escalares
No gauge newtoniano, as perturbacdes escalares nos levam a métrica

ds? = a? [(1 +2¢) dy? — (1 —29) 5i]~dxidxf] . (5.101)

Procedendo com célculo direto, obtemos as seguintes conexdes escalares per-
turbadas:

0TGo = ¢'; 60 = ¢

5To: = 5
Ty = — [¢' +2H (0 +¥)] 6y (5.102)
8Ty = —¢'d%;

STl = =10, — 0} + 90y,
com H =a'/a.

Ap6s um longo calculo, cujos detalhes deixamos no apéndice C, obtemos as
equacOes de conservagao

6¢' + (¢ + p) (V20 = 3¢') +3H (de + 6p) = 0, (5.103)
[v(e+p)] +(e+p) (4Hv+) +p =0, (5.104)
as equacdes de Einstein perturbadas
V2 —3H (¢ + He) = 4nGa*de, (5.105)
¢ +Hp = —4nGa* (e +p)v,  (5.106)
¢+ H 2+ ¢) + (2%’ + H2> ¢ -+ %VZ (¢ — ) = 47 Ga25p, (5.107)

além de uma equagéo de vinculo

(p—9);j=0=>¢=1. (5.108)

Observe que a tltima igualdade é a tinica solugdo fisica aceitdvel considerando cada
modo de Fourier k independente!’.

Essas tltimas quatro equagdes sdo as equagdes para a evolugdo das perturba-
¢Oes escalares. Se adicionarmos uma equacao de estado adiabética p = p (¢), obtemos
um conjunto fechado de cinco equagdes e cinco fungdes ¢, ¥, de, v e Jp incégnitas. Esse
conjunto determina completamente a evolugdo das perturbagdes escalares no regime
linear.

Alternativamente, podemos substituir duas das trés primeiras equagdes acima
pelas equacdes de conservagao (5.103) e (5.104). Podemos ainda combinar essas cinco
equacgdes para obter um conjunto de equagdes diferenciais de primeira ordem na parte
temporal. Isso é particularmente interessante quando adotamos uma abordagem nu-
mérica na procura de solugdes.

Por fim, é interessante ressaltar dois pontos associados a dedugdo acima:

19A equagao de vinculo (5.108) s6 é valida para um tensor energia momento sem stress anisotrépico.
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1. Todo o desenvolvimento anterior foi realizado no gauge newtoniano, onde E =
B = 0. Contudo, utilizando as varidveis invariantes de gauge definidas em Egs.
(5.82), (5.83) e (5.100), podemos escrever o conjunto de equagdes perturbadas em
uma forma invariante de gauge.

2. O desenvolvimento acima pode ser generalizado de forma direta para um sis-
tema multi-componente onde cada componente é independente e se comporta
como um fluido perfeito. Nesse caso, cada componente se conserva de forma in-
dependente!!.

Considerando os dois pontos acima para um sistema de n componentes e utili-
zando Eq. (5.108) podemos generalizar os resultados anteriores obtendo 3 equagdes de
Einstein

V20 — 3H (@ + HP) = 4nGa’’e, (5.109)
O +HP = —4nGa® (e +p) D, (5.110)
"+ 3HD + (2%’ + H2> ® = 47Ga*5p, (5.111)

e 2n equagdes de conservacao

e, + (e +p) (Vzﬁn - 3T’> + 3% (32, +0p,) =0, (5.112)
[0 (e +p)] + (e + p) (4HD, + D) +dp, =0, (5.113)

onde
be =Y bey e bp=)_op,. (5.114)

Para um universo sem expansdo, H = 0, a Eq. (5.109) coincide com a equagdo
usual de Poisson. Além disso, podemos mostrar que para perturba¢des de pequena
escala'?, o fator 3H (@' + H®P) pode ser desprezado. Assim, Eq. (5.109) generaliza a
equacao de Poisson e fornece a base para interpretarmos ® como a generalizagao rela-
tivistica do potencial gravitacional newtoniano.

Perturbagdes vetoriais

No gauge newtoniano, onde S; = 0, as perturbagdes vetoriais nos levam a mé-
trica

d52 = 612 [dﬁz — ((51] — Pi,]' — F]',i) dxidxj] . (5.115)

HEm geral, essa aproximacéo ¢ bastante simplista para sistemas multi-componentes.
12Pequena escala comparéavel ao tamanho do universo observavel.
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De forma andloga ao caso escalar, obtemos as seguintes conexdes vetoriais perturba-
das:

OTYy = 0Thy = 6Ty, = 0;

(5T?j =5 (Fi,]' +F ) +H ( ij tF ) (5.116)
1

0Ty = 5 (Fj+Fi)'s

5r]k — Zl'/k.

A partir de entdo, podemos deduzir para a equagdo de conservacao
[wi (e + p)] +4Hw; (e + p) =0, (5.117)
e as equagdes de Einstein perturbadas
V2V, = —16mGa® (e + p) w;, (5.118)
(Vij+ Vi) +2H (Vi + V) = 0. (5.119)

Observe que entre as trés Egs. (5.117), (5.118) e (5.119), apenas duas sdo line-
armente independentes. Isso é condizente com o fato de termos apenas duas fungdes
vetoriais w; e V..

Perturbagoes tensoriais
Para as perturbagdes tensoriais, temos a seguinte métrica invariante de gauge:
ds? = a? [dnz — (835 — hij) dxidxj] . (5.120)
As conexdes para as perturbagdes tensoriais sao
oYy = 0Tk, = oIy, = 0;
51“?]. = 1h’~ + Hhjj; (5.121)
STy = Zh;’,
o = ! > (B + =)
Utilizando essas conexdes na equagdo de Einstein, chegamos a

6Gh = = (h” + 2HMH; — V2hy) = BRGOT, (5.122)

Lembrando que ndo hd perturbagdes tensoriais no tensor energia momento de um
fluido perfeito, obtemos

hj + 2Hh}; — V?hy; = 0. (5.123)
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5.2.3 Solucdes das equagdes perturbadas

Quando discutimos solugdes em cosmologia perturbativa surge naturalmente
a escala conhecida como comprimento comével de Hubble ou simplesmente raio de
Hubble, caracterizado por H~!= (aH )_1. Essa escala estd relacionada a ideia de causa-
lidade momentanea entre duas regides distintas. Em um universo dominado por maté-
ria ou radiacdo, essa escala é aproximadamente a mesma que o horizonte de particulas
comovel rp, discutido na secdo 5.1.2. Assim, H 1~ rp.

Observe que apesar de relacionadas, H ! e r, sdo quantidades conceitualmente
distintas. Enquanto r,, é uma escala obtida de consideracdes cineméticas, H~! ¢ uma
escala dinamica que caracteriza a taxa de expansdo comével e entra nas equagdes de
evolucdo das perturbacgdes.

Pela discussdo anterior, podemos estabelecer dois limites para as escalas de per-
turbacio A ~ k—1:

Perturbagdes super-horizonte — A > H ! = % >n=kp <1,
Perturbacdes sub-horizonte -+ A < H ! = % Ln=knp>1

As solugdes determinadas a seguir serdo estudadas nestes limites.

Antes de partimos para o estudo das solugdes é interessante descrever o quadro
geral que serd analisado. Em primeiro lugar, devemos ressaltar que as perturbagdes

serdo caracterizadas no espaco de Fourier, onde cada modo de Fourier k = ’k’ esta

associado a uma escala A especifica, isto é, k ~ A~L. Além disso, as escalas fisicas de
interesse ligadas as observagdes das anisotropias da RCF e da distribui¢do de matéria
estdo entre 1073 Mpc < k=1 < 10* Mpc. Assim, a evolucdo das perturbagdes dentro
dessa faixa pode ser qualitativamente descrita pelos seguintes passos:

1. As perturbagdes de métrica junto com as pertubagdes do(s) campo(s) inflaton
sdo inicialmente produzidas durante o periodo inflaciondrio com uma amplitude
pequena e quase invariante de escala.

2. Como durante a inflagdo o raio de Hubble diminui enormemente, logo apds o
término da inflagdo todas as escalas fisicas relevantes para as observagdes atuais
estdo em regime super-horizonte.

3. Conforme o universo desacelerado evolui (era da radiacdo e matéria), as pertur-
bagdes voltam a cruzar o horizonte e se tornam sub-horizontes.

4. Perturbagdes de pequenas escalas (grandes valores de k) cruzam o horizonte pri-
meiramente e se tornam sub-horizonte mais no passado em uma era da radiagéo.
Ja pertubacdes de grandes escalas (pequenos valores de k) entram no horizonte
mais recentemente em uma era dominada pela matéria.

5. Partindo de condigdes iniciais super-horizonte para as perturbacdes da métrica'?,

descrevemos a evolugdo das vdrias quantidades perturbadas durante o dominio
da radia¢do, matéria e energia escura até chegarmos aos dias atuais.

13pos periodo inflacionario.
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Solugdes para as perturbacdes escalares
Como dito anteriormente, o conjunto das trés Egs. (5.105), (5.106) e (5.107) mais
Eq. (5.108) advindas da equagdo de Einstein regem a evolucdo das perturbagdes esca-

lares. Além disso, supondo uma equacédo de estado barotrépica, p = p (¢), podemos
escrever a perturbacdo da pressdo como

9p\ 172
op = 0358, com ¢y = (B_Z) ,

sendo cs a velocidade de ondas actsticas (velocidade do som). Combinando ép com as
Egs. (5.105), (5.107) e (5.108), podemos escrever uma equagao fechada para o potencial:

¢ +3(1+ ) He/ =3V + 2/ + (1+32) H2| ¢ =0, (5.124)
A seguir resolveremos essa equacao para duas situagdes distintas:
1. Fluido do tipo poeira, isto é, p = 0.

2. Fluido relativistico descrito por uma equagdo de estado p = we, com w constante.

Fluido tipo poeira Um fluido do tipo poeira'* possui pressao nula, isto é, p = 0.
Assim, Eq. (5.124) se simplifica para

¢ +3HY + (21 +H2) g = 0.
Por outro lado, sabemos que se p = 0, entdo ‘H :%. Logo,
6
4)// + _4)/ -0,
n

cuja solugdo é

(5.125)

Assim, obtemos um modo constante com o tempo e um modo que decai.

Para obter as pertubacdes de densidade de energia, substituimos o resultado
acima em Eq. (5.105) com ¢ = 1. Nesse sentido, segue:

1
_5.

5.126
v (5.126)

4meGaPse = VACr — 12C; + (12V2C +18C, )

Utilizando a equagdo de Friedmann

_ 87TG6128

2
# 3

4
=— = 4nGa*n® = 9,
n €

4Fluido nao relativistico ndo interagente.
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podemos reescrever Eq. (5.126) em termos do contraste de densidade

o

oe 11 200~ 22 1
?_6{;7vc1 12C1+<17VC2+18C2) 5|

Diferentemente do potencial, o contraste de densidade depende crucialmente
da escala. Tomando a transformada de Fourier da equagéo acima, temos'”

- [—12(?1 R + (18C; - 7RG %] . (5.127)

Para perturbagdes super-horizonte, kny < 1, a Eq. (5.127) se reduz a

3G,

5]{ ~ —2C1 + —.
,75

Desprezando o modo de decaimento, verificamos que a relacdo entre o contraste de
densidade e o potencial é 6 = —2¢.
Ja para perturbagdes sub-horizonte, kiy > 1, a Eq. (5.127) se reduz a
. K [ - C
S~ — (sz + ”—g) . (5.128)
Sabemos que para poeira 17 « a'/? « t1/3. Logo,

5, ~ —%2 <C1t2/3 4 C‘zt*1> .

Veja um resumo das perturbagdes escalares para um universo dominado pela
matéria (fluido tipo poeira) na tabela 5.1.

Tabela 5.1: Solugdes para as perturbacdes escalares ¢ e § nos regimes sub e super-
horizonte para um universo dominado pela matéria.

¢ o
Perturbagdes super-horizonte | C = cte | —2C
Perturbagdes sub-horizonte | C = cte | a ~ 1?

Uma vez que o contraste de densidade de poeira entra no horizonte, ele comeca
a crescer proporcionalmente ao fator de escala. Esse crescimento era esperado pois ma-
téria ndo relativistica sofre de instabilidade gravitacional. Ja a perturbagao do potencial
gravitacional ¢ permanece constante em qualquer regime.

Fluido relativistico Agora vamos estudar o comportamento de perturbag¢des adia-
baticas em um universo dominado por uma componente relativistica com equacédo de

15Quantidades barradas estao no espago de Fourier.
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estado p = we, onde w é uma constante positiva. Nesse caso, tomando a transformada
de Fourier da Eq. (5.124), obtemos

B +3 (1+ @) Hf + kP + [2H' + (1+3w) H| ¢, = 0,

onde usamos que C? = w. Uma vez que

2 2
H=— "  =H=—=__
(14+3w)7n (1+3w)n?
temos,
" 6(1+w) , 2.

O préximo passo € mostrar que essa equagdo diferencial é uma equagao do tipo Bessel.
De acordo com Ref. (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007), uma funcdo de Bessel de ordem
v é uma fungdo Z, solucdo da equacao diferencial

a2z, 1dz, V2
= + pa + (1 — ;) Z, = 0. (5.130)

Para mostrar que a Eq. (5.129) é de fato uma equacao de Bessel, vamos reescrever a Eq.
(5.130) utilizando a expressdo
Zy(z) =2"F, (2).

Nesse sentido, obtemos

d%F, 1dF,

Por outro lado, se fizermos a mudanca de varidvel

i dzd i @2 P

em Eq. (5.129), obtemos

P 6(1+w)1dgy

=0. 5.132
dz2 = (143w) z dz Pk ( )
Ou seja, Egs. (5.131) e (5.132) sdo equivalentes se
6(1+w) 3+3w 1 1 /543w
Al = "7 sy = ——=>y== . 5.133
VT e TV T 14w 27" 2(1+3w) (-133)

Assim, ¢k (z) = F, (z), o que resulta em

o (Vwkn) = (Vwkn) ™" Z, (Vwkn) .

Portanto, a solugdo geral de Eq. (5.129) é

o (Vwky) = (Vwkn) ™" [Cify (Vwky) + CoYy (Vwkn)] (5.134)
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onde J, e Y, sdo as fun¢des de Bessel de ordem v de primeiro e de segundo tipo. Essas
fungdes sdo definidas a partir de séries de poténciais, cujos comportamentos /wkny <
1e\/wkn > 1 estdo bem definidos. Para perturbag¢des do tipo super-horizonte, ki < 1,
temos!©

Jo (Vwky) =~ A, (kn)' e Y, (vVwky) ~ By (k)" + Cy (k) ™",

onde A,, B, e C, sdo constantes que dependem de v mas nao de k. Podemos desprezar
o modo que decai, pois inicialmente as pertubagdes sio muito pequenas, isto é, C, < 1.
Assim, para perturbagdes super-horizonte

4)]( ~ Dl//
é constante no tempo. Por sua vez, no regime super-horizonte, o contraste de densi-
dade é (Sk ~ —Z(Pk.

Ja para perturbagdes do tipo sub-horizonte, kyy > 1, as expansdes assintéticas
de J, e Y, fornecem'”

2 cos (vaokn + @) e Yy~ o cos (vaki + B),

Jv =
N N

onde A,, By, ay e By sdo constantes que dependem somente de v. Logo, as inomoge-
neidades em pequenas escalas decaem como

o ~ Ay (ki) (VF2) gtivioky, (5.135)

Observe de Eq. (5.133) que paraw > —1/3 = v > 0.

Utilizando Eq. (5.105) com ¢ = ¢, podemos determinar o comportamento do
contraste de densidade para perturbacdes em pequenas escalas:

S S Y _ 2
Ky 53007 (¢ + Hop) = 4nGa*de, .

Como ky > 1, a equagdo acima pode ser aproximada por
— K¢y = 4ntGa’de,. (5.136)
Considerando a aproximagao de escala fixal®,
P~ cpkeiE”? e de ~ §skei%”?, (5.137)
reescrevemos a Eq. (5.136), como

— K2y = 4nGate F ¥ e, (5.138)

16Ref. (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007), secéo 8.44.

I7Ref. (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007), secio 8.45.

18 A aproximacéo de escala fixa considera que apenas um modo k da transformada de Fourier é rele-
vante.
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Por outro lado, pela equagdo de Friedmann, temos

87G 2 \?21 3 2 \? 1
2 2 2
— = 47Ga? =2 . 5.139
[ 3 (1+3w) n2 AT = (1+3w) n2e ( )

Portanto, substituindo Egs. (5.135) e (5.139) em Eq. (5.138), obtemos

_ o¢ 2 (1+43w)? 2 . ikx
s = % -2 (B (1 e

5i ~ Di (k”)—(v %) (:tfki’]-f—k x)

Em um universo dominado pela radiacdo w = 1/3 = v = 3/2. Nesse caso,
resumidamente, temos apresentados na tabela 5.2 os comportamentos para as pertur-
bacoes.

Tabela 5.2: Solugdes para as perturbagdes escalares ¢ e 6 nos regimes sub e super-
horizonte para um universo dominado pela radiagéo.

¢ 0

o
s

Perturbacgdes super-horizonte

W‘l
Ny
T
H
N -~
—
H-
-~
N ‘Q
+
=
=i
A

Perturbag¢des sub-horizonte

Diferentemente do caso de poeira, o contraste de densidade da radiacdo ndo
cresce em escalas sub-horizonte e somente oscila. Isso era esperado uma vez que a
pressdo ndo deixa que a matéria relativistica, nesse caso a radiagdo, se aglomere. Além
disso, a perturbacdo do potencial gravitacional em regime sub-horizonte decai com
772 ~ a2 Esse fato tem o papel de inibir a aglomeragdo de matéria fria (barions e
CDM) em um universo multi-componente dominado pela radiacao.

Solucoes para as perturbacgdes vetoriais

A perturbagio vetorial de velocidade!”, caracterizada por w;, pode ser estudada
resolvendo a Eq. (5.117). Nesse sentido, obtemos

dlwi(e+p)] _ ,wile+p)

C
i . = w;(e+p) = e (5.140)

Por outro lado, para um universo descrito por uma equacédo de estado do tipo p = we,
a equagdo de conservagdo do background (5.4) nos conta que

de 3 _
— =3~ (14 w) = exa 30w,
da a
Assim, para uma era da matéria, w = 0, temos
1 1
wl X —4 (0,8 -,
ea a

9L embrete: duy, = a (0, —w;) com cuil. =0.
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ou seja, as perturbacdes vetoriais de velocidade decaem por um fator de a~'. J4 para
uma era da radiacdo, w = 1/3, temos

W & — & cte.
ea

Além disso, por Eq. (5.118), sabemos que

_ 1
2
Vixa® (e+p)w; = Vioca—z.
Assim, uma perturbacdo vetorial de métrica V; decai com a2 independentemente do
valor de w. Como essas perturbagdes (criadas durante a inflagdo) sdo originariamente
pequenas, elas podem ser completamente ignoradas nos dias de hoje.

Solu¢des para as perturbacdes tensoriais

Para obter o comportamento das perturbagdes tensoriais (ondas gravitacionais),
devemos solucionar a Eq. (5.123). Considerando uma solu¢do na forma de "onda plana"zo,
isto é, o -

hij = Eelk “eij,
onde v é uma func¢do somente do tempo e €ij é o tensor de polariza¢do constante, obte-
mos de Eq. (5.123) a seguinte equagao:

,U// Z)a// v
0 2l
a a2 + a
ou seja
1
o+ (k2 - “7) v =0. (5.141)

Supondo um universo dominado por um fluido, cuja equagdo de estado é p =
we, com —1/3 < w < 1, temos que

2

~ @) =
a~n"“, com n(w) TR
e portanto
a’ _n(n-1)
a 752
Substituindo esse resultado em Eq. (5.141), temos
o+ k|1 - ”("—_21)] v=0. (5.142)
(ki)

Considerando perturbag¢des sub-horizonte, k7 > 1, podemos desprezar o termo
(kn)~? na equacdo acima, obtendo

" + k20 =0= vy = Cpret,

20Per’curbac;.ﬁo com uma escala A ~ 1/k fixa.
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que resulta em

hij _ %ez(iknJrk-x) ”
Assim, ondas gravitacionais com comprimento de onda A menores do que a escala de
Hubble %! decaem com um fator a~!, sendo esse resultado independente do valor
de w. Essa tltima expressdo representa ondas planas que sofrem um red-shift devido

a expansao.
Por outro lado, no limite de perturbagdes super-horizonte (k7 < 1), a Eq. (5.142)
paran # 1 é aproximada por

-1
o — ”(”—2)0 — 0. (5.143)
U
A equacdo acima é uma equacgdo do tipo Euler, em que uma das solugdo é da forma
v o i1}, Substituindo essa proposta de solucdo em Eq. (5.143), temos

[(-1)—nn-1]d2=0=>2—1-n(n—-1)=0.

Essa equacdo de segundo grau resulta em duas solugdes:

1 n
Z:E[li(2n—1)]:>l:{ 1on

Portanto, a solugdo geral de Eq. (5.143) é
v=Ci" +Coy'™" = Cia+ Coy* ™",

que resulta em
hij = <C1 + C27’]172n> elk'xeij.

O primeiro modo, associado a Cj, é um modo constante. Ja o segundo modo
decai sempre que

1 1
Assim, para um universo dominado por um fluido em que —1/3 < w < 1, o segundo
modo sempre decai e pode ser desprezado.

Portanto, concluimos que ondas gravitacionais com comprimento de onda A
maiores do que o raio de Hubble H ! (kj < 1) permanecem constantes ao longo da
evolucdo do universo independente do valor de w.

5.3 Perturbacoes escalares na inflagao

A geracdo das inomogeneidades iniciais estd associada as flutuagdes quanticas
das perturbagdes escalares. Assim, o primeiro passo para entendermos esse processo
de geracgdo é obter equagdes perturbadas ligadas ao campo escalar. Em principio, temos
5 graus de liberdade escalar: 4 vindos da métrica e 1 do campo inflaton. Contudo, a
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liberdade de gauge em conjunto com o vinculo (5.108) nos permite reduzir os graus de
liberdade para apenas 2 fungdes. Portanto, podemos descrever todo o sistema através
de apenas duas equagdes. Vamos trabalhar com a Eq. de Einstein (5.110) na sua forma
invariante de gauge e com a equacdo do campo escalar (5.39).

Para obter a Eq. (5.110) explicitamente, precisamos determinar quem é & no caso
do campo escalar. Perturbando Eq. (5.36), temos

Su, = = — K 5( ¢PY o590 )
p \/ BPwe |,
e agpop 28" 0ppve

onde d¢ é a perturbacdo do campo ¢, isto é,

¢=e¢(n)+0p(n%). (5.144)
Para u = i, o0 segundo termo é nulo, resultando em
8152 a

Uu; =

ViTghop 9

Por outro lado, por Eq. (5.99), sabemos que a parte escalar de du; é
Suj=a(B—v),;.

Logo, comparando esses dois tltimos resultados, obtemos

5
a(B—v), = 26p v-B=—"2 (5.145)
g ¢

Por outro lado, sabemos de Eq. (5.100) que & = v — E’. Portanto,

)
o= (B—E)— —25. (5.146)
'
Juntando esse resultado com
1 N2
etp=_ ("),
calculado a partir de Egs. (5.34) e (5.35), reescrevemos Eq. (5.110) como
1 2[99
D +HD = ! {——— B—E’} 5.147

Por fim, escolhemos o gauge newtoniano, E = B = 0, e passamos para o tempo fisico
t, obtendo

¢+ Hp = Pog. (5.148)

2
2My,

O préximo passo é perturbar Eq. (5.39). Utilizando o gauge newtoniano e a
equagdo de movimento no background (5.40), obtemos

5§ +3HS¢ — V269 + V'"59 — 4pp +2V'p =0, (5.149)
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onde linha em V representa derivada com relagdo ¢, ¢ = ¢ (t,x') é a perturbacéo da
métrica no gauge newtoniano e V2 ¢ o laplaciano fisico definido por V? = Q%VZ.

O conjunto de Egs. (5.147) e (5.149) mais a equagdo de movimento no back-
ground (5.40) torna praticamente invidvel obter solu¢des analiticas para as perturba-
¢oes ¢ e 5. Contudo, durante o regime de slow-roll, essas equagdes podem ser simpli-
ficadas fornecendo uma EDO desacoplada para d¢. O primeiro ponto a se notar é que,
no regime de slow-roll, ¢ e §¢ ndo contribuem da mesma forma. De fato, substituindo
Eq. (5.38) em Eq. (5.147) vemos que

1 ,/—2M H

2
2M3,

¢

—t+¢= o9 = —

—-H
e WV o
_JHP \/>MPI

Essa expressdo nos conta que ¢ é y/e menor do que é¢/Mp;. Além disso, colocando
Eq. (5.149) em uma forma adimensional N

e portanto

109 309 1,0 V' , ¢ ¢ V' ¢

ﬁMpl+HMpl H2  Mp  H2>Mp  MpHH ~H2Mp,

e utilizando Eq. (5.42) ou Eq. (5.38) nos trés ultimos termos, obtemos

1 09 309 1 _,09 2V" , V'
i S = —4 :
H2Mpl+HMpl H2 Mpl+3 PZVMZ V2 +6MP1VM ~0

Em seguida, utilizando Egs. (5.29), (5.45) e (5.46) para reescrever a expressdo acima
como

1 9¢ 3 ¢ 1,9 3 )
My HMy Y My 2 (’7+4€)m—4f\f +6v2ep ~ 0. (5.150)

Portanto, lembrando que ¢/H ~ ¢ ~ /€ (5 ¢/ Mpl) , vemos que os trés ultimos ter-

mos de Eq. (5.150) sdo suprimidos em uma ordem de slow-roll quando comparados
com o0s trés primeiros termos. Assim, em ordem dominante, podemos aproximar Eq.
(5.150) por

1 09 309 1 _,09
S SRR e SRS VimeapeY() 5.151
My HMy 2 My 0 (6-151)

Um ponto importanto da expressdo acima é que ela independe do potencial, ou seja,
em ordem dominante, a equacdo para as perturbacdes do inflaton é a mesma para
qualquer modelo inflaciondrio descrito por um tinico campo escalar candnico.

Definindo
op =adg,
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a Eq. (5.151) pode ser colocada na forma

1!
5¢" — V26¢ — %5(p ~ 0, (5.152)

onde linha é a derivada com relacdo ao tempo conforme 7. Essa equagdo é conhecida
como equagdo de Mukhanov-Sasaki em ordem dominante.

A Eq. (5.152) pode ser escrita no espago de Fourier como

a//
S + (k2 — 7) Spp =0, (5.153)
onde k = ’%’ . Ela representa infinitos osciladores harmonicos de frequéncia depen-

dente do tempo w? (17) = k* — 4" /a. Além disso, sabemos que a” /a é proporcional ao
inverso do quadrado do raio de Hubble (aH )71, uma vez que

1
=D R e H = 2 (aH, (5.154)

dt dn a
onde na segunda passagem usamos o fato de que durante o regime inflaciondrio H é
aproximadamente constante. Entdo, para escalas muito menores que o raio de Hubble,
aH < k, temos k* > “7”, e a equacio acima se reduz para 69" + k?5¢ =~ 0, que é a
equacgdo de um oscilador harmoénico simples de frequéncia wy = k. Sdo justamente
as flutuagdes quanticas no estado de vacuo desses osciladores que dardo origem as

perturbagdes iniciais.

Um comentdrio final importante que deve ser ressaltado é que a varidvel a ser
quantizada deve ser uma quantidade invariante de gauge. Em principio, esse ndo é o
caso da perturbagdo d¢. Contudo, mostraremos na Sec. 5.3.3 que no gauge newtoniano
e em ordem dominante de slow-roll, d¢p é proporcional a quantidade invariante conhe-
cida como perturbacdo de curvatura. Assim, nesse contexto, qualquer efeito esptrio
devido a liberdade de gauge sera suprimido em pelo menos uma ordem em slow-roll.

5.3.1 Quantizacdo candnica no espaco de de Sitter

Antes de realizarmos a quantizagdo de d¢ no espago de de Sitter vamos relem-
brar como se procede a quantizacdo de n osciladores de frequéncia w; em mecanica
quantica. Comecamos com a lagrangeana de n osciladores de posicado g; e velocidade
g; dada por

1

2
L (g4 =) <%‘712 - %‘712) :
Em seguida, definimos o0 momento canonicamente conjugado a g; como
oL
Pi = 3_171"
e a partir desse e da transformada de Legendre

H= Zpl% —L,
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obtemos a hamiltoniana do sistema
1 w?
H(qi,pi) =) (EP? + 711712) :
i
Observe que a equagdo de movimento desses osciladores é dada por

qi + wiq; = 0.

O préximo passo é elevar o status de g; e p; a operadores e realizar o processo
de quantizacdo candnica através da imposicdo de relagdes de comutacdo

[4i, pj] = idij e [4i4;] = [pi, pj] = 0. (5.155)

Os espectros desses osciladores podem ser facilmente determinados se definirmos ope-

radores escada a je a}r

§i = \/;_w] (ajw}) e pj=—i % (a]- —a}f), (5.156)

cuja relacdes de comutacdo satisfazem

af| =6y e [a,8] = |alal] =0, (5.157)

em concordancia com Eq. (5.155). Em termos dos operadores escada a hamiltoniana é

escrita como 1
W; a a; ,

e por Eq. (5.157) é facil de verificar que

,a!| = wdl e [H,a)] = —wj; (5.158)

Assim, se definirmos que existe um estado |0) de minima energia (estado de véacuo),
tal que ﬁ] |0) = 0, podemos construir estados excitados a partir da aplicagdo dos ope-

radores a] em |0), isto &,

A nz
lnq,ny,---) = [(a{) <a§> } |0) .
De fato, a partir de Eq. (5.158) é simples de mostrar que
. 1 1
Hnyny, ) = Mg Wit (g jwat e ny,mnp, ).

Um ponto importante a se ressaltar é que a estrutura e a normalizagdo de Eq. (5.156)
permitem reconhecer |0) como o auto-estado de energia minima da hamiltoniana, isto

é,
A Wi
Al0) = ¥ % 10).

i
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Vamos realizar um processo andlogo de quantizacdo de ¢ em um background
tipo de Sitter. O primeiro passo é reconhecer o momento 67t canonicamente conjugado
a 6¢. Para isso, partimos da Eq. (5.32) reconhecendo que a lagrangeana de matéria é

1
Ln=+/~8 (Eg"ﬁayq)aw -V (qo)) :

Além disso, por se tratar de equagdes perturbadas no regime linear, precisamos expan-
dir £, retendo apenas os termos quadraticos nas perturbagdes. Nesse caso,

@ _ [l _Lyr(se)’
e = V=3 369 (s9) 2. (50) = 3" (30) ]
de onde obtemos
@ _LTon? 4 (3 +942) (60)2] + - -
L =3 |09+ (W +H?) (Gp)*| +---.
Portanto, o momento canonicamente conjugado obtido da forma usual é

oLty ,

—5q. 5.159
(g 7 5.159)

OTT

Uma vez que a densidade hamiltoniana é definida como
H (6¢,0m) = dndg’ — L,
podemos mostrar que, mantendo apenas termos quadraticos para as perturbagdes, ela

sSe escreve dZ y
1 N v
HP = 5 {((571)2 + (V&p) + (“Zd_(,)z - ”7) ((590)2} .

Em seguida elevamos d¢ (17, X) e 7t (7, X) ao status de operadores 6 (1, %) e
d7t (17, X) e impomos a relagdo de quantizagdo canodnica

69 (1,7),6% (1, 7)] = is (R~ 7,

onde 6 (X — X') é a signatura de localidade, isto é, diferentes modos (osciladores) sdo
independentes entre si e portanto seus operadores comutam. Observe que estamos no
picture de Heisenberg, onde os operadores variam no tempo, enquanto que os estados
permanencem constantes®!,

No espaco de Fourier, temos

X ) d3x Ex N iR il
59y (n) o7 ()] = | [ o oo s (7)) e e

2% ) (2m)
(8¢5 (1), 67, ()] = i/ Px_i(ke)7 _ g (k+7). (5.160)
k 4 k (27'()3

21 A variavel ¥ é uma varidvel comével.
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O préximo passo é escrever o operador 6@y (17) em termos de duas fungdes que
formam uma base de solugdes da Eq. de Mukhanov-Sasaki, isto €,

0y (1) = 09k (17) &, + S (1) " . (5.161)

T sd0 operadores hermitianos conjugados independentes do tempo. As fun-

onded. ed
coes o (17) e 6@; (17) sdo as duas solugdes linearmente independentes de Eq. (5.153).
K|,

nao depende da direcdo de k e portanto ¢y (1) e 8 ¢§ (1) sdo os mesmos para todos os

Além disso, como a frequéncia wy depende apenas de k = a evolugdo temporal

modos de Fourier k = )E’ A estrutura de Eq. (5.161) em termos de 4, e ﬁ; garante que
5¢ (1, X) seja hermitiano®?, 6¢ (1, %) = §¢ (1, X).
O préximo passo é subtituir Eq. (5.161) em Eq. (5.160):

[5(pkaﬁ + dpia A+ﬂ,(5(pk,az/ +oggat } = Sprbgy [ﬁﬁ’ﬁi;/} + 69 09f [fz;,%} =i (E - E’) :

Trocando a ordem do segundo comutador e lembrando que 6 <E + K > = k =K/, temos

S0t [ } — 691805 [aﬂ 7] i6 (k-i—k’)

Além disso, como ¢ (E + K ) = k= -k, podemos no segundo comutador realizar a

troca k <> —Kk:

spuogy [a,at, | —ogiagy [a ] =io (F+F). (5.162)

K

A partir de Eq. (5.162), outra expressdo pode ser obtida se trocarmos k— —kek' — —K
na equagdo acima. Nesse sentido, obtemos

sguogy [a ,at | — ogtogi (4, | =io (~k—F) =is (R+F). (5.163)
Logo, somando Eq. (5.162) com Eq. (5.163), vemos que
W (Sex,d97) (|2 8|+ |a,a", |) =20 (R+F), (5.164)
onde
W (69, 0k) = —i (Opidgy” — ogro9;) , (5.165)

€ o determinante wronskiano. Como os operadores @, e ﬁ;

wronskiano também nado dependerd (veja Eq. (5.164)). Nesse caso, podemos escolher
uma normalizacdo para d¢y, dependente de k, tal que

W (3¢, 69}) = 1. (5.166)

ndo dependem de 7, o

Assim,

[ ]+ (a6, ] =26 (k+F),

%

22Fssa condicdo é necessaria para que 6¢ (77, ¥) tenha sempre auto-valores reais.
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cuja solugdo é a relagdo usual de comutacdo de operados de cria¢do e aniquilagdo
[a%,a; } — 4 (% - E’) : (5.167)
.|.

P
quilagdo. Definindo o estado de vécuo |0) como

Isso nos permite reconhecer 4. como operador de criagdo e 4, como operador de ani-

a.10) =0, (5.168)
podemos construir qualquer outro estado do espago de Fock a partir de aplica¢des
sucessivas dos operadores de criagdo

B 1 At m At n
‘mlzl,n%z,"'> = \/T {(ﬂEl) (aE2> |0>, (5169)

onde m!, n!, etc, é um fator de normaliza¢do conveniente. Logo, a hamiltoniana (livre)
aplicada no estado (5.169) gera m particulas de energia wy,, n particulas de energia wy,
e assim sucessivamente.

Até o momento a tinica imposi¢do implementada para as fungdes de base d¢y e
S foi a escolha da normalizacdo de W (8¢, 69} ) (5.166). Contudo, é necessario que
essas fungdes sejam determinadas de forma tnica para que o vacuo seja tnico. De
um modo geral, quantizacdo em backgrounds dependentes do tempo possuem am-
biguidades na escolha de J¢y, levando a inconsisténcias no processo de quantizagao.
Entretanto, no caso especifico da inflagdo existe uma escolha preferencial que elimina
qualquer tipo de ambiguidade. Para ver como surge essa escolha, vamos analisar como
a" /a evolui no tempo. Em um universo tipo de Sitter?®,

1
% ~ 2 (aH)?.

Além disso, o tempo conforme é calculado como

dt da 1
= | —= | — ~ ———. 17
T / a Ha? Ha (5.170)
Logo,
a" 2
A

e a Eq. (5.153) pode ser reescrita como

Sqi + (k2 — %) Sgr = 0. (5.171)

No limite de peturbagdes bem dentro do horizonte, em um passado remoto na inflacao,
temos
k> aH = k|n| > 1.

Nesse limite, a Eq. (5.171) se simplifica para
5@} + k>0 ~ 0.

2Veja Eq. (5.154).
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Essa equagdo nada mais é do que a equagdo de um campo escalar livre sem massa no
espaco de Minkowski, cujas solugdes sdo

Spif = Axe™ ™ validas para 7 — —co. (5.172)

Impondo que o estado de vacuo é um auto-estado da hamiltoniana®* e que a condigao
(5.166) deve ser satisfeita, fixamos o sinal e a normalizagdo de Eq. (5.172) em

etk

lim ¢ .
o0 = Vv 2k
Assim, essas duas imposi¢des determinam de forma tnica d ¢y, produzindo um tnico
vacuo fisico — vacuo de Bunch-Davies. Como veremos a seguir, a Eq. (5.173) atuara
como condicdo inicial para a solugdo geral da equagdo de Mukhanov-Sasaki (5.171).

(5.173)

E interessante comparar o resultado obtido no regime sub-horizonte com a de-
composi¢do usual de um campo escalar sem massa no espago de Minkowski. De es-
tudos em teoria quantica de campos®®, sabemos que o campo escalar sem massa é
corretamente quantizado através da decomposigdo

N = 1 a3k
¢ (t,x) = (27)"2 \/—<

e 4. sdo operadores de criacdo e aniquilagdo, respectivamente, que satis-

a e—lkaH + zkﬂxy) (5174)
At
em que 2

fazem a relagdo de comutagdo (5.167). A introdugdo do termo 2k é necessaria para
preservar a invariancia relativistica do campo. Separando a parte temporal da espacial
em Eq. (5.174)

L 1 d®k
¢ (%) = )2 ) ok (

e realizando a troca k — —k apenas no segundo termo, obtemos

A 1 R itz
¢ (t,%) = W/&Pz (1) ek,

Q. efzkt ikx +ﬁ+€lkt€ 1kx> ,

onde
A —zkt ; eikt
Sp (t) = aq \/_ a oA
Esse resultado é idéntico a Eq. (5.161), com é¢; dado por Eq. (5.173), se fizermos as
correspondéncias t — 1 e coordenada fisica para coordenada comével. Isso corrobora
a consisténcia entre o desenvolvimento realizado e os resultados usuais de quantizagdo
de um campo escalar.

O préximo passo € obter solugdes para d g, em qualquer regime. A solucao geral
de Eq. (5.171) é dada por

e tkn i etk ;
ook (17) = S (1 kn) + o (1 + kn) (5.175)

24Condigao fisica que possibilita estabelecer a energia do estado de vacuo como sendo a energia mi-
nima do sistema.
B Veja capitulo 2 de Ref. (PESKIN; SCHROEDER, 1995) para detalhes.
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onde wj e ap sdo constantes arbitrdrias fixadas pelas condi¢des iniciais. Assim, apli-
cando Eq. (5.173) nessa equacgdo, concluimos que a1 = 1 e a; = 0. Logo, a solugdo que
descreve os diversos modos durante toda a época de inflacao é

—iky .
M%W)=%5?<1—éﬁ- (5.176)

5.3.2 Flutuagdes quanticas no estado de vacuo

A perturbagdo do campo inflaton quando quantizada apresenta um contetido
de particula que pode ser caracterizada por combinagdes envolvendo o operador ¢
e os respectivos estados do espago de Fock (5.169). Além disso, por serem campos
quanticos, esses estados apresentam flutuagdes. O que queremos calcular sdo essas
pequenas flutua¢des em meio ao background homogéneo e isotrépico.

O primeiro passo é determinar em qual estado encontra-se o sistema. Se for
suposto que uma quantidade razoavel de expansdo exponencial ocorreu antes que as
primeiras escalas relevantes terem cruzado o horizonte, entdo o sistema quantico (uni-
verso) deve se encontrar no estado de vacuo. A ideia aqui é que anterior a inflagado
tinhamos um campo ¢ com uma energia média ¢, distribuida de forma homogénea
e isotropica em todo o universo. Com o inicio da inflacdo, essa energia se dilui rapi-
damente devido ao aumento exponencial do espago. Apds um periodo razoavel de
inflagdo, uma interpretagao classica para &, nos permite concluir que essa energia mé-
dia tende a zero. J4 quando abordamos o problema do ponto de vista quantico, essa
diluicdo de energia é equivalente ao sistema evoluir para o seu estado de minima ener-
gia, isto é, o seu estado de vacuo. Assim, as flutua¢des de 6§ que queremos calcular
serdo em relacdo ao seu estado de véacuo.

Em termos dos modos de Fourier, o operador d¢ (77, X) é escrito como

500 = [ —K Ts0e () a + 507 () at ] &
¢\, - (271’)3/2 P \1 7 P 1] 7 :

Devido as atuagdes dos operadores de criagdo e aniquilagdo no vacuo, é trivial percer-
ber que (0|6¢|0) = 0. Ou seja, o valor esperado de J§ no vacuo é nulo. No entanto,
0 mesmo ndo ocorre com a varidncia d¢ que, de fato, possui flutuagdes quanticas ndo

nulas: 5
d k 2 ‘k‘ 22
0) = / 5 AT -7),
> (2nj3! x (17)]

<0(5¢*5¢

O objeto Ps, (k) = |d¢x (17) |? é conhecido como espectro de poténcia (power spectrum)
e nada mais é do que a transformada de Fourier da fun¢do de correlacdo de dois pontos

At e A
(0|6¢%6¢|0).
Para definir o espectro de poténcia adimensional, é interessante realizar a inte-
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gracao na parte angular

(0

o, s o
5¢'59[0) = / KK\ son ( )|2/d9sineelklx“059
0

B k p sin (k |¥ — X|)
= /dlnkﬁ‘éq’k (17)] k¥ — x|

Baseado na expressdo acima, definimos o espectro de poténcia adimensional (power
spectrum adimensional) como

S K3 >
8 (k1) = 53 Pag (k) = 55 1% ()] (5.177)

De Egs. (5.176) e (5.170) e lembrando que é¢ = d¢/a, escrevemos o espectro de
poténcia para d¢ como N

1 k2 Ha\ 2 H2 o\ 2
ot = o =g [ () - [+ () |

Calculando A? o €m um instante onde a escala k! j& cruzou o horizonte, em algum

tempo (k < Ha), obtemos a quantidade independente do tempo
H\2
2
~ | — . 17
) (2n) (5:178)

Assim, durante o periodo inflaciondrio, H ~ cte, o espectro de poténcia de é¢ para
escalas super-horizonte se torna aproximadamente constante no tempo.

Por fim, vamos analisar a estrutura dos operadores ¢ e 67t no regime super-
horizonte. Utilizando Eq. (5.176) no regime k || < 1

5 (T —ikn) <1_L)N —1
Pk kn) = akky'
escrevemos 6¢ (17,X) e 67 (n,X) = 6¢’ (7, X) como

59 (1,7) = | - Ph ([ Zia i gt
P =] ey \ VT Vakey )

57 ( 55)—/ 4k PSSR B I
1 2r)32 \Vakkn2 *  2kkp? * '

Manipulando a expressao acima, obtemos
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ou seja,

6 (n,%) = —no7t (n,%).

Assim, para escalas super-horizonte, ¢ e d7t sdo proporcionais, e portanto, co-
mutam entre si. Isso evidencia uma estrutura cldssica (ndo quantica) do sistema. Por-
tanto, apds cruzar o horizonte, as flutuagdes de 5 podem ser interpretadas como cam-
pos cléssicos estocésticos. De fato, apos cruzar o horizonte, podemos identificar a va-
ridncia quantica do estado de vadcuo como uma média cléssica de ensemble que segue
uma distribui¢do gaussiana. Portanto, se a inflagdo se desenvolveu nos moldes usu-
ais (um campo escalar, slow-roll, etc) é de se esperar que as flutuacdes presentes nas
anisotropias da RCF apresentem uma distribuigao gaussiana®.

5.3.3 Perturbacao de curvatura

A conexdo entre as pertubagdes do campo inflaciondrio e as condigdes iniciais
que determinam a evolugao das perturbac¢des de matéria e radiacdo se da através de
uma quantidade conhecida como perturbacdo de curvatura comével R. A primeira
motivagdo para a introdugdo dessa nova quantidade é que durante o reaquecimento
o campo inflaton decai. Assim, é conveniente trabalhar com perturbag¢des (induzidas
por d¢) que perdurem durante as eras subsequentes de um universo quente. O se-
gunda ponto relevante é que R é uma quantidade invariante de gauge, e portanto,
nunca apresentard perturbagdes esptrias devido a efeito de sistemas de coordenadas.
Inclusive, de um ponto de vista mais formal, a perturbacdo quantizada anteriormente
deveria ter sido uma quantidade invariante de gauge?”. No entanto, mostraremos nesta
se¢do que, em ordem dominante de slow-roll, d¢ o R, e portanto, qualquer efeito es-
purio de gauge serd suprimido em uma ordem em slow-roll. O terceiro e mais impor-
tante ponto, é que, diferentemente das perturba¢des de métrica ® e ¥, a quantidade R
se conserva em escalas super-horizonte sempre que ndo hd perturbagdes de entropia.
Isso ocorre mesmo em situagdes multicomponente e permite conectar as perturbagdes
geradas na época inflacionaria (escalas de ~ 10°GeV) com as perturbacdes na época
de reentrada no horizonte (escalas de ~ 10eV) sem precisarmos conhecer os detalhes
da expansao do universo. Em situa¢des mais simples, onde as perturbagdes sdo gaussi-
anas e adiabdticas, a perturbacdo de curvatura é a tinica perturbacdo escalar relevante
para as condi¢des iniciais.

Formalmente, a perturbacio de curvatura é obtida do escalar de curvatura ¥R
calculado a partir da métrica induzida g;;. Partindo de Eq. (5.70), o elemento de linha
espacial é dado por

dlz = gi]-dxidxj = Elz [(1 — 21/]) 51] — 2’?11] dxidxj,

onde
2’?1']' = Zaia]’E + a]'Pi + asz + hl]

26Na verdade a situagdo é um pouco mais complicada pois podem existir outros processos (além da
inflacdo) que induzem néo gaussianidades nas observagdes.

27E possivel mostrar que para a inflagio descrita por um tnico campo escalar canénico, R satisfaz
uma equacgao tipo Mukhanov-Sasaki sem qualquer aproximagdo de slow-roll.
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Em primeira ordem de perturbacdo, é possivel mostrar que

2 ((3) R) _ 5k, (“)Fﬁk) — 5kg, <(3)sz) ) (5.179)

onde ' , . , , S
T = =00k — 601 + 8™ dmp = 3" = T + 6" T
Assim,
CITl o = 613 — 20,7 + 6",
e
GIrl = —33;p — ;7.
Logo,
2 ((3) R) = 46"9,0;p — 20,0;7" + 26,0, TE.
De 7;; nessa expressdo sobra apenas a parte escalar, uma vez que o,F' = 9;h = 0.
Logo,
22 <(3> R) — 459,91 — 20,0;0'0'E + 26"9,9,,09,E,

ou seja

a2 (<3>R) = 459,01, (5.180)

A expressdo acima é um invariante no 3-espago induzido e ndo no espaco-
tempo. Por outro lado, é de se esperar que o escalar (®)R esteja relacionado a uma
quantidade invariante de gauge do espago-tempo quando calculado em um referen-
cial comével caracterizado pelo gauge dgo; = 6v; = 0.2 Com base nessas informacdes,
definimos a perturbagdo de curvatura comével como

=—p+H(v—B). (5.181)

A perturbacdo de curvatura comével é uma quantidade invariante de gauge no espago-

tempo que se torna "proporcional”a (3)R no sistema de referéncia comével. Além disso,
mostramos no apéndice D que R se conserva em escalas super-horizonte, isto ¢, R =0
se ndo houver perturbagdes de entropia.

Uma vez estabelecidas as propriedades de R, vamos obter qual sua relacdo com
) ¢ e o respectivo espectro de poténcia. Substituindo Eq. (5.145) em Eq. (5.181), temos

%
R=—yp—H(|(=).
i (90’)

Como o espectro de poténcia (5.178) foi obtido no gauge newtoniano, devemos analisar
a expressdo acima nesse gauge. Com isso,

H | d¢ —H
72_—5 M—Pl+¢§ ‘/F ¢ | Mp;. (5.182)

A ideia aqui é que uma perturbagéo na folha 3-espacial é uma quantidade de espago-tempo se
adotarmos um sistema de coordenadas comével.
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Por outro lado, vimos anteriormente que, no gauge newtoniano

op H
~Ve——, com € = ——.
? Mp,

Portanto, o segundo termo de Eq. (5.182) é suprimido em uma ordem de slow-roll
quando comparado com o primeiro. Assim, em ordem dominante de slow-roll

H
R~ ——d¢.
¢’

A expressdo anterior nos permite obter o espectro de poténcia para a perturba-
cdo de curvatura. Nesse sentido,

(57) - () () = e (2

Seguindo a nomenclatura estabelecida em Eq. (5.177), definimos o espectro de poténcia
de curvatura adimensional como

2_k3 2
8= 55 IRE, (5.183)

H\? 13 H\?
2 . N ~ - 2
A ”<4>> 2n2P‘”””<cp> Bag

Substituindo Egs. (5.42), (5.43), (5.45) e (5.178) em AZ2,, obtemos

e assim

2
A~ H
RT8meME, e
PI
Como visto anteriormente, as flutuagdes quanticas do vacuo se tornam pertur-
bacdes classicas ao cruzar o horizonte e, nesse processo, elas se congelam?’. Fisica-
mente, isso ocorre pois a escala de tempo a/k (lembre que ¢ = 1) da perturbagédo se
torna maior do que o tempo de Hubble H~!. Assim, a amplitude de uma dada escala
k se congela em

1 H?

A (k) = —s — .
R SNZM%Z € |i—pa

(5.184)

Observe que uma vez calculado A% em k = Ha =~ 1/ || tornamos o espectro de
poténcia uma fungdo que depende exclusivamente de k. Se A% for independente de
k teremos um espectro invariante de escala e, nesse caso, as flutuagdes em qualquer
escala terdo sempre a mesma amplitude. No entanto, H e € variam ligeiramente com
o tempo e portanto modos diferentes que cruzam o horizonte em instantes diferentes
terdo amplitudes ligeiramente diferentes.

Y Grosseiramente podemos pensar que ao se tornar uma quantidade classica a perturbacio deixa de
" : "
variar".
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5.4 Perturbagoes tensoriais

Vimos na Sec. 5.2.3 que perturbacdes tensoriais em escalas super-horizonte per-
manecem constantes®. Assim, possiveis peturbacdes desse tipo geradas durante o re-
gime inflaciondrio sdo, em principio, passiveis de serem observadas.

A equacdo de campo para a parte tensorial foi obtida na Sec. 5.2.2 e resulta em
hji + 2Hh}; — V?hy; = 0.

Além disso, vimos pela decomposigdo SVT que hy,, € um tensor transverso d, 7"V = 0
de traco nulo 1" u = 0. Assim, temos apenas dois graus de liberdade fisicos. Esses dois
graus de liberdade representam as duas polariza¢des associadas as ondas gravitacio-
nais cosmoldgicas. E conveniente reescrever esses graus de liberdade fisicos como

hl] - - hx —h+ O
a
0 0 O

Nessa situagao, temos parai =j =1

I E _ h_|_ll/ "no_ % _ zhcra/ _ h+ll” +2h+11/2
1 a a? 1 a a? a? ad -’
Logo,Logo,
h' ‘a' hya'  _hya?  _d (K. hid 1,
U R R +2;(7_ a2>_EVh+ = 0=
h a//
- +a ~ V%, = 0

Assim, no espaco de Fourier, temos

[Z//

n + (kz—g) h; =0, onde I = +, x.

Observe que essas duas equagdes sdo idénticas, em forma, a equagdo de Mukhanov-
Sasaki (5.153). Isso nos permite utilizar todos os procedimentos da se¢do anterior e
concluir que o espectro de poténcia da parte tensorial deve ser proporcional a H> como
em Eq. (5.178). Contudo, para termos o fator numérico correto é necessario observar as
diferengas de h;; e ¢ advindas da agdo original. De fato, se inspecionarmos Eq. (5.32)
de forma cuidadosa, vemos que o fator numérico dimensional correto é Mp; /2. Assim,
se definirmos

M
opr = adp, = Tplhl,

temos que a quantiza¢do de d¢ , hos levara exatamente ao espectro de poténcia (5.178).

Portanto,
Ay = <|h11|2> + <\h12!2> = az—z <|h1|2> = Mil%z <’5£1‘2> N

8 [ H\?
A2 (k) = —— [ —

30Na situagdo de uma tinica componente com equacdo de estado constante.

, (5.185)
k=Ha
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onde, de forma andloga ao caso escalar, calculamos H quando uma dada escala cruza o
horizonte. Vale observar que se conseguirmos medir o espectro de poténcia das ondas
gravitacionais, teremos uma medida direta da escala de energia da inflagdo, isto é, H 2,

5.5 Conexao com as observacoes

A conservagdo de R e h;j em escalas super-horizonte nos permite comparar di-
retamente os espectros de poténcia gerados na inflagdo com os espectros de poténcia
utilizados como condigdes iniciais na evolu¢do das anisotropias presentes na RCF. Em
primeira ordem, essa comparagdo é feita utilizando uma parametriza¢do para os es-
pectros de poténcia de condicdes iniciais na forma

k ns—1
A% (k) = As (k—) , (5.186)
A (k) = Ay (kﬁ)m (5.187)

onde As é a amplitude escalar, 15 é o indice espectral escalar, A; é a amplitude tensorial
e 1; o seu respectivo indice espectral tensorial com k. sendo uma escala de referéncia
(escala de pivd). Pela parametrizagdo acima, percebemos que as amplitudes sdo medi-
das a partir da escala de piv0 e que os indices espectrais medem a varia¢do das outras
escalas com relagdo a k.. No contexto da inflagdo de slow-roll, espera-se uma pequena
variagdo de amplitude e portanto n; ~ 1 e n; ~ 0. Além disso, a amplitude tensorial é
comumente expressa em termos da amplitude escalar através da relacdo

r= At (5.188)

a conhecida razdo tensorial-escalar.

Vejamos a seguir como essas quatro quandidades observacionais se relacionam
com os parametros da inflagdo descrita por um tinico campo escalar.

Comparando Eq. (5.184) com Eq. (5.186), vemos que As é dado por

1  H?

AL (k) = A= — .
' ’ SHZM%Z € k*IH*{Z*

Utilizando Egs. (5.42) e (5.45), obtemos

1 V3

As= e,
T 12m2MS, V72

(5.189)

onde V e V' sdo calculados quando a escala de pivo k, cruza o horizonte. Usualmente,
a medida de A; estabelece qual é a escala de energia da inflacéo.

A razdo tensorial-escalar r é obtida através das expressoes (5.184) e (5.185),
sendo dada por

A2 (k
_A_ &) 16¢, (5.190)

"TA T MK
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e que em termos do potencial é escrita como

2
r = 8M3 (K/) (5.191)
pl V . .

Essa equacgdo estabelece um vinculo observacional importante na restricdo de modelos
de inflagao.

Por sua vez, o indice espectral escalar pode ser obtido através da expansdo
log x log do espectro de poténcia escalar (5.184):
dIn AZ k
ks

k k\ 1 d%InA2
2 =) = 2 LA R
In Az (ln <k)) lnAR‘k—k* T ik . In (k) T2 e

Comparando essa expansdo com a parametrizac¢do (5.186), percebemos que (15 — 1)
representa a correcdo linear na expansdo log x log de In A%, isto &,

dlnA%
dink

1/15—12

k=k.

Se N, = In (a,,4/a+) representa o nimero de e-folds ocorridos entre o instante
em que k, cruza o horizonte e o fim da inflacdo, podemos reescrever n; — 1 em termos
dos parametros de slow-roll:

dInA% dN, _(deH* dlne) dN,

ns-l= =N dmk - \2TaN,  an, ) ik
N,
ns =1 =(2e=n) g

onde na tultima passagem utilizamos as defini¢des (5.29) e (5.31). Além disso, como
k. = Ha. temos

Inky, =InHy +Ina, =InH, — N, +1Ina,,; = dlInk, = dIn H, — dN..

Assim,

dN, dlnk,\ ! d1n H, -1 1
dlnk*_(dN*> _(dN* —1) ——(1-€e) ' =(1+e). (5192

Portanto, em primeira aproximacao

ns—1~(n—2)(1+e)=ns~1+n€—2e. (5.193)

Por fim, utilizando Egs. (5.45) e (5.46), reescrevermos a expressdo acima em
termo do potencial e suas derivadas:

) W ) I\ 2
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As quantidades acima devem ser calculadas quando ¢ = ¢, referente a k = k.. Essa
altima expressdo em conjunto com (5.47) nos permite determinar o indice espectral
escalar em termos dos parametros do potencial e do nimero de e-folds N..

Por sua vez, o indice espectral tensorial é obtido de forma andloga, resultando
em

me=—r. (5.194)

Essa equacdo nos mostra que em ordem dominante de slow-roll, apenas trés dos quatro
parametros observacionais (As, A¢, 15 e ny) sdo independentes.

As observagdes feitas pelo satélite Planck (AKRAMI et al., 2018), mostram que
para o modelo ACDM minimo>!

ns = 0.9649 +0.0042 e In <A51010> = 2.975 £ 0.056 = As = (1.959 £ 0.11) x 1077,
(5.195)

para uma escala de pivo k. = 0.05Mpc—'.

Até o presente momento, ndo se observou perturbacdes tensoriais (ondas gravi-
tacionais cosmolégicas) nas anisotropias da RCF*. Entretanto, essa ndo observagéo im-
pdem um limite observacional superior para a razao tensorial-escalar. Dados do Planck
em conjunto BICEP3/Keck Array (ADE et al., 2021) nos fornecem o vinculo

ro05 < 0.036 com 95% CL, (5.196)

para a escala de pivo k. = 0.05Mpc~!.

De forma geral, os parametros 7, e r sdo correlacionados e as observagodes se-
lecionam uma regido especifica do espaco de parametros. Apresentamos na figura 5.9
essa regido para trés conjuntos de dados.

31Modelo minimo com seis parametros: hZQbO, h2Qpao, As, ns, Opc e T sendo os dois ultimos para-
metros o tamanho angular do horizonte sonoro na superficie de tltimo espalhamento e a profundidade
6tica de reionizacdo respectivamente.

32 A principio a perturbagao tensorial pode ser medida a partir da sua influéncia no modo de polari-
zacgdo B da RCF. Contudo, esse sinal é extremamente fraco e muito dificil de ser detectado.
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TT,TE EE+lowE+lensing

TT,TE EE+lowE+lensing
+BK15

TT,TE EE+lowE+lensing
+BK15+BAO

Natural inflation
Hilltop quartic model

o attractors
Power-law inflation
R? inflation

Vo ¢?

Vo g¥f3

Vod

Voo g%

Low scale SB SUSY
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Figura 5.9: Espago de parametros n; X rg o2 marginalizado contendo regides de 68%
e 95% CL para os dados do Planck sozinho e combinados com BK14 ou BK14 mais
BAO. Comparagdo com as prevides de alguns modelos teéricos inflaciondrios. Fonte:
(AKRAMI et al., 2018).



CAPITULO 6

A INFLACAO DE STAROBINSKY+R?

O objetivo inicial da nossa pesquisa, neste cendrio inflaciondrio, foi o de investi-
gar a inflagdo devido a agdo gravitacional' (1.1). No entanto, para que pudéssemos con-
venientemente compreender esse trabalho, foi interessante estudar e ter toda a baga-
gem conceitual e técnica dos modelos intermedidrios Starobinsky+R?> e Starobinsky +
ROR. Como ja comentado, a titulo de exemplo, temos na literatura Refs. (CUZINATTO
etal., 2019; CASTELLANOS et al., 2018) que descrevem a extensdo Starobinsky+RLIR.
Ao estudarmos a extensao Starobinsky+R3, tendo como referéncias Refs. (HUANG,
2014; CHEONG et al., 2020), verificamos que havia pontos interessantes pouco explo-
rados que justificaram nossa publicacdo dada em Ref. (SILVA et al., 2022). Tais pontos
sdo a andlise completa do espaco de fase do modelo e sua relagdo com as condigdes
iniciais necessarias para gerar uma inflacdo fisica, além da restrigdo para o intervalo
do namero de e-folds N da inflacdo oriunda de uma modelagem do reaquecimento.
Esse e outros pontos serdo apresentados logo a seguir, para por sua vez, estudarmos a
inflacdo devido ao modelo completo (1.1).

O objetivo deste capitulo é apresentar nosso estudo da generaliza¢do da inflagdo
de Starobinsky devido a inclusio de um termo R® na agéo. Os principais pontos deste
capitulo encontram-se em nosso paper (SILVA et al., 2022).

A acdo que descreve este modelo é

MZ
Vb [ (R R SOR 6.1

g’l ! / ( 2K0 3K0 (61)
Novamente, como dito na introdugdo, xy tem unidade de massa ao quadrado e o pa-
rametro xp é uma quantidade adimensional. Por consisténcia com o modelo de Staro-
binsky, assumimos que xo > 0.

!Neste cendrio em que abordamos a inflagdo, podemos negligenciar o termo da lagrangeana de ma-
téria em Eq. (1.1).

99
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6.1 EquacOes de campo

O primeiro passo nesse estudo é reescrever a agdo (6.1) fazendo a passagem da
representacdo original, que podemos chamar de frame geométrico, para a representa-
¢do escalar-tensorial no frame de Einstein, em que temos uma descri¢do através de um
campo escalar auxiliar y minimamente acoplado com a gravitacdo. Nesse sentido, a
agio (6.1) pode ser convenientemente reescrita como?

: M2 _ -
S (g x) = =1 /d4x\/—_g {R -3 (%apxapwr V(X))] , (6.2)

cujo potencial associado é

V(x) = %S%ezx (1— \/1—41x0(1—e7€)> |:—1+8060 (1—e7<)—|—\/1—40c0 (1—676)] :
(6.3)

As quantidades com barra sdo definidas a partir da métrica conforme g,, = eXg,y € 0
campo x adimensional é definido como

R R\?2
et =1 —|— —|— X < ) . (6.4)
Ko

Adendo Para recuperar o notagdo e a dimensdo usual do campo escalar e do

potencial devemos fazer
_ 3M
Pl
V 6.5
[M Pl 2 (%) (6.5)

Neste caso, a agdo (6.2) é reescrita como

Gurg) = [ /=3 < 2R - 23930 - V(qv)) (6.6)

Partindo da agdo (6.2), teremos duas equagdes de campo: uma para g,y e outra
para o campos x. Tomando a variagdo com relagdo a métrica g, obtemos

5 1 3 1T (eff)
Ry — sguwR = — T\, 6.7)
2 M3,
onde
1 —(eff 3= = _ 1~ =
M_ZTP(E = 5 {ayXavX — &uv (Eapxapx +V (X))} . (6.8)
Pl
Ja a variacdo com relagdo ao campo x resulta em
Ox - V' (x) =0, 6.9)

ZPara detalhes da passagem, ver apéndice E.
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onde "linha'"representa derivada com relagdo a x. Calculando explicitamente V' ()
obtemos

Ko

V/(x) = —%
(x) 3642

¢ (—1 + /1~ 4ag (1 - eX)) {—1 + 20 (4 — ¥) + /1~ 4ag (1 — eX)} .
(6.10)

6.2 Potencial e espaco de fase no background de Fried-
mann

Damos inicio a esta se¢do escrevendo as equagdes de campo no background
cosmolégico de Friedmann. Considerando a métrica de FLRW plana

ds® = —dt* + a* (1) (dx2 +dy? + dz2> , (6.11)
obtemos
w=1(lerv (6.12)
2\2 ’ '
. 3/1,
e
X+3Hx+ V' (x) =0, (6.14)

onde "ponto'representa a derivada temporal e H = a4/a. O potencial e sua derivada
sdo dadas pelas Egs. (6.3) e (6.10), com x = x ().

Os primeiros pontos para andlise sdo as caracteristicas do potencial V (x). A
estrutura do potencial depende do pardmetro wg. Além disso, para que V (x) esteja
bem definido para todos os reais é necessario que’

0<ap<-. (6.15)

M |

O limite inferior (superior) de ag faz com que a V (x) seja uma funcéo real para qual-
quer valor de x maior (menor) que zero. Além disso, xy > 0 garante estabilidade do
modelo gravitacional durante todo o regime inflacionario*. Dentro do intervalo (6.15)

3Durante todo este trabalho adotaremos que g estd contido neste intervalo.
“Modelos f (R) séo estaveis sempre que f’' (R) > 0e f”(R) > 0 (Sotiriou; Faraoni, 2010). Para o
NoSssoO caso

1 L %)
R)=R+ —R%2+ 2R3
f(R) + 2k * 3k3

onde 3
R=6 (H+2H2) = 3 +6V (x).

Durante o regime inflaciondrio onde x?> < V (x) e kg > 0, a condigéo de estabilidade implica em ag > 0.
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excetuando ay = 0, o potencial possui dois pontos criticos dados por

Xo =0 — (ponto de minimo), (6.16)

Xc=1In (4 +4/ ;) — (ponto de méximo). (6.17)
0

O comportamento do potencial para diferentes valores de ag é visto na figura
6.1.

— ap =102

- Qp = 107*

— qp=10"°

0 5 10 15 20 X

Figura 6.1: Potencial V (x) como fun¢do de x normalizado para xp = 1. Os maximos
estdo localizados em ). =~ 3.06, 5.18 e 7.46 para oy = 1072, 10~% e 107, respectiva-
mente.

O platd que surge neste grafico nos da um indicativo de que um regime inflaci-
onério tipo slow-roll pode ser alcancado. Observamos que quanto menor a magnitude
de ap, mais o ponto x. se move para a direita e maior se torna o platé. Assim, no li-
mite de op — 0, o platd se torna infinito e recuperamos a inflagdo de Starobinsky. A
estrutura do grafico na figura 1 parece indicar também que para x < x. temos um
rolamento lento para a esquerda, enquanto que para x > X, temos um rolamento para
direita. Para entendermos melhor essa dinamica devemos realizar um estudo do es-
pago de fase desse modelo.

O espaco de fase pode ser estudado combinando as equagdes (6.12) e (6.14) em
uma tnica EDO cuja varidvel independente é x. Nesse caso, temos

dy  —3i+ 3V 0x -V (o
dx X '
onde V (x) e V' (x) sdo dados por (6.3) e (6.10), respectivamente. A andlise da Eq.
(6.18) como um sistema autdonomo paramétrico mostra que o espaco de fase possui
dois pontos criticos localizados em (x, x), = (0,0) e (x, X). = (X, 0) sendo x. dado
em (6.17). Além disso, a linearizacdo deste sistema em torno dos pontos criticos mostra

que (xc,0) é um ponto de sela instdvel, enquanto que para (0,0), tal caracterizagdo se
mostra inconclusiva®.

(6.18)

5Na descrigao linearizada nas proximidades dos pontos criticos do sistema, ao se obter raizes imagi-
nérias puras associadas, como ocorre em (x, X), = (0,0), sua natureza é incerta, podendo ser um ponto
de centro ou um ponto espiral. A seguir, mostraremos através de métodos numéricos que o ponto critico
(0,0) é de fato um ponto espiral.
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A caracteriza¢do completa do espaco de fase é realizada a partir de uma andlise

. QR

AN
7 \\\\\\\\\\\\\\\\\\

((((( \\\\\\\\ \i\\\\\\
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X

—_

o
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Figura 6.2: Espaco de fase (), x) considerando kg = 1 e ay = 10~2. Os pontos verme-
lho e preto correspondem aos pontos criticos (0,0) e (x.,0) com x. = 3.06, respectiva-
mente. Ja as linhas vermelha e preta representam duas trajetérias que caminham em
dire¢des opostas com relagdo ao ponto de sela (x.,0).

A partir da figura 6.2 é possivel extrair uma série de conclusdes a respeito do
espaco de fase do sistema. Proximo de ¥ ~ 0 existe uma linha atratora na qual uma
grande quantidade de condigdes iniciais conduz a esta linha (y 2 2 e x qualquer).
Além disso, na sub-regido dessa linha atratora que corresponde ao platé do potencial
na figura 1, temos um regime tipo slow-roll onde ¥ < 1 e x é pelo menos da ordem
da unidade. Como esperado, o regime de slow-roll leva a uma expansdo (quase) ex-
ponencial que caracteriza a inflagdo. Isto pode ser identificado explicitamente quando
comparamos (6.12) com (6.13). De fato, na regido do platd temos x> < V (x) (compare
os valores numéricos das figuras 1 e 2 nesta regido) e assim

3x2

T2V (x)

A condigdo acima é a condi¢do necessdria para que um regime inflaciondrio tipo slow-
roll ocorra.

72 <1

Um segundo ponto importante é que o ponto critico (., 0) divide a linha atra-
tora em duas regides distintas. Se estamos a esquerda deste ponto a rolagem lenta
ocorre para a esquerda (linha vermelha da figura 6.2) e inflacdo se desenrola de forma
usual. Neste caso, 0o campo )} caminha em dire¢do ao ponto de critico (0,0) e, a0 se apro-
ximar dele, espiréd-la de forma continua em torno da origem. Esse estdgio corresponde
a fase de oscilagoes coerentes que ocorrem no comego do processo de reaquecimento.
J& se estamos a direita do ponto (., 0) a rolagem lenta ocorre para a direita (linha preta
da figura 6.2) e o campo yx cresce de forma indefinida. Nesta segunda regido tanto x
quanto V () se aproximam de zero quando x > 1.
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A partir da discussdo anterior e da figura 1, reconhecemos trés regides distintas
associadas a dindmica do campo yx: regido assintotica onde V (x) — Opara xy > 1,a
regido do platd onde ocorre o regime inflacionario e a regido de oscilagdo em torno da
origem do potencial que caracteriza o término da inflagdo. Na proxima se¢do vamos
analisar cada uma dessas regides de forma mais detalhada.

6.3 Dindmica inflaciondria do campo escalar

Nesta se¢do, vamos descrever a evolu¢do do campo x nas trés regides de inte-
resse: regido assintética onde V (x) — 0 para x > 1; regido do platé onde ocorre o
regime inflaciondrio; regido de oscilagdo em torno da origem do potencial que caracte-
riza o término da inflacgao.

6.3.1 Regido assintética do potencial V ()

Vimos na Sec. 6.2 que dependendo das condicdes iniciais para o campo y, esse
campo evolui para a direita no grafico do espago de fase (ver figura 2). Nesse caso, o
campo X cresce de forma indefinida e alcanga uma regido assintética do potencial onde
V (x) — 0. O objetivo desta sec¢do é analisar a dindmica césmica nessa regido.

Em uma regido suficientemente grande de x, o potencial (6.3) e sua derivada
(6.10) se comportam como

Ko
9/

Nesse caso, a equagdo de campo (6.14) pode ser escrita como

e X e V(x) ~ — e 2X para x> 1.

V(x)~

L, 3 1 2K0 1. Ko 1
+—=y[3X*+ e 2Ky — e 2X ~ 0.
* ﬁ\/z" NN T

Um bom ansatz para solucdes dessa equagio é Y = Ae *X. Substituindo essa proposta
de solucdo na equacao anterior, encontramos

1 2 K0 . 2 Ko  _1
k = — A = — = ~ — 4X.
17 T3\ m AT 3\ Bsya

De posse de x e V (x), podemos determinar explicitamente o pardmetro da
equacéo de estado®

-V 17
w:ﬂz—%?.cz (X)%__ para x > 1.
bx X2+ VI(X) 18
Esse tdltimo resultado mostra que quando o campo rola para a direita partindo do platd
do potencial, o pardmetro da equacdo de estado sai de um valor de w ~ —1 (regido

®Observe que py = 3x>+ V (x) tem dimensao de massa ao quadrado, pois pela escolha adotada x ¢
adimensional.
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do platd) e se encaminha assintoticamente para w ~ — (17/18). Ou seja, a dindmica
inflaciondria migra de um regime (quase) de Sitter para uma inflagdo do tipo lei de
poténcia com a ~ #2. Portanto, nessa regido, a expansio acelerada nunca termina.
Isso mostra explicitamente que a existéncia do ponto critico (x.,0) limita as condigdes
iniciais favordveis a uma inflacdo fisica i.e. uma inflagdo que se conecta a um modelo
de Big-Bang quente tipo era da radiagdo. Para mais discussdes sobre o qudo limitadas
sdo as condicdes iniciais para a ocorréncia de um regime inflaciondrio consistente, veja
a Sec.6.4.3.

6.3.2 Regime inflaciondrio em ordem dominante de slow-roll

Nesta secdo, investigaremos o regime inflacionario de slow-roll que ocorre na
regido do plato da figura 1. Em ordem dominante de slow-roll, as equagdes (6.14) e
(6.12) sdo aproximadas por

—V, (6.19)
V(x), (6.20)

que quando combinadas resultam em

vy

X (x) = Wih

(6.21)

O préximo passo é obter V e V/ em ordem dominante de slow-roll. Definindo o
parametro de slow-roll, § = e %, escrevemos o potencial (6.3) como

_ ko (_ _ “1(5_
720%( 5+ 64/1—dags—1 (6 1))><

x [—5 + 89 (8 — 1) +64/1 — dagd~1 (5 — 1)} .

Vix) =

Além disso, sabemos que o valor maximo do potencial condizente com um regime
inflaciondrio fisico ocorre para V (x.), onde

ete =4+ i:>1x0:;2.
) (exc —4)

Assim, em ordem dominante de slow-roll, temos

3

v = 30 (6.22)

g ~

Como o valor minimo de ¢ condizente com uma inflacao fisica é ., temos
4agd "t = 1262571 <126 <« 1. (6.23)

A relagdo acima mostra que a quantidade 4apé ! contribui no méximo em primeira
ordem de slow-roll.
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A partir das consideragdes anteriores, podemos aproximar o potencial e suas
derivadas por

V(x) ~ % (1 25— %5—1%) , (6.24)
V' (x) ~ % (5 - %5—1%) , (6.25)

1 1
V" (x) ~ —3%0 <5+ 5w05_1> : (6.26)

Uma vez determinado V (x) e V' (x) aproximados, podemos calcular  em or-
dem dominante de slow-roll. Partindo de Eq. (6.21), temos

, V2 V’ p 2/3x0 1
o T((S—(Scd ) 6.27)
Ou seja, em ordem dominante de slow-roll, temos X ~ J mais uma corre¢do proporci-
onala §26~ 1 < 6.

De posse dos resultados anteriores, podemos calcular os parametros de slow-
roll
H o= L€
w2 T THe
Utilizando as Egs. (6.13), (6.20), (6.24) e (6.27), obtemos em ordem dominante de slow-
roll

e=— (6.28)

~ ‘g* (6-0712), (6.29)
y _g (6+07182). (6.30)

Essas duas expressdes deixam claro que para é < 1, temos € < 1 ey < 1, e portanto
estamos em regime de expansdo (quase) de Sitter.

O préximo passo é calcular o nimero de e-folds N. Utilizando as Egs. (6.24) e
(6.25), temos

te e
3 [1-26—-25"152ds
= ~ — —_— . ].
N /Hdt 4/ 5—o6-152 &’ (6.3

onde &, corresponde a ¢ calculado no fim da inflagdo e pode ser obtido impondo € = 1.
A expressdo (6.31) pode ser integrada mais facilmente se definirmos x = J./6. Nesse
caso

x — 20, —2x25
} 32
45/ 1—x2)x ~dx (6.32)

Como vimos anteriormente, a inflacdo fisica ocorre no intervalo de

O<x<xce=d<x<1
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Dentro desse intervalo, o integrando em Eq. (6.32) possui uma divergéncia no ponto
x = 1(x = xc)- Matematicamente, a origem desta divergéncia estd associada a existén-
cia do ponto critico (x, ¥) = (X, 0) na linha atratora do espago de fase’. J4 do ponto
de vista fisico, essa divergéncia deve ser entendida como um caso limite que ocorre
somente quando as condi¢des iniciais sdo ajustadas com precisdo infinita para que a
solugdo passe pelo ponto critico (x, X) = (xc,0). Nesse caso idealizado, ao atingir o
ponto critico o campo permanece nele, em equilibrio instdvel, e o universo atinge um
estado puro de de Sitter. Condigdes iniciais ajustadas com precisdo infinita ndo sao fi-
sicamente realizaveis. Contudo, podemos através de um ajuste fino nessas condicdes
aumentar o ntimero de e-folds para um valor arbitrariamente grande. Na secao 6.4.3,
veremos o qudo preciso deve ser este ajuste para que alcancemos um valor especifico
no nimero de e-folds.

Integrando Eq. (6.32) em ordem dominante de slow-roll e considerando que
Xend < 1, obtemos

3 1+x 3 x2  xt xf
N~8—5€1n(1_x>~E<1+§+€+7+"'>. (633)

Observe que N diverge quando x — 1. Essa tltima expressao pode ser invertida expli-
citamente resultando em

exp (@) +1

exp (8‘5§N> -1

Por fim, é conveniente escrever os parametros de slow-roll € e 7 em termos do
numero de e-folds. Substituindo Eq. (6.34) nas Egs. (6.29) e (6.30), obtemos

T

5 =0 (6.34)

" fen (5T -
7~ 165, Lo <16?N> (6.36)

Vale observar ainda que em uma regido onde 6. < § = 6N < 1, os parametros de
slow-roll acima podem ser aproximados por

3 [ 1 /160.N\?]
e~ |1—— )
AN2 12\ 3

L2, 1 (165N 2]
TEON] 123 ’

onde J:N leva em conta as primeiras correc¢des a inflagdo de Starobinsky.

’Observe que isso é uma caracteristica tinica do modelo contendo R3. De fato, para o modelo puro
de Starobinsky isso ndo ocorre, uma vez X é sempre diferente de zero na linha atratora.
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6.3.3 Término da inflacao e reaquecimento

Nesta secdo, investigaremos o término da inflagdo e o periodo do reaqueci-
mento. De forma relativamente geral, essa fase pode ser dividida em duas partes:
preheating e termalizagdo. A fase do preheating corresponde a fase inicial do reaque-
cimento onde uma grande quantidade de particulas de matéria é gerada a partir de
um processo conhecido como ressonancia paramétrica. Esse processo surge assumindo
que a transferéncia de energia do campo inflaton para os campos de matéria ocorre
quando o inflaton oscila coerentemente em torno do minimo do potencial (KOFMAN
et al., 1997; BASSETT et al., 2006a). Como o preheating é um processo essencialmente
ndo térmico, se faz necessario um estagio de termalizagdo para que o universo alcance
um estado de dominio da radiagdo com a matéria em equilibrio termodinamico. Para
detalhes sobre a fase de reaquecimento ver Refs. (AMIN et al., 2014; LOZANOV, 2019).

A descricdo detalhada de todo o periodo de reaquecimento é complexa, pois ela
envolve efeitos ndo perturbativos fora do equilibrio e depende dos processos de inte-
ragdo entre o inflaton e os campos de matéria. Contudo, de uma perspectiva fenome-
nolégica podemos estudar a dindmica césmica deste periodo através de uma equagao
de estado®

p=wr(N)eg, (6.37)

onde o ntimero de e-folds N leva em conta a dependéncia temporal de w,,. Por cons-
trugdo, no final do reaquecimento, isto é, inicio de uma era da radiagdo, o parametro
wye da equacdo de estado deve valer 1/3. J4 no inicio do reaquecimento, o parametro
wye depende da forma do potencial durante a fase de oscilagdes coerentes. Expandindo
o potencial (6.3) em torno do minimo x = 0, temos

V00 & 5V (0) % = 02 (6.39)
Considerando o comportamento médio do campo x em torno deste minimo e levando
em conta que V ~ x> obtemos (wye) ~ 0 (TURNER, 1983; MUKHANOV, 2005). Assim,
no comego do reaquecimento o universo se comporta como em uma era de dominio da
matéria. Portanto, durante a fase de reaquecimento w,, (N) transita de 0 (domininio da
matéria) para 1/3 (era da radiagdo).

Uma quantidade importante na caracterizagdo do reaquecimento é a tempera-
tura de termalizacdo T, alcancada no inicio do dominio da radiacdo (término do rea-
quecimento). Essa temperatura se relaciona com a densidade de energia ¢,, através da
expressao

R
Ere = %greTrg/ (6.39)

8Nesta segdo, adotaremos a dimensdo usual de massa a quarta para ¢. A relagdo desta quantidade
comey €

2

_ 3My,

€ 5 Ex,

onde
£y = EXZ—O—V(X).

Veja Eq. (6.5) para detalhes de notacao.
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onde gy, é 0 ntimero efetivo de graus de liberdade relativistico ao final do reaqueci-
mento.’ Por outro lado, pelas equagdes de estado (6.37) e de conservagdo covariante
podemos relacionar p,. com a densidade de energia p, ao final da inflacdo

¢ = —3He [1+ wye (N)] = g0 = gee 2 Ne(l+wa), (6.40)
onde o ntimero de e-folds N, caracteriza a duragdo do periodo de reaquecimento e
1 [Ne
Wy = N Jo wre (N) dN. (6.41)

Observe que a quantidade w, representa a média do parametro w,, durante o reaque-
cimento. Além disso, para wy, monotonicamente crescente!? temos

0< w, <1/3, (6.42)

sendo que quanto mais proxima de 1/3 mais efetivo é o reaquecimento. Combinando
as Egs. (6.39) e (6.40), obtemos a temperatura de reaquecimento em termos de w, e Ny,

1
30 1 3
Tie = <gref;2) exp {—Z (1 + wa) Nre:| . (643)

O préximo passo é obter Ny, em termos de quantidades cosmolégicas de inte-
resse. Para isso serd necessdrio "acompanhar"a evolugdo da escala k desde o momento
que ela cruza o horizonte durante a inflagdo até os dias atuais. Ao cruzar o horizonte
podemos escrever k = a;Hj, onde a;Hj é o raio de Hubble comével no instante de saida
do horizonte. A partir dessa relagdo, podemos escrever (MUNOZ; KAMIONKOWSKI,
2015; MISHRA et al., 2021)

k _ [ % ae Are Aegq
aoH <a_) <a_> (ﬂ) (a) (6.44)

onde a, dye, Geq € ag 530 0s valores do fator de escala no término da inflagédo, no comego

da era da radiacdo, no instante de equivaléncia e nos dias atuais, respectivamente.

Cada uma das fragdes acima representa uma era especifica de expansao césmica'':

[t} 7 . : - 5 ; v ;
- — Periodo inflaciondrio contado a partir do instante de safida do horizonte da escala k;
e

Ze — Periodo de reaquecimento;

Are

Are
te Era de dominio da radiacao;
4

Aeq

0 Era de dominio da matéria até os dias atuais.

O passo seguinte é tomar o logaritmo da Eq. (6.44):

k o are aeq

Considerando apenas particulas do modelo padrao temos g = 106.75 (HUSDAL, 2016).
1'Modelagens numéricas via lattice simulations indicam um comportamento primordialmente mo-
notdnico para a equacdo de estado do reaquecimento (LOZANOV; AMIN, 2018; MAITY; SAHA, 2019;
SAHA et al., 2020).
1Observe que estamos ignorando a fase de dominio da energia escura, uma vez que ela s6 é relevante
muito préximo dos dias atuais.
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onde N,, = In (%) e Ny =1In (Z_Z) sendo este tltimo o nimero de e-folds do periodo

inflacionadrio medido desde a saida do horizonte da escala k. Os dois tltimos termos da
equacao anterior podem ser reescritos levando em conta a conservagdo de entropia S =
ga3 T3 nas eras de dominio da radiacdo e matéria (KOLB; TURNER, 1990)(HUSDAL,
2016). Nesse caso, podemos escrever

1
3
Aegq Xeg g0

onde consideramos que os graus de liberdade relativisticos na equivaléncia e nos dias
atuais sdo idénticos, isto é, g9 = geq.'> Substituindo as Eqs. (6.43) e (6.46) em Eq. (6.45),
obtemos

1/4
3 (wa — l) k apLo Tt

3

v
(%’) . (647)
80

As expressoes (6.47) e (6.43), que determinam a duragdo e temperatura do rea-
quecimento, sdo gerais e valem para uma ampla gama de modelos inflacionarios. Para
particularizar estas expressdes para o nosso modelo é necessdrio determinar explicita-
mente a densidade de energia ao final da inflagdo. Em modelos de um tnico campo,

ST

_ 2
pe pode ser escrita em termos do potencial V, = %V (Xe), dado em (6.5). Impondo
€ = 1 (término da inflagdo), obtemos por Egs. (6.12), (6.13) e (6.28) que V (x.) = X>.
Assim,

3. 9M;
ge==Vo= "LV (x,). (6.48)
2 4
Pela Eq. (6.23), vimos que ag é uma quantidade pequena tipicamente de segunda or-
dem em slow-roll. Assim, no final da inflagdo termos do tipo 4xpe*c que aparecem no
potencial sdo despreziveis e a Eq. (6.3) pode ser aproximada pelo potencial de Staro-
binsky

V(xe) ~ % (1—e%)?, (6.49)

Uma estimativa para x, é obtida impondo € = 1 na expressao aproximada em slow-roll
para o parametro €:

1 V' (xe) 2_ —Xe o
N§<V(X€)) =1=¢ X% ~2V3-3. (6.50)

Assim, substituindo Egs. (6.50) e (6.49) em Eq. (6.48), obtemos a densidade de energia
ao final da inflagao:

3¢ 2
€e ™ % (2-v3) M, (6.51)

12Considerando apenas particulas do modelo padrao e desprezando as massas dos neutrinos temos
g0 = 3.94 (HUSDAL, 2016).
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onde o parametro adimensional { é definido como

[ = (AZOZ ) . (6.52)

Portanto, considerando H; em ordem dominante de slow-roll (H,% ~ Ko/12) e
substituindo Eq. (6.51) nas Egs. (6.47) e (6.43), obtemos

4 L agToC 80
Nee =13, [ Ni 0.79—1—111( - ) +35In <gre ) (6.53)
e
0.64 3
T, = 1—/4€ exp {—Z (1+w,y) Nre} Mp;. (6.54)
gre

Veremos na préxima se¢do como vinculos em Ny, e T;, restringem o intervalo do nu-
mero de e-folds Nj da inflacdo.

6.4 Vinculos observacionais

Baseado no desenvolvimento das se¢des anteriores, vamos estabelecer vinculos
ao modelo inflaciondrio em questdo. Esses vinculos seguem diferentes abordagens e
estdo relacionados aos periodos de antes, durante e depois do regime inflaciondrio.

6.4.1 Intervalo no niumero de e-folds N da inflagao

A descrigao do periodo do reaquecimento como apresentado na secdo 6.3.3 em
conjunto com a suposicdo de eras posteriores de dominio da radiacdo e matéria, nos
permite estabelecer um intervalo para o ntimero de e-folds Nj da inflacdo. Para isso
é necessdrio fornecer alguns detalhes sobre as caracteristicas minimas do periodo de
reaquecimento a ser considerado.

O periodo cosmolégico que compreende escalas de energia acima de 10* GeV
até o término da inflagao 101> — 106 GeV é um periodo incerto para a fisica de particu-
las. De fato, extensdes do modelo padrdo em conjunto com possiveis acoplamentos nao
minimos podem propiciar processos extras de acoplamento do inflaton com os campos
de matéria. Contudo, mesmo que esses novos processos ndo estejam presentes (ou ndo
sejam relevantes para o reaquecimento), podemos adotar como hipétese minima os
acoplamentos usuais dos campos do modelo padrao com a gravitacdo. Nesse contexto,
ja no frame de Einstein, isso significa que o campo inflaton ¢ decai predominantemente
no dubleto de Higgs I e em segunda ordem em um par de glions. Considerando esses
dois canais de decaimento, a taxa de decaimento do inflaton é dada por (GORBUNOV;
TOKAREVA, 2013; BERNAL et al., 2020)

3

1 490& (p
1— v

2477 ( g) Ml%

Ty~ (6.55)
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onde ¢ é a constante de acoplamento ndo minima entre o Higgs e a gravitagdo, isto
é C |h|2R,13 as é a constante de acoplamento da cromodindmica quéntica (quantum
chromodynamics,) QCD na escala de energia do reaquecimento'* e mg € a massa efetiva
do inflaton dada por

4

my = V" (0) = ng%l. (6.56)

O proximo passo é determinar { em termos dos pardmetros do modelo e da
amplitude escalar A; medida pelo satélite Planck (AGHANIM et al., 2020). Conside-
rando a escala de pivd k = 0.002 Mpc~! como escala de interesse'®, temos em ordem
dominante de slow-roll (BAUMANN, 2018)

3V

As= K
T 162 M VP

(6.57)

onde a amplitude escalar A2 = 2.3 x 107 é obtida a partir da expressio AX =
A¥ (k/k*)" ! considerando que A* = 2.1 x 1077, k* = 0.05 Mpc ! e n; = 0.9665. Veja
Ref. (AGHANIM et al., 2020) para detalhes.

Assim, substituindo Egs. (6.24) e (6.25) em Eq. (6.57), obtemos
1 2
Ko ~ 277T2M%31A2'002 (5k — §5k1w0> .
Além disso, podemos reescrever a equagdo acima em termos do ntmero de e-folds Nj

e do pardmetro { dados em Egs. (6.34) e (6.52), respectivamente:

2
S exp (?—)écNk)

54 ~ 211 7T2A0.002
i exp (%&Nk) -1

) (6.58)

lembrando que ag ~ 332. No caso de 6, — 0, recuperamos a conhecida relagio do
modelo de Starobinsky {* ~ 72712 A2 N - 2,

Tendo determinado a taxa de decaimento do inflaton, podemos estimar a tem-
peratura de reaquecimento T, da seguinte maneira. O equilibrio térmico do fluido
c6smico € alcangado quando I'y ~ H (KOFMAN et al., 1997). Assim, a temperatura de
reaquecimento pode ser obtida a partir de 3M3,H2, = &, = 1°g.Ty/30, que resulta
em

4 2
Tre ~ 0.5, /TpMp; = 6 X 101%3\/ [(1 —60)*+ 49;‘; GeV, (6.59)

130 acoplamento ndo minimo é necessério devido a questdes de renormalizabilidade de campos es-
calares em espacgos curvos (CALLAN et al., 1970).

4Extrapolando os resultados experimentais do running coupling de a; (ALEKHIN et al., 2015), pode-
mos estimar que durante o reaquecimento 0.01 < a5 < 0.03.

15Usamos esta escala de pivo em concordancia as observagoes apresentadas em Refs. (AKRAMI et al.,
2018; ADE et al., 2021) associadas as observacgoes ns X rq 2.
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onde usamos g, = 106.75 e Mp; = 2.4 x 10'8 GeV. Observe que o valor de T;, acima
depende dos parametros inflaciondrios através de {. Substituindo a Eq. (6.58) na Eq.
(6.59), obtemos

2

Scexp (g(SCNk)
exp <13—6(5CNk> -1

\/ 1-602+ 9% Gev.  (660)

~ 13
Tr@ ~ 3.4 X 10 47_(2

Baseado na Eq. (6.60), podemos estimar a ordem de grandeza da temperatura de re-
aquecimento. Considerando Ny = 50 e 6. = 0 (Starobinsky), temos (GORBUNOV;
TOKAREVA, 2013)

T 10101 — 6¢| GeV se ¢ #1/6
re 108 GeV se ¢ =1/6 ’

onde adotamos as ~ 1072, Apesar de T, depender do valor de &1 a expressdo acima
fornece uma estimativa minima para T},. De fato, mesmo o campo de Higgs possuindo
um acoplamento conforme com a gravitagdo, isto é, { = 1/6, o canal de decaimento do
inflaton em dois gluons fornece uma Ty, ~ 108 GeV.

A construgdo anterior permite estabelecer uma temperatura minima Tr(em " de
forma relativamente independente dos detalhes da fase de reaquecimento. De fato,
mesmo considerando hipéteses minimas para o reaquecimento e um acoplamento con-
forme do Higgs com a gravitagdo, temos que

NG

8
TiMiN) 3.4 % 1013 (%) Oc exlp (39NY) | oy
T | exp (76(5CN1<> -1
5 85.N.) |
~ 3.8 x 101 cexp (50:Nk) GeV. (6.61)

exp (%65,;Nk> -1

Uma vez caraterizada a fase do reaquecimento, vejamos como as expressoes de
Ny, e Ty, obtidas ao final da Sec. 6.3.3, fornecem restri¢des para o namero de e-folds Nj.

Considerando a escala de interesse k = 0.002 Mpc~!, Ty = 2.73 K, g, = 106.75
and go = 3.94, podemos reescrever a Eq. (6.53) como'”

4
Npe = 17— 3w, [64.36 — Ni +1In ()]
) 85:N
% 87— N+ in | S (5% Ne) (6.62)
1 — 3w, 2 exp (%&Nk) -1

160 debate sobre o intervalo de valores permitidos para & é complexo e estd diretamente relacionado
a estabilidade do campo de Higgs a altas energias. Essa andlise depende de diversos fatores tais como o
valor da massa do quark top e o running coupling de § em um background de Friedmann (HERRANEN
etal., 2015, MARKKANEN et al., 2018).

17Recuperando as unidades temos log( k ) = ln( ket ) = —65.079.

agTy agTokp
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O limite superior para Nj é obtido levando em conta que por consisténcia fisica Ny, >
0. Assim, devido a Eq. (6.42), temos

N, 1ln Scexp (§5cNk)
2 exp (13—6&Nk> -1

< 61.87. (6.63)

A tabela 6.1 mostra os limites superiores de Nj para diferentes valores de «y.

Tabela 6.1: Valores maximos para Nj considerando diferentes valores de . Observe
que a existéncia de um periodo minimo de slow-roll consistente com as aproximagdes
feitas na Sec. 6.3.2 exige que &y < 1073,

X ‘ Oc ‘ Nk ‘

0 0 58.99
107> ] 1.85x 1077 [ 58.99
107* | 58x10°° | 58.92

5x107* | 1.3x10°* | 58.69
107 [1.83x10%[5845

Ja o limite inferior para o niimero de e-folds Nj é obtido levando em conta que
Tye > T™Y Assim, utilizando as Eqs. (6.54), (6.58), (6.61) e (6.62), temos

exp (%&Nk) —1

exp | — =R > 1077, 6.64
5 exp (%&Nk) p [ 1—3w, ‘|~ (6.64)
onde

} h) 85N,

Nye = 61.87 — Nj + éln ceXp (30:Ni) (6.65)

exp (13—6(5,;Nk> -1

Pela expressdo (6.65), vemos que conforme N; diminui, N;, aumenta e consequente-
mente a exponencial que contém N, reduz o valor do Lh.s. da expressdo (6.64). A
velocidade de decaimento desta exponencial depende do coeficiente

3(1+w,)

3
< 13w,

< 0,

onde os limites inferior e superior foram estabelecidos a partir da Eq. (6.42). Assim,
para que o vinculo inferior em Nj seja robusto, istp €, relativamente independente
dos detalhes do reaquecimento, devemos adotar w, — 0 em (6.64).18 Nesse caso, a
expressao (6.64) é reescrita como

16
exp =20 Nk -1 s
( - CS ) exp ¢ —3 |61.87 — Ny + 1ln dc exp (30cNk)
dc exp (gécNk)

27 \exp (13—65,;Nk> 1 2107

Y

(6.66)
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Tabela 6.2: Valores minimos para Nj considerando diferentes valores de a9. Como no

caso anterior, ag estd limitado por ag < 1073.
L% | % [ Ne |

0 0 53.32

107> ]1.85x10 7 [ 53.31

10* | 58x10° [5323

5x107* | 1.3x107 | 52.91

107 [1.83x10%[5257

A tabela 6.2 mostra limites inferiores de Nj para diferentes valores de «.

Vemos das tabelas 6.1 e 6.2 que para ag < 1072 a variacao de Nj é de no maximo
0.75. Portanto, baseado nestas tabelas e considerando a variagdo méxima permitida
para Nj, adotaremos o seguinte intervalo para o ndmero de e-folds:

52 < Nj < 59. (6.67)

Apesar de ndo ser um intervalo muito restritivo, ele foi obtido a partir de considera-
¢Oes bastante gerais. Nesse sentido, o resultado acima é bastante robusto e pouco de-
pendente dos detalhes das eras de reaquecimento, radiacdo e matéria que caracterizam
o universo pés-inflaciondrio. Esse intervalo de Ny serd usado nas préximas secdes.

A modelagem anterior foi desenvolvida utilizando a temperatura de equilibrio
térmico. No entanto, em alguns modelos inflaciondrios, a temperatura de reaqueci-
mento T, € estabelecida muito depois do equilibrio entre as taxas de decaimento T’
e de expansdao H (ALLAHVERDI et al., 2010; ALLAHVERDI; MAZUMDAR, 2006;
ALLAHVERDI; MAZUMDAR, 2005). Nesse caso, ainda podemos obter um resultado
idéntico a Eq. (6.67), mas usando uma abordagem diferente. Podemos tratar o pro-
blema ndo através de uma temperatura de reaquecimento T},, dada na Eq. (6.59), mas
através de uma densidade de energia quase térmica e de uma taxa de decaimento de
um universo em uma fase quase térmica. Neste caso, a relagdo 5 = 3M1231r§> é pre-
servada e, a semelhanga do que foi desenvolvido anteriormente, podemos estabelecer
uma densidade de energia quase térmica minima

bcexp (§6:Ny)
exp <13—65CN;{> -1

(min) ~1 048

4
Eqt GeV?,

com a qual estabelecemos o resultado robusto para o limite inferior do ntimero de e-
folds Nj e, consequentemente, a restricao Eq. (6.67).

6.4.2 Vinculos obtidos a partir das anisotropias da RCF

Uma das principais motiva¢des para o paradigma inflaciondrio é a geragdo
de flutuagdes iniciais causalmente ligadas que fornecem as condigdes iniciais para o

18Observe que quando w, — 0, o processo de termalizagdo ocorre de forma mais lenta possivel.
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processo de formacgdo de estrutura. Essas flutua¢des surgem a partir da quantizagdo
das perturbag¢des de métrica e do(s) campo(s) inflaton(s) (MUKHANOV et al., 1992;
MUKHANOYV, 2005). Para detalhes, veja Secs. 5.3 e 5.4.

Na imensa maioria dos casos, as perturbagdes relevantes produzidas pelos mo-
delos inflaciondrios sdo perturbacdes do tipo escalar e tensorial. As pertubagdes esca-
lares sdo as responsaveis por gerar as inomogeneidades primordias, enquanto que as
perturbacdes tensoriais (ondas gravitacionais) carregam informacgdes diretamente do
periodo inflaciondrio. Nos modelos mais simples envolvendo apenas um campo esca-
lar candnico acoplado minimamente com a relatividade geral'?, as perturbagées escala-
res e tensoriais sdo caracterizadas dominantemente por quatro pardmetros: amplitudes
escalar e tensorial A; e Ay, respectivamente; e indices espectrais escalar e tensorial, 75 e
n; respectivamente. Desses quatro parametros apenas trés sdo independentes, pois ;
pode ser escrito como combinagdo de A; e A;.

Do ponto de vista das observagdes atuais, as anisotropias na RCF medem as
quantidades escalares e estabelecem um vinculo superior para as quantidades tensori-
ais (AKRAMI et al., 2018; ADE et al., 2021). Nesse contexto, é conveniente descrever o
vinculo superior a partir da razdo tensorial-escalar r = A;/ As. Veja Sec. 5.5.

Em ordem dominante de slow-roll, temos (LONGDEN, 2017; BAUMANN, 2018)
ns=1+1n—2€ e r = 16¢, (6.68)

onde € e 77 530 os parametros de slow-roll.?Y Para o presente modelo, € e 77 sdo dados

nas Egs. (6.35) e (6.36), e portanto dependem do ntiimero de e-folds Ny e do parametro
Ny ~ 355

A figura 6.3 mostra o espaco de parametros ns X rggp2 contendo os vinculos
observacionais (azul) obtidos na Ref. (ADE et al., 2021) e a evolugao teérica do modelo
(verde claro) obtido a partir da Eq. (6.68). A andlise é feita considerando o intervalo
(6.67) para o numero de e-folds.

Os pontos pretos na figura 6.3 representam a solugado de Starobisnky onde ap =
0. Conforme ap aumenta a regido prevista pelo modelo (verde claro) se desloca para
a esquerda e levemente para baixo. O limite de 95% C.L. é representado pela curva
que une os pontos cinza. Essa fronteria estabelece valores maximos permitidos para
& sendo o maior deles 8.7 x 107°. Assim, podemos considerar que as observacdes da
CMB limitam superiormente o valor de ap em 10—*. Resultados similares foram obtidos
nas refs. (HUANG, 2014; CHEONG et al., 2020) considerando o termo R3 como uma
pequena correcdo a inflagcdo de Starobisnky.

6.4.3 Condi¢oes iniciais

Como mostrado na Sec. 6.2, a existéncia de um ponto de maximo no potencial
limita as condiges iniciais que levam a inflacdo. Assim, o objetivo desta se¢do é deter-
minar o qudo severa é essa limitacao.

Pelo estudo do espacgo de fase, exemplificado na figura 2, vemos que qualquer
conjunto de condigdes iniciais (xjni, Xini) que alcanga a linha atratora a direita do ponto

19Esse é exatamente o presente caso quando descrito no frame de Einstein.
20 A amplitude escalar A; é dada pela Eq. (6.57).
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Figura 6.3: Os contornos em azul correspondem aos vinculos em 68% e 95% C.L. do
plano n; X rg o2 dados pelo Planck mais BICEP3/Keck mais BAO (ADE et al., 2021).
Os circulos pretos representam o modelo de Starobinsky (g = 0) para Ny = 52 (me-
nor) e Ny = 59 (maior). Na medida em que ap aumenta, as curvas se movem para a
esquerda e levemente para baixo (regido verde clara), diminuindo os valores para a
razao tensorial-escalar e do indice espectral escalar. Os circulos em cinza representam
os limites superiores para &g associados a 95% C.L.. Nesse caso, Ny = 52 corresponde
aay = 41x10°er = 41x107% e Ny = 59 corresponde a ¢y = 87 x 107> e
r=27x1073.

critico (xc,0) conduz a um regime de expansdo acelerada que nunca termina. Além
disso, pela mesma figura vemos que a dinamica futura de x depende essencialmente
da condigdo inicial xj,;. De fato, os campos de dire¢do préximos da vertical na figura
2 implicam que o valor de x;,; influencia pouco na dindmica subsequente do campo
X- Baseado nessa observacgdo, podemos assumir (aproximadamente) que apenas uma
condicao inicial x;,; < Xxc conduz a uma inflacio fisica (inflacdo com uma saida ele-
gante).

A limitacdo em Y;,; leva a uma limitagdo no escalar de curvatura R;,;. De fato,
pela Eq. (6.4), podemos escrever

R(x)=¢* <_1 V1 dag (e = 1)) M3, (6.69)

20(0

e assim Y = X, resulta em um valor maximo do escalar de curvatura Rmax = R (Xc)
ainda consistente com uma inflagdo fisica. Portanto, qualquer que seja o modelo cos-
molégico pré-inflaciondrio ele deve fornecer como condicdo inicial R;;; < Rmax-

Vejamos a seguir como Rpmax dependede de ag e Nj. Substituindo as Eqgs. (6.17)
e (6.58) em Eq. (6.69), obtemos

2

8 /uap
B eXp 3 ?Nk
Rumax (%0, N) =~ 1.5 x 10> ag ( ) 5
exp 13—6 %Nk> -1 Xo

—14+V1+1200 +4/3a0 \ . »
M3,



118

Conforme ag diminui Rpmax aumenta e no limite ag — 0 (Starobinsky) obtemos Rmax —
co. Na tabela 6.3, mostramos Rmax para diferentes valores de xy considerando Ny = 52
e Nk = 59:

Tabela 6.3: Valores de Rmax variando ag para Ny = 52 e N = 59. Devido aos resultados
da Sec. 6.4.2, consideramos &y < 10~%. Observe que para ag ~ 1078, a quantidade
Rmax alcanca a escala de Planck.

’ X0 ‘ RISr%ax (Ml%l) ‘ R?r?ax (Mlz?l) ‘

0 00 0
10-18 1.01 0.79
10° | 3x1077 2 x 1077
107% | 8x1078 6x 1078

A andlise probabilistica que determina se um R;,; genérico produz uma in-
flacdo fisica ndo é trivial. De fato, essa andlise depende da distribui¢do de probabili-
dade do escalar de curvatura em modelos pré-inflacionarios. Contudo, se for suposto
uma distribui¢do uniforme para R;,;, os resultados da tabela 3 indicam severas limi-
tagdes para as condic¢des iniciais permitidas. Por exemplo, para &y ~ 107>, devemos
ter Rj,i < 10’7M123Z, o que corresponde a uma probabilidade de 107° % de um R;,,; ge-
nérico levar a um regime inflaciondrio fisico.?! Essa probabilidade aumenta conforme
a9 diminui, contudo para ag muito pequeno o termo R3 na acdo se torna desprezivel
e 0 modelo se comporta essencialmente como o modelo de Starobinsky. Observe que
esse tipo de limitagdo pode ser evitada se o modelo pré-inflacionario possuir algum
mecanismo dindmico que retarde o comeco da inflagéo tal que R;;,; seja sempre menor
que Rmax-

Além de um limite superior, a condigao inicial R;;,; possui também um limite in-
ferior relacionado a necessidade de um periodo inflacionério N suficientemente longo.
De fato, devido a restrigdo (6.67), o regime inflaciondrio deve satisfazer a condi¢do
N > N.Para entender as restri¢des impostas por essa condi¢do, vamos considerar a re-
gido da linha atratora onde ocorre a inflagdo fisica. Sabemos que o "comprimentototal
dessa regido é x. — xe, onde x. é dado por Eq. (6.50). Por outro lado, podemos sele-
cionar uma sub-regido na qual o nimero de e-folds é maior ou igual a um N fixo.

O comprimento desta sub-regido é dado por x. — xk. Assim, definimos uma fungdo
probabilidade

P (ag, Ny) = X2k, (6.70)
Xec — Xe
que mede (aproximadamente) o qudo provavel condi¢des iniciais arbitrdrias levam a
uma inflagdo com um ndmero de e-folds N maior ou igual a Ni. Note que nesta anélise
estamos excluindo todo o conjunto de condig¢des iniciais que levam yx a linha atratora a
direita do ponto critico (x.,0). Veja figura 6.2 para detalhes.

1Para esta estimativa, consideramos que R;,;/ M?%, possui igual probabilidade de assumir um valor
entre 0 e 1. O limite superior de 1 leva em conta o desconhecimento da teoria de gravitacdo na escala de
Planck.
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Substituindo Egs. (6.17), (6.34) e (6.50) em Eq. (6.70), obtemos

exp(SNk \/7)+1
exp(BNk \/?) -1

()

In

P (ap, Ni) ~ (6.71)

Na tabela 6.4, calculamos P («ag, Ni) para diferentes valores de &g considerando Nj =
52 e Nj = 59:

Tabela 6.4: Probabilidade P (xg, Ni) para diferentes valores de oy com Ny =52 e Ny =
59. Novamente consideramos ag < 1074,
’ o ‘ P(lXo,52) ‘ P(IX(),59) ‘

0 00 o0
1018 0.83 0.82
107> 0.37 0.35
102 0.22 0.19

Os resultados da tabela 6.4 mostram que a probabilidade de obtermos um pe-
riodo inflaciondrio com pelo menos N e-folds aumenta conforme wg diminui. Ainda
assim, para ag ~ 107> esta probabilidade nado chega a 40%.

Ainda com relagdo as condiges iniciais, um terceiro ponto a ser destacado diz
respeito ao regime inflaciondrio nas proximidades do ponto critico x.. Nessa vizi-
nhanga, as flutua¢des quanticas dominam o regime classico de slow-roll, e o universo
atinge um regime de inflacdo eterna (VILENKIN, 1983; LINDE, 1986).

De acordo com Ref. (CREMINELLI et al., 2008), as flutuagdes quanticas domi-
nam sempre que

X’
M3 L 5 <1, (6.72)

Em um regime em ordem dominante de slow-roll, podemos reescrever as condi¢des
acima como (LYTH, 2009)

9 V3

s (6.73)
8m2 M2, V"2

Substituindo Egs. (6.24), (6.25) e (6.58) em Eq. (6.73), obtemos
S| o [
‘5 S0 ‘<Q 2 (6.74)

exp N
Q = ,/24A0002 _6( )

\ka>—1

onde

exp
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Analisando a condic¢do (6.74), concluimos que o regime de inflagdo eterna é atingido
sempre que 6 = ¢ X estd no interior do intervalo

6@ <5< s, (6.75)
onde
1 _ 2 %o
sV = (Q+\/Q +1),/3,
5@ = <—Q+\/Q2+1>,/?.

Considerando o intervalo 52 < Nj < 59 e oy < 104, uma andlise numérica mostra que
os valores de 5(1) e 6(2) dependem apenas dos valores de ag. Na tabela 6.5, calculamos
6() e 5(2) para diferentes valores de ay.

Tabela 6.5: Calculo de 6(1) e 6(2) para diferentes valores de g considerando Nj = 52 e
(53 = Ky / 3.

I T O
10718 [58x10°10] 2x10°13 1.7 x10°°

107° | 1.8 x107° | 1.7992 x 10~° | 1.8008 x 103
107% | 5.8 x 1073 | 5.7992 x 10~> | 5.8008 x 10>

Os resultados na tabela 6.5 mostram que para valores relevantes «( (tipicamente
ao > 107°), a inflacdo eterna ocorre apenas se x, quando ao atingir a linha atratora, for
muito préximo de x..

As discussoes realizadas anteriormente nos permite concluir que a presenca de
um termo R® como corregdo ao modelo de Starobinsky altera qualitativamente as ca-
racteristicas iniciais da inflagdo. Se sem o termo R® (quase) qualquer condigao inicial
leva a um regime inflaciondrio, com ele, algum tipo de ajuste fino é necessario. A pre-
cisdo desse ajuste fino é altamente incerta e depende da estrutura probabilistica do
modelo pré-inflaciondrio. Mesmo assim, a idéia atraente de inflacdo cadtica (LINDE,
1986, MUKHANOV, 2005) se perde com a inclusdo do termo R3, independentemente
do valor de «y.

Outro cendrio possivel que deve ser levado em consideragdo é aquele em que o
campo inflaton fornece diferentes condi¢des iniciais para diferentes regides do espaco.
Nesse cendrio, a existéncia de um intervalo no espaco de fase (por menor que seja) que
produza um regime de inflagdo eterna torna-se bastante relevante. Isso ocorre porque
nesse regime é gerado um volume arbitrariamente grande. Assim, diferentes regides
do espago produzem diferentes "universos'causalmente desconectados, alcancando a
ideia de multiverso (LYTH, 2009). Nesse contexto, é razodvel supor que vivemos em
um desses "universos", embora a probabilidade de termos condi¢des iniciais que levem
a inflacdo eterna seja extremamente baixa. Portanto, em tal cendrio, a inclusdo do termo
R3 no modelo de Starobisnky ndo gera a necessidade de um ajuste fino para que ocorra
a inflagdo fisica.
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No préximo capitulo, investigaremos como se déa a inflagdo devido a extensdo
a Starobinsky, em que além do termo ctbico R3, introduzimos o termo de derivadas
ROR, caracterizando a acdo gravitacional proposta em (1.1).

6.5 Comentarios finais

Nesta se¢do, abordamos a extensdo ao modelo de Starobinsky caracterizada
pela adicao do termo de ordem superior R> na acdo, Eq. (6.1).

Nos desenvolvemos um estudo completo no contexto do background cosmo-
l6gico. Analisamos o potencial e o espaco de fase do presente modelo de modo que
observamos a existéncia de trés regides com dindmicas diferentes para o campo esca-
lar x. Tal analise permitiu verificar qualitativamente que a introducio do termo R> na
acdo de Starobinsky restringe as condi¢des iniciais que levam o sistema a uma inflagdo
fisica. Descrevemos a dindmica do campo escalar em cada uma das trés regides, a sa-
ber, a regido assintética para V (x) — 0, quando x > 1, a regido de platd, onde ocorre
o regime inflaciondrio de slow-roll, e a regido onde o ocorre a fase de reaquecimento.
Enquanto a dindmica ao longo do platd nos permitiu construir as quantidades com as
quais pudemos comparar o modelo com as observagdes, a fase de reaquecimento jun-
tamente com a hipétese minima dos acoplamentos usuais entre os campos de matéria
padrdo e a gravidade nos permitiu obter uma restri¢do para o namero de e-folds da in-
flagdo. Assim, n6s confrontamos devidamente o modelo com os dados observacionais
do Planck, BICEP3/Keck e BAO. Vimos que a medida que o parametro ap aumenta, a
regido no plano ns X r prevista pelo modelo se desloca para a esquerda e ligeiramente
para baixo. Além disso, podemos considerar que as observacdes das anisotropias da
RCF limitam o valor de ag a 1074

Vale a pena comentar qualitativamente o papel que um termo R" de ordem su-
perior com n > 3 desempenha nos modelos Starobinsky+R". Assumindo que o termo
R de ordem superior é uma pequena corre¢do a Starobinsky, o autor da Ref. (HUANG,
2014) verifica que seu potencial associado é semelhante ao do modelo discutido neste
capitulo. Nesse caso, podemos dizer que em um contexto cldssico a existéncia de um
ponto critico maximo com x. > 0 no potencial pode levar a um problema de ajuste
fino nas condigdes iniciais. Por outro lado, a contribuigdo de tais termos R" de ordem
superior torna-se desprezivel para valores crescentes de n como mostrado nas Refs.
(HUANG, 2014; FERRARA et al., 2013).

No6s concluimos com a discussdo sobre a limitagdo que a inclusdo de um termo
R3 impoe as condigdes iniciais: enquanto no modelo de Starobinsky, praticamente quais-
quer condicOes iniciais levam o sistema a um regime inflaciondrio, a inclusdo de um tal
termo acarreta a necessidade de algum tipo de ajuste fino. Isso restringe as condicdes
iniciais capazes de levar o sistema a uma inflagao fisica, e o conceito de inflacdo cao-
tica se perde para um valor ndo desprezivel de ay. Por outro lado, discutimos que um
regime de inflacdo eterna no contexto de multiverso gera regides arbitrariamente gran-
des. Assim, na hipétese de que o campo inflaton assume diferentes valores iniciais em
diferentes pontos do espago, tais regides arbitrariamente grandes acabam dominando
mesmo que a probabilidade da ocorréncia de uma regido desse tipo seja infima. Nesse
caso, a inclusdo do termo R® no modelo de Starobinsky nao requer um ajuste fino das
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condig¢des iniciais para a ocorréncia de uma inflagao fisica.



CAPITULO [

A INFLACAO DE STAROBINSKY+R? + RCIR

Neste capitulo, exploraremos a natureza da extensdo ao modelo de Starobinsky
devido a inclusdo de todos os termos até a segunda ordem de corre¢do envolvendo
apenas a curvatura escalar R. Os principais resultados deste capitulo encontram-se em
nosso paper (SILVA; MEDEIROS, 2022).

Relembrando a agdo gravitacional (1.1) proposta em Sec. 1, escrevemos

S_M_%z/dzix\/_— R+LR2+ﬂR3_@RDR (7.1)
~ g 2K 3x3 2K3 . .

7.1 Equacoes de campo

O primeiro passo nesse estudo é reescrever a agdo (1.1) no frame de Einstein.
Nesse sentido, escrevemos

. M2 _ _ - o
5= [ otz [R-3 (J9vx - Bexvpomsvion)], 2
com

W A S B L. Y
Vix,A) = 3¢ A(e 1 2/\ 3}\), (7.3)
o potencial associado ao modelo. Veja apéndice F para detalhes da conta. Note de
Eq. (7.2) que no frame de Einstein, 0 modelo é caracterizado pelo termo usual de
Einstein-Hilbert, dois termos cinéticos, sendo apenas um deles canodnico, e pelo po-
tencial V (x, A). As quantidades com barra sdo definidas a partir da métrica conforme
Suv = eXgyy e os campos adimensionais x e A sdo definidos como

R
A:—ey:exz1+A+a0A2—@m. (7.4)
Ko Ko
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Adendo Para recuperarmos a notac¢do usual e as dimensdes dos campos esca-
lares e o potencial devemos tomar

2 ¢ ¥ 7 3ME,
- A=42 1% V(x,A). 7.
Desta forma, podemos reescrever a agao (6.2) como

‘Boe*\/gMipl

5= / d*x\/—% PlR —vaPcer VoV -V (g,p) | . (7.6)

Partindo da agdo (7.2), obtemos trés equagdes de campo: uma para g,y e outras
duas para cada um dos campos escalares x e A. Tomando a variagdo com relacdo a
métrica g, encontramos

5 1 1T —(eff)
R;u Zg;u/ MZ Tyv ’ (7.7)

onde definimos um tensor energia-momento efetivo como

1 —(eff

—eff) 3 (& & 1. o, =
M_%IT;W =5 <vy7(vv?( - Egyvvp?(vp?() +
PO (9, AT A — 2 g TPAS > A

Ja a variagdo com relagdo aos campos x e A resultam em

Oy — @e*XVPAWA — V=0, (7.9)
Boe X (VPxV,A —0OA) =3V, =0. (7.10)

onde V), = 9,V e V) = 0,V representam derivadas com relagdo aos campos x e A,
respectivamente.

7.2 Inflacdo no background de Friedmann

Nesta secdo, escreveremos as equagdes de movimento do modelo no background
cosmolégico de FLRW.

Obter as equagdes de campo no background de Friedmann é escrever as equa-
¢Oes de campo (7.7), (7.9) e (7.10) para a métrica (6.11). Da equagdo de campo para a
métrica, obtemos duas independentes, a saber, as equagdes de Friedmann

H? = % (%XZ Pogri2 4 V(X,A)) , (7.11)
3 -2

H=-° ~Boe XA2 7.12
4X +41306 A ’ ( )
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onde H = i/a. Além dessas equagdes, temos também as equagdes para os campos x e
A. Uma vez que, para um campo escalar ®,

O0® =V,V'® = -3H® - P,
para a equagdo de x dada em (6.9), temos
X +3Hy — %ew + Vy = 0. (7.13)

Por sua vez, para a equacdo de A dada em (7.10), temos

Boe X [A— (x —3H)A] =3V, =0. (7.14)

7.3 Espaco de fase

Nesta secdo, analisaremos o espago de fase do modelo em questao. Para tanto, se
torna conveniente reescrever as equagdes de campo de forma adimensional: definimos
a derivada temporal adimensional

1
Ar=—A
Ko

o parametro de Hubble adimensional h

1

h=—H
VKo

e o potencial adimensional V como

VxA) = KlOV(x,A)-

Com isso, é possivel reescrever as equagdes da dinamica cosmolégica (7.11), (7.12),
(7.13) e (7.14) da seguinte maneira:

W2 = % (%x% Po e XN+ V (X,/\)) ) (7.15)
hy = i 2 4 ﬁoe—XAZ, (7.16)
e
Xit 4 3hx: — ﬁoe NP+ V=0, (7.17)
Boe X [Ay — (;a —3h) A] — 3V = 0. (7.18)

Ja é de nosso conhecimento tanto a dindmica inflaciondria do modelo Starobinsky+
R3, abordado em Sec. 6, bem como a dinAmica inflacionaria do modelo Starobinsky+RLUIR,
explorada em Ref. (CUZINATTO et al., 2019) via uma abordagem escalar-vetorial. Um
primeiro passo no intuito de compreendermos a dindmica do nosso caso atual, se da
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através do estudo de seu espago de fase, tendo como referéncia os casos particulares
conhecidos mencionados anteriormente. Nessa primeira parte, investigaremos acerca
da existéncia de um regime inflaciondrio atrator, em alguma regido do espaco de fase.

Uma vez que as equagdes adimensionais que regem a dindmica dos campos x
e A sdo escritas como em (7.17) e (7.18), isto é, duas equagdes diferenciais autonomas
de segunda ordem com o tempo, podemos reescrevé-las como um sistema de quatro
equagdes diferenciais de primeira ordem. Fazendo x; = ¢ e Ay = ¢, temos

xt =1, (7.19)
Py = —3hyp + %e"&pz -V (7.20)
At = ¢, (7.21)
Bopr = Bo (p — 3h) ¢ + 3eXV), (7.22)

onde

=3 (3= B 7).

A partir desse ponto, estudaremos o comportamento aproximado das solugdes do sis-
tema acima nos pontos criticos. Os pontos criticos sdo pontos de equilibrio do sistema
e é de nosso interesse investigar sua estabilidade, que est4 diretamente relacionada as
condigdes necessdrias para a ocorréncia de um regime inflaciondrio fisico.! A anélise
do sistema anterior nos permite concluir que existem dois pontos criticos:

Py = (X0, Ao, %o, $o) = (0,0,0,0) (7.23)

Pe = (XesAer Ve, ) = <ln (4 + \/0% \/an 0, o) (7.24)

Detalhes sobre esses pontos criticos e suas estabilidades encontram-se no apéndice ??.

O estudo sobre a estabilidade desses pontos criticos é feito através da lineariza-
¢do do sistema autdonomo 4-dimensional (x, A, ¥, ¢). Linearizando o sistema (7.20) em
torno de Py, verificamos que os expoentes de Lyapunov rg, associados a estabilidade
do ponto critico, satisfazem a equacgdo caracteristica de quarta ordem

1
Borg + 15+ 5 =0, (7.25)
cuja a solugdo é
4Bo
—1£4/1-3%°
ro = + > .
2po

Um ponto de centro ou espiral ocorre quando obtemos raizes imagindrias puras. Olhando
para a expressdo acima, vemos que isto ocorre sempre que a condigdo

3

!Lembremos que por um regime inflacionario fisico entende-se um regime que possua um ntimero
suficiente de e-folds que resolva os problemas de planura, horizonte e geragdo de perturbacées, e que
possua uma saida elegante.
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é satisfeita. Qualquer valor de B¢ fora deste intervalo contém ao menos um expoente
de Lyapunov com parte real positiva. Ou seja, fora do intervalo (7.26) o ponto P, € ins-
tavel.” Uma analise numérica do sistema (7.20) mostra que dentro do intervalo (7.26)
o ponto Py é um ponto espiral atrator e portanto estdvel ver figura 7.1. Esse comporta-
mento é essencial para a existéncia de uma saida elegante. De fato, a dinamica espiral
em torno de Py constitui o periodo de oscilagdes coerentes consistente com as fases ini-
ciais do reaquecimento. Vale observar ainda que a Eq. (7.25) é independente de «y, e
portanto o termo R® ndo desempenha qualquer papel no término do periodo inflacio-
nario.

Por sua vez, linearizando o sistema (7.20) em torno de P. verificamos que os
expoentes de Lyapunov r. satisfazem a equagéo caracteristica de quarta ordem

Bo {rc (re — G) — ng} re (re — G) +

+§G2 {(\/3040 + 6{xo) re (re — G) + % B0 — ;f (\/3040 + 6&0) GZ} —0, (727)

onde
-3

2v/4/Bag +3

Um estudo numérico desta equagdo caracteristica, considerando ayg > 0 e o > 0,
mostra que pelo menos duas das quatro raizes de Eq. (7.27) sdo reais e possuem sinais
opostos. Isso mostra que P. é um ponto de sela e portanto instdvel. Essa conclusdao
também permanece vdlida para fp = 0 e g > 0, sendo que neste caso temos apenas

duas raizes®.

G =

Para entender melhor a dindmica dos campos x e A vamos estudar numerica-
mente o espaco de fase 4-dimensional. Neste estudo, analisaremos dois cortes bidimen-
sionais deste espago dados por x; X x e A; X A. Para isso manipulamos as Egs. (7.17) e
(7.18), escrevendo-as como

e —3hxi+ e A2 -V,

W Xt
d)\t 3eX _
- (xt —3h) + MVA,

onde / é dado por Eq. (7.15).

A andlise numérica da equacdo dx;/dx é mais facilmente realizada se escreve-
mos A = A (x, xt, At, A, %o, Bo). Para isso é necessdrio trabalhar com as Egs. (7.18) e
(7.15). Resolvendo a equacdo de segundo grau para A na Eq. (7.18), obtemos

_ -1+ V1 —4ag {1 —eX + BoeX [Ay — (xr — 3h) A4]}

A
2060

onde escolhemos o sinal positivo para garantir o bom limite de Starobinsky. Em princi-
pio, podemos substituir Eq. (7.15) na expressdo anterior, obter uma equacéo algébrica

2Um resultado idéntico foi obtido na Ref. (CUZINATTO et al., 2019).
3Em Sec. 6.2, mostramos que o potencial V do modelo real ¢ bem comportado, independente do valor
de x, para um &g > 0. Dessa forma, assumiremos aqui um parametro « restrito nesse intervalo.
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de terceiro grau para A e resolvé-la para obter A = A (), xt, At, Awt, &, Bo). Contudo,
veremos na Sec. 7.6 que os valores de interesse para ag e By sdo tais que ag < 1073
e Po < 3 X 10~2.% Neste caso, é licito considerar apenas corregdes linearizadas de «g
e desprezar termos do tipo agfp. Realizando estas aproximagdes, obtemos as formas
funcionais

dxe —3hx; + %e‘x/\% — %e‘zx)_t {4 —eX+ A —2BoeX Ay — (xr —3h) Ae] }

F =+~~~ ’
AT dx Xt
(7.28)
. d)\t o 1 —X 2
onde

3+ (37 + (12 98) [30F — oo A2 — (e — k) + 4

h~h=
12 4 9,3%/\%
(7.30)
AR )_\ = (eX — 1) [1 — X (EX — 1)] — [SoeX [/\tf — (Xf — 3]’1) At] ’ (731)
com )
A=(1- e_’f)2 {1 — 3% (eX — 1)} :

Nas figuras 7.1 e 7.2, mostramos campos de diregdo associados as Egs. (7.28) e

(7.29).

O primeiro ponto (e mais relevante) que se percebe da figura 7.1 é que existe
uma linha atratora préximo de x; ~ 0. A existéncia desta regido é consistente com
qualquer valor de &y < 1072 e By < 3 x 1072 e para qualquer intervalo de A¢ e Ay
que produza resultados reais na regido de interesse x € [0,8].> Ao mesmo tempo que
o campo yx tende a linha atratora (); ~ 0), a figura 7.2 indica que A tende a um valor
finito e Ay — 0. Este valor finito de A depende essencialmente do valor de x com
variagdes em menor escala devido a mudancas do parametro &. Os outros parametros
tixos x: e Bo na figura 7.2 alteram como A se aproxima do ponto de aciimulo, mas néo
alteram o seu valor em si. Veremos na Sec. 7.4 que esta regido atratora no espaco de
fase 4-dimensional, onde (x, A, xt,At) =~ (x,A (x),0,0), corresponde a um regime de
expansdo inflaciondria do tipo slow-roll.

Uma vez alcangada a regido atratora, devemos nos perguntar se a inflagado se
denserola a contento, isto é, se ela gera um ntmero suficiente de e-folds e se ela ter-
mina em uma fase de reaquecimento. A resposta a essa pergunta depende essencial-
mente da posicdo em que o campo y atinge a linha atratora na figura 7.1. Se o campo x
estd localizado a esquerda do ponto critico P, (pontos pretos nos graficos da figura 7.1)
a inflacao se desenrola normalmente e termina em uma fase de oscilagdes coerentes as-
sociada ao comego do reaquecimento. Por outro lado, se x se encontra a direita de P. o
valor de x aumenta de forma indefinida e a inflagdo nunca termina (veja discussdo em
Sec. 6.2). Assim, um regime inflaciondrio fisico, consistente com uma saida elegante,

4Veja Sec. 6.4.2 bem como Ref. (CUZINATTO et al., 2019).
SEstes intervalos estdo tipicamente entre —10 e 10.
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Figura 7.1: Gréficos x: x x considerando cortes no espago de fase (x, A, xt, A¢) fi-
xando Ay = Ay = 0 e Bp = 0.001 com (A, ap) = (173,0.0001) (grafico da esquerda)
e (A, ag) = (94,0.00034) (grafico da direita). Os pontos em vermelho e preto cor-
respondem aos pontos criticos Py e P, respectivamente. Para «yp = 0.0001 temos
P. = (5.18,173,0,0) e para &g = 0.00034 temos P, = (4.58,94,0,0). As trajetorias ver-
melhas (cianas) representam trajetérias que ao alcancaram a linha atratora préxima de
X = 0 se aproximam (afastam) da origem. Detalhes sobre a interpretacdo dos graficos
sdo apresentadas no corpo do texto.

ocorre apenas se Y < Xc = &y < 3 (eX — 4720 que para x suficientemente grande
corresponde a ag < 3¢ X,

Na proxima secdo veremos como descrever a dinamica dos campos x e A du-
rante a fase inflacionaria de slow-roll.

7.4 Inflacio em ordem dominante de slow-roll

O objetivo desta segdo é descrever a dinamica dos campos x, A e de suas de-
rivadas durante o regime inflaciondrio considerando a aproximacdo de slow-roll. Na
regido associada a uma inflagdo fisica, o pardmetro x é uma fun¢do monotonica decres-
cente com o tempo, assim podemos parametrizar as varias quantidades em termos de
X. Para o caso de Starobinsky, sabemos que em ordem dominante de slow-roll x; ~ ¢
e xu ~ 6%, onde 6 é o fator de slow-roll § = e X. J4 para o modelo de Stalrobinsky—H{3
(isto é, Bo = 0 e ay # 0), temos

Xt~ ((5 — %5*1) : (7.32)

Observe que, como ag < 362, 0 segundo termo da expressdo acima é de mesma ordem
ou menor que é. Relembre a descrigdo em Sec. 7.4.

A discussdo anterior nos permite associar o fator 6 como um parametro que
controla a ordem de aproximagdo de slow-roll, isto é, uma quantidade f ~ 4" sera
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Figura 7.2: Graficos A+ X A considerando cortes no espaco de fase (x, xt, A,A¢) fixando
xt = 0e Bp = 0.001 com (x,ag) = (5.18,0.0001) e (grafico da esquerda) e (x,ag) =
(4.58,0.00034) (gréfico da direita). Os pontos em preto correspondem aos pontos critico
P. = (5.18,173,0,0) (grafico da esquerda) e P. = (4.58,94,0,0) (grafico da direita).
Detalhes sobre a interpretacdo dos graficos sdo apresentadas no corpo do texto.

uma quantidade de ordem 7n em slow-roll. Nesse caso, x; presente em Eq. (7.32) é de
primeira ordem em slow-roll, pois tanto § quanto a6~ ! séo de primeira ordem. Para
aplicar esse raciocinio no nosso modelo, é necessério estabelecer também qual é a or-
dem méaxima de slow-roll do pardmetro Bp. Uma andlise mais detalhada nas equagdes
de campo na regido atratora nos mostra que, para uma inflacdo de slow-roll, By < 6,
isto é, Bp € um parametro de (no maximo) primeira ordem em slow-roll (para detalhes,
veja Ref. (CUZINATTO et al., 2019)).

Uma vez conhecida as ordens (maximas) em slow-roll dos parametros «g e By,
podemos propor o seguinte ansatz para )x:

xi~ad+Bo Y by (/30(5*1>n +ags 1Y dy <,B05’1>n (7.33)
n=0 n=0

Esse ansatz possui as seguintes propriedades:

* Todos os termos sdo de primeira ordem em slow-roll, sendo essa a ordem domi-
nante de x;

* No limite de By — 0, recuperamos o resultado em Eq. (7.32);

¢ Derivando a Eq. (7.33) com relagdo a t, aumentamos a ordem em slow-roll, isto é,
Xtt € de segunda ordem, x4 é de terceira ordem, etc.

Seguindo um raciocinio andlogo, propomos o seguinte ansatz para A:

Aol 4 io 9 (505—1)" + o) 2 io in (,80(5_1>n. (7.34)
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Nesse caso, o primeiro termo é de ordem O (—1) em slow-roll e os outros ter-
mos, de ordem zero. O termo de ordem O (—1) é necessério pois sabemos que no caso
de Starobinsky, A = 61 — 1 (veja Eq. (7.18) com &y = By = 0). Semelhantemente a x:,
cada derivada de A com relagdo a t aumenta em um a ordem em slow-roll.

O préximo passo é substituir esses dois ansatz e suas derivadas nas Egs. (7.15),
(7.17) e (7.18), levando em conta apenas a ordem dominante em slow-roll. Nessa situ-
acao, obtemos

3hx; — %5/\ (1 — O\ — 26 — %ocoé/\z) ~ 0, (7.35)
3BohA; — [1 —5 (1 T+ zxo)@)] ~ 0, (7.36)
onde
1 1
2 N, — —_—
H oA (1 ZM) . (7.37)

Substituindo explicitamente as Egs. (7.33) e (7.34) nessas trés tltimas expressoes, obte-
mos ap6s um longo célculo

2\/§ 060 _2
v V2 5(1-%y 7.
X733 Beo 1) ( 3 ) ‘ (7.38)
1 3—2Bs" 2 3B00 "
PR e Y S R L 7.39
3 Boo-1 0 T3 g (7.39)
com

W2~ 11_2 (1 —26 — %ao(S_l) . (7.40)

Para detalhes, veja apéndice . Vale observar que as expressdes acima estdo bem defi-
nidas apenas para By 1 < 3. Note em Eq. (7.38), a existéncia de dois termos que, em
ordem dominante em slow-roll, sdo de primeira ordem. Em Eq. (7.39), temos o termo
de ordem O (—1) além das corregdes de ordem O (0). Por fim, h?, relacionado ao pa-
rametro de Hubble, é dado pelo termo dominante de ordem O (0) mais corre¢des de
primeira ordem (independentes de By).

7.4.1 Calculo dos parametros de slow-roll e nimero de e-folds

A caracterizagdo do regime inflaciondrio é feita através dos parametros de slow-

roll
_ H hy
1¢ 1 €t
=___ - =__ZF 7.42
He h e (742)
Substituindo Egs. (7.38) e (7.39) em Eq. (7.16), obtemos
52 xo .o 2
hh~—————— (1 ——6 .
' 3(3—505—1)< 3 )
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Assim, em ordem dominante de slow-roll, temos

452 UCO 2 2
N ———(1——=67°) . 7.43

€ (3—/5051)< 307) 7.43)
O préximo passo é calcular 7. Derivando € e utilizando este resultado em conjunto com
o proprio € em Eq. (7.42), obtemos

7~ _(3;—‘55_1)2 [3 (2 _ 50(5*1> + wpd 2 (2 - %5051)} : (7.44)
— PO

Observe que por construcdo apd 2 < 3 e Bod ! < 3.

Lembremos que para ter uma inflagdo robusta, isto ¢, com um bom ntmero
de e-folds, devemos ter ¢ < 1 e < 1. Assim, pelas Egs. (7.43) e (7.44), vemos que
isso ocorre para 6 < 1 (tipicamente x 2 4). Contudo, diferentemente do caso de Sta-
robinsky, temos também limites inferiores para J. De fato, o regime inflaciondrio de

slow-roll s6 ocorre se
Bo e
T~ e —. 7.45
o> 3 e o> 3 ( )

A primeira condi¢do ndo representa uma dificuldade real para a existencia da inflagao
de slow-roll, pois mesmo que em algum momento tenhamos § < By,° a dindmica do
espago de fase garante que x diminui monotonicamente de forma que em algum mo-
mento J se torna maior que B (ver figura 7.1). J4 a segunda condicdo representa uma
restri¢do real para a realizagdo de uma inflagdo fisica (veja discussdo em Sec. 7.3). Para
uma discussdo sobre as implica¢des dessa segunda restricdo e as condi¢des iniciais da
inflagdo, relembre Sec. 6.2.

Em seguida vamos calcular o niimero de e-folds N em ordem dominante de
slow-roll. Pela defini¢do de N, temos

[t 1 o (1—26— 3067 1) (3—Bos 1Y)
N = /t Hit ~ 1/5 7097 ds,

onde o indice e corresponde ao término da inflacdo. Para integrar essa expressdo é
conveniente realizar a seguinte mudanga de variavel:

) o
X = 7"1 onde J,, = 30. (7.46)

Nesse caso, obtemos

N L (x =200 = 26%6) (3= Podyl) d
T, /x 1—x2 x’

cuja solugao é

1 [30 + 12572,1 3+ 4[30 14+ x Tend
N 5 { 2xBo — 60, Inx + 5 In[(1—x)(1+x)]+ n 1 )

®Nesta situacdo, ndo temos garantia que exista um regime inflaciondrio.



133

Considerando apenas termos dominantes e levando em conta que x, < x, obtemos
finalmente

N~2 2 (1= (1+x)"""] onde 72 = L (7.47)
8 o 3DCO

Por construcdo, a inflagdo fisica ocorre no intervalo 0 < x < 1. De fato, quando
x — 1, temos 6 — J,, que corresponde aproximadamente a x — x. (veja Eq. (7.24)).
Contudo, a expressdo (7.47) apresenta uma restricdo extra devido justamente a pre-
senga do termo By. Para B3 > 3xp = v > 1, temos que quando x — 1, o valor de N
diverge para —oo, e isso é claramente algo néo fisico. O que ocorre é que paray > 1a
funcdo N apresenta um ponto de maximo dentro do intervalo 0 < x < 1. Derivando
N com relagdo ao tempo, temos

3x /3
N~ —| —
! 8 LKO|:

—(r-D(0+x)+(r+1)(1-x)
(1—x) (1+x) At

Assim, para y > 1, temos
1
Ni=0=—(7y—1) (1 4+ xmax) + (Y +1) (1 — Xmax) = 0 = Xmax = ; <1. (7.48)
Por outro lado, para valores de x tal que xmax < x < 1, obtemos
1 Bo
Bod —3'yx23:>(5§?

o que viola a primeira condi¢do da expressao (7.45).

Portanto, baseado na andlise anterior concluimos que as Eqgs. (7.43), (7.44) e
(7.47) referente as quantidades €, 7 e N sdo vdlidas nos seguintes intervalos:

'y§1:>x<1:>)(<ln( D%)

(7.49)
7>1:>x<xmaxz>x<ln(%>

Na préxima secdo vamos estudar o regime inflaciondrio do ponto de vista per-
turbativo.

7.5 Inflacao via cosmologia perturbativa

Nesta se¢do, investigamos a inflagdo no dmbito perturbativo do modelo (6.2).
Lembremos que suas equag¢des dindmicas no background sdo as de Friedmann, dadas
por Egs. (7.11) e (7.12), e as equagdes de movimento para os campos escalares x e A,
dadas por Egs. (7.13) e (7.14).

Antes de prosseguirmos com nossos desenvolvimentos, vale a pena comentar-
mos acerca das perturbacdes escalares. Além das perturbagdes dos dois campos esca-
lares auxiliares, as quais denotaremos por d e JA, temos as perturbacdes escalares da
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métrica. O elemento de linha na métrica FLRW perturbada’ é dado por
ds? = — (14 2A) dt* + 2a9;Bdx'dt + a® [(1 — 2¢p) ;j + 20,E + hy;] dx'dx/,  (7.50)

com A, B, ¢ e E sendo as perturbagdes escalares da métrica (MUKHANOV et al., 1992;
BASSETT et al., 2006b). Para obtermos as equacdes da dindmica perturbativa através de
uma perturbacdo diretamente na acgdo, precisamos escreveé-la até a segunda ordem nas
perturbacdes. Nesse sentido, devemos considerar termos de segunda ordem para as
perturbacdes envolvendo apenas perturbacdes dos campos escalares (e.g. 6x2), termos
envolvendo apenas perturbacdes escalares da métrica (e.g. A2) e termos cruzados, isto
é, um produto de termos de primeira ordem (e.g. Adx). Na secdo a seguir, seguindo por
um procedimento de perturbacdo diretamente na a¢do aos moldes do encontrado em
Ref. (BAUMANN, 2013), também tomando como referéncias (WANDS, 2008; BASSETT
et al., 2006b), e assumindo o gauge espacialmente plano®, obtemos e discutimos as
equagdes de movimento para as perturbagoes.

7.5.1 Equacgdes para as perturbacdes escalares
O primeiro passo no intuito de perturbarmos a acdo é definirmos as perturba-

¢Oes dos campos escalares. Para uma distribuigdo ndo homogénea de matéria, escreve-
mos

x(tx)=x()+ox(tx), (7.51)
A(t,x) =A(t)+0A(t,x). (7.52)

Por sua vez, a métrica em Eq. (7.50) é escrita como
g7 (t,x) = g7 (t) + 687 (t,x). (7.53)
Escrevendo Eq. (6.2) até a segunda ordem nas perturbag¢des e tomando suas va-

riagdes com relacdo a cada uma das perturbagdes, somos capazes de obter as seguintes
equagdes de movimento para as perturbacgdes Jx e A

1 o .
OF +3HOR — -V (0%) + %e—m (A6x — 26A) + Vidx + VipdA =

o1
XA+ - XV?B — 2V, A, (7.54)

pue {3+ GH =) 94 = L5V (00) — Ao+ (-3 + ) A= T ox |+

.. .1 .
—3 (Vyadx + VandA) = Boe X (AA +A-V?B )’(AA) +6V)A, (7.55)

"Note que comparando a métrica a seguir com a dada em Eq. (5.80), temos A = ¢, além da assinatura
distinta utilizada na revisdo bibliogréfica de Sec. 5.2.1.

8No gauge espacialmente plano, as perturbagdes ¢ = E = 0, de modo a matar a parte espacial da
métrica.
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bem como as equagdes de Einstein

2
H (BHA — %B) _ 1 [3x%6% — Boe XASA+

4
- (3762 - ﬁoe"‘?@) A+ %ﬁoe"f?@é;{ + Vybx + VadA |, (7.56)

e
HA = 411 (3x6x — Boe *ASA). (7.57)

onde o subscrito duplo no potencial V representa diferenciacdo de segunda ordem com
relacdo aos campo escalares correspondentes.

7.5.2 Equacdes em ordem dominante de slow-roll

Uma vez que obtemos as Eqgs. (7.54), (7.55), (7.56) e (7.57), que descrevem a
evolucdo das perturbacdes escalares de forma completa, o préximo passo é escreve-
las em um regime em ordem dominante de slow-roll. Essa ndo é uma tarefa trivial
e por isso, apresentaremos inicialmente o caso particular do modelo de Starobinsky
(2o = Bo = 0). Neste caso, Egs. (7.54), (7.55), (7.56) e (7.57) se reduzem a

1 X .
6x + 3HoX — a—ZVZ (6x) + Vix + ViadA =

. 1 N
XA+ - XV?B -2V, A, (7.58)
Viadx + VapdA = —2V) A, (7.59)
k> T/ . 0o . .
H(3HA-—B)=—] (3x<5x —332A + Vidx + VAM> (7.60)
e
3.
HA = ZX(SX’ (7.61)
com
. 1 1
V(x,A)= 3Koe AAeX —1— E/\ . (7.62)

Na Sec. 7.4 vimos, no dambito do background, o comportamento dos campos es-
calares, suas derivadas e as relagdes que guardam entre si. Uma vez estabelecido o fator
de slow-roll § = e™%, lembremos que em ordem dominante de slow-roll obtivemos

X~o, A~ol, Ho oY, Bo~d e ag ~ 62,

e que a cada diferenciagdo com relagdo ao tempo nos campos escalares, aumenta-se
uma ordem de slow-roll, isto é, ¥ ~ 02e A ~ 4. Para fazermos as construgdes desta
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secdo, alguma suposicdo se faz necessdria, a saber, para encontrarmos as ordens de
slow-roll das perturbagdes precisamos estabelecer a ordem de slow-roll de uma delas.
Nesse sentido, tomamos a perturbagdo 6y como uma quantidade de ordem zero em
slow-roll. Além disso, temos em mente que derivadas ndo mudam a ordem de slow-
roll das perturbagdes. Agora somos capazes de escrever as equagdes de movimento em
ordem dominante de slow-roll. Analisando Eq. (7.61), note que uma vez que xéx ~ 9,
a perturbagdo A deve ser no maximo de primeira ordem em slow-roll. Com relacdo
a Eq. (7.60), em seu membro direito temos os primeiro e terceiro termos, que sdo de
primeira ordem, o segundo termo, que é subdominante 3%%>A de terceira ordem em
slow-roll, e o Gltimo é nulo, uma vez que V) = 0. Além disso, uma vez que em seu
membro esquerdo temos 3H2A ~ &, concluimos que a perturbacdo B € de no maximo
de primeira ordem em slow-roll. Por sua vez, como V,, ~ d e Vy, ~ 62, vemos que Eq.
(7.59) estabelece a ordem dominante da perturbacio 67, a saber, 6A ~ 6~ 1. Com a Eq.
(7.59), podemos ainda escrever A em termos de ) e substituir em Eq. (7.58). Dessa
forma, no membro esquerdo, os trés primeiros termos sdo de ordem zero em slow-roll,
enquanto todos os demais termos da equagdo nos dao contribui¢des subdominantes.
Assim, podemos escrever

1
5% +3HSx — ;vz (6x) ~ 0. (7.63)

Ao desenvolver a analise anterior agora para o caso das equagdes completas,
encontramos que as perturbagdes evoluem, em ordem dominante em slow-roll, com as
mesmas ordens obtidas anteriormente. Em suma, em ordem dominante em slow-roll,
as perturbagdes escalares evoluem na forma A ~ B ~ § e A ~ 6~ L. E interessante
observar que a perturbacdo 6A vai em ordem dominante com §~!, e que se de outra
forma o fosse”, comprometeria gravemente a dindmica de slow-roll.

Aplicando toda a discussdo levantada anteriormente, encontramos, em ordem
dominante em slow-roll, as seguintes equag¢des de movimento para as perturbacdes
dos campos escalares

1 1
0% +3Hox — a—zvz (6x) ~ 350 (6x — e X6A), (7.64)

Bo |6A +3HSA — :—2v2 (6A)| ~xo (6x — e XOA). (7.65)

Esses resultados estdo de acordo com os obtidos em Ref. (CUZINATTO et al., 2019),
onde é explorado o modelo Starobinsky+RLIR.

7.5.3 Perturbacoes adiabaticas e de isocurvatura

Nesta subsecdo, definimos as perturbac¢des adiabéticas e de isocurvatura, obte-
mos expressoes que descrevem suas dindmicas e estudamos algumas de suas solugdes.

9Por exemplo §A ~ 6~2 ou ordens abaixo.
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A agdo (7.2) pode ser reescrita, aos moldes de Ref. (GUNDHI; STEINWACHS,
2020), de forma compacta como

M2
5=—=H / dix\/—g [—%ngU (@) 0, @', P/ — 3V} : (7.66)

onde os escalares ®! (x) sdo vistos como coordenadas locais no espago dos campos
com métrica Gy (P)

ol = (?Af) Giy (@) = (g _ﬁg’e_x), (7.67)

e V representa o potencial da teoria Eq. (7.3). Em um modelo de dois campos esca-
lares, o espago dos campos é bidimensional e caracterizado por Gjj (®). Para descre-
vermos a evolucdo das perturbagdes convenientemente, podemos definir uma base
possuindo uma direcdo tangente, a qual denotaremos por ¢!, e uma outra ortogonal,
8!, as trajetérias do background. As diregdes tangentes as trajetérias do background
estdo associadas as perturbacdes adiabéticas, enquanto as ortogonais estdo associadas
as perturbagdes de isocurvatura. Nesse sentido, fazemos a construc¢do da base através
das defini¢des, respectivamente, do médulo do vetor velocidade na direcdo tangente,

do vetor unitdrio de velocidade e da regra de normalizacao

e !
o =4/Gydld/, ¢! = —e Grolel =1, (7.68)
e para a diregdo ortogonal, as regras de normalizacdo'’ e ortogonalidade
Gis'sl = —1 e Gy8'e’) =o0. (7.69)

Para o nosso caso, temos para o médulo da velocidade ¢

o = \/35% — Boe xA2. (7.70)
Observe que ela esta diretamente relacionada a equagdo de Friedmann (5.38). J4 para

os vetores unitarios de velocidade, escrevemos

‘ A
=L e gh =2 (7.71)
o o

Por sua vez, para os vetores unitarios na dire¢do ortogonal as trajetérias, temos

7X A .
X — 1/1306 & e ¢ = 37 Z, (7.72)
3 ¢ Boe X &

Dando segmento em nosso estudo acerca da evolugdo das perturbagdes escala-
res, pontuamos que a quantidade (5<I>é, dada por

=

1 I Ci)l
60y = 60! + -, (7.73)

10Esta proposta de condicdo de normalizacdo para 8! se faz necesséria devido ao sinal negativo na
métrica Gy (P).
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é um invariante de gauge. Ocorre que ¢ = 0 ao se trabalhar em um gauge espacial-
mente plano, de modo que (5<I>§ = 6®!. Dito isso, projetando 6®! nas direcdes & e
§ construimos as perturbagdes adiabéticas Q, e de isocurvatura Qs, respectivamente.
Nesse sentido, temos

Qr = 0/Gj60!

3X0x — Boe XASA
QO’ = o

) (7.74)

Qs = §/Gj00!

V/3oe % (Aox = YOA) (7.75)

g

Qs =

Vale a pena destacar que do ponto de vista da aproximacdo de slow-roll tanto
Eq. (7.74) quanto Eq. (7.75) sao de ordem zero. Escritas as expressdes para as perturba-
¢Oes adiabdticas e de isocurvatura, o passo a ser dado em seguida é inverter as rela¢des
de modo a obtermos J®! = §®! (Q). Obtemos essas relacdes ao resolver o sistema
linear dado pelas Egs. (7.74) e (7.75). Solucionando, encontramos as expressoes

Sl =

ox =~ (XQU— P OZ_XAQS>, (7.76)

. 3 .
oA =< (AQg —4/ /soexXQ5> . (7.77)

Uma vez obtidas as perturbag¢des dos campos em termos das perturbacdes adi-
abaticas e de isocurvatura, além de sermos capazes de escrever as equagdes de mo-
vimento para Q, e Qs e entender suas dindmicas, podemos escrever a agdo para as
perturbacdes em segunda ordem em termos de Q, e Qs em ordem dominante em
slow-roll. Com isso, é de nosso interesse analisar especificamente o comportamento
dos termos cinéticos e sua possivel contribui¢do para o surgimento de instabilidades
do tipo ghosts. Ao realizarmos essa tarefa, obtemos a seguinte expressao

—_

M3 1 1
5@ ~ TPI /d4xx/ -8 {_EaKQO’aKQU + EaKQSaKQS +

Ko 1 3 ﬁo@x P
5 172 (g ) P} 779

De cara, notamos que ndo ha um termo cinético cruzado 0,Q,9*Qs e que os termos
cinéticos sdo candnicos, iguais e com sinais trocados. Essa tiltima caracteristica indica,
irremediavelmente, que a existéncia de instabilidades do tipo ghost é algo intrinseco
ao modelo e que é fundamental levar isso em consideragado ao realizar o processo de

quantizagdo das perturbacdes'!.

HEsta conclusao é vélida para o caso de um B positivo.
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Voltamos agora nossa aten¢do para a tarefa de escrever as equagdes para a evo-
lugdo das perturbagdes adiabéticas e de isocurvatura. Isso é feito substituindo as ex-
pressdes (7.76) e (7.77) nas equagdes dinamicas Eqs. (7.64) e (7.65). Nesse sentido, to-
mando as primeiras derivadas de Egs. (7.76) e (7.77), lembrando que as quantidades
do background podem ser consideradas constantes, somos capazes de escrever

} . 1
Oy +3HQ, — a—zsza ~ 0, (7.79)
e
Qs +3HQs + m*Qs ~ 0, (7.80)
onde
2 |lo2, Koy 3
m? = sz +5 (1 Bt )| (7.81)

Observe que as relagdes (7.79) e (7.80) indicam que as perturbagdes adiabéticas Q. e de
isocurvatura Qs sdo desacopladas, isto é, elas evoluem independentemente no nosso
modelo. Esse é um resultado interessante, uma vez que, em geral, as perturbacdes de
entropia entram como fonte das perturbagdes adiabéticas, isto €, um tal desacopla-
mento geralmente ndo ocorre (GUNDHI; STEINWACHS, 2020).

A partir deste ponto, se torna conveniente tratar as equagdes de campo para
as perturbacdes em uma forma tipo Mukhanov-Sasaki, fazemos uma redefini¢ao das
perturbagdes, assumindo o tempo conforme # e no espaco de Fourier. Uma vez que
dn = a1 (t)dt, temos

1
g/l + (kz - %) 5y ~ 0, (7.82)
sor i@ e (1 3 N\ 5o~ (7.83)
¥s a 3 BoeX s =5 '
com a linha representando derivada com relacdo ao tempo conforme e onde
0pr =aQy e d¢s = aQs. (7.84)

Em um background de de Sitter (ordem zero de slow-roll), temos

a’” 2 1 Ko
xS, ax—— e H*~ —. 7.
a 2 T THy © 12 (7.85)
Além disso, em ordem zero de slow-roll, temos que
1 H! X
(~ a0 (1-5072) m 0= x = cte. 7.86
X 33 Bye 3 X =ce (7.86)

Por consisténcia com vérios resultados anteriores, temos BoeX < 3, de modo que
podemos definir uma quantidade tal que

3
=G 120 (7.87)
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e dessa forma escremos as expressées

2
2
Sl + K {1 ~ e (1— 2M)] Sqs = 0. (7.89)

A seguir, exploraremos as solugdes das Egs. (7.88) e (7.89) nos regimes de interesse.

7.5.4 Solucdes para as perturbacdes

Uma vez estabelecidas as equagdes para a dindmica das perturbacdes adiaba-
ticas e de isocurvatura da forma conveniente, dadas por Egs. (7.88) e (7.89), somos
capazes de escrever e analisar suas solugdes.

Em um regime sub-horizonte, kyy > 1, as eqs. de perturbacdo sdo aproximadas

por
Sl + K25, =0, k> 1,

Sl +K%0ps ~ 0, ky> 1.

O processo de quantizagdo em de Sitter leva as seguintes condi¢des iniciais (BAU-
MANN, 2011; PIATTELLA, 2018)

1

bpo ~ s & ﬁe—fkﬂ, k> 1, (7.90)

ou

Qs ~ Qs \/ﬂae \/ﬂe . (7.91)
Observe que devido ao comportamento tipo ghost das perturbagdes de isocurvatura, a
quantizagdo do campo Qs foi realizada aos moldes das Refs. (IVANOV; TOKAREVA,
2016; SALVIO, 2017). Em principio, este tipo de comportamento pode levantar ques-
tdes sobre a unitariedade da teoria (SBISA, 2015). Contudo, como veremos a seguir,
o campo Qs decai rapidamente ap6s cruzar o horizonte suprimindo qualquer efeito

observavel associado as perturbagdes de isocurvatura'?.

A solucdo exata das Egs. (7.88) e (7.89) pode ser escrita através de uma com-
binacdo das func¢des de Hankel como (PIATTELLA, 2018; GRADSHTEYN; RYZHIK,
2007)

8¢ (1,k) = C1 (k) /=HM (—kn) + Ca (k) /= HP (—kn), (7.92)

onde para as perturbagdes adiabaticas é ¢, temos v, = 3/2, e para as perturbagdes de

isocurvatura ¢ @s, temos
3 16M
= —4/1 - —. 7.
Vs > 9 (7.93)

120bserve também que em ordem dominante de slow-roll, as perturbagdes adiabaticas e de isocurva-
tura do modelo proposto evoluem de forma independente.




141

Para determinar as constantes, comparamos a solugdo geral com as condi¢des iniciais
em Eq. (7.90). Para o caso adiabatico v, = 3/2 no regime sub-horizonte, encontramos

Cio = —\/TE e Cyr =0, (7.94)

de modo que

—7T
595 (1K) = =YL HE) (k). (7.95)

Por sua vez, para o caso das perturbacdes de isocurvatura, em que vs é dado por Eq.
(7.93), para um regime sub-horizonte, obtemos'?

Co = Y2 0:4) e c =0, (7.96)

Dessa forma, a solugdo para as perturbacdes de isocurvatura se escreve como

Sgs (1,10 = 5O (). 7.97)

Uma vez estabelecidas as solugdes (7.95) e (7.97) para as perturbagdes, podemos
agora analisar seu comportamento no limite super-horizonte (k7 < 1). Levando em
consideragdo Eq. (7.85), que nos d4 a relagdo entre # e 2 em um background de Sitter,
para as perturbagdes adiabéticas, encontramos

i (k77 iH (k2
0o (11,k) = I (5) ou Qo ~ - (5) , knp <1, (7.98)

enquanto que para as perturbacdes de isocurvatura, temos

iﬁeig(v5+%) K\ 7V 1,
Ss (17, k) = ~3sin () T (1 = v) (§> (=) 27", ky <1, (7.99)

ou

. i 1 _1 —Vs
iy e T
2sin (vsm) T (1 —vs) \ 2

Qs ~ (7.100)

Oresultado em Eq. (7.98) nos diz que as perturbag¢des adiabdticas sdo constantes
no limite super-horizonte, ao passo que Eq. (7.100) revela um comportamento decres-
cente para as perturbagdes de isocurvatura. Lembrando que para M > 0, temos as
seguintes situagoes:

16 2, '

representando uma solugdo para Qs que decai com a.

1BNote que no limite em que M — 0 (caso adiabético vy, = 3/2), temos Cys = C1, = —/71/2.
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¢ Se a quantidade v; é imagindria,

(7.102)

também fornecendo uma solugdo que decai, uma vez que temos o produto de um
g . _3
termo oscilatério pelo termo que decai com a™ 2.

Podemos fornecer uma medida quantitativa das perturbagdes de isocurvatura
ao considerar escalas de interesse durante a inflagdo (medidas nas anisotropias da
RCF). Essas estio compreendidas no intervalo 10 >Mpc~! < k < 10*Mpc~!, onde
a escala de pivo é k, = 0.002 com 50 < N, < 60. O ponto é que durante o regime in-
flaciondrio, uma dada escala k cruza o horizonte em um valor especifico do ntimero de
e-folds N. Quanto menor/maior a escala k, menor/maior é o ntimero de e-folds N que
ela experimenta apés cruzar o horizonte. Tomando a menor escala'* kg, = 10*Mpc1,
encontramos Ns; = N, — 15.4. Nesse sentido, para N, = 50 e vs = 1/2, obtemos

1
-2
Q, ~ L (ks—’”) e Nom ~ 10718, (7.103)

2\ 2
0 que nos mostra que as perturbag¢des de isocurvatura sdo negligencidveis ap6s a in-
flacdo. Uma vez que, somado a isso, elas ndo entram como fonte das perturbacdes
adiabéticas, podemos considera-las despreziveis. Na proxima secdo, faremos a anélise
da conexdo do nosso modelo com as observacdes.

7.6 Conexao com as observacoes

Ao final da sec¢do anterior, mostramos os motivos pelos quais as perturbacdes
de isocurvatura sdo negligenciaveis ap6ds a inflagdo do nosso modelo, de forma a ndo
contribuir para as observagdes. Além disso, uma vez que as perturbac¢des adiabéticas
possuem 0 mesmo comportamento que no caso para um nico campo, reconhecemos
0 power spectrum e a sua conexdo com os parametros observacionais. Veja se¢do 5.5.

Para fazermos a conexdo com as observagdes, especificamente para escrevermos
0 power spectrum, é interessante recuperar as unidades de massa dos campos. Nesse
sentido, equagdes como (7.11), (7.12), (7.68) e (7.74) necessitam ser escritas em termos
de campos massivos dados em Eq. (7.5). Uma vez que a perturbagdo de curvatura é

dada por R = (%) ML;QU,B o power spectrum das perturbag¢des adiabéticas se escreve
como
1 H?

S
P:=_——|R = , 7.104
R 27T2| | C—Ha 87T2M%)l € - ( )

onde o avaliamos em k = Ha no instante em que k cruza o horizonte. O resultado
em Eq. (7.104) é idéntico ao power spectrum para modelos inflaciondrios de um tinico

14Uma vez que todas as outras decaem mais.
15A quantidade v/2/Mp; é introduzida na definicdo da perturbagdo de curvatura R para recuperar-
mos as unidades convencionais de Q.
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campo. Dessa maneira, em um regime em ordem dominante de slow-roll, os indice
espectral escalar 7, e a razdo tensorial escalar r sdo, respectivamente,

ns =1+n—2¢ e r = 16¢, (7.105)

onde € e 17 sd0 os pardmetros de slow-roll do modelo, Egs. (7.43) e (7.44), que dependem
de ap, Bo e do ntimero de e-folds N através de Eq. (7.47) que carrega a dependéncia
entre N e J.

Nesta pesquisa, desenvolvemos dois tipos de Plots onde confrontamos nosso
modelo com os dados observacionais oriundos do Planck mais BICEP3/Keck mais
BAO (ADE et al., 2021), construidos a partir de Eq. (7.105) tomando os trés parametros
independentes &g, Bp e N: o plano n; X rgo02 usual e o espago de pardmetros gy X
Bo- A abordagem é desenvolvida fixando um dos parametros e variando os demais.
Utilizamos o intervalo 52 < N < 59 para o ntimero de e-folds N da inflagdo obtido
em Sec. 6.4.1. O resultado em (6.67) também se aplica para este caso em que By # 0.
O ponto principal é que no término e apés a inflagdo onde y < 1 = 6 ~ 1, o modelo
proposto se comporta essencialmente como o modelo de Starobinsky!®. Assim, o tnico
termo presente nas Egs. (6.47) e (6.43) que pode ter alguma relevancia quando By # 0
é o termo Hy. Contudo, por (7.40), vemos que Hy depende fracamente de By mesmo
levando em conta corre¢des em primeira ordem em slow-roll.

As figuras 7.3 apresentam o plano ns X rg o2 contendo os vinculos observacio-
nais (em azul) obtidas a partir de Ref. (ADE et al., 2021) e a evolugéo teérica do modelo
em duas situagdes distintas. Na figura a esquerda, fixamos o parametro B e variamos
os demais. Nela, a regido em vermelho claro representa 0 modelo Starobinsky+R3,
que se inicia nos pontos em vermelho claro. Por sua vez, a regido em amarelo claro
representa o modelo completo com By = 1.5 x 102, iniciando nos pontos em amarelo.
Na medida em que aumentamos os valores do parametro «, a regido prevista pelo
modelo se desloca para a esquerda e para baixo, até cruzarem a regido de 95% C.L..
Assim, concluimos que a variagdo de g ocasiona um deslocamento caracteristico para
a esquerda e levemente para baixo da regido que o modelo prevé para os parametros
15 € 1p.002, cOmo pode ser visto também em Sec. 6.4.2. Esses vinculos estabelecem, na
forma mais conservadora, um valor maximo para ag ~ 10~%.

Na figura a direita, por outro lado, fixamos o parametro ag e variamos os de-
mais. A regido em vermelho claro representa o modelo Starobinsky+RLUIR, que se inicia
nos pontos em vermelho claro. Por sua vez, a regido em verde claro representa o mo-
delo completo com ap = 10~%, iniciando nos pontos em verde claro. Com o aumento
dos valores de By, a regido prevista pelo modelo se desloca para a direita e para cima,
até cruzarem a regido de 95% C.L.. Vemos, entdo, este comportamento global devido a
variagdo de Bo: a regido prevista para os parametros n; e g ooz € deslocada para a direita
e levemente para cima. Esses vinculos estabelecem um valor méaximo para By ~ 1072.
Em Ref. (CASTELLANOS et al., 2018), um resultado consistente com a figura 7.3 a di-
reita foi obtido. Por sua vez, em Ref. (CUZINATTO et al., 2019), um comportamento
geral semelhante ficou estabelecido para a regido do plano ns X rggpp prevista pelo
modelo Starobinsky+RUIR. No entanto, uma diferenga considerdvel entre nossos re-
sultados e os em Ref. (CUZINATTO et al., 2019) é verificada para a restricdo da razdo
tensorial-escalar rgoo2. L4, 79002 pode assumir valores maiores, de modo que o cres-
cimento da regido prevista pelo modelo possui um crescimento bem mais acentuado.

16]sto ocorre pois consideramos ag < 1073 e By < 3 x 1072,
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Essa diferenca se deve ao fato de que em Ref. (CUZINATTO et al., 2019), a defini¢do
para a perturbacdo de curvatura ndo foi estebalecida de maneira adequada ao ndo fazer
uma separagdo das trajetorias do espaco de fase do background nas direcdes tangente
(perturbagdes adiabéticas) e ortogonal (perturbagdes de isocurvatura), como fizemos
na subsecdo 7.5.3.

0.008

0.006

0.006

€ 0.004

0.002 0.002

0.000 0.000
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Figura 7.3: Os contornos em azul representam os vinculos do plano ns X 9o em
68% e 95% C.L. devido os dados observacionais do Planck mais BICEP3/Keck mais
BAO (ADE et al., 2021). A esquerda, fixamos o parametro S e variamos os demais.
Os circulos em vermelho claro representam o modelo Starobinsky-+R3 para N = 52
(menor) e N = 59 (maior). Ja os circulos em amarelo representam o modelo completo
com By = 1.5 x 1072 para N = 52 e N = 59. Na medida em que os valores de g
aumentam, a regido prevista pelo modelo se desloca para baixo e para a esquerda, até
cruzarem a regizo de 95% C.L.. Ao cruzarem, as curvas para Starobinsky+R> e modelo
completo com By = 1.5 x 1072 para N = 52 correspondem a &g = 3.5 x 107> e g 902 =
41x10 3 eay = 4x 1072 ergope = 4.1 x 1073, respectivamente; ja para N = 59
correspondem a ag = 8.2 x 107> e rgppp = 28 x 1072 e ag = 54 x 107> e rgg02 =
2.9 x 1073, respectivamente. A direita, por sua vez, fixamos o pardmetro &g e variamos
os demais. Os circulos em vermelho claro representam o modelo Starobinsky-RLCIR
para N = 52 (menor) e N = 59 (maior). J4 os circulos em verde representam o modelo
completo com ay = 107> para N = 52 e N = 59. Na medida em que os valores de
Bo aumentam, a regido prevista pelo modelo se deslocam para a direita e levemente
para cima, até cruzarem a regido de 95% C.L.. Ao cruzarem, as curvas para N = 52
correspondem aproximadamente a By = 1.7 X 102 erpop = 5.2 x 1073; para N = 59
correspondem aproximadamente a By = 1.5 x 1072 e rggp2 = 3.9 x 1073,

Um outro tipo de Plot desenvolvido, figura 7.4, é o do espago dos parametros
g X Bo permitido pelas observagoes. A esquerda temos o Plot para N = 52, enquanto
a direita, o temos para N = 59. As regides em azul representam as regides permitidas
para os parametros ag X Bog em 68% e 95% C.L.. Observe que o Plot para N = 52 nos
fornece uma regido menor para os parametros, se o compararmos com o Plot para
N = 59. O Plot para N = 59 possibilitar uma regido maior para os parametros do
modelo estd em concordancia com os resultados para o plano ns X rggp2. Na figura
7.3, as previsdes do modelo para N = 59 estdo mais no interior da regidao de 68%
C.L.. Uma caracteristica interessante das figuras 7.4 é vista para grandes valores de ag
e Bo, onde a regido aparenta convergir para uma regido assintética, na extremidade
superior direita das figuras. Ao longo do nosso paper, estabelecemos restri¢des para os
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valores de ag e Bp como pode ser visto na figura 7.3. O que esta figura nos faz concluir é
que os valores dos parametros podem crescer, tendendo a uma regido assintética, com
o preco de estabelecerem entre si um ajuste fino para sua ocorréncia, que passa a ser
cada vez mais improvével quanto maiores forem seus valores. Podemos constatar duas
regides em cada um dos Plots. Uma delas é uma regido retangular completamente no
interior da regido de 95% C.L. (para N = 52, os lados correspodem a &g = 2.8 x 10~° e
Bo=17x 1072, e para N =59,a9 = 5.3 10 %e Bo =1.5x 1072), onde os parametros
xp e Bo ndo guardam uma dependéncia entre si, podendo assumir quaisquer valores
de maneira independente. A outra regido, é a regido assint6tica para grandes valores
de ag e By, ndo descartada pelas observagdes, mas cuja ocorréncia exige um ajuste fino
entre os parametros, o que torna sua ocorréncia mais desfavorecida.
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Figura 7.4: As regides em azul representam as regides permitidas para os parame-
tros ag X Bp em 68% e 95% C.L. devido os dados observacionais do Planck mais BI-
CEP3/Keck mais BAO (ADE et al., 2021). A esquerda temos o Plot para N = 52,
enquanto a direita, o temos para N = 59. Note que os vinculos para N = 59 per-
mitem uma regido maior para os parametros ag e 9, em consonancia com o que vimos
na figura 7.3, cujas previsdes para N = 59 estdo mais no interior da regido de 68%
C.L.. Observe que para grandes valores de &g e By, por volta de ap = 1.5 x 107* e
Bo =25x1072 (N =52)eap = 22x 1074 e By = 1.2 x 1072 (N = 59), as regides
previstas para os parametros convergem para uma regido assintotica. Nessa regido, as
observagdes ndo descartam valores maiores para os parametros. No entanto, se faz ne-
cessario um ajuste fino entre &g e Bp, tornando cada vez mais improvéavel a ocorréncia.

7.7 Comentarios finais

Nesta se¢do, nos propomos a investigar a inflacdo baseada na a¢do gravitacio-
nal de ordem superior caracterizada pela inclusdo de todos os termos até a segunda
ordem de corre¢do envolvendo apenas a curvatura escalar, a saber, os termos R?%, R3
e RUR. Nesse sentido, nosso modelo proposto em Eq. (1.1) possui dois parametros
adimensionais adicionais, ag e By, cujos valores representam desvios a Starobinsky.

Ao passar do frame original para a representagdo no frame de Einstein, o mo-
delo é descrito através da dinamica de dois campos escalares x e A, onde apenas um
deles estd associado a um termo cinético candnico, e cujo potencial é V (x, A) dado em
Eq. (7.3). O estudo da inflagdo em um background de Friedmann, através da analise
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dos pontos criticos e do espago de fase do modelo, é essencial para verificarmos a exis-
téncia de uma regido atratora associada a ocorréncia de um regime inflaciondrio e para
sabermos se um tal regime possui uma saida elegante, caindo no periodo de oscila¢des
coerentes associadas as fases iniciais do reaquecimento. Tomamos como base o estudo
dos casos particulares desenvolvidos em Ref. (CUZINATTO et al., 2019), que trata das
extensdo Starobinsky-+RLIR, e do trabalho desenvolvido no capitulo 6 acerca da ex-
tensdo Starobinsky+R3. Vimos que de fato existe uma linha atratora nas proximidades
de x; ~ 0, correspondente a uma inflacdo do tipo slow-roll, para qualquer valor de
nog < 1073 e By < 3 x 1072, Além disso, a ocorréncia de um tal regime de inflacao fisica
depende essencialmente das condigdes iniciais para o campo yx. Se elas forem tais que
o campo yx esteja a direita do ponto critico P, o valor de x aumenta indefinidamente
e a inflagdo nunca termina. Por outro lado, a ocorréncia de um regime inflaciondrio
fisico consistente que possua uma saida elegante requer essencialmente que as condi-
¢Oes iniciais sejam tais que x < X, isto é, que esteja a esquerda do ponto critico P..
Por fim, concluimos a anélise no &mbito do background com o estudo da inflacdo con-
siderando a aproximacdo de slow-roll. Ao definirmos o fator de slow-roll §, que em
nossa andlise é responsdvel por controlar a ordem de aproximacgdo de slow-roll, ob-
temos todas as quantidades relevantes em ordem dominante em slow-roll, além dos
usuais parametros € e 77, e do namero de e-folds N.

Existe uma literatura consideravel, que levamos em conta para desenvolver-
mos a andlise em um ambito perturbativo, acerca de modelos de inflagdo multi-campo
(WANDS, 2008; BASSETT et al., 2006b). As equagdes de movimento para as pertur-
bagdes escalares foram obtidas ao realizar a perturbagdo diretamente na acdo fazendo
uso do gauge espaciamente plano. Vimos, ao escrevermos as equagdes em ordem do-
minante em slow-roll, que as perturbac¢des escalares da métrica sdo sub-dominantes
com relagdo as perturbagdes Jx e dA. Através da definicdo das dire¢des tangentes e
ortogonais as linhas do espaco de fase do background, as quais tomamos como uma
base por meio da qual as perturbag¢des dos campos sdo decompostas, construimos as
perturbacdes adiabéticas Qy e de isocurvatura Qs. A agdo escrita em termos de tais
quantidades nos deixa claro que irremediavelmente hd instabilidades do tipo ghost no
modelo, uma vez que os termos cinéticos possuem sinais opostos. Em seguida, escreve-
mos suas equagdes de movimento em uma forma tipo Mukhanov-Sasaki, de maneira a
convenientemente estudar suas solugdes. Obtivemos as solugdes exatas para as pertur-
bacdes através de uma combinacdo linear das funcdes de Hankel e, ao estabelecer as
condigdes iniciais, sua analise nos faz concluir que as perturbagdes de isocurvatura sdo
negligencidveis apo6s a inflagdo e que as perturbacdes adiabaticas possuem o mesmo
comportamento que no caso para um tnico campo. Tal construgado nos fez reconhecer
0 power spectrum e a sua conexao com os parametros observacionais.

Por fim, confrontamos o modelo em questdo com as observagdes recentes do
satélite Planck, BICEP3/Keck e BAO (AKRAMI et al., 2018; ADE et al., 2021), fazendo
uso da restri¢cdo para o ntimero de e-folds N da inflacdo (52 < N < 59) com base na
modelagem do reaquecimento descrito em Sec. 6.4.1. Para tanto, fazemos dois tipos de
Plot, a saber, o usual plano ns X rp g2 € 0 espago dos parametos ay X Bo permitido pe-
las observagdes. Nessa andlise, contamos com trés pardmetros: &g, Bo e N. Dessa forma,
para construir os Plots fixamos um dos paradmetros e variamos os demais. Fixando o
parametro 3y, observamos que a regido prevista pelo modelo no plano ns X rggg se
desloca para a esquerda e levemente para baixo. Por outro lado, fixando o parame-
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tro ap, notamos que a regido prevista se desloca para a direita e levemente para cima.
Fixar ap = 0 representa basicamente o modelo Starobinsky+ RUIR. Nesse contexto, vi-
mos que uma inconsisténcia ao estabelecer a perturbagdo de curvatura em Ref. (CUZI-
NATTO et al., 2019), os levaram a obter valores mais altos que os nossos para a razdo
tensorial-escalar. Por sua vez, fixando o niimero de e-folds N, construimos o espaco
dos parametros g x P restritos pelas observac¢des. Em geral, as previsdes do modelo
estdo mais de acordo com as observagdes para um ntmero de e-folds N ~ 59. Nossas
andlises, de maneira conservadora, restringem os parametros em valores maximos da
ordem de ag ~ 10~* e By ~ 10~2. Vale a pena ainda apontar acerca do comportamento
do espago dos parametos xy x Bo. Nele, existe uma regido consideravel na qual os pa-
rametros ndo guardam uma dependéncia entre si. No entanto, a regido assintética para
grandes valores de ag e Bo, requer um ajuste fino entre os parametros, o que torna sua
ocorréncia mais improvavel.



CAPITULO 8

CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Fundamentalmente, uma das principais motiva¢des para a investigacdo das
gravidades de ordens superiores é o fato de a RG ser uma teoria ndo renormalizdvel,
o que impossibilita sua quantiza¢gdo da maneira convencional. Na busca por teorias
fundamentais de gravidade evidenciou-se que termos de ordens superiores para a cur-
vatura sao tais que necessariamente devem estar presentes. E importante deixar claro,
no entanto, que ndo encaramos nosso modelo (1.1) como uma teoria fundamental de
gravidade, mas sim, como um modelo classico de gravidade em um contexto de te-
oria efetiva. Com isso em mente, uma vez proposta a agdo gravitacional (1.1), nossas
pesquisas foram voltadas para aplica¢cdes em diferentes contextos, a saber, na busca
por solucdes esfericamente simétricas (SILVA; MEDEIROS, 2020) e na inflagdo césmica
(SILVA et al., 2022; SILVA; MEDEIROS, 2022).

No contexto das solugdes no limite de campo fraco, vimos em Sec. 4.1.1 que a
andlise de estabilidade das solugdes exclui solugdes oscilatdrias ao restringir o inter-
valo de parametros em xyp > 0 e 0 < Bg < 3/4, determinando como tnicas solu¢des
tisicamente realizdveis as do tipo Yukawa. Observe que a mesma restri¢do para os pa-
rametros ko e Bp surge no contexto inflaciondrio em Sec. 7.3 de modo a garantir que
o regime inflaciondrio seja consistente condizente com a existéncia de uma saida ele-
gante. O mesmo resultado foi obtido em Ref. (CUZINATTO et al., 2019). Esse resultado,
obtido em diferentes contextos, nos da um indicativo de que é tal que se faz necessario
para que a teoria (1.1) seja estdvel. Vimos também que o parametro ap ndo desempenha
qualquer papel em nenhum dos casos particulares citados (solugdes fisicas no regime
de campo fraco e fim da inflacdo).

Mesmo ndo tendo obtido as solugdes completas explicitas para as Egs. (4.1), nos-
sos resultados em Secs. 4.2 e 4.2.1 sdo contundentes em sugerir a auséncia de buracos
negros macroscopicos além de Schwarzschild. Concluimos, através de estimativas con-
servadoras baseadas nas escala de energia da inflagdo, que buracos negros astrofisicos
além de Schwarzschild sdo bastante desfavorecidos (1, < 1073'm) (SILVA; MEDEI-
ROS, 2020).

No ambito inflaciondrio, para ambos os modelos apresentados, Starobinsky+R>
e Starobinsky+R> + ROR, vimos que o parametro &y desempenha um papel crucial no
desenrolar da inflacdo. Ele estéd diretamente relacionado com a limitacdo das condi¢des
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iniciais para a ocorréncia de uma inflagdo fisica, isto é, um periodo de expansdo quasi
de Sitter quando se d4 a inflagdo de slow-roll, mais a saida elegante, correspondente a
fase de reaquecimento. Uma inflagdo fisica ocorre desde que tenhamos condigdes ini-
ciais tais que x < xc com x. = In (4 + v/3/ag) (SILVA et al., 2022; SILVA; MEDEIROS,
2022). Um outro ponto de interesse é que para a descri¢do da inflagdo em um regime de
slow-roll — por exemplo ao obter as quantidades, parametros de interesse, condigdes
—, se fez necessario reconhecer/estabelecer a ordem de slow-roll limite para os para-
metros &g e Bp, de modo que em tltima analise toda a descri¢do da inflagdo de slow-roll
se deu em termos de uma parametro fundamental, o fator de slow-roll § = e~ X. Veja
Sec. 7.4.

Na Sec. 7.5.3, vimos que as equagdes de movimento para as perturbagdes adi-
abaticas Q, e de isocurvatura Qs sdo desacopladas em nosso modelo. Assim, a ca-
racteristica usual na formulagdo inflaciondria multi-campo de as perturbagdes de iso-
curvatura entrarem como fonte das perturbag¢des adiabéticas, vide Ref. (GUNDHI;
STEINWACHS, 2020), ndo ocorre no nosso caso. Para além disso, em Sec. 7.5.4, verifica-
mos que as perturbacdes Qs sdo despreziveis apds a inflagdo, de modo a ndo contribuir
para as observagoes. Essa caracteristica nos possibilita negligenciar quaisquer efeitos
associados a perda de unitaridade advindos do comportamento tipo ghost associados
as perturbagdes Qs. Uma vez que as perturbagdes adiabaticas possuem o mesmo com-
portamento que no caso para um tnico campo, reconhecemos 0 power spectrum e a
sua conexdao com os pardmetros observacionais. Dessa forma, fazendo uso da restrigdo
para o nimero de e-folds N da inflagdo (52 < N < 59) com base na modelagem do re-
aquecimento descrito em Sec. 6.4.1, fomos capazes de obter os vinculos, oriundos das
anisotropias da RCF, para os parametros da ordem de ag ~ 10~* e By ~ 1072 (SILVA;
MEDEIROS, 2022).

Como perspectivas, no contexto da inflacdo podemos investigar modelos que
introduzam na agdo gravitacional termos envolvendo ndo apenas o escalar de curva-
tura, mas termos envolvendo os demais invariantes de curvatura como os tensores
de Ricci, Riemann e Weyl. E interessante estudar qual o papel das perturbagdes de
isocurvatura na construc¢do do espectro de poténcia, bem como podemos ir além e in-
vestigar vinculos associados a producdo de ndo gaussianidades (AKRAMI et al., 2019;
BIAGETTI, 2019). Além da inflagdo, um tépico de bastante interesse atualmente é o es-
tudo da geracdo e as propriedades de ondas gravitacionais em teorias de gravidade de
ordens mais altas. Nesse outro cenario, podemos determinar a contribuicdo advindas
dos termos de ordens superiores da agado gravitacional proposta e compararmos com os
vinculos oriundos das observacdes de sistemas binarios (CAPRINI et al., 2018; HOLS-
CHER; SCHWARZ, 2019; Capozziello; Bajardi, 2019; ALVES et al., 2022). H4 ainda a
possibilidade da investigagdo dos modos quasi-normais de buracos negros esferica-
mente simétricos, andlise da estabilidade das soluc¢des exteriores e estudo da fase de
ringdown na fusdo de buracos negros (BHATTACHARYYA; SHANKARANARAYA-
NAN, 2017; ZINHAILO, 2018; DATTA; BOSE, 2019).



APENDICE A

OBTENCAO DAS EQUACOES DE CAMPO

Este apéndice é destinado ao detalhamento da obtencdo das equagdes de campo,
no vacuo, associadas a acdo dada em (1.1). A seguir, apresentamos a dedugdo com-
pleta das equagdes de campo da agdo Starobinsky+V,RV¥R, que ¢é idéntica a agdo
Starobinsky+ROR (com sinais trocados). Consultas foram realizadas em Ref. (CA-
POZZIELLO; LAURENTIS, 2011), principalmente para ao final escrever os termos das
equacgdes de campo associadas ao termo ctibico R® da acdo (1.1). Dito isso, tomando

co=—1/xp e c1 = Bo/ K% e extremizando a agdo Starobinsky+V;RV#R com relagao
a métrica Sy, €SCrevemos

08y = ——(5/d4xw/ >+ 2V, RVIR) =0

68, = 5/d4x\/ 2,4 VyRVVR) ~0

55, = [d*x o \/_R)——d(\/_R2>-|- 25 (V/=8VuRVIR)| =0

Separando termo a termo, podemos escrever diretamente para a agdo de Einstein-
Hilbert

[ dixy/=gGuogh — 2 [ dtxs (=gR?) + 3 [ d*xs (=gV,RV"R) = 0.

Para o segundo termo, associado ao termo quadratico na curvatura escalar R, escreve-
se

[dixo (V=gR?) = [d*x[s(v=g) R+ =0k
/d4x(5<\/—_gR2> - /d4 6 (v/=8) R*+2,/=gRaR] .

Como a variagdo ¢ (,/—g) é

tem-se

/d4x5 (N/—gRZ) = /d4x\/—g (—%Rzg,wdgw —|—2R(5R> .
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Por sua vez, a variacdo JR é

OR = 6 (Ruwg")
6R = (Ruwég"" +g"oRw),

e assim
550 = / dxs (/=gR?) = / dtxy/—g (—%Rzgwég?“’ +2RR,, 05" + 2RgVV(5RW) .
(A1)

E preciso avaliar agora, a variagdo do tensor de Ricci Ry, . Utilizando a identidade de
Palatini, a saber,

ORyw = Va (0T, ) = Vo (T8, ), (A2)

e escrevendo a variagdo das conexodes de Levi-Civita em termos da variacado da métrica,
temos

1
5F;’jv = 55 [g“‘B (aygvﬁ + avgﬁy - alggyv)} ’

que ap6s vérios passos, fornece

1
oTs, = Eg“ﬁ (Viubgup + Vudgpu — Vpogu) -

Substituindo este resultado na identidade de Palatini e fazendo uso da condicdo de
metricidade, obtemos

1
Ry = ngvrx (Vudgup + Vvgpu — Vpogu) +

1
~ 58"V (V1u08ap + Vadgpy — Vpogya) (A3)
Como
§"gur = 0y,
segue que
6(g%gr) = 0

08" g +80g,0 = 0.

Assim,

8KV‘58M = _gv)\égw
gyxg’{"(58m = —gyxgm(Sg’“’
5;‘5&/)\ = _gwcgv)t‘sgw
0gur = —8ux8uAdg"’ . (A4)

Substituindo a relagdo (A.4) em (A.3) e realizando numerosas passagens, obtém-se para
a variagdo 6Ryy

5Ryv _ %le [(—gVKVy(ng) _ (gAva(SgM) + <gykg/wg“ﬁvlg(5g7</\)] +

190 (o) — s + ()]
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Multiplicando ambos os membros por g**,

§MORu = %Va [ —Vudgh) — (Vudg™) + (gm/g"‘ﬁ Vﬁng”ﬂ +

2V [ (218 V58P — (Vadg™) + (Vpog*)]

% (~VaV,08™) = (VaVib8™) + (818" Va Vg™ )| +

. % [(—gwgﬂvvyvy(SgﬁA) — (Vo Vadg™) + (vyvﬁégvﬁ)]

§MORyy =

e novamente suprimindo algumas passagens, obtém-se
M oRyy = Ogdgh" — VvV, V,ogh. (A.5)
Substituindo essa relagdo em (A.1), tem-se
550 = [dxy=g <—%gwR2 + 2RRW> 5gh +
+2/d4x\/__g [RO(8w08"") = RV V. (3M)] .
Restringindo a atengdo para a segunda integral, pode-se chamar
= —guwdg" etV = —5g"", (A.6)
e assim, tem-se
/ d*x /=g [RO (3,003") — RV, V, (6g")] = / d*x\/—g [RV,V, (") — ROI] .
Denotando esse termo por |,
] = / dx\/—gRV, V, hV — / d4x\/—gRV,V*h
] = / dtvy/=g [V (RVGH) — 7, RV, 1] - / d4x/—g [V (RV¥I) — VXRV /]
J= [d/=gV, (RVI) — [ d\/=gV, RV "+
- / d*x\/—gVy (RV*h) + / d*x\/—gV RV ch
J= / d4xd,, (\/—gRa M) — / d*x\ /=g {Vy [V, (R) H'V] = V, V7, (R) W'} +
- / d*xd, (\/—gRo" ) + / d4x/—g [V [V* (R) 1] — VeV* (R) It} .
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Considerando que as integrais na fronteira da hipersuperficie anulam-se, obtemos
J == [ dx /=g [V R)I] + [ d/=gV, 9, (R) "+
+/d4vaK V" ( Rh—/d4x\/—_vv" (R)
=~ [dtxa, \/_a R) "] +/d4x\/_VyV1, R) 7+
+ / d4xd, [/ (R) ] — / dx\/—gV, V" (R
J= / d4x\/—_gh"VVVVUR— / d*x\/—gV V" (R)
J= [dxy/=g [V, VR~ hOR]
J= [ d/=g [~0g" V, VLR + 868" OR]
Portanto, juntando todos os termos de (A.1), obtém-se

1
5So = / d*x\/—g <—§gWR2 +2RRyy + 2R — 2VVVVR) 3gh"

1
Para o terceiro e Gltimo termo na acao (??), escrevemos
651 = [dxo (s /—gVyRVVR)
651 = / d*x\/— { S8 ( ﬁVaRV5R> og" + 68"V RVyR + 28"V, R (VV(SR)} )

no qual foi feito uma redefinicdo nos indices de g""V,RV,R — g*¥V,RV pR. Traba-
lhando com o terceiro termo do membro esquerdo da relagdo anterior, temos

[ dxy/=gg" VuRVR = [ dx/=g [Vy (8"'V,RIR) = " (V,V,R) oF]
/ d*x\/—gg"'V,RV,0R = / d*xd, (\/—gg"3,RoR) / d*x\/—gg" (V,V,R) R
/d4x\/—gg?“’VyRVV5R = —/d4x\/—gg’“’ (VyVuR) 6R.

Como a variagdo éR é
5R = 58—]/“/1{],“/ + gyvéRyy,

gﬂvdRyy - —Vyvv (5g]/l‘l/) + gl/n/ljégyv,
temos

/ d4x\/—88"PV RV R = — / d4x\/—gg BV VR (68" Ry + " 0R)
/d4x\/—gg“ﬁV,XRVﬁ§R = — /d4x\/—g (g“'BV“VﬁR> Ry 08" +

- /d4x\/—gg“ﬁVaV,gR (§"6Ru) .
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O segundo termo do lado direito da relagdo anterior pode ser escrito como
/ d4x\/—g8"PV, V4R (§"6R,) = / d4x\/—g8"PV VR (8"6R,)
[ #5788 VaVgR ("6Rw) = [ dhx /=88 VaVR [V, (6g™) + g0 008"
[ #xy/=g8" PV VaR (876R) = — [ d*xy/=gTRV, ¥V, (6g") +
-|—/d4x\/—_gDR (g 008"
[ #ixy/=gg P VTR (86R,0) = [ dhxy/=gV, (OR) V. (6g") +
- / #'x/=8Va (OR) [8**V (108"
/ dx\/—gg" PV, V4R (g"0R) = — / d*x\/=gV,V, (OR) 5g""+
—|—/d4x\/—_gg“5VﬁV,x (OR) guvog™
[ 5/ =g8" PV VaR (876R) = — [ d*xy/=g V.,V (OR) 68"+
—i—/d4x\/—_ggWD2R(5gP“’,

e assim

[ dix/=gg" ViR (876Rn) = [ d*x/=g [gPR ~ V¥, (OR)] 5.

Unindo todos os termos de 651, obtemos
051 = /d4x\/__g [_%guv <8D‘ﬁvszVﬁR>] g + /d4x\/__gvvavR‘ng +

2 [ dx /=g (PVaVgR) Rudg =2 [ d*x/=3 [gn PR — V,V, (OR)] g
Portanto, a variagdo total 6S¢ escreve-se

/d4x\/—_gGW(5gW—|—
—_ / dtxy/—g {ZR (RW - jIgWR> +2 (g 0R — vyvvk)} 5+
+2 / d*x\/—g [—%gw (8" VaRVR) + vﬂvaR} sgM+
=5 [/~ [ (P VaVR) Ry + PR = V,V, (OR) | 6 = 0,

fornecendo as seguintes equagdes de campo

1
G — {212 (RW = ZgWR) +2 (g,OR — VFVUR)] +

1
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ou, lembrando que co = —1/xp e ¢ = Bo/ K(Z),
1 1
Gy + w R{ Ry — ZlgWR + (gmwOR =V, VyR) | +

1 1

K
0

Por fim, usamos Eq. (9.42) de Ref. (CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2011) para escreve-

mos de maneira direta a contribui¢do para as equag¢des de campo oriunda do termo

ctibico R® na acio. Nesse sentido, obtemos

1 1 1
Ryw = 38w R+ {R (Ryv - 18VVR> — VuVuR+ 8wDR] T

1
+% [Rz (RW — 6gwR> — V. VR + gWDRZ] +
0
Po OR 4 & R — R,,00R (PR + v, RV*R ) | = 87GT
r v‘uvU R + EV#RV]/ - nwv - gyy + Zle v — 7T uv-
(A7)



APENDICE B

PERTURBACOES EM TORNO DE SCHWARZSCHILD:
ANALISE VIA PERTURBACAO SINGULAR

Neste apéndice, faremos uma anélise acerca das implicagdes do método das
perturbagdes singulares sobre o limite de campo fraco da gravidade de Starobinsky —
acdo (1.1) com ag = Bp = 0 — assumindo uma massa pontual na origem e relacionare-
mos com o caso completo nao linearizado em que se considera um horizonte r;,. Para
uma introdugédo sobre perturbagdes singulares, veja Refs. (JOHNSON, 2004)(HOLMES,
2012).

O objetivo aqui é fornecer uma justificativa para considerar que a camada limite
A é dada por A ~ 1/ 2, e portanto, estd muito no interior do horizonte. Uma vez
mostrado que A < 1, se torna licito seguir com a abordagem desenvolvida em Sec.
4.2.1. Na andlise deste apéndice, consideramos apenas a gravitacdo de Starobinsky no
limite de campo fraco. Ou seja, mesmo muito préximo da massa pontual, assumimos
que a gravidade é dada pelas equagdes linearizadas. Essas hipoteses sdo fortes, porém
apenas nesta situagdo conseguimos aplicar o método de perturagdo singular.

Nesse ponto, retomaremos algumas das rela¢cdes da anélise do limite de campo
fraco. Tomando o traco das equagdes de campo da gravidade de Starobinsky — que é
o caso particular de (4.1) com g = Bop =0,com T = —p = —md (r), segue

~R+ Kivvaz = —87Gp.
0

Linearizando-a tendo a métrica de Minkowski como background (g, = 7y + hyy, com
‘hlﬂf‘ < 1) e considerando um regime estético e esfericamente simétrico, escrevemos!

—R+ K3V2R = —87Gmd (r); (B.1)
0

Além dessa relagdo, temos também a componente y = v = 0 das equagdes de campo
(linearizadas, com simetria esférica e estaticas),

1 1
Rgo+ =R — —V?R = 87 GTy.
2 Ko

1A curvatura escalar R estd implicitamente linearizada: uma notagdo mais precisa seria Rj;;,, mas ndo
faremos isso.

156



157

Uma vez que sabemos que Rog = V3¢ e Tog ~ p, escrevemos

1

V3 + SR Klsz = 8rnGmé (r), (B.2)
0

Podemos ainda combinar essas duas relagdes para obter

V2 + %R = 13—67'(Gm5 (r). (B.3)
Vale a pena comentar sobre a natureza da solugdo geral do limite de campo fraco da
gravidade de Starobinsky: ela é uma teoria de quarta ordem para a métrica; assim,
seu limite de campo fraco possui quatro solugdes linearmente independentes — uma
solugdo constante, a conhecida solu¢do newtoniana e duas solugdes do tipo Yukawa; no
entanto, a condi¢do de contorno no infinito, onde impomos um limite assintoticamente
plano "mata"duas das solugdes. Por sua vez, a condi¢do de contorno na origem, onde se
localiza uma massa pontual, fixa a constante da solugao do tipo Yukawa decrescente.

Podemos entdo escrever G
m

o(r) === (1+ae 1),
para o potencial gravitacional ¢ —comayg =1/3ely = /3/xp.

Vamos agora investigar as solu¢des das equagdes diferenciais da gravidade de
Starobinsky linearizadas através do método de perturbagdes singulares. As condi¢des
de contorno sdo as ja conhecidas: limite assintoticamente plano e a existéncia de uma
massa pontual na origem.

O método de perturbagdo singular consiste em buscar solu¢des aproximadas
das equagdes (B.1) e (B.2), que valem em regides distintas do intervalo (0,0), e em
seguida fazer uma colagem das duas solugdes aproximadas, pois afinal, elas sdo apro-
ximagoes de uma mesma solugdo. A solu¢do aproximada para grandes valores de r é a
chamada solugdo exterior, enquanto a para pequenos valores de r é a chamada solugdo
interior. Além disso, existe uma regido intermedidria, onde a soluc¢do exterior deixa de
ser uma boa aproximacéo para valores de r menores, e analogamente, a solucado interior
deixa de ser uma boa aproximacado para valores maiores de r. Essa regido é conhecida
como camada limite, que por sua vez possui uma espessura especifica.

Podemos encarar a quantidade 1/xp como sendo um pardmetro infinitesimal
em (B.1). Notemos que 1/xp acompanha os termos de derivadas, de modo que a so-
lucdo aproximada associada deve possuir um comportamento sem tantas variagoes.
Conhecendo a solugdo original, podemos dizer que esta solugdo aproximada deve des-
crever R e/ou ¢ para grandes valores de r. Entdo, aproximando (B.1) por

—R ~ —81tGmod (1),
segue que
R, ~ 0, (B.4)

uma vez que longe da origem ¢ (r) = 0. Substituindo esse resultado em (B.2) ou (B.3),
temos
VZCPO ~ O/
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cuja solugdo é
C
Po = C + 72

No entanto, a imposigao do limite assintoticamente plano implica em C; = 0. Assim, a
solucdo aproximada exterior se escreve

Po = —. (B.5)

O primeiro passo que daremos para obtermos a solugdo que descreva aproxi-
madamente bem o potencial ¢ para pequenos valores de r é desenvolvermos (B.1) com
a = 1/xp. Nesse sentido

+

dr W = —8ntGmd (7’) .

2
—R + 3a (%d—R d R)

Nesse ponto, para adequadamente descrever a solugdo interior, é preciso fazer a mu-
danga de varidvel para mudancga de escala

r LT
¢ = A com R(r) - R (K) , (B.6)

com A = A (a), de modo que

_>li d? 1 d?
Ade €

a
dr

e a EDO é reescrita como
A 2dRTAPRT O BA2

% +Ed§ + d(:fz __361 nGm5(§)

A quantidade A = A (a) representa a ordem de magnitude da espessura da camada
limite, a qual vai a zero quando 4 também o faz. Definindo-a de modo a manter ¢

adimensional, temos A = x;; 172 _ g1/2, Assim,
2 px 1 * 8
V*R* — §R = —gnGm(S (€). (B.8)

A solucdo da equagdo homogénea associada é da forma

Ri () = Ze /34 L, (B.9)

Queremos agora saber quais os valores que C3 e C4 devem assumir. Uma vez que o
laplaciano de um termo de Yukawa &~ 1¢*¢, é da forma

2 10@): 2(1) ag 210(@
V(Ce Vil ot

que no sentido de distribui¢des na variavel ¢ = \/ar

V2 (%) = —4mais (¢,
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e como nas proximidades da origem e% ~ 1, segue

V2 (%e“§> ~ azée"‘é — 4ma2s (). (B.10)

Prosseguindo em nossa construgao, substituimos (B.9) em (B.8), e considerando (B.10),
obtemos, dada a independéncia dos termos, a relagao

— 47026 (&) (C3 + Cy) = —476 (¢) <§Gm) ,

de modo que

2
C3+Cy = Gm, ou C4 = (C3 — —Gm) (B.11)
3 a’ 342
Assim, a solugdo geral da EDO é da forma (B.9) com C3 e C4 dados por (B.11).

Em posse de R* (¢), podemos utilizar (B.3) para obtermos ¢. Fazendo a mu-
danca de variavel ¢ — r/A, temos

2 5.
1 <2d¢1+d¢z>+%R*_1—6nGm5(€)

gdg  de? 3
Uma vez que A = Ko_l/z =al/?,
% (%%’ + 5;2;1) + -R* = ?nGm& (&)
Vi = Ea7‘ch§ (¢) — %a (%e'g/ﬁ + %eg/\/@) , (B.12)
que possui genericamente como solucdo
$i (§) =c1— %2 - a%‘ge‘é/ﬁ — a%eg/ﬁ. (B.13)

Para vincularmos as constantes, substituimos (B.13) em (B.12), e novamente levamos
em conta a relagdo (B.10). Nesse sentido, devido a independéncia dos vérios termos,
obtemos as seguintes rela¢oes

Cr +acs + acy = —Gm (B.14)

3/

%—63—0 e%—04—0 (B.15)

que nos da

1
C3:%, e C4:%:—§ (Cg—FEGm) Z—(Cs—i-G—m)- (B.16)
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Com isso, é fcil verificar que

Gm
) = ﬁ. (B.17)

Estamos agora interessados na colagem das solu¢des aproximadas. Para que r
esteja na regiao intermediaria, devemos ter que r = O (® (a)), onde O (©®) estd entre
O(A)eO(1);istoé,

. 0 . O .
Lllg%xzoo%}llgém:oo, e ng%(azo. (B.18)

E interessante que na regido intermedidria se introduza uma nova variavel 7, tal que

I (rmgee=Lt 19
1= (r—ﬂ®,c;‘—A—A>, (.19)
e fazer a — 0 com 7 fixo. A colagem requer que
leiir(l) [4)0 (r)|r:17®} = lii% [‘Pi (‘:)’§:17®/A] , com 7 fixo. (B.20)

Utilizaremos uma forma equivalente do limite acima, que se mostrara mais conveni-
ente para a andlise. Tomaremos o limite

, com 7 fixo. (B.21)

, ® . O
lim [m‘l)a (C)' = lim [m‘i’i (€)

g’f—n®/A] a—0 ’g—n@)m]

Assim, utilizando as expressdes para ¢, (¢) e ¢; (), chegamos em
C 1 1 1
=2 — lim (01E —C— — IZC3—€_77®/\/§ — ac4—e’7®/‘/37”> . (B.22)
U U U
Observamos com base nos limites que caracterizam ®, que o procedimento de colagem
requer que as constantes c; e ¢4 sejam nulas. Além disso,
C2 = —(C». (B.23)
Isso implica que a solugéo interior ¢; (&) é da forma

4i(0) =~ —age ¥ (B24)

Feita a colagem, construiremos uma aproximagao unificada, constituida a partir
da soma das aproximagdes exterior e interior, subtraida do termo comum em ambas.

Gu = ¢o (&) + ¢; (8) — Igual =
_G 6 G o GO
bu g + z ﬂzge z

com

(B.25)
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Logo,

AN P
Pu = _GTm (1 + 1e‘r/‘/?;) : (B.26)

Portanto, concluimos através da presente andlise que o método de perturbagdo
singular para obter solu¢des aproximadas do limite de campo fraco da gravidade de
Starobinsky produz resultados consistentes, uma vez que a solugdo aproximada (B.26)
é a propria solugdo exata. Por outro lado, vimos que a quantidade A = x;; 12 — g1/2
representa a magnitude da espessura da camada limite. Estimativas realizadas anteri-

ormente nos fazem assumir um xy ~ 1033GeV? = 10-3M3,, de modo que
A ~ 32 x 10Mp}!. (B.27)

Além disso, observamos que hd um limite inferior para o raio de horizonte do buraco
negro que é da ordem r ~ M;ll. Uma vez que o horizonte ), estd bem no interior da
camada limite A, podemos prosseguir através de uma andlise via perturbacdo regular.



APENDICE C

LDEDUQAO DAS EQUACOES PARA A EVOLUCAO DAS
PERTURBACOES

Neste apéndice, daremos detalhes da dedugdo das equagdes para a evolugdo
das perturbagdes escalares e vetoriais.

Com relagdo as perturbagdes escalares, vejamos como fica o caso para a conser-
vacdo covariante do tensor energia momento. Trabalhando com Eq. (5.90) no regime
linear, temos:

5 (VuTh) = 0= 3,6T", + Th,6T%, — rﬁv(sﬂ‘ﬁ + OTh, T, — 5F§VT”/3 -0, (C1)

onde para cada um dos termos auxiliares, obtemos
0,0T", = 90T, + 9;6T",,
/
0,0T", = (€+7) (uO(SuV + (5u0uv> + (e+p) <uo5uv + (Suouy> + (0¢' + op") uu, +

+ (de + op) (uouv)l — oy, + [(e+ p) (as0u'u,) — @u0p) &', (€2

e

0T, = ThoTS, + 6T,

Thad T8, = 43 [(e+ p) (u00u, +u'u, ) + (de + op) ulu, — 6p8°, |, (C3)
e

ThoT'y = T,6T% + 96T + T}, 6T + I, 0T,

PﬁvéT”ﬁ = HS [(e +p) (uOcSuo + 5u0u0> + (0 + 0p) ulug — 5;9]

+19, [(e+ p) ou'ug| +T), [(e+p)ulou;| — 1), [op')], ()

e

Ty T = O3 T0, + aTgZ.TIV
STy = ¢ |(e+p)ulu, — po°, | =3¢ |(e+ p) ulu, — po°, | +
—¢ips', +39,pd’,, (C.5)
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oTh Ty = oI, T% + T8, Ty + T}, T% + T, T,

51"l/f1,T”l5 = oI, [(e +p) ulug — p] — T p.

(C.6)

A Eq. (C.1) contém quatro equagdes sendo uma para cada valor de v. Vamos
entdo separé-la nos casos v = 0 e v = k. Utilizando as velocidades u", u,,, dut e du,

temos para cada um dos cinco termos auxiliares o seguinte:

Parav = 0: Para Egs. (C.2), (C.3), (C.4), (C.5) e (C.6) temos o seguinte:

00Ty =8¢’ + (e +p) V7,

onde V? = 5ifal-a,- e
[ha6T% = 4H5e,

e

rh0T"s = H (6e — 30p),
e

SThaT% = (¢’ —3¢') ¢,
e

oThT!y = ¢'e + 3y/p.
Juntando estes cinco resultados, obtemos

6¢' + (e +p) (Vzv —31,D'> + 3H (e + 6p) = 0.

Parav = k: Levando em conta que para os graus de liberdade escalar

1
oult = R (—(,b, v’k> e duy =a(p,—vg),
Temos que Egs. (C.2), (C.3), (C.4), (C.5) e (C.6) resultam em:

6T = vy (¢ +p') — (e +p) Vs — 0dp,

e
[T = —4H (e + p) vg,
e
Fik(ST” = H(e+p)vg—H[(e+p)vi =0,
e
SThaT% = p (B — dx),
e

oTh T's = e + 3y p.

Juntando esses cinco resultados, obtemos

[v(e+p)] + (e+p) [4Hv + ¢] + 6p = 0.

(C.7)

(C.8)
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Além da equagdo de conservacdo, temos as equagdes de Einstein perturbadas
(5.91). Procedendo de forma andloga ao caso anterior, obtemos, ap6s um longo célculo,
o seguinte resultado:

6GY = az—z [v%p —3H (v + H(p)} = 81GSTY, (C.9)
6G%; = az—z (¢’ +Ho) ; = 8nGoT, (C.10)
] 2 " / / 1 i
6Gl =~ [1,0 +HP+9) + (2H +H2) 9+ SV (p—y) | 0+
1 i
+3 (¢ — ) ; = 87GIT; (C.11)

Por outro lado, vemos de Eq. (5.93), que

oTC, = J¢, (C.12)

e
ST’ = — (e +p)v,, (C.13)

e

Assim, substituindo Egs. (C.12), (C.13) e (C.14) em Egs. (C.9), (C.10) e (C.11)
respectivamente, e considerando i = j na terceira expressao, obtemos

V2 —3H (¢ + He) = 4nGa*de (C.15)
¢ +Ho = —4nGa® (e+p)v  (C.16)
'+ H Q2+ ¢) + (2%’ + %2) ¢+ %vz (¢ — ) = 41Ga’op. (C.17)

Além disso, como 6T" i€ diagonal, temos de Eq. (C.11) parai # j,

(@—v);;=0=9¢=19 (C.18)

Com relagdo as perturbacdes vetoriais, a conservagdo do tensor energia mo-
mento produz somente a equagao vetorial

5 (VyuTh) = 0 = 9,8T" + TiudT% — ThoT!y 4 6T, T — 6T Ty = 0. (C.19)

Para calcular os trés primeiros termos de Eq. (C.19), podemos partir de Egs.
(C.2), (C.3) e (C.4) levando em conta apenas os graus de liberdade vetoriais, isto €,

ouy =a (0, —w;),
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com wii = 0. Nesse caso,
H
ayéT ;

H o

B st
0T

— (€ +p)wi—(e+p)w,
—4H [(e +p)wil,

0 [(e+ p) /| + T [~ (e+p) )] =

0,

onde a dltima igualdade decorre de wl 1“?]. = wjl" éi = Hw;. Além disso, lembrando que

" g~ 52 , 0s dois ultimos termos de Eq. (C.19) resultam em

O préximo passo € utilizar as conexdes (5.116) e a relagdo T K

esses dois ultimos termos.

0 1/ | Tk
0Ty T% = 6T, T/, + 0T, T,

0 70 k j
oTh. T = oT{, TS + oTk T,

p

Logo,
9,u0T", = — [w; (e +p)]',
FZLX&T"‘Z- = —4H [(e+p)wi],
rhoT"s =0,
0T} T = =6 pd*; = —péT’,,
oTh TV = —oT%ps/ |, = —poT;

pd , para reescrever

Por tim, substituimos estes resultados em Eq. (C.19), obtendo a equacdo de conservacdo

[wi (e + p)] + 4Hw; (e + p) = 0. (C.20)
A perturbagdo na equagdo de Einstein resulta em duas equagdes:
6GY; = —217va{ = 87GST?, (C.21)
e 21? [(Fi,j +E)" + 21 (Fj+ P]',i)/] = 871G, (C.22)
onde de Eq. (5.93), vemos que
6T = — (e + p) w;, (C.23)
5T'; = 0. (C.24)

Por outro lado, sabemos que a perturbacdo vetorial invariante de gauge é dada por
V; = S; — F/. Logo, utilizando o fato de que w; é naturalmente invariante de gauge —
ver Eq. (5.76) — obtemos as seguintes equagdes:

V2V, = —1671Ga® (e + p) w,
(Vij+ Vi) +2H (Vij+ Vi) =0.

(C.25)
(C.26)



APENDICE D

LCONSERVACAO DA PERTURBACAO DE CURVATURA
COMOVEL

Neste apéndice, deduziremos a propriedade de conservacdo da perturbacdo de
curvatura comé6vel R em escalas super-horizonte, isto é, R’ & 0 se ndo houver pertur-
bagdes de entropia. No gauge newtoniano, R’ é dado por

R = —l/J/ +do (Hv).

Substituindo Eq. (5.106) nessa expressdo, obtemos

P ” T+ He V' +H o+ HP
K= ‘”mm{% [a2<e+p>]+”{ 2+ p) %

Y+ He / 2 (o
— — | (2aa (e+p)+a (¢ + .
pryp— (200 (e +p) +a* (¢ + 7))
Utilizando a equagdo de conservagéo ¢ = —3H (¢ + p), reescrevemos a expressao an-
terior como
a® (e + p) a® (e + p)
——R/ S SO TN H/ / Y

+H (Y +H P+ HY) +H (¢ +Hep) + 3’2—:7{2 (' +Ho).

Em seguida, utilizamos a equagdo de Friedmann H? — H' = a? (¢ + p) /2M%, e a equa-
¢do de Poisson (5.105) no primeiro e no dltimo termo do lado direito, respectivamente.
Assim,

a*(e+p) % Y, / 2 p 2 a*
g KMy +H Y +¢) + (20 1) 9+ L (v o) |
Por fim, substituimos Eq. (5.107) nessa tltima expressao obtendo
a*(e+p) a* Vo2, 1o
_T%ZR =H ZM%Z‘Spnad‘l'?v p=3Vi@-9)|, (D.1)
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onde .

OPyad = Op — ?58,
é a perturbacdo de pressdo ndo adiabética. Alem disso, dp,,,s é uma quantidade inva-
riante de gauge e para p = p (¢,S), temos 0p,,,q = T6S, onde T = (dp/9S)..

A expressdo (D.1) obtida no gauge newtoniano, onde ® = ¢ e ¥ = ¢, pode ser
colocada em uma forma invariante de gauge:

a’ (e +p) a? p' 1
—— PR =H | ——0ppaa + SV - V(P -
2M3, 2M3, e 3

No caso em que ndo temos perturbagdes de entropia,

_a*(e+p)

!/
1
R = ’H%Vz‘lf —SHVA (@)
Pl

Além disso, sabemos pelas equagdes de Friedmann que

R(e+p) Lo dle+p)

HZ _ H/ —
2 2
2My, 2My,

pois, em geral, H ~ 17_1. Portanto, no espago dos momentos

K> [y 1
R~ o {%‘P—E(CD—‘P)] -

dR K\N* [y, 1
dma”<ﬂ)[? —5@—Tﬂ'

e em regime super-horizonte, onde k/H <1, obtemos que R se mantém constante com
a expansao 4.




APENDICE E

FRAME DE EINSTEIN DE STAROBINSKY +R°

Neste apéndice vamos reescrever a agao

R+ —R2 + OR3, (E.1)

Ml%l/dllx\/_

3K0

no frame de Einstein.
Comecamos escrevendo uma segunda acdo na forma
=2 [ a*x/~ A+ A2+ A3 ——A E.2
ARG LG W R CE I
onde p ¢ um multiplicador de Lagrange. Tomando a variagdo com relacdo a y obtemos

a=R
Ko

que mostra que S = S. Além disso, tomando a variagdo com relagdo A temos
T— (1 A+ aOAZ) . (E.3)

O préximo passo é inverter (E.3) e obter A como fungao de u. Reescrevendo (E.3)
obtemos uma equagdo de segundo grau

wA2+A+1- 2 =0
Ko

—1i\/1—4oc0 (1—%)

20(0

cuja a solugéo é

Ay =
Para que o limite xy — 0 esteja bem definido devemos escolher o sinal positivo:

~1++/1T—4ag (1 f1)
20(0

A=
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onde definimos ji = u/xp.

Em seguida devemos substituir A em (E.2). Assim, utilizando a prépria equagdo
de segundo grau temos

< Moo R 1 LY

S — 5 /d x\/?g _yK—O—l—KO/\(l—i—E/\—Fg“O/\)_V/\} =

. M [ 1,.1
S:Tpl/d‘wa/—g AR — koA (p‘t—l—E)\—Fg()\‘Fl_ﬁ))} =
. M2 :

5= [dey/ =g (IR~ xor @(ﬂ—”—?)}'

Trabalhando apenas com o termo que depende de A temos

(G- 1) - (P

20&()

x [; (F—1)— —1+¢11—2f0a0(1—;z)] N

A(%(ﬁ—l)—%/\) :io%(—l—i—\/l—éhxo(l—ﬁ)) x
x [&xo(g—m— <—1—|—\/1—41x0(1—]7£))] =
A(%(ﬁ—l)—%)t) :—ﬁ (—1—1—\/1—40(0(1—]71)) X
X (—1+8¢x0(1—ﬁ)+\/1—4tx0(1—ﬁ)).

Portanto,

: M%z/d4x\/_ yR+24 2(—1+\/1—4a0(1—ﬁ)> X
x (—1+80¢0(1—]2)+\/1—4tx0(1—ﬁ))]
= M%z/d4x\/_ yR+24 2(—1+\/1—4a0(1—ﬁ)> X

X (—1+80¢0(1—;2)+\/1—4“0(1_?‘))}'

Em seguida devemos realizar as transformacdes

fi=eteuw =e'gu
na agio S.
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Adendo Uma transformacdo conforme na forma

S =€ gy
resulta na seguinte mudanga do tensor de Ricci e do escalar de curvatura:

_ 1 1 1
Ryy = Ryy + Vyva + EgWDX - EVVXVUX + Egyvv'BXv,BX
R = &R — JVFxVgx + 3¢ ek
=etR — 5 XVpXx+3e et.
Observe que V, e [ nas expressdes acima estdao em termos de gy

Utilizando os resultados acima temos

. M3 _
S = TPZ /d4x\/—_gez7( {67( (eXR — gvﬁxvrg}(—l—%xﬂex) +

v o (—1—|—\/1—4zx0(1—e%)) (—1+80¢0(1—ex)+\/1—4zx0(1—e%))] =

. M? _
S = Tpl /d4x\/—g' {R — ge_xg“ﬁaa)(a/;)(+3e_2?‘[|e"+

—%mﬁ2X(—L+Vﬁ—4%(1—éﬂ)(—1+8mﬂ1—eﬂ%—¢1—4Mﬂ1—eﬂ)].

2403
Alem disso,

e 2X

1
0, (¢°V\/—¢d,eX) = —9, (¢°V\/—¢gd,eX),
2 p(g 8 ) =3 p(g & )

é um termo de superficie e pode ser desprezado. Logo,

e 2X[eX = e_ZXVpreX =

My T B

-+“ﬂdx<—r+vﬁ—4%(1—am)(—1+8Mm1—em4-¢1—4mﬂ1—en)].

2403

Adendo Para obtermos unidades de massa para o campo escalar e um termo
cinético padrdo é interessante realizar a substituigao

Assim,
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onde

2 9
M2, e 2V 3 1l 7 9
V(p) = pi%0° <—1+\/1—4oc0 <1—e\/;MPl>>><

4802

2 9 2 9
—1 -+ 8ag (1 —e\/;MPl) + \/1 —4u (1—6\/;MP1>] .

E interessante notar que o limite de Starobinsky xy — 0 estd bem definido. Segue:

M? Koe_z\/%MLPl VI VI
lim V (¢) ~ —2 l—szo <1—e 3MP!>] {6&0 <1—e 3MP!>] =

ag—0 480(%

X

_zﬁi 2
M3 kpe ~V 3Mpy 7 9
lim V (¢) =~ — PI"0 <1—e\/;Mpz> =
0(0—)0 4

M3 ko _JZ e \?
lim V(@) ~ ——LE2 (1 —¢ V3Ma ),
fimV (g) ~ = (1 Vi)

como esperado.



APENDICE F

LFRAME DE EINSTEIN DE STAROBINSKY+R? + ROIR

Neste apéndice, vamos reescrever a agao
_ M B
o[/ g (R4 R+ 0 R3 — PUROR
/ ( 2K 3K0 ZKO

no frame de Einstein.

Definindo os parametros

A =R,
Ar = R,

podemos escrever uma segunda a¢do na forma

_ M?
5 = = [dxy=g

1 2 3
)\1+2K0A1 3 2/\

zﬁz)\l)\er;l(R M) +up (OA = A2) |,

onde y e y; sdo multiplicadores de Lagrange. Tomando a variacdo com relacdo a i e
141, obtemos
R=A,
OR = Ay,

que mostra que S = S. Além disso, tomando a variacdo com relagdo A; e A,, temos

1
14— A1+ Az 2’1102)\2—;4-}—Dy1=0, (E1)
0

0

2182/\1 U1 = 0. (FZ)
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Logo,
2K2
M= —ﬁ—ﬂl
Bo 1 2
22/\ —1+ /\1—1— )L —pu+ Uy =
;50/\_1+1 _Z_K% +@ _% 2_ + Ly =
o 2 2 X0 ,30 H1 K% Bo 1 H H1
/30 2K0
=1——u 03 w3 —p+ Op.
ZKO Bo ,82 071
Substituindo Aq e A» na acdo S, temos
S M3
i N A§+3 2/\3
2'82)\1)\2+]4(R A1)+ (OA; — )\2)],
3
_ M-? 2k2 1 22 o 2k2
5— PZ/d4 Bl I S (e} X0 [ _<K
> X\/—8 B V1+2K0 0#1 32 B 1| +
2k2 2K 4oc 2k3
- <_/5_c?’“> (1 - ﬁo ﬁzoKoﬂl ﬂ+Dm> +u <R+ ﬁ—(fm) +
o _ZK(Z) _ZK(Z) 1_2K0 + 4 O
H1 ,BO 1 ,BO ‘B H1 ﬁ2 Ol/ll M M1 ’
ou
_ M-? 2K 213 8agrd
- Tm/d4xv B [__OP‘l ‘Bozﬂl 3530 i+
2K 2Ky 4oy 5 21{%
+20%, (11— + +0u; | +p R+ 20 ) +
‘B H1 < ,BO - M ‘BZ KOVl M IM1> ‘u< 50 H1
2k 21( 2K
—ﬁ—om g (1— ﬁouﬁ 2 —o KoMt — P‘+DV1)
ou ainda
i} M3 212 23
5 = e | pim it

Suort 2K2 22
- Sﬁso i+ <R + ﬁ—(?ﬂl) - [3—:#15#1
0
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Portanto, a menos de termos de superficie, temos

2
S = Mpl/d4x\/

UR + —Ovpylvpyﬁ

Bo
ZK(Z) 2K8 5 80401(0 3
ey | -0
+ B (=1 + B Hi— Sﬁg

Em seguida devemos realizar as transformacdes

p=et e qu = eXgW,

na acédo S.

Adendo Uma transformagado conforme na forma

Suv = e guy

resulta na seguinte mudanga do tensor de Ricci e do escalar de curvatura:

_ 1 1 1
Ryv = R]u/ + VPVVX + Eg;wDX - Evava + EgWVﬁXV;;X,

R =e R — gvﬁxvﬁx + 3e A,

Observe que V, e LI nas expressdes acima estdo em termos de gy, .

Utilizando os resultados acima temos

. M3 _
S = Tpl/d‘Lx\/—g‘e_bC [eX (eXR — EVP)(VPXnLSe_XDeX) -
2

2x3 2K
+5_§VPV1VPV1 * 5 C(ef =)+

4

— Q53 H
/32 3y !

M? _
S= Tpl /d4x\/—g‘ {R - ge_xvvapx+3e_2XDeX+

€%, 2k2 265 8ot
+ 20072V 1 VP + 27 (e — 1) py + =202 pd — ——0e 23 |
B prVin + 5 ( ) 1 o M- e

Alem disso,

)
e
e X [eX = e*ZXVpVPeX =

1
% (" V/=8006) = =20 (8" V/=500e").
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é um termo de superficie e pode ser desprezado. Logo,

2K 2
R - §Vvaf’)(+ [3_6 ERAVSTAVITIS

2
S = Mpl/d‘lx\/

2x2 23_ 8a0K _
+ 06—27((6)(_) 0 2x,,2 Oe 2x,,3

Bo TR T 3

Substituindo y; em termos de A4, e definindo

M
— _’
Ko

obtemos finalmente
i} M? -
§ = P /d4x\/ {R — §vvap;g + — ’BO _XVP/\VPA +

1
e 2X X _1_ -\ — 20,52
Ko€ /\<e 1 2/\ 3/\)].

Adendo Para obtermos unidades de massa para os campos escalares e um
termo cinético candnico, é interessante realizar as substituicoes

2 @ Mp ¥
g _——_— /\, = .
\/;MPZ ¢ Ko
/d4x\/_ PlR _ _vp(pqu) + '84 Pl \/—MPZV TV”‘F +
Ko
3
_e_z\/gf‘/%z TMp, (e\/g”ﬁ?l -1- MPZ‘I’ OMPI Tz)]

2 2K 3K0

Assim,

Como x) tem dimensao de M3, podemos definir

M3 - M3
COZK—OPIGCOE_—PI,

Ko

onde os ¢;’s sdo adimensionais. Logo,
/d4xv { 2 R- —qu>qu>+ ﬁOCO \/_MPIV YVHY +

2 2
IRV N PRSIV SN ST
2Mp 3 \Mp

}
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Por fim, é interessante notar que o limite de Starobinsky ag, B9p — 0 estda bem
definido. Segue

M3 . 1. __
TPZR =5V @VPD +

S_Sta = /d4x\/—g'

_2\/—MP, < \/—MP, 11— é(O >}
2Mp1 2 MPZ

Por outro lado, de Egs. (E.3) e (F.2), temos

1 b 4
yl—Oe,u—e\/_MPl—l—l— )\1—1+§0

Mpz
( Vit _ 1> '
MPl " %

Assim,
Ssta = /d4x,/ { ZPIR —vpcpvpcp +

TR (1) 151 (015

4
VI M (Vi) (LvVE 1]
280 2 2

M2 - 1. 1 M* VI 2
Pl Pl
“PR OV, oVPd — Pl 3M .
5 zvp \V4 s ( e Pz)




APENDICE G

DETERMINACAODE xr E A

As equagdes fundamentais do modelo podem ser explicitamente escritas em
termos dos campos e suas primeiras derivadas como

Xt +3hxe — %e—mﬂ + %e‘z")\ {(2 —eX)+ A+ %aoﬂ =0, (G.1)
Bo [ — (i = 3m) M) — [1—e % (14 A +a0A?) | =0, (G.2)
onde
1 1 1 1 1
2 __ 2,2 = X212 1 ~,2x X e W 2
h Xt 12,606 Af + ce A {(e 1) Z)L 30c0A } . (G.3)

Estudando o caso em que os pardmetros do modelo se comportam como By ~
5 = e X eag ~ 6%, assumimos as quantidades x; e A da seguinte maneira, respectiva-
mente,

Xt ~ c16 + Bo é by (505—1)" +ago ! :gbdn (505—1) " (G.4)
e
Aol 20 9 (ﬁofs*l)" + gd 2 é in (,305*1)", (G.5)

onde exploramos vdrias possibilidades de construcdo das quantidades x: (em primeira
ordem) e A (até ordem zero). Além dos termos envolvendo By e ap separadamente,
observamos a necessidade da introducdo de termos cruzados devido a ndo linearidade
da gravitagcdo. Notamos também bons limites quando tomamos os casos particulares
g — 0 (Starobinsky+R[R) e By — 0 (Starobinsky+R3).

Para encontrarmos os coeficientes das séries Egs. (G.4) e (G.5), as substituimos
em Egs. (G.1) e (G.2) e solucionamos os sistemas de equagdes correspondentes. Apds
um longo célculo, obtemos que, por consisténcia com o caso de Starobinsky, go ~ —1,
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assim como encontramos os seguintes n-ésimos coeficientes das séries

2
b, ~ — T paran > 0, (G.6)
3nT3
2
d, ~ o paran >0, (G.7)
3Tz
1
n ~ 30 paran > 1, (G.8)
) 1
jn ~ EETEEY paran > 1, (G.9)
bem como
2 .
1~ —3—3 e jo~ —L (G.10)
2

Em posse dos n-ésimos coeficientes, podemos substitui-los nas quantidades x;
e A. Nesse sentido, para x:,

oo 1\ " 00 N
1+%505—1 ) <%> — %ao(s—zg (502 > ] (G.11)

n=0

2
Xt~ ——0
32

que converge para

<1 (G.12)

Dessa forma,

Xt —2;@3 — go 5 <1 - %0605_2> (G.13)
Por sua vez, para A, temos
Aol — 3—2pod 1 xpd 2 <1 + ﬂ) . (G.14)
3—Pod! 3— oo~
A relacdo acima recupera os resultados de Starobinsky
Aot —1, (G.15)

e Starobinsky+R3, a saber,

Aot —1—ays 2 (G.16)
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