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Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar o conceito de ondas gravitacionais por meio

de uma abordagem comparativa entre as perspectivas newtoniana e relativística. Inicial-

mente, apresenta-se uma introdução ao fenômeno das ondas gravitacionais, sua relevância

no contexto da astrofísica moderna e sua detecção experimental, com destaque para ob-

servatórios como LIGO e Virgo.

Na abordagem newtoniana, considera-se uma descrição simplificada baseada em

dois corpos pontuais em movimento circular emitindo radiação gravitacional. Neste ce-

nário, encontramos as equações necessárias para compreender quantitativamente os re-

sultados experimentais apontados no artigo de descoberta das ondas gravitacionais da

colaboração LIGO. Embora limitada, essa perspectiva é útil para introduzir os conceitos

básicos e desenvolver a intuição sobre o comportamento do sistema. A seguir, entramos

no formalismo relativista, usando a teoria da Relatividade Geral de Einstein. Neste re-

gime, a métrica do espaço-tempo é perturbada em torno de uma solução plana (métrica

de Minkowski), e as equações de Einstein são linearizadas para derivar as equações que

governam a propagação das ondas gravitacionais no espaço-tempo.

Ao final, iremos analisar as proximidades entre os dois regimes e comentar sobre

as influências de nossas aproximações, enfatizando os principais limites da teoria clássica

e sua necessidade para fins didáticos que facilitam a introdução ao tema.

Palavras-chave: Ondas gravitacionais, Estudo comparativo, Radiação gravitacional,

Sistema binário.
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Abstract

This work aims to explore the concept of gravitational waves through a comparative

approach between Newtonian and relativistic perspectives. Initially, an introduction to

the phenomenon of gravitational waves is presented, its relevance in the context of modern

astrophysics and its experimental detection, with emphasis on observatories such as LIGO

and Virgo.

In the Newtonian approach, a simplified description is considered based on two

point bodies in circular motion emitting gravitational radiation. In this scenario, we found

the necessary equations to quantitatively understand the experimental results pointed out

in the article on the discovery of gravitational waves by the LIGO collaboration. Although

limited, this perspective is useful for introducing basic concepts and developing intuition

about system behavior. Next, we enter relativistic formalism, using Einstein’s theory of

General Relativity. In this regime the spacetime metric is perturbed around a flat solution

(Minkowski metric), and Einstein’s equations are linearized to derive the equations that

govern the propagation of gravitational waves in spacetime.

At the end, we will analyze the proximity between the two regimes and comment

on the influences of our approaches, emphasizing the main limits of classical theory and

its need for didactic purposes that facilitate the introduction to the topic.

Keywords: Gravitational waves, Comparative study, Gravitational raidation, Binary

system.
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Capítulo 1

Introdução às Ondas Gravitacionais

Imagine o instante em que uma pedra toca a superfície tranquila de um lago. O

impacto quebra a quietude e gera círculos concêntricos que se expandem, carregando con-

sigo o eco do evento inicial e transmitindo a mensagem de que algo aconteceu. A teoria

da relatividade de Einstein prediz algo semelhante, a existência de ondas gravitacionais

que resultam em um fenômeno de flutuações sobre a curvatura do espaço-tempo, que se

propaga livre ao longo do tecido do universo. De acordo com as equações de Einstein a

curvatura é causada pela presença de qualquer fonte de matéria ou energia, como planetas,

estrelas, ondas eletromagnéticas e gravitacionais. Quanto mais massivos forem os corpos

mais eles deformam o espaço-tempo ao seu redor, e se formam um sistema binário, então

eles geram mudanças temporais na curvatura do espaço-tempo, que geralmente são emiti-

das para fora do sistema, se propagando pelo espaço. Essas perturbações que se propagam

são as ondas gravitacionais e esse processo de emissão de ondas é chamado de radiação

gravitacional. Como veremos, a teoria da relatividade prevê que essas ondas possuam

uma velocidade igual à da luz, c e uma amplitude de onda h, onde esta é caracterizada

pela perturbação da onda sobre a métrica de Minkowski, hµν = gµν − ηµν . Como as ondas

viajam distâncias astronômicas antes de serem detectadas, é sabido que essas amplitudes

são grandezas extremamente sensíveis e da ordem de 10−21. Portanto a sensibilidade de

detecção dessas ondas pelos interferômetros é um atual desafio para física e engenharia e

um processo com grandes perspectivas.
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1.1 Ondas gravitacionais

Uma das predições feitas pela relatividade geral é que qualquer corpo acelerado

produz ondas gravitacionais (OG), porém este deve possuir grande quantidade de energia

para que os eventos sejam tecnologicamente detectados, ou seja, precisamos de eventos

astronômicos capazes de gerar energia suficiente para percebermos a mínima alteração

possível aqui na Terra. Eventos dessa escala são geralmente caracterizados por explosões

de supernova ou coalescência de grandes objetos, como binários de estrelas de nêutrons e

buracos negros binários (BNB), portanto mesmo extremamente distantes a energia pro-

duzida por estes é tão grande que esperamos conseguir sentir suas perturbações. Digo

perturbações, pois para Teoria da Relatividade Geral de Einstein (Ref.[1]), ondas gravita-

cionais são caracterizadas por futuações na métrica do espaço-tempo, uma vez que corpos

massivos transmitem energia na forma de perturbações no espaço-tempo que podem ser

observadas por nossos observatórios.

O presente trabalho tem como principal objetivo a análise de emissões de ondas

gravitacionais por um evento de coalescência de buracos negros binários, tanto no re-

gime newtoniano quanto no relativístico. O contexto do primeiro terá como base o artigo

"Ondas gravitacionais de buracos negros coalescentes: um estudo quantitativo a partir

de física básica"(Ref.[2]), publicado em 2022 na Revista Brasileira de Ensino de Física

(RBEF), onde neste estudaremos, em particular para o evento GW150914,1 os parâmetros

físicos do sistema, a dinâmica orbital dos buracos negros e sua transmissão de energia. Já

o contexto do segundo terá como referência o livro de Michele Maggiore, intitulado "Gra-

vitational Waves: theory and experiments"(Ref.[3]). Neste, nos limitaremos ao primeiro

e terceiro capítulos, que introduzem uma aproximação geométrica para as ondas gravita-

cionais, expandem as equações em torno da métrica de Minkowski, aplicam determinados

gauges2 e introduzem os primeiros conceitos relacionados à energia.

1O termo GW150914 refere-se ao nome do evento, onde os dois primeiros números dizem respeito ao
ano da descoberta (2015); os dois números intermediários indicam o mês (setembro); e os números finais
denotam o dia da detecção (14). Esse padrão é mantido para todos os eventos posteriores detectados
pela Colaboração LIGO-Virgo.

2Gauges são escolhas específicas de coordenadas ou condições que ajudam a simplicar as equações.
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O processo de coalescência de sistemas binários é caracterizada pela rotação simul-

tânea de dois buracos negros3 orbitando um centro de massa comum. Pelas previsões da

teoria da relatividade geral, o sistema transmite energia para as ondas gravitacionais, ge-

rando uma diminuição do raio orbital e aumento de frequência de oscilação, um padrão de

emissão bem característico e que pode ser observado nos detectores. Além disso, para de-

tectarmos qualquer sinal proveniente desses eventos, seus sistemas emissores de OG devem

possuir corpos extremamente massivos para que suas perturbações sejam suficientemente

grandes e possam ser detectadas a grandes distâncias. Ao longo do presente trabalho

usaremos termos como "fase espiral"ou "merge", que definem os regimes de separação

gradativa dos buracos negros e rápida coalescência, respectivamente.

1.2 Colaborações

Desde o século passado, as observações de sistemas de pulsares já ofereciam evi-

dências importantes para a teoria da relatividade geral (Ref.[4]). Uma das previsões dessa

teoria é a emissão de radiação gravitacional por sistemas binários, um fenômeno que pro-

voca a perda gradual de energia no sistema. Isso resulta em uma diminuição do raio orbital

e no aumento da frequência, efeitos que foram estudados e confirmados por Weisberg e

Taylor (Ref.[5]). No entanto, foi apenas com o avanço tecnológico nas últimas décadas que

se tornou possível realizar a detecção direta das ondas gravitacionais, confirmando ainda

mais a teoria de Einstein e possibilitando uma nova área de exploração. Atualmente essas

detecções são fruto do esforço de diversas organizações ao redor do mundo, incluindo cien-

tistas, engenheiros e instituições com o objetivo em comum de projetar, operar e analisar

os dados obtidos do universo. Dentre as principais colaborações se destacam:

• LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory), localizados em Han-

ford e Livingston, nos Estados Unidos. São contituídos por dois grandes detectores

de interferometria a laser com braços de 4 Km de comprimento.

3Aqui refere-se a buracos negros, pois é o evento de estudo do trabalho. Porém, poderia ser quaisquer
outros dois objetos em coalescência, como estrelas de nêutrons ou sistemas mistos.
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Foi o primeiro a detectar diretamente, quase que por acaso, as ondas gravitacionais

emitidas por um sistema binário de buracos negros, em setembro de 2015. Esse pri-

meiro evento GW150914 será a base para nossas análises de dados com aproximação

newtoniana (Sec. 3).

• Virgo, localizado na Itália. Colaboração europeia que opera com interferômetros de

3 Km de comprimento. Opera em conjunto com LIGO para formar uma rede de

triangulação e facilitar a localização das fontes no céu.

• KAGRA, localizados no subterrâneo do Japão. É o primeiro grande detector sub-

terrâneo e utiliza espelhos resfriados criogenicamente para reduzir a quantidade de

ruídos térmicos. Se juntou à colaboração LIGO-Virgo em 2020 e opera preferen-

cialmente em tempos complementares aos outros, de forma a manter observações

constantes de possíveis eventos.

• Outros detectores auxiliares e em planejamento são GEO600 de 600m na Alemanha,

que contribui com avanços tecnológicos de redução de ruído; LISA (Laser Interfero-

meter Space Antenna) projetado para estar no espaço em 2030 e o IndiGO (Indian

Initiative in Gravitational-Wave Observation) em desenvolvimento na Índia.

Essas colaborações em operação e desenvolvimento nos mostram a quantidade de

investimento mundial na detecção de ondas gravitacionais, cujo principal objetivo é obser-

var os diversos eventos astronômicos existentes no universo. A capacidade de se observar

e estudar fenômenos como estes nos trazem grandes espectativas, tanto sobre a melhora

de entendimento a cerca desses sistemas quanto ao favorecimento de nossas teorias, como

a relatividade geral. Como já comentado, o escopo do presente trabalho é justamente

estimar os parâmetros do evento GW150914 observado pela colaboração LIGO-Virgo,

utilizando tanto física newtoniana quanto relativística. Vamos comparar e verificar suas

precisões e ordens de grandeza, cada um dentro de seu contexto teórico e suas limitações.

1.3 Detectores

Os interferômetros responsáveis pela observação do evento GW150914 estão locali-

zados em Hanford (Washington) e Livingston (Louisiana), nos Estados Unidos. A Figura
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1.1 mostra os observatórios4 e suas localizações, distantes 3000 Km entre si. Ao centro da

mesma figura podemos ver a geometria em "L"de braços perpendiculares, que relembra

os experimentos de Michelson, Morley (Ref.[6]), cujo objetivo é encontrar algum tipo de

movimento relativo entre as direções perpendiculares. As ondas gravitacionais são osci-

lações na superfície do espaço-tempo e transmitem energia ao plano perpendicular à sua

direção de propagação. Assim, a ideia é identificar o padrão de movimento relativo entre

as direções nesses dois braços durante a passagem da onda e ver seu comportamento ao

longo de sua observação.

Figura 1.1: Observatórios LIGO como interferômetros (centro da figura). Parte (a): localização geográfica
dos observatórios LIGO-Hanford (em vermelho) e LIGO-Livingston (em azul). Parte (b): curva de
sensibilidade dos detectores. Fonte: Ref. [17].

Os eventos de ondas gravitacionais ocorrem à distâncias muito grandes (como

veremos, bilhões de anos-luz),5. Além disso a natureza de interação gravitacional é extre-

mamente baixa. Como resultado, a energia dessas ondas chega aos detectores de forma

reduzida, quase imperceptível. Assim, se torna indispensável o uso de detectores de alta

precisão, capazes de detectar as menores variações causadas pela passagem dessas ondas
4O termo "observatório"geralmente remete à grandes espelhos ou antenas parabólicas típicas dos

radiotelescópios. Porém, a geometria dos observatórios de ondas gravitacionais é na forma de grandes
braços perpendiculares entre si.

5Um ano-luz é a distância percorrida pela luz durante um ano e equivale cerca de 9, 46× 1012 Km.
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e medir suas amplitudes com uma precisão incrível. Além disso, essa amplitude é propor-

cional ao tamanho dos braços, por isso a necessidade dos detectores terem quilômetros

de distância. Essa característica faz com que o projeto LISA seja muito bem recebido e

esperado pela comunidade científica, pois seus três braços terão cerca de 2,5 milhões de

quilômetros entre si.

A métrica que representa as deformações no espaço-tempo é descrita por uma ma-

triz simétrica M4×4, portanto possui 10 graus de liberdade. Mostraremos que escolhas de

determinados gauges restringem nossa análise para apenas 2 graus, que serão responsá-

veis pela interpretação física das ondas nas duas direções de oscilação, que chamaremos

de "modos de polarização" h+ e h×. Digamos que essas oscilações ocorrem em um plano

x− y perpendicular à direção de propagação ẑ, como é mostrado na Figura 1.2 Conside-

rando por simplicidade uma distribuição circular de partículas teste nos interferômetros,

esperamos que elas realizem movimentos periódicos nesse plano durante a passagem da

onda, onde a figura mostra a sequência descrita pelo modo de polarização h+. De forma

semelhante seria para o modo de polarização h×, porém com oscilações nas direções di-

agonais. Portanto, periodicamente teríamos oscilações alternadas entre os dois modos

de polarizações físicos, cuja expressão matemática será melhor discutida posteriormente

(Sec. 3.9).

Para se observar algum efeito devido à coalescência dos buracos negros binários, é

necessária uma precisão da ordem de 10−21, porque a amplitude de oscilação dos braços é

proporcional à amplitude de oscilação das ondas gravitacionais e, como estas chegam na

Terra após uma longa viagem perdendo energia, sua ordem de grandeza é extremamente

pequena. A Figura 1.1.b mostra a relação entre a amplitude das ondas graviacionais

(strain) e sua frequência de oscilação, na qual podemos ver que a máxima sensibilidade

está por volta de 100 a 400 Hz. Existem estudos que relacionam essa curva de sensibilidade

dos detectores com o tipo de fonte geradora das ondas gravitacionais.6

A passagem da onda gravitacional provoca oscilações em função do tempo sobre

os braços do interferômetro. Assim, há momentos em que temos oscilações verticais, ho-

rizontais e diagonais, descritas pelos seus respectivos modos de polarização. Portanto

esperamos que em determinado momento durante a passagem da onda, os braços hori-
6Ondas gravitacionais emitidas pelo universo possuem frequências em diversas faixas, incluindo fora

da sensibilidade dos observatórios. Por isso a necessidade de se construir detectores em outros lugares
diferentes e cubrir mais faixas de valores (vide [7]).
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Figura 1.2: A deformação dos braços perpendiculares do observatório LIGO pela passagem da onda
gravitacional. No destaque de cada painel aparece o estiramento de um anel de partículas-teste que, de
inicialmente circular, passa a elíptico à medida que o modo de polarização h+ o atravessa; esse anel-teste
ajuda a visualizar o efeito da onda gravitacional sobre o interferômetro. Fonte: Ref. [18].

zontal e vertical tenham comprimentos (Lx+ ∂Lx) e (Ly− ∂Ly), respectivamente (Figura

1.2). Os modos de polarização variam no tempo à medida que a onda atravessa o detector,

caracterizando o comportamento ondulatório das ondas gravitacionais e gerando padrões

sequenciais de elipses sobre as massas-teste.

O leitor pode se perguntar como sabemos que o padrão oscilatório detectado pelo

observatório é relacionado a um evento de emissões de ondas gravitacionais e não à outro

qualquer com um padrão semelhante. Primeiro: o padrão experimental é coerente com os

padrões teóricos descritos, tanto pela física newtoniada (dentro de suas ordens de precisão)

quanto pela relativística. Segundo: os dois interferômetros gêmeos em Hanford (H1) e

Livingston (L1) foram construídos propositalmente com determinada diferença de fase

angular entre si, a fim de que qualquer observação feita pelo primeiro concorde com as

observações do segundo, a menos de uma diferença de fase conhecida. Outra observação

interessante é que a distância dos observatórios é cerca de 3000 km e a diferença de

tempo entre as observações do primeiro evento GW150914, foi de aproximadamente 10

ms. Portanto, a onda passou primeiro por L1 e depois por H1, com uma velocidade de
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v =
∆x

∆t
≃ 3× 106m

10× 10−3s
= 3× 108m/s, (1.1)

cujo valor é esperado pela teoria da relatividade geral para a velocidade das ondas gravi-

tacionais, que é justamente a velocidade da luz c.

A Figura 1.3 mostra os resultados encontrados pela colaboração LIGO, para o

evento GW150914 nos dois interferômetros. Podemos ver (nas partes superiores) o pa-

drão oscilatório da onda caracterizado pela variação de sua amplitude no tempo, para os

interferômetros de Hanford à esquerda, e Livingston à direita. No último, por trás da

curva azul, há uma curva laranja que corresponde à observação de H1, posta no mesmo

plot para comparação (considerando-se claro, a diferença de fase entre eles). Assim, po-

demos ver a concordância entre as duas observações, nos fazendo concluir que se tratam

de dados sobre mesmo evento físico. Na segunda linha da Figura 1.3, temos as predições

numéricas da relatividade geral para o strain e seus intervalos de confiança em cinza e,

como podemos perceber, o padrão é muito semelhante aos dados experimentais obtidos.

O gráfico de densidade mais abaixo mostra uma característica típica dos eventos de coa-

lescência: a diminuição do raio orbital e o aumento de frequência de oscilação do sistema,

fazendo com que as ondas emitidas também tenham uma frequência com caráter cres-

cente. Esse aumento ocorre até que os buracos negros se fundem e as emissões cessem

em um amortecimento transiente (exponencial decrescente), que pode ser observado nas

primeiras linhas da Figura 1.3.

Como comentado, o presente trabalho busca estudar do ponto de vista clássico

e relativístico, o comportamento das ondas gravitacionais e sua transmissão de energia.

Para isso, vamos utilizar algumas noções básicas de física newtoniana, geometria tenso-

rial e relatividade geral. Começaremos revendo os conceitos básicos de conservação de

energia, leis clássicas de movimento e suas limitações. Posteriormente, revisaremos de

forma superficial os assuntos abordados em um curso introdutório de relatividade geral,

como a noção de métrica, espaço-tempo e geometria diferencial. Portanto, leitores já

familiarizados com esses conceitos podem prosseguir para Sec. 4, onde desenvolveremos

a linearização das equações de Einstein, afim de se obter uma aproximação para campos

gravitacionais fracos. Demonstraremos também que as perturbações podem ser descritas

pela equação da onda clássica, estudando os chamados gauges e sua importância na sim-

plificação da métrica e restrição aos graus de liberdade físicos, onde a necessidade deste,
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está no fato de que queremos detectar as contribuições físicas das ondas gravitacionais ao

identificar e medir sua transmissão de energia nos interferômetros.

Figura 1.3: Parâmetros da primeira observação da Colaboração LIGO para o evento GW150914. Os
painéis superiores mostram a amplitude (strain) das OG (H1 à esquerda e L1 à direita). A segunda linha
de painéis contém as simulações do strain. A terceira linha de painéis mostra a diferença entre os sinais
detectados (na primeira linha) e as formas de onda da relatividade numérica (na segunda linha). A linha
inferior (quarta linha) contém a representação tempo versus frequência dos dados de strain, mostrando
o aumento da frequência do sinal com o tempo. Fonte: Ref. [17].
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Capítulo 2

Fundamentos Clássicos e Relativísticos

A evolução da mecânica clássica para relatividade geral é uma jornada notável que

reflete mudanças profundas sobre o entendimento humano a respeito das leis fundamen-

tais da natureza. A transição do modelo mecanicista para a compreensão relativística foi

marcada por diversas descobertas e revoluções conceituais que transformaram a ciência

e nossa forma de pensar sobre a gravidade. As ideias apresentadas por Newton estavam

à frente de seu tempo, cujos estudos explicam os movimentos dos corpos e suas leis de

interação, tanto de contato quanto à distância. A formulação das conhecidas três leis de

Newton (Sec. 2.1.1) e a teoria da gravitação universal (Sec. 2.1.2) têm um papel crucial

no estudo de mecânica clássica, cujos resultados possuem diversas aplicações até hoje.

Porém, ainda haviam limitações a serem consideradas e fenômenos que não eram expli-

cados precisamente naquela época. Dessa forma tornou-se necessário o desenvolvimento

de uma nova teoria, considerando novas interpretações para a gravidade. Assim, foram

desenvolvidas as ideias de Einstein, que interpretam o espaço-tempo como uma quan-

tidade conjunta, invariante e moldável, cujas aplicações solucionam diversos fenômenos

físicos não explicados pela teoria newtoniana e trouxeram uma revolução para o campo

da física.

Apesar das diferenças conceituais, a relatividade geral recupera a mecânica clássica

como um limite de baixas velocidades e campos gravitacionais fracos (Sec. 2.2.5) e isso

é exemplificado pela métrica de Schwarzschild que reproduz a lei da gravitação universal

no limite newtoniano. Além disso, a conservação de energia e momento, fundamentais

na mecânica clássica, são reinterpretadas na relatividade geral em termos de simetrias no

espaço-tempo, cujas ideias apresentaremos adiante com mais detalhes. Portanto, a tran-
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sição da mecânica clássica para a relatividade geral não apenas expandiu a compreensão

dos fenômenos gravitacionais, mas também abriu caminho para campos inteiramente no-

vos, como astrofísica relativística (estudo de buracos negros, estrelas de nêutrons e ondas

gravitacionais) e cosmologia moderna (que descreve a expansão do universo e o modelo

do Big Bang). Essa evolução exemplifica como a física avança ao longo do tempo, cons-

truindo novas teorias que englobam e ampliam o entendimento a cerca das anteriores,

mantendo sua validade dentro de seus contextos apropriados.

2.1 Mecânica Clássica

A formulação da teoria da gravitação universal foi proposta por Isaac Newton

no século XVII e está descrita em sua obra "Philosophiae Naturalis Principia Mathe-

matica"(Ref. [8]), cujos principais conceitos descrevem tanto as relações de forças entre

corpos quanto aos seus movimentos. Àqueles se caracterizam por fundamentos matemáti-

cos da mecânica clássica e por leis de interação entre os corpos; Já estes são descritos por

leis de interação à distância que explicam a maioria dos fenômenos celestes e colaboram

com estudos realizados por J. Kepler e suas leis. O Principia é separado em três gran-

des livros. O primeiro trata sobre o "movimento dos corpos"e é onde Newton apresenta

suas três leis de movimento. O segundo é uma abordagem mais específica do primeiro

cujas discussões se tratam em meios resistivos, introduzindo conceitos importantes para

hidrodinâmica. Já o terceiro discute sobre o "sistema do mundo",1 onde trata das intera-

ções gravitacionais à distância entre corpos massivos e é onde Newton formula sua lei da

gravidade. Os tópicos interessantes para o presente trabalho são o primeiro e o terceiro.

2.1.1 Sobre o movimento dos corpos

A mecânica clássica de Newton é formulada inteiramente em referenciais inerciais,

que são ausentes de aceleração relativa. Assim qualquer força externa sobre este refe-

rencial deve conter correções associadas. Newton utilizou amplamente essas ideias para

desenvolver seus princípios e enunciados, extendendo-os em soluções de problemas reais
1Em princípia, o "sistema do mundo"é um termo utilizado por Newton para se referir ao sistema solar,

i.e., o conjunto de planetas, satélites e o Sol, com seus movimentos e as leis da gravitação que governam
esses corpos. Esse título é mais uma referência ao "mundo" físico que é observado e estudado pelos físicos
e astrônomos.
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e geométricos. Portanto, viu-se necessário, para ele, formalizar conceitos agregados ao

movimento dos corpos, suas forças de interação e suas correlações, formulando assim as

suas leis de movimento. Como apresenta em Principia (Ref. [8], p.83):

I Lei

Todo corpo preserva seu estado de repouso ou movimento uniforme em linha reta,

a menos que sobre este atue alguma força externa, cuja ação modifica seu estado. Esta lei

estabelece uma conexão entre os corpos, seus estados de movimento e as forças externas

atuantes sobre estes, sendo intimamente ligada ao conceito de inércia e a oposição natural

dos corpos ao movimento, assunto que abordaremos mais adiante quando tratarmos de

massas inerciais e gravitacionais (Sec. 2.2.1).

II Lei

A alteração de movimento de um corpo em determinada direção é proporcional

à força atuante sobre ele, cuja direção é a mesma de alteração do movimento. Esta lei

estabelece a relação entre a força resultante atuante sobre um corpo e sua taxa de mudança

de movimento,2.

Fi =
dpi
dt
, (2.1)

onde pi prepresenta a quantidade de movimento do corpo, dada por pi = mvi. Newton

define forças como a causa das mudanças de movimento dos corpos, ou seja, sem forças

externas não há modificação para o estado do corpo, pois este possui inércia, razão pela

qual seu estado tende a permanecer o mesmo.

2Todo desenvolvimento de Newton em Principia foi feito de mandeira geométrica e em torno da análise
de quantidades pequenas e tendências de limites. Porém, sem a descrição de cálculo diferencial e integral
como conhecemos hoje, cuja elaboração só foi descrita de maneira formal posteriormente.



13

III Lei

Toda ação tem sua oposta e igual reação: a ação mútua de forças entre dois

corpos são iguais e atuam em sentidos opostos. Assim, diz-se que se um corpo inflinge

alguma força sobre outro, aquele também sentirá igualmente esta força, porém em sentido

contrário. Se pressionamos uma caneta com nossos dedos para atribuir nota dez em um

trabalho de conclusão de curso, então estes também serão pressionados pela caneta.

F1,2 = F2,1, (2.2)

onde o subíndice "1,2"diz respeito à atuação do segundo sobre o primeiro (e vice-versa

para "2,1").

2.1.2 Sobre o sistema do mundo

"O sol estaria fixo no centro do universo e a terra, assim como os outros planetas,

descreveria um curso anual ao seu redor, sob estrelas fixas e imóveis nas partes mais altas

do mundo". Neste trecho (Ref. [8], p.511), Newton cita a opinião antiga dos primeiros

tempos da filosofia, quando Filoau, Aristarco de Samos, Platão e os Pitagóricos manifes-

tavam suas ideias sobre os planetas e o universo. Também haviam os que acreditavam no

modelo geocêntrico, como Anaxágoras, Demócrito e outros, que afirmavam sobre a terra

ocupar o centro do universo e as estrelas e todos os outros corpos girar ao seu redor em

esferas sólidas. Porém, como comenta Newton (Ref. [8], p.512), "os diversos fenômenos

de cometas observados pelos Caldeus, antigos astrônomos com grande habilidade de re-

gistro de eventos astronômicos, inevitavelmente derrubaram conceitos do geocentrismo e

impulsionaram modelos alternativos".

Tomando como base os diversos dados observacionais da época e as considerações

propostas ao longo do tempo, Newton seguiu as ideias de Kepler e Descartes sobre a

existência de algum tipo de ação constante entre os corpos, algum tipo de impulso atrativo.

Assim, sua ideia principal seria apenas descrever matematicamente esse tipo de força,

evitando qualquer questão sobre sua natureza, pois não queria inventar nenhuma hipótese.

A natureza atrativa dessa ação entre os corpos era óbvia e foi o ponto de partida para

as discussões de Newton sobre lançamentos de corpos e a atuação perpendicular da força

sobre a direção horizontal de movimento, assim ele percebeu que o aumento de velocidade
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de lançamento faria o objeto, em algum momento, completar uma volta completa ao redor

da terra, retornando ao seu ponto inicial e sem perda de velocidade horizontal (ignorando o

contato com o ar). Além disso, percebeu que o tempo de percurso era proporcional à area

da órbita, que por sua vez era proporcional ao quadrado da distância, assim estabeleceu

uma relação de proporção entre o tempo e a distância, ou similarmente uma relação de

proporção inversa entre a velocidade de órbita e a distância, como era observado nos

planetas mais distantes (Ref. [8], p.515).

Essas observações de velocidades orbitais, juntamente com suas leis, propostas no

livro I sobre o movimento dos corpos, resultaram nas primeiras relações entre a intensidade

dessa ação à distância, as quantidades de matéria dos corpos envolvidos e as distâncias

entre eles. O que ficou posteriormente conhecido como a teoria da gravitação universal,

descrita matematicamente por,

Fg = G
Mm

r2
r̂, (2.3)

onde G é a constante gravitacional de proporcionalidade, M e m são as massas dos corpos

e r a distância relativa entre estes. Esta equação nos diz que a força de interação cai com

o inverso do quadrado da distância. Isso se dá pela natureza de geometria esférica de

distribuição do campo gravitacional ao redor da fonte, a qual distribui sua intensidade

através de uma superfície proporcional ao quadrado de seu raio.

2.1.3 Leis de conservação

Todo e qualquer evento natural que ocorre no universo tende ao menor gasto de

energia. Essa característica é fundamental e diz respeito ao constante aumento ou, no

mínimo, permanencia constante de entropia, refletindo uma evolução para configurações

mais prováveis e desordenadas. Quando um sistema evolui para estados de menor energia,

isso frequentemente corresponde a estados de entropia máxima e estabilização de seu gasto

energético, i.e., tendência de energia mínima constante. Assim, ele está obedecendo a uma

simetria associada ao tempo, pois tende a não variação da energia após sua minimização.

Essa é uma das consequências do interessante teorema de Noether, o qual diz que esses

sistemas naturais, quando isolados, podem apresentar algum tipo de simetria física que

nos permite encontrar quantidades que não mudam ao longo do tempo. A correlação é
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tal que

Simetria no tempo ⇒ Conservação de energia

Simetria de translação ⇒ Conservação do momento linear

Simetria de rotação ⇒ Conservação do momento angular

Isso significa que a simetria regula como as interações fundamentais operam, enquanto a

entropia direciona o comportamento estatístico dos sistemas.

Conservação da energia

A lei de conservação de energia é um dos princípios fundamentais da física clássica

e moderna, a qual diz que a energia total de um sistema isolado permacene constante

ao longo do tempo, independentemente de quaisquer transformações que ocorram nesse

sistema. O teorema de Noether estabelece a correlação entre a conservação de energia

total do sistema e sua simetria temporal, ou seja, o comportamento do sistema é indepen-

dente do tempo. Portanto, se as equações de movimento ou as forças de um sistema não

dependem explicitamente do tempo (simetria temporal), então a energia total será uma

constante, dE/dt = 0.

Conservação do movimento

A segunda lei de Newton estabelece que em um sistema isolado não há mudanças

na quantidade de movimento de um corpo, ou seja, a taxa de variação temporal deste é

nula na ausência de forças externas: dp/dt = 0. Isso implica na conservação de p, onde

o teorema de Noether à relaciona ao fato de as leis físicas não dependerem da posição no

espaço, que neste caso é dito como homogêneo (simetria de translação).

Conservação do momento angular

Similarmente ao caso anterior, porém para rotações, temos que a quantidade de

momento angular total é conservada caso não haja atuação de torques externos sobre o

sistema. O momento angular do sistema é dado por L = r×p e sua conservação dL/dt = 0

implica que as leis físicas não dependem da direção no espaço, que neste caso é tratado

como isotrópico (simetria de rotação).
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Limitações da teoria newtoniana

A descrição entre conservações e tipos de simetria é interessante e elegante. Ela

descreve o comportamento temporal de grandezas físicas em função de seus movimentos

espaciais, encontrando formas de entender que a natureza tende a manter suas caracterís-

ticas caso estas mantenham seus movimentos naturais. Além disso, veremos que campos

vetoriais podem ser escritos como gradientes de campos escalares (2.4) e isso implica que

a força derivada de um potencial escalar não realiza trabalho em um percurso fechado

(
∮

F · dr = 0).3 Portanto, campos conservativos são associados a sistemas nos quais há

conservação de energia, o que remete novamente na simetria temporal. Assim, podemos

ter um amplo estudo sobre o comportamento de campos no regime de simetrias e leis de

conservação. Apesar dos estudos newtonianos terem como base as leis de conservação,

marcando o início da era moderna da ciência e ser um dos trabalhos mais importantes

da história, essa forma de descrição das forças e movimentos desenvolvida em Principia

ainda possui restrições físicas e limites que devem ser considerados em sua utilização.

• Velocidade instantânea para gravidade: Newton considerava que a gravidade possuía

uma ação de força instantânea sobre os corpos, ou seja, uma ação em um dos corpos

deveria, sobre atuação da força gravitacional, refletir-se em uma reação instantânea

sobre o outro à determinada distância daquele. Isso mostra que suas ideias não

possuíam um limite para velocidade dos corpos e nem para forças de atuação entre

eles.

• Falta de mediação para gravidade: a lei da gravitação formulada no livro II explica

como os corpos distantes interagem entre si, porém não há desenvolvimento sobre

como a gravidade atua à distância. Newton reconheceu esse problema dizendo que

não ousaria especular sobre o funcionamento desse mecanismo ("hypotheses non

fingo", Ref. [8]).4

3Se um campo é conservativo então seu rotacional é nulo, i.e., ∇× F = 0. Pelo teorema de Stokes a
integral de superfície do rotacional é igual ao trabalho F · dr em seu contorno, assim essa equação só é
válida, nesse contexto, para superfícies regulares, i.e., sem singularidades em seu interior.

4Do Latim, "Não invento hipóteses".
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• Fenômenos em altas energias: a teoria de Newton assume o espaço e tempo como

absolutos por transformações Galileanas, onde os fenômenos estudados podem ser

tratados sem levar em consideração os limites impostos pela velocidade da luz.

Contudo, hoje sabemos que deve-se considerar um limite em regimes relativísticos,

sistemas que possuem altas velocidades (ou energias) ou que estejam inseridos em

campos gravitacionais consideravelmente intensos.

• Discrepâncias celestes: Embora a teoria da gravidade explique com grande abran-

gência a maior parte dos sistemas celestes e seus movimentos, ainda haviam resul-

tados observacionais que não podiam ser explicados, como o avanço do periélio de

mercúrio ou o desvio da luz (pois matematicamente a teoria clássica newtoniana só

afeta objetos massivos (2.3).

Portanto com o desenvolvimento da ciência ao longo dos anos ficou evidente a necessi-

dade da formulação de novas teorias que explicassem os extremos em que Principia não

se adequava. Assim, em 1915, Albert Einstein desenvolveu a teoria da relatividade ge-

ral (vide Ref.[1]), que foi crucial para superar essas limitações e estabelecer uma visão

extremamente inovadora sobre o espaço-tempo e as interações entre os corpos.

2.2 Relatividade Geral

2.2.1 A teoria da relatividade geral

Diversos experimentos confirmam que a construção Euclidiana (teoria clássica) não

se adequa ao mundo físico observado. Por exemplo, mesmo a física clássica afirmando que

o tempo de decaimento de determinada partícula é um em específico, independente da

velocidade desta com relação ao laboratório, os valores experimentais mostram que há um

acréscimo de tempo de vida para o decaimento, proporcional à velocidade da partícula.

A necessidade de explicar este e outros fenômenos requer a construção de uma nova

estrutura, cujas soluções se expandem para problemas de corpos em altas velocidades

e outros ainda inexplicados pela teoria newtoniana. Assim, desenvolveu-se a TRG de

Einstein, cuja base quadri-vetorial para o espaço-tempo permite relacionar dilatações no

tempo com contrações no espaço. Agora, a gravidade não é mais interpretada como uma

força, mas como uma curvatura do espaço-tempo.
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As equações de Einstein são descritas por tensores de curvatura e energia, que

descrevem o comportamento do espaço-tempo deformado e distribuição de matéria (ener-

gia), respectivamente. Assim, a matéria diz para o espaço como ele deve se curvar, e este

diz à matéria como ela deve se mover. A descrição matemática dessas soluções envolvem

diversos conhecimentos de cálculo tensorial e relatividade básica, fazendo-se necessário

discutirmos sobre essas ferramentas antes de desenvolver nossos estudos com análise re-

lativística no contexto de ondas gravitacionais.

Princípio da equivalência

A teoria da gravitação universal de Newton é descrita por um campo conservativo

G de forma que exista um potencial gravitacional ϕ, tal que

G = −∇ϕ. (2.4)

Podemos relacionar o potencial gravitacional com determinada distribuição de matéria

com auxílio da equação de Poisson,

∇2ϕ(r) = 4πGρ(r), (2.5)

onde ρ(r) representa a densidade de matéria. A solução desta equação implica que o

potencial gravitacional tenha a seguinte forma,

ϕ(r) = −GM
r
. (2.6)

Porém, utilizando essa abordagem temos um problema: o potencial gravitacional corres-

ponde à uma ação instantânea, ou seja, uma determinada mudança (ação) na distribuição

de massa M reflete em um efeito (reação) direto na partícula distante por r, instantanea-

mente. Isso nos faz pensar em um potencial retardado, cuja ação levaria em consideração

o tempo de deslocamento da informação,

ϕ(r, t) = −GM(t)

r
. (2.7)

Contudo, ainda não resolveríamos nosso problema, pois esta solução não satisfaz a equação

de Poisson, pelo fato dela não poder ser colocada em uma forma covariante sobre as



19

transformações de Lorentz.5 Dessa forma é necessário que a gravidade seja descrita como

uma propriedade do espaço-tempo e não como uma força que atua em um espaço absoluto.

Isso exige uma descrição matemática que seja independente do sistema de coordenadas,

em outras palavras, uma teoria covariante.

O princípio da equivalência fraco diz:

"Nenhum experimento mecânico pode distinguir entre um campo

gravitacional local e um sistema de referência acelerado".

Isso significa que o corpo que sofre determinada aceleração não entende se está

num sistema de referência acelerado ou na presença de um campo gravitacional local,

com mesma aceleração em sentido contrário. Isso nos faz considerar algo interessante

sobre sua massa: em um sistema acelerado sua massa tende a resistir à aceleração, logo à

chamamos de massa inercial:

F = mia. (2.8)

Porém, em um campo gravitacional uniforme sua massa vai ser responsável pela força

gravitacional (2.3). Assim,

F = mgg. (2.9)

Logo pela igualdade em módulo das acelerações nas duas situações, temos uma equiva-

lência entre essas duas massas,

mg = mi. (2.10)

Portanto, concluímos que duas quantidades, a priori diferentes, são na verdade as mes-

mas: a massa gravitacional geradora de campo gravitacional é igual a massa inercial

como quantidade que resiste ao movimento. Generalizando esse pensamento podemos

dizer que, da mesma forma que um sistema mecânico não diferencia localmente um re-

ferencial acelerado de um campo gravitacional local, então qualquer fenômeno físico não

deve diferenciar.

5Colocar algo em uma forma covariante significa fazê-lo não mudar sob transformação de coordenadas.
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Isso nos faz enunciar o princípio da equivalência forte:

"Nenhum sistema físico pode distinguir entre um campo

gravitacional local e um sistema de referência acelerado".

Agora, como qualquer lei física deve independer do sistema de coordenadas (ser

covariante sobre qualquer transformação), usando o princípio de equivalência forte con-

cluímos que a descrição de um fenômeno em um campo de aceleração local, é equivalente

à sua descrição em um campo local de gravitação.

Espaço-tempo de Minkowski

Antes da relatividade especial o espaço e o tempo eram tratados como quantidades

separadas. A unificação dos dois foi feita por Minkowski e resolve diversos problemas

clássicos da época, possibilitando uma melhor visibilidade geométrica para relatividade

especial e introduzindo conceitos importantes como o cone de luz.6 A conexão entre espaço

e tempo é feita pelo "intervalo de evento", dado por

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (2.11)

onde c é a velocidade da luz no vácuo. Nesta equação, dx2, dy2 e dz2 denotam as coordena-

das espaciais convencionais e c2dt2 um termo temporal, cuja combinação dos quatro forma

o invariante de Lorentz ds2.7 Sua principal característica no contexto de relatividade ge-

ral é descrever a estrurura de espaços-tempo planos, sobre os quais desconsideramos a

presença de massas ou energias significativas. Portanto ele é a principal ferramenta utili-

zada para se estudar as estruturas básicas da relatividade geral e os primeiros conceitos

de distâncias e intervalos de tempo. Esse intervalo determina como medir distâncias

no espaço-tempo plano, incluindo separações temporais e espaciais entre eventos. Em

notação tensorial (vide Sec. 2.2.2) podemos escrevê-lo como

6Cone de luz se refere à um conceito geométrico que estabelece relações causais entre eventos, intro-
duzido por Minkowski.

7Uma quantidade que é invariante permanece a mesma independente de sua transformação. Nesse
caso, pelas transformações de Lorentz podemos mostrar que ds′2 = ds2, logo este é um invariante de
Lorentz.
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ds2 ≡ ηµνdx
µdxν , (2.12)

onde ηµν é chamada de métrica de Minkowski, utilizada ao tratarmos o espaço-tempo

como plano. Matricialmente podemos escrevê-la como

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,

onde nesse caso, não temos termos "acoplados", ηµν = 0 p/ µ ̸= ν, e η00 = −1, η11 = η22 =

η33 = 1. Usando (2.12) e a troca de índices µ↔ ν, vemos que essa métrica é simétrica,

ds2 = ηνµdx
νdxµ = ηνµdx

µdxν ⇒ ηµν = ηνµ. (2.13)

Foi dito que essa quantidade é um invariante de Lorentz. De fato, dada a transformação

xµ → x′α, definida por

dxµ ≡ ∂xµ

∂x′α
dx′α, (2.14)

temos

ds2 = ηµν(
∂xµ

∂x′α
dx′α)(

∂xν

∂x′β
dx′β),

que rearranjando fica,

ds2 = ηµν
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
dx′αdx′β = η′αβdx

′αdx′β = ds′2. (2.15)

Essa demonstração foi feita utilizando a métrica plana mas o raciocínio é análogo para

qualquer sistema de coordenadas. Para entender os conceitos teóricos e matemáticos por

trás de sua teoria, precisamos de uma base de cálculo diferencial e geométrico. Assim,

nas seções seguintes vamos introduzir representações de algumas quantidades importantes

na relatividade geral, como vetores e tensores no espaço-tempo, curvatura, conexões e

equação de campo.
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2.2.2 Geometria diferencial

A geometria diferencial, com suas propriedades tensoriais e estruturas matemáti-

cas, fornece uma linguagem útil para compreender fenômenos gravitacionais complexos.

Portanto, para trabalhar no regime relativístico torna-se necessário o desenvolvimento

dessas estruturas a fim de explorar os eventos relativos às ondas gravitacionais. Precisa-

mos formular o que são vetores, covetores e suas finalidades. Veremos que tensores são

uma espécie de generalização de vetores e matrizes, os quais são importantes no contexto

da relatividade, pois esta é uma teoria construída puramente à base de geométria.

Vetores e covetores

Vetores são artifícios geométricos (pertencentes ao espaço tangente, V ∈ Tp) usados

para designar orientações para quantidades físicas, como deslocamentos, velocidades ou

forças. Genericamente um vetor em um espaço-curvo é escrito como,

V = V µeµ, (2.16)

onde êµ representa a base escolhida e µ = 0, 1, 2, 3 suas direções. Existe também uma

correlação entre vetores e tangentes à curvas (derivadas),

V = V µ∂µ, (2.17)

onde ∂µ = ∂
∂xµ

. Essa nova representação vetorial é invariante sobre transformações gerais

de coordenadas. De fato, usando a lei de transformação em (2.14):

V ′µ =
∂x′µ

∂xν
V ν , (2.18)

e análogo à base,
∂′

∂xµ
=
∂xα

∂x′µ

∂

∂xα
⇒ ∂′µ =

∂xα

∂x′µ
∂α,

temos

V′ = V ′µ∂′µ =
∂x′µ

∂xν
V ν ∂x

α

∂x′µ
∂α = δαν V

ν∂α = V ν∂ν = V.

Covetores (ou vetores duais) são funções lineares (pertencentes ao espaço cotangente,

ω̃ ∈ T ∗
p ) que mapeiam vetores do espaço tangente em escalares. Matematicamente, se ω̃
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é um covetor,

ω̃ = ωµθ
µ, (2.19)

e da mesma forma que (2.16), podemos escrevê-lo como,

ω̃ = ωµdx
µ, (2.20)

onde dxµ ̸= dxµ, pois dxµ é uma estrutura do espaço cotangente e não um infinitesimal.

Analogamente aos vetores, os covetores também são invariantes sobre transformações de

coordenadas. Nas duas descrições, tanto de vetores como de covetores, utilizamos uma

notação de índices que caracteriza como essas quantidades se comportam em relação a

transformações de coordenadas em determinado espaço vetorial. Assim, a atribuição de

índices "superiores"para vetores (2.16) e "inferiores"para covetores (2.19) nos ajudam a

identificar a natureza da quantidade e como ela é manipulada matematicamente. Suas

respectivas bases também seguem a mesma linha de raciocínio, porém de forma contrária

(base vetorial com índice "inferior"e base covetorial com índice "superior").

Tensores

Uma generalização de vetores e covetores são os tensores. Assim como um covetor

é um mapa linear de vetores para os reais R, um tensor T de rank

 k

l

 é um mapa

multilinear de uma coleção de vetores e covetores para R, ou seja, é um objeto geométrico

contido no espaço caracterizado pelo produto cartesiano de k bases vetoriais e l bases

covetoriais,

T = T ∗(1)
p × ...× T ∗(k) × T (1)

p × ...× T (l)
p → R (2.21)

onde × denota um produto cartesiano. O argumento de que um tensor é multilinear

significa que este atua linearmente em cada um de seus argumentos e seu rank é dado pela

soma k + l. Pelas leis de transformações de vetores e covetores mostradas anteriormente,

os tensores devem obedecer a lei de transformação,

T ′α1...αk
β1...βl

(x) =
∂x′α1

∂xµ1
(x)...

∂x′αk

∂xµk
(x)

∂xν1

∂x′β1
(x)...

∂xνl

∂x′βl
(x)T µ1...µkν1...νl

. (2.22)
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Contração tensorial

Uma manipulação interessante que pode ser feita com tensores é contrair um tensor

de rank

 k

l

 que possui índices contra e covariante, ou seja, diminuir seu rank para k − 1

l − 1

. Para isso precisamos trocar índices, de forma a resultar em alguma soma

com índices repetidos. Para um tensor T ′µν
σ ,

T ′µν
σ =

∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
∂xγ

∂x′σ
Tαβγ , (2.23)

e usando a contração µ→ σ,

T ′σν
σ =

∂x′σ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
∂xλ

∂x′σ
Tαβλ = δλα

∂x′ν

∂xβ
Tαβλ =

∂x′ν

∂xβ
Tαβα . (2.24)

Obtendo então o tensor T ′σν
σ com rank reduzido. Usaremos esse tipo de artifício na Sec.

2.2.4 para reduzir a ordem de tensores relacionados à métrica, de forma a simplificar as

equações de campo de Eisntein.

Tensor métrico

Um importante objeto matemático presente nos estudos de geometria diferencial

é o tensor métrico. Um tensor de segunda ordem utilizado para medir distâncias em um

espaço-tempo curvo, manipular índices tensoriais e exaustivamente presente nos estudos

de relatividade geral. No espaço-tempo plano de Minkowski a métrica satisfaz (2.12),

porém sua estrutura geral depende do sistema de coordenadas em questão. De forma

geral a determinação de distâncias em um espaço-tempo arbitrário se dá por,

ds2 ≡ gµνdx
µdxν , (2.25)

onde dxµ e dxν são os elementos infinitesimais de distância e ds2 o invariante de Lorentz

em um espaço-tempo arbitrário. Dada a transformação dos elementos infinitesimais em

(2.14), a métrica se transforma como,

g′µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ. (2.26)
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Além disso, também podemos definir a sua inversa,

gµνgνσ = δµσ . (2.27)

Uma das principais utilizações da métrica e sua inversa está na ideia de "subir"ou "des-

cer"índices tensoriais. De fato, dado um tensor genérico Tα...β,

T β...ζγ = gαγT
αβ...ζ , (2.28)

onde a métrica covariante é utilizada para "descer" índices, enquanto que sua inversa

é utilizada para "subir" índices. Esta propriedade pode ser usada repetidamente para

manipular quantos índices se queira, e será exaustivamente utilizada no presente trabalho.

Como comenta B. Schutz (Ref. [9]), há diversas utilidades para a métrica no contexto de

relatividade geral:

"Sendo amplamente aplicada nas determinações de menor caminho entre dois pon-

tos. Nos dá a noção de ’passado’ ou ’futuro’ em análises de eventos; Nos dá a noção de

referencia inercial local quando estudamos determinado sistema; dentre outras".

2.2.3 Derivação e curvatura

Derivação covariante

Sabemos por definição, que a derivação de um campo vetorial envolve as diferenças

entre vetores, no limite de tendência ao mesmo ponto. Da mesma forma, as derivadas

direcionais desse campo resultam em uma tendência de aumento, ou diminuição, nesta

direção. Porém as derivadas convencionais não obedecem a lei de transformação tensorial

dada por (2.22),

∂V ′α

∂x′ν
=
∂xβ

∂x′ν
∂

∂xβ
(
∂x′α

∂xµ
V µ) =

∂xβ

∂x′ν
∂2x′α

∂xβ∂xµ
V µ +

∂x′α

∂xµ
∂V µ

∂xβ
. (2.29)

Portanto, precisamos desenvolver uma estrutura diferencial que preserve a lei de transfor-

mação tensorial. Seguindo as ideias de S. Carroll (Ref.[10]), podemos escrever um vetor

como combinação linear da sua base,

V = V αeα, (2.30)
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e derivando com relação à coordenada generalizada β,

∂V

∂xβ
=
∂V α

∂xβ
eα + V α∂eα

∂xβ
. (2.31)

Essa equação nos mostra que a derivação de V é mais do que as derivadas con-

vencionais em suas componentes V α. Se observarmos esta equação, vemos que o termo

∂eα/∂x
β é um vetor, logo pode ser escrito como combinação linear da base,

∂eα
∂xβ

= Γµαβeµ, (2.32)

onde Γµαβ são os chamados "símbolos de Christoffel" (ou conexões) e representam os co-

eficientes dessa combinação. Aqui α diz respeito à base a ser diferenciada, β é o índice

relativo à coordenada a ser diferenciada e µ denota a componente resultante dessa dife-

renciação. Dessa forma, aplicando (2.32) em (2.31),

∂V

∂xβ
=
∂V α

∂xβ
eα + V αΓµαβeµ, (2.33)

onde no segundo termo após a igualdade, temos somas sobre µ e α. Assim, podemos

trocar um pelo outro,

∂V

∂xβ
=
∂V α

∂xβ
eα + V µΓαµβeα

=

(
∂V α

∂xβ
+ V µΓαµβ

)
eα.

Portanto, para encontrar a derivada covariante de um tensor, usamos

∇βV
α =

∂V α

∂xβ
+ V µΓαµβ ou ∇βVα =

∂Vα
∂xβ

− VµΓ
µ
αβ, (2.34)

onde o símbolo ∇ representa a derivada covariante (ou total) com relação à β. Veremos

que em um espaço curvo as noções de derivadas e transportes paralelos necessitam de

ajustes, dados pelas conexões.
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Dependência da conexão com a métrica

Em geometria diferencial, a diferenciação de dois vetores em uma variedade deve

ser feita quando estes se encontram no mesmo ponto. Se o espaço-tempo é plano não há

problema, pois nós podemos escolher a base cartesiana que não muda por diferenciações.

Porém, em espaço-tempo curvo não temos uma base com essas características, e para

diferenciá-los, precisamos trazer um dos vetores para o ponto do outro. Esse transporte

de vetores é o chamado "transporte paralelo" e define a possibilidade de diferenciações

em qualquer espaço-tempo definido por uma métrica geral (2.25).

A derivada covariante pode ser aplicada a qualquer tensor. Aplicando à métrica,

temos

∇βgµν = ∂βgµν − Γσβµgσν − Γσβνgµσ, (2.35)

e escrevendo outras duas expressões com índices alternados,

∇µgνβ = ∂µgνβ − Γσµνgσβ − Γσµβgνσ,

∇νgβµ = ∂νgβµ − Γσνβgσµ − Γσνµgβσ.

Multiplicando a primeira por −1/2, as outras duas por 1/2 e somando as três, obtemos,

1

2
(−∇βgµν +∇µgνβ +∇νgβµ) =

1

2
(−∂βgµν + ∂µgνβ + ∂νgβµ)

+
1

2
(Γσβµgσν + Γσβνgµσ)−

1

2
(Γσµνgσβ + Γσµβgνσ + Γσνβgσµ + Γσνµgβσ).

Dado que a métrica é simétrica (2.13), podemos simplificar para,

1

2
(−∇βgµν +∇µgνβ +∇νgβµ) =

1

2
(−∂βgµν + ∂µgνβ + ∂νgβµ)

− Γσ[µβ]gσν − Γσ[νβ]gµσ + Γσ[µν]gσβ − Γσµνgσβ,

onde aqui somamos e subtraímos o lado direito por Γσµνgσβ, e tomamos a parte antisimé-

trica para um tensor genérico como,

T[µν] =
1

2
(Tµν − Tνµ). (2.36)
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Portanto isolando a última conexão do lado direiro e rearranjando os termos, obtemos,

Γσµνgσβ =
1

2
(∂µgνβ + ∂νgβµ − ∂βgµν) +

1

2
(+∇βgµν −∇µgνβ −∇νgβµ)

+ Γσ[βµ]gσν + Γσ[βν]gµσ + Γσ[µν]gσβ,

Γρµν = gρβ
1

2
(∂µgνβ + ∂νgβµ − ∂βgµν) +

1

2
(Nρ

µν −Nρ
νµ −Nβµν) +Qρ

νµ +Qρ
µν +Qρ

µν . (2.37)

Onde nesta última passagem multiplicamos a equação por gρβ, e definimos,

Nµνβ ≡ ∇βgµν Tensor de não metricidade,

Qλ
µν ≡ Γλ[µν] Tensor de torção.

(2.38)

Assim mostramos que a conexão pode ser escrita como função de três componentes:

a primeira contendo derivadas da própria métrica; a segunda contendo tensores de não

metricidade; e a terceira contendo tensores de torção. Por simplicidade, em relatividade

geral, em grande parte das vezes consideramos como nulas estas duas últimas componen-

tes, pois desconsideramos a existência de torções sobre o espaço-tempo e fazemos algumas

imposições sobre a métrica (∇βgµν = 0). Portanto, o resultado encontrado para a conexão

é,

Γαµν =
1

2
gαλ(∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν). (2.39)

Equação da geodésica

Os processos físicos que ocorrem na natureza tendem sempre à minimização de algo,

seja energia ou tempo de percurso. Isso se dá pela tendência constante da natureza de

encontrar situações de equilíbrio. Nesse contexto, o princípio de Hamilton é fundamental

e estabelece que o movimento real de um sistema entre dois estados é aquele que extremiza

determinada ação S, definida como,

S =

∫ t2

t1

L(qi, q̇i; t)dt, (2.40)

onde L é a Lagrangiana do sistema. Considerando uma Lagrangiana não explicitamente

dependente do tempo, usando (2.25) para escrever a ação em termos da métrica, o com-
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primento de uma curva entre P e Q é,

S =

∫ Q

P

√
gµνdxµdxν . (2.41)

Parametrizando as coordenadas com relação à curva λ, temos

S =

∫ Q

P

√
L(x, ẋ)dλ = 0 ⇒

∫ λ2

λ1

δL(x, ẋ)
2
√
L

dλ = 0,

onde aqui usamos

L(x, ẋ) = gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
≡ gµν ẋ

µẋν .

Assim, ∫ λ2

λ1

1

2
√
L

[
∂L
∂xµ

δxµ +
∂L
∂ẋµ

δẋµ
]
dλ = 0.

Utilizando os extremos fixos δxµ(λ1) = δxµ(λ2) = 0 e integrando por partes o segundo

termo:

u =
∂L
∂ẋµ

⇒ du =
d

dλ

(
∂L
∂ẋµ

)
dλ,

dv = δẋµdλ⇒ v = δxµ.

Assim, vemos que ”uv” vai a 0, logo

∫ λ2

λ1

1

2
√
L

[
∂L
∂xµ

− d

dλ

(
∂L
∂ẋµ

)]
δxµdλ = 0.

O comprimento calculado por essa integral será mínimo se seu argumento for nulo, i.e.,

d

dλ

(
∂L
∂ẋµ

)
− ∂L
∂xµ

= 0, (2.42)

que é a equação de Euler-Lagrange. Calculando as derivadas acima,

∂L
∂ẋµ

= 2gµσẋ
σ e

∂L
∂xµ

= (∂µgαβ)ẋ
αẋβ.
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Desenvolvendo,

d

dλ
(2gµσẋ

σ)− (∂µgαβ)ẋ
αẋβ = 0 ⇒

dxβ

dλ

∂

∂xβ
(2gµσ)ẋ

σ + 2gµσẍ
σ − (∂µgαβ)ẋ

αẋβ = 0 ⇒

2gµσẍ
σ + 2(∂βgµσ)ẋ

αẋβ − (∂µgσβ)ẋ
σẋβ = 0.

Contraindo com gρµ e usando a simetria da métrica, encontramos que

ẍρ +
1

2
gρµ(∂σgµβ)ẋ

σẋβ +
1

2
gρµ(∂βgσµ)ẋ

σẋβ − 1

2
gρµ(∂µgσβ)ẋ

σẋβ = 0 ⇒

ẍρ +
1

2
gρµ(∂σgµβ + ∂βgσµ − ∂µgσβ)ẋ

σẋβ = 0,

e finalmente,
d2xρ

dλ2
+ Γρσβ

dxσ

dλ

dxβ

dλ
= 0, (2.43)

cuja solução tem como resultado a curva geodésica que extremiza a ação S, trajetória tal

que o tempo de percurso seja mínimo.

Geodésica em campo fraco

A noção de geodésica na relatividade geral descreve o caminho mais curto (ou

extremo) entre dois pontos no espaço-tempo, que pode ser entendido como uma "linha reta

generalizada"em um espaço-tempo curvo. No contexto de um campo gravitacional fraco,

a ideia de geodésica se torna particularmente intuitiva, pois podemos fazer aproximações

que conectam a relatividade geral com a gravidade newtoniana. Assim, devemos levar três

requerimentos em consideração. Primeiro: as particulas estão se movendo em velocidades

pequenas, com relação à velocidade da luz. Segundo: o campo gravitacional local é

fraco, portanto vamos considerar perturbações em um espaço-tempo plano. Terceiro: o

campo também é estático, portanto não varia no tempo. Vamos ver as conclusões que

conseguimos ter aplicando essas limitações na equação da geodésica. Assim, tomando um

tempo próprio τ como parâmetro, e usando a primeira consideração, temos

dx0

dτ
<< c2

dt

dτ
, (2.44)
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e a equação da geodésica se torna

d2xµ

dτ 2
+ c2Γµ00

(
dt

dτ

)2

= 0. (2.45)

Usando a terceira consideração de campo estático ∂0gµν = 0, podemos simplificar

a conexão acima,

Γµ00 =
1

2
gµk(∂0gk0 + ∂0g0k − ∂kg00) (2.46)

= −1

2
gµλ∂λg00.

Agora, considerando a métrica como uma soma entre um termo plano e um termo

de perturbação (segunda consideração),

gµν = ηµν + hµν , (2.47)

onde |hµν | << 1. Podemos escrever (2.46) como,8

Γµ00 = −1

2
ηµλ∂λh00. (2.48)

Logo, a equação da geodésica fica

d2xµ

dτ 2
− c2

2
ηµλ∂λh00(

dt

dτ
)2 = 0, (2.49)

e dividindo por (dt/dτ)2 em ambos os lados podemos trocar as variáveis das derivadas.

Além disso, h00 não depende do tempo, e tomando a parte espacial (ηµλ∂λh00 = ηµi∂ih00 =

δji∂ih00 = ∂jh00), chegamos à
d2xi

dt2
=
c2

2
∂ih00. (2.50)

Comparando esta expressão com a segunda lei de Newton, onde a força está associada ao

potencial gravitacional,

F = −∇Φ, (2.51)
8Aqui consideremos hµλ∂λh00 = 0, pois estamos em aproximação de campo fraco; e ∂λη00 = 0 devido

à propriedade da métrica de Minkowski, onde ∂ληµν = 0 ∀µ, ν, k.
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Concluímos finalmente que,

h00 = −2Φ

c2
. (2.52)

Essa equação será utilizada para demonstrar a equação de Einstein, que deve retomar a

equação de Poisson no regime clássico.
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2.2.4 Tensor de Riemann

Olhemos o exemplo do transporte paralelo de um vetor por um percurso fechado,

dado pela Figura 2.1. Ao percorrer os caminhos AB, BC, CD e DA o vetor sofre um leve

desvio devido às diferentes curvaturas esperimentadas por ele durante esses quatro trans-

portes. Assim, queremos encontrar uma expressão que mede justamente toda informação

de curvatura nesse percurso.

Figura 2.1: Representação do desvio de um vetor V sujeito a um transporte paralelo por um caminho
curvo fechado ABCDA. Fonte: Ref. [9].

Sobre transportes paralelos a derivada covariante do vetor transportado é nula,

i.e., ∇V = 0. Assim, a (2.34) resulta em

∂V α

∂x1
= −Γαµ1V

µ. (2.53)

Integrando de A para B temos

V α(B) = V α(Ai) +

∫ B

A

∂V α

∂x1
dx1

= V α(Ai) +

∫
x2=b

Γαµ1V
µdx1,
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onde x2 = b representa integral sobre o caminho AB. Fazendo integrais similares para os

outros caminhos, temos

V α(C) = V α(B)−
∫
x1=a+δa

Γαµ2V
µdx2,

V α(D) = V α(C) +

∫
x2=b+δb

Γαµ1V
µdx1,

V α(Af ) = V α(D) +

∫
x1=a

Γαµ2V
µdx2.

E olhando a mudança no vetor durante o caminho,

δV α = V α(Af )− V α(Ai)

=

∫
x1=a

Γαµ2V
µdx2 −

∫
x1=a+δa

Γαµ2V
µdx2

+

∫
x2=b+δb

Γαµ1V
µdx1 −

∫
x2=b

Γαµ1V
µdx1.

Se combinarmos as integrais de mesmas variáveis de integração e usarmos a primeira

ordem em separação de caminhos, encontramos que

δV α ≃ −
∫ b+δb

b

δa
∂

∂x1
(Γαµ2V

µ)dx2 +

∫ a+ab

a

δb
∂

∂x2
(Γαµ1V

µ)dx1

≃ δaδb

(
− ∂

∂x1
(Γαµ2V

µ) +
∂

∂x2
(Γαµ1V

µ)

)
.

Assim, temos derivadas nos símbolos de Christoffel e nos vetores V α, onde estas podem

ser eliminadas se utilizarmos (2.53),

δV α = δaδb(Γαµ1,2 − Γαµ2,1 + Γαν2Γ
ν
µ1 − Γαν1Γ

ν
µ2)V

µ. (2.54)

Aqui, vemos que o termo dentro dos parênteses é antisimétrico em 1 ↔ 2. Portanto,

precisamos definir

∆Aηλ ≡ εηλδaδb.

Então, podemos reescrever (2.54) como

δV α =
1

2
(Γαµη,λ − Γαµλ,η + ΓανλΓ

ν
µη − ΓανηΓ

ν
µλ)∆A

ηλV µ. (2.55)
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Agora, δV α depende de δa e δb, onde seu produto representa a área do loop. Qualquer área

é proporção linear de seu perímetro, assim se dobrarmos a área do loop o vetor percorrerá

o dobro da distância (de fato o desvio do vetor será maior por estar percorrendo uma

distância curva maior). Isso significa que δV α depende linearmente de δaeη e δbeλ, que

representam os desvios nas direções 1 e 2 postas anteriormente. Assim, definimos Rα
µλσ

como o termo entre parênteses na equação (2.55), que representa a curvatura da variedade,

Rα
µλσ = Γαµσ,λ − Γαµλ,σ + ΓανλΓ

ν
µσ − ΓανσΓ

ν
µλ. (2.56)

O tensor acima define toda curvatura do espaço-tempo e é chamado de tensor

de Riemann. Utilizando (2.39) podemos escrever o tensor de Riemann unicamente por

métricas. Portanto, como é mostrado no Apêndice A, temos

Rκµλσ =
1

2
(∂λ∂µgσκ − ∂λ∂κgµσ − ∂σ∂µgλκ + ∂σ∂κgµλ). (2.57)

Essa equação nos diz que dada a métrica do espaço-tempo, o tensor de Riemann (e a

curvatura da variedade) é completamente definido. Também podemos contrair o tensor

de Riemann para encontrar outros dois tensores importantes,

Rµσ = gαλRα
µλσ e R = gµσRµσ, (2.58)

onde Rµσ e R são o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente.

2.2.5 Equação de campo de Einstein

Assim como as equações de Maxwell governam a forma como os campos elétricos e

magnéticos respondem à cargas e correntes, as equações de campo de Einstein descrevem

como a métrica responde à energia e momento do sistema. A equação de Poisson para a

gravidade Newtoniana expressa a relação entre o potencial gravitacional Φ e a densidade

de matéria ρ̃ (Ref. [9]),

∇2Φ = 4πGρ̃, (2.59)

onde G é a constante gravitacional. Do lado esquerdo temos o operador laplaciano de

segunda ordem atuando no potencial campo, enquanto do lado direito a distribuição de

massa. A relatividade geral diz que esta equação deve ter a forma de uma equação
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tensorial.9 Assim, precisamos usar o tensor de energia-momento Tµν para generalizar a

densidade de matéria ρ̃; da mesma forma para o potencial gravitacional, o qual deve

ser representado por um tensor métrico, pois são as perturbações na métrica devido ao

potencial newtoniano que reproduzem nossa interpretação da gravidade. Logo esperamos

que nossa equação tenha uma relação de proporcionalidade entre esses tensores,

[∇2Φ]µν = Tµν . (2.60)

Ao lado esquerdo temos uma quantidade que não é um tensor, apenas uma notação

sugestiva para indicar que precisamos de um tensor de rank

 0

2

 que representa a

atuação de derivadas segundas na métrica. Poderíamos citar o d’Alambertiano □ = ∇µ
µ∇,

porém sua atuação na métrica é zero pela compatibilidade.10 Uma quantidade construída

por derivadas segundas e métricas é o tensor de Riemann (2.57), pois este é escrito em

termos das conexões e suas derivadas, que por sua vez podem ser construídas por derivadas

de métricas (2.39).

Para equação ficar tensorialmente correta podemos contraí-lo (2.24) para o tensor

de Ricci Rµν . Assim,

Rµν = κTµν . (2.61)

Aqui há um problema: a conservação de energia ∇µTµν = 0 sugere que ∇µRµν = 0, e

pela identidade de Bianchi isso implica que ∇νR = 0, ou ∇νκT = κ∇νT = 0. Assim,

estamos concluindo que T é constante em todo espaço. Porém, sabemos que isso só é

verdade no vácuo, devendo ser diferente de zero em lugares com matéria (a presença de

matéria implica num tensor energia-momento não nulo por motivos óbvios). Porém, nós

mostramos que existe uma relação entre o gradiente do tensor de curvatura e o divergente
9Para garantir que ela seja consistente com os princípios fundamentais da relatividade geral e da física,

sendo invariante sob transformações de coordenadas e satisfazendo a natureza geométrica do espaço-
tempo, vide (2.22).

10A métrica deve ser preservada sob transporte paralelo para garantir a invariância de ângulos e medi-
das, ∇λgµν = 0. Assim, □gµν = gρσρ ∇(∇σgµν) = gρσρ ∇(0) = 0.
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do tensor de Ricci (Apêndice A),

∇µRµν =
1

2
∇νR ⇒

∇µRµν −
1

2
gµν∇µR = 0 ⇒

∇µ(Rµν −
1

2
gµνR) = 0.

Logo, o tensor que se conserva covariantemente, ao mesmo tempo que não se anula na

presença de matéria, não é Rµν , mas sim o tensor de Einstein,

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR. (2.62)

Portanto, propomos que a equação de campo de Einstein seja

Gµν = κTµν , (2.63)

que satisfaz todas as necessidades impostas anteriormente. Agora, precisamos apenas

achar κ, e para isso usamos que na aproximação de campo fraco (limite newtoniano) está

equação deve retornar à equação de Poisson (2.59). Contraindo (2.61), temos R = −κT ,

assim,

Rµν = κ(Tµν −
1

2
gµνT ). (2.64)

Considerando uma fonte de fluido perfeito (vide Ref. [10], Cap.4),

Tµν = (ρ+ p)UµUν + pgµν , (2.65)

onde Uµ é a quadri-velocidade do flúido e ρ e p são a densidade de energia e a pressão

isotrópica, respectivamente. Vamos simplificar nossa análise considerando que no limite

newtoniano devemos ignorar a pressão, pois esta se torna mais importante quando as

partículas do corpo estão viajando à velocidades relativísticas. Assim, dentro desse limite

devemos ter,

Tµν = ρUµUν , (2.66)

onde Uµ = (U0; 0; 0; 0). A componente temporal pode ser fixada por condição de norma-

lização gµνUµUν = −1. Assim, na aproximação de campo fraco, temos
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g00 = −1 + h00 e g00 = −1− h00. (2.67)

Logo, U0 = 1 + 1
2
h00. Porém, em nosso limite de aproximação estamos considerando ρ

muito pequeno (espaço se torna plano quando ρ vai a zero), então devemos ter U0 = 1,

ou U0 = −1 e

T00 = ρ, (2.68)

onde todas as outras componentes vão a zero. Nesse limite, T00 será muito maior do que

os termos espaciais. Vamos ver o que acontece para os índices µ = 0 e ν = 0,

T = g00T00 = −T00 = −ρ. (2.69)

Colocando esse resultado em (2.61), temos

R00 =
c2

2
κρ. (2.70)

Para encontrar uma expressão explícita em termos da métrica, fazemos R00 = Rλ
0λ0. Como

R0
000 = 0, vamos analisar os termos espaciais,

Ri
0j0 = ∂jΓ

i
00 − ∂0Γ

i
j0 + ΓijλΓ

λ
00 − Γi0λΓ

λ
j0. (2.71)

Ao lado direito, o segundo termo é uma derivada temporal que é nula em campo estático.

Os terceiro e quarto termos são quadráticos na conexão, enquanto que a perturbação na

métrica é linear, dessa forma resta

Ri
0j0 = ∂jΓ

i
00, (2.72)

ou, utilizando (2.39),

Ri
0i0 = ∂iΓ

i
00 = ∂i[

1

2
giλ(∂0gλ0 + ∂0g0λ − ∂λg00)] (2.73)

= −1

2
▽2
i h00,

onde novamente utilizamos que giλ = ηiλ − hiλ ≃ δiλ espacialmente e em campo fraco.
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Comparando com (2.70) vemos que,

− 1

c2
▽2
i h00 = κρ, (2.74)

e já sabemos o valor da parte temporal da perturbação, descrita por (2.52), portanto

concluímos que,
2

c2
▽2
i Φ = κρ̃c2. (2.75)

onde usamos a relação ρ = ρ̃c2 entre densidade de energia e densidade de matéria.

Comparando com a equação de Poisson (2.59) encontramos o valor da constante

κ = 8πG/c4. Aplicando em (2.63) e usando (2.62), apresentamos finalmente a equação de

campo de campo de Einstein,

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (2.76)

Para entender os conceitos físicos precisamos de uma boa base antes de entrarmos

na parte matematica vamos descrever os 3 testes clássicos não explicados pela gravitação

newtoniana ou relatividade especial.

Para entender os conceitos teóricos e matemáticos, precisamos de uma base de

cálculo diferencial e geométrico. Assim, primeiro apresentaremos a importância da TRG

para explicar os fenômenos não antes explicados pela teoria clássica, ou seja, ou àqueles

cuja natureza ocorre em determinados limites ou não é completamente calculável com

base na visão newtoniana: são eles o redshift gravitacional (mudança de comprimento

de onda da luz), a precessão de mercúrio (mudança angular em sua órbita) e a deflexão

da luz. Posteriormente, veremos a descrição geométrica para espaços-curvos dada pela

relatividade geral, que explica com clareza esses três fenômenos.

2.2.6 Fenômenos explicados

A física newtoniana apresentada por Newton, em 1687, descreve as interações à

distância entre os corpos por meio de forças gravitacionais, descritas pela sua lei da

gravitação universal (2.3), que trata a gravidade como uma força de ação instantânea e

o espaço e tempo como absolutos. Porém, ela falha na descrição de sistemas em regimes

mais extremos, como velocidades relativísticas ou órbitas em campos gravitacionais mais
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intensos.

A relatividade especial surge por Einstein, em 1905, introduzindo conceitos como

o valor constante para velocidade da luz e a equivalência entre referenciais inerciais (Sec.

2.2.1). Nessa teoria, o espaço e o tempo são unificados e as leis da física passam a ser

consistentes para todos os referenciais ausentes de aceleração. Contudo, ainda haviam

problemas a se resolver, como a consideração do espaço-tempo como plano e a utilização

da física newtoniana em regimes de baixas velocidades e/ou fracos campos gravitacionais.

Assim, em 1915, Einstein reformula completamente o conceito de gravidade, descre-

vendo-a como uma curvatura e não como uma força, mostrando que o espaço-tempo é

dinâmico e moldável na presença de matéria/energia (Sec. 2.2.5). A nova relatividade

geral não apenas explicou fenômenos antes inexplicáveis, mas também tornou possível

o estudo de eventos mais extremos, como buracos negros, expansão do universo e ondas

gravitacionais, modificando profundamente nossa compreensão do universo. Os três testes

clássicos da relatividade geral são experimentos ou observações que não podiam ser expli-

cados pela gravitação newtoniana ou pela relatividade especial. Esses fenômenos foram

satisfatoriamente explicados por Einstein com a teoria da relatividade geral e serviram

como as primeiras evidências experimentais de sua validade.

Redshift gravitacional

O redshift gravitacional ocorre quando a radiação eletromagnética emitida por uma

fonte em um campo gravitacional intenso sofre deslocamento para comprimentos de onda

maiores,

∆λ

λ
=

∆ϕ

c2
, (2.77)

onde ϕ diz respeito ao potencial gravitacional. Esse efeito pode ser pensado como se a

gravidade da fonte tentasse trazer a luz de volta, "esticando-a". A relatividade explica

que o tempo é dilatado em regiões de campo gravitacional maior. Assim, a luz emitida

por determinada fonte perde energia ao tentar escapar do campo gravitacional da mesma,

resultando em um comprimento de onda maior. Como a teoria da gravitação é aplicada a

corpos massivos, ela não prevê as mudanças de comprimento de onda da luz, pois esta não

possui massa. Além disso, a descrição relativística estabelece uma relação mútua entre a

deformação no espaço-tempo e a energia (ou matéria) que o deforma, portanto a análise
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do comportamento da luz (que é uma forma de energia) em espaços curvos é prevista e

calculada pela relatividade geral.

Precessão do periélio de mercúrio

A órbita de Mercúrio ao redor do Sol não é uma elipse perfeita e sofre um movi-

mento chamado de precessão, quando a posição de seu periélio muda ao longo do tempo.

As principais fontes causadoras dessa precessão são o Sol e os outros planetas, onde a me-

cânica clássica consegue explicar boa parte dos desvios, porém ainda haviam divergências

observacionais de aproximadamente 43 segundos de arco. Utilizando conceitos relativísti-

cos para descrever o espaço-tempo ao redor de um corpo massivo esfericamente simétrico,

conseguimos mostrar que Mercúrio sofre desvios adicionais se considerarmos seu caminho

como uma geodésica afetada pela curvatura da gravidade. Desenvolvendo essa geodésica

e resolvendo algumas EDOs temos um resultado incrivelmente próximo do esperado de 43

segundos de arco, comprovando que a relatividade geral explica corretamente a precessão

do periélio de Mercúrio.

O leitor pode se perguntar se os outros planetas também não sofrem precessão.

Acontece que a relatividade prevê um desvio dado por,

∆ϕ =
6πGM

c2a(1− e2)
, (2.78)

onde G é a constante gravitacional, M a massa do Sol, c a velocidade da luz, a o semi-eixo

maior da elipse e e sua exentricidade, assim percebemos que quanto maior a órbita (maior

a), menor é o desvio. Além disso a velocidade orbital pode ser relacionada à sua distância

do Sol pela Terceira Lei de Kepler, v ∝
√
GM/r, o que implica que corpos mais próximos

possuem maior velocidade. Apesar de (2.78) não relacionar a precessão com a velocidade

orbital, a teoria prevê que a curvatura do espaço-tempo afeta consideravelmente corpos

que estão viajando em altas velocidade. Assim, a tendência é que haja uma contribuição

relativística mais significativa para planetas mais rápidos (mais próximos do Sol). Dessa

forma, as precessões dos outros planetas são extremamente menores do que de Mercúrio,

pois este além de ser o mais próximo, possui grande exentricidade orbital.
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Deflexão da luz

Newton descreve em Principia sobre o movimento dos corpos e como estes intera-

gem entre si através de forças. O primeiro livro fala sobre suas leis do movimento enquanto

que o terceiro sobre suas leis de interação à distância. Àquele, comenta a proporcionali-

dade entre a atração de dois corpos com as suas massas e seu decaimento com o inverso

do quadrado da distância (Cor.IV, Prop.LXXVI, Ref.8), i.e., a teoria da gravidade se

baseia na grandeza que Newton chama de "quantidade de matéria". Assim, em mecânica

clássica, não há uma explicação clara para os desvios da luz em um campo gravitacional,

pois esta não possui massa.11 De fato a teoria clássica não possui uma forma de explicar

o caminho percorrido por feixes de luz, cuja explicação matemática veio mais tarde com

a relatividade. Quando a luz de uma estrela distante passa próxima a um corpo massivo,

como o nosso Sol, ela é levemente desviada devido à distorção do espaço-tempo em suas

proximidades, assim a luz segue uma trajetória curva (uma geodésica) e espera-se que

hajam desvios observacionais.

A ideia é tentar observar os desvios de estrelas que estariam, a priori, atrás da linha

de visada do Sol, porém como a luz solar ofusca e impede a visualização das estrelas de

fundo, em 1919, expedições foram feitas para realizar observações durante um eclipse solar.

A comissão de observação teve duas frentes, uma coordenada por Eddington e Dyson para

Ilha do Príncipe e outra por Andrew Crommellin, à Sobral. As considerações feitas por

Eddington (apesar de questionáveis para época (Ref. [12]), nos mostraram resultados

extremamente favoráveis para a descrição relativística dos desvios de luz: 1”, 98± 0”, 12

para Sobral e 1”, 61± 0”, 30 para Ilha do Príncipe (Ref. [13]). A relatividade espera que

o desvio seja,

∆ =
4GM⊙

c2R⊙
= 1”, 75. (2.79)

Como as flutuações de média foram próximas de 1”, 75 previstos pela TRG, a

predição foi considerada como observacionalmente confirmada.

11Naquela época, apesar de já haver discussões sobre possíveis desvios, estes não eram explicados pela
teoria (Ref. [11]).
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Capítulo 3

Ondas Gravitacionais: Análise

Newtoniana

3.1 Introdução

Na Sec. 2.1 são apresentados conceitos básicos de física clássica e descrições de

movimentos. Vimos que nesse contexto, os corpos interagem por meio de forças e seus

movimentos são descritos pelas leis de Newton, apresentadas nos livros I e III sobre os

movimentos dos corpos e o sistema do mundo. O artigo da Ref. [2] desenvolve toda

dinâmica de emissões de ondas gravitacionais utilizando apenas física básica. Tomando-o

como principal referência, nosso objetivo nesta seção é: estudar, no contexto puramente

clássico, o comportamento de um sistema binário e de suas emissões de ondas gravitaci-

onais. Àquele se refere ao estudo das massas dos corpos e sua coalescência em torno do

centro de massa do sistema, onde sua distância relativa diminui a medida que a frequência

de rotação aumenta, movimento cujas características permitem inferir a energia irradi-

ada; Já este diz respeito ao comportamento e descrição das ondas gravitacionais, onde

utilizaremos sua intensidade de radiação para inferir a distância do sistema e a ampli-

tude de oscilação, cuja característica ondulatória também se mostra evidente no regime

relativístico e é prevista pela teoria da relatividade geral.
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3.2 Dinâmica orbital dos buracos negros binários

3.2.1 Segunda lei de Newton para o sistema binário

Os buracos negros são resultado do colapso gravitacional de dezenas de massas sola-

res, isso faz com que sejam objetos compactos e possam, a longas distâncias do referencial,

serem modelados como partículas pontuais. Utilizando a lei da gravitação universal de

Newton (Sec. 2.1.2), vamos modelar a estrutura do sistema de dois buracos negros orbi-

tando um centro de massa (CM) em comum, cuja distância relativa, a priori, não varia.1

Considerando a Figura 3.1 do artigo clássico (Ref. [2]), podemos escrever as distâncias

de cada corpo ao centro de massa como função da distância relativa entre eles. Isso será

importante posteriormente, pois faremos um mapeamento que fará uso dessa distância

relativa.2

Figura 3.1: (a) O vetor RCM parte da origem O do sistema de coordenadas até o centro de massa (CM).
O vetor rM localiza a massa M a partir da origem O; o vetor rm localiza a massa m a partir da origem
O. Por outro lado, o vetor R localiza M partindo do CM; o vetor r parte do CM até a massa m. (b) O
vetor distância relativa rrel parte de M em direção à m. O vetor FM(m) é a força que m realiza em M; o
vetor Fm(M) é a força que M realiza em m. Os vetores FM(m) e Fm(M) apontam em sentidos contrários
pela terceira lei de Newton (2.2), pois a força gravitacional é atrativa. Fonte: Ref. [2].

1Por enquanto vamos desconsiderar variações na distância relativa, pois não estamos interessados em
estudar a evolução do sistema no tempo. Isso será feito posteriormente.

2Com "mapeamento", estamos nos referindo à mudança de parâmetros que faremos a seguir, simpli-
ficando nossa análise para apenas um corpo em rotação.
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Pela figura vemos que,

R = rM −RCM e r = rm −RCM , (3.1)

onde rm e rM são as distâncias das massas m e M à origem do sistema de coordenadas,

respectivamente. Além disso, sabemos que o RCM é calculado por,

RCM =
MrM +mrm

Mtot

, (3.2)

onde Mtot = m +M é a massa total do sistema. Assim, podemos substituir a equação

acima em (3.1) para obter,

R =
m(rM − rm)

Mtot

e r =
M(rm − rM)

Mtot

. (3.3)

Pela mesma figura, também vemos que a distâcia relativa entre os dois corpos é dada por,

rrel = r−R = (rm −RCM − rM +RCM) = rm − rM . (3.4)

Assim, podemos substituir esta equação em (3.3) e obter as distâncias individuais dos

buracos negros em função da distância relativa entre eles,

R = − m

Mtot

rrel e r =
M

Mtot

rrel. (3.5)

O estudo clássico do sistema composto pelos dois buracos negros se faz por análise new-

toniana. Para isso faz-se necessário obter a Segunda Lei de Newton (2.1) em termos da

massa reduzida e da distância relativa entre os BH, pois assim poderemos demonstrar a

expressão para a terceira lei de Kepler em termos dessa distância relativa. Comecemos

por utilizar a segunda lei para os dois corpos individualmente, ou seja,

Fm
M =MR̈, (3.6a)

onde a notação Fm
M diz respeito à força que m realiza sobre M (ou que M sofre de m).

Analogamente,

FM
m = mr̈. (3.6b)
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Utilizando a forma funcional para a força gravitacional (Ref.[14]),

FM
m = G

Mm

r2rel
(−r̂rel) e Fm

M = G
Mm

r2rel
(r̂rel), (3.7)

onde o sinal de (−) indica a direção oposta entre as forças, necessária para coerência com

a terceira lei de Newton (2.2). Utilizando esses valores de forças, aplicamos nas equações

(3.6a) e (3.6b) para obter uma relação entre as distâncias,

R̈ =G
m

r2rel
(r̂rel) e r̈ =−G

M

r2rel
(r̂rel). (3.8)

Fazendo a segunda menos a primeira,

r̈− R̈ =− G

r2rel
Mm

(M +m)

Mm
r̂rel, (3.9)

onde multiplicamos e dividimos por Mm, justamente para aparecer o termo relacionado

à massa reduzida. Assim, obtemos a segunda lei de Newton para um sistema binário,

F = µ(r̈− R̈) = µr̈rel. (3.10)

Aqui, derivamos duas vezes (3.4) e aplicamos a definição de massa reduzida

µ ≡ Mm

(M +m)
. (3.11)

Portanto, encontramos a segunda lei de Newton para um sistema composto unicamente

por uma massa reduzida orbitando o centro de massa. Essa demonstração é utilizada para

mostrar que podemos substituir a análise de um sistema composto por duas massas M e

m por um sistema definido por uma única massa reduzida µ. Dessa forma, realizamos um

mapeamento de parâmetros onde agora estamos interessados em verificar o movimento

circular de um único corpo.

3.2.2 Terceira lei de Kepler em função de ω

Agora queremos encontrar algo interessante: a terceira lei de Kepler em termos da

velocidade angular do sistema. Sua expressão será útil no presente trabalho porque rela-

ciona a frequência angular da onda gravitacional com a distância relativa entre os buracos
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negros, dessa forma seremos capazes de usá-la de forma abrangente. Sua demonstração

se segue pela igualdade entre a segunda lei de Newton para um único corpo de massa

reduzida µ (3.10) e a lei da gravitação universal (2.3). Assim,

µr̈rel = −GMm

r2rel
(r̂rel) (3.12)

e aplicando a massa reduzida em (3.11), temos

r̈rel = −G(M +m)

r2rel
(r̂rel). (3.13)

Neste momento, precisamos considerar um movimento circular uniforme (MCU). Estamos

tomando essa consideração porque não estamos, a priori, interessados na coalescência os

buracos negros. Dessa forma, a aceleração centrípeta característica para esse tipo de

movimento é

acp =
v2rel
rrel

(−r̂rel), (3.14)

onde o módulo de sua velocidade tangencial é dado por

vrel = ωrrel. (3.15)

Além disso, nossa frequência angular do movimento harmônico simples (MHS) é dada por

ω =
2π

T
, (3.16)

onde T representa o período orbital, i.e., o tempo que o corpo demora para dar uma

volta completa. O artigo Ref. [2] sugere fazer uso de (3.16) para obter a relação entre o

quadrado do período e o cubo da distância. Porém, como queremos o resultado justamente

em termos de ω, podemos simplesmente aplicar (3.15) em (3.14), veja:

acp = −ω2rrel(r̂rel). (3.17)
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Considerando que acp = r̈rel, podemos igualar essa equação à (3.13) e encontrar justamente

a terceira lei de Kepler em termos da frequência angular:

ω2 = G
(M +m)

r3rel
. (3.18)

Além disso, se usarmos que

r2rel = (r−R) · (r−R) (3.19)

= r2 − 2(r ·R) +R2

= r2 +R2 − 2rR cos(180)

= r2 +R2 + 2rR = (r +R)2,

concluímos

rrel = r +R. (3.20)

E substituindo esse resultado em (3.18), temos

ω2 = G
(M +m)

(R + r)3
. (3.21)

Portanto, obtemos a tericeira lei de Kepler em termos da frequência angular ω e da

separação entre os buracos negros, dada por (3.20).

3.2.3 Energia emitida por radiação gravitacional

Um sistema real de buracos negros não rotaciona em torno do centro de massa a

uma distância fixa, mas sim, diminui a distância relativa entre os buracos negros, transfe-

rindo energia para fora do sistema em forma de ondas gravitacionais. Assim, é interessante

calcularmos a energia total do sistema e posteriormente ver sua taxa de mudança com o

tempo. Vamos primeiro pensar na energia total do sistema como a soma entre sua energia

cinética e a energia potencial,

Etot = K + U, (3.22)

onde U pode ser calculado por

U = −G Mm

(R + r)
. (3.23)
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Aqui, utilizamos o fato de que um campo vetorial pode ser escrito como o gradiente de

um campo escalar, caso ele seja conservativo em uma região simplesmente conexa. Dado

o campo vetorial de forças F, tem-se,

F = −∇U, (3.24)

ou integrando,

U = −
∫

F · dr. (3.25)

Aplicando o mesmo raciocínio para força gravitacional, encontramos

U = −
∫ r

∞
−GMm

r2rel
dr (3.26)

= −GMm

rrel
,

que é justamente a (3.23), se utilizarmos (3.20). O artigo utiliza a energia cinética em

termos da massa reduzida para encontrar o valor da energia total. Porém, é mais fácil

demonstrar esse resultado se utilizarmos o teorema do virial (Ref. [14]),3 o qual satisfaz

F ∝ rn ⇒ K =
U

n
. (3.27)

Portanto, para nosso contexto, a força gravitacional tem caráter atrativo de força central

(n = −2 pela lei da gravitação, vide-se 2.3). Temos então que

K = −1

2
U (3.28)

e nossa energia cinética fica

K =
1

2
G

Mm

(R + r)
. (3.29)

Logo, a energia total é

Etot =
1

2
G

Mm

(R + r)
−G

Mm

(R + r)
(3.30)

= −1

2
G

Mm

(R + r)
.

3Teorema que relaciona a energia cinética com a energia potencial, caso o sistema esteja em equilíbrio
dinâmico (não mude muito rápido) e ligado (corpos em uma região finita).
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Isolando a distância relativa (R+r) na terceira lei de Kepler (3.21) e aplicando na equação

acima, obtemos uma expressão para energia total em termos na frequência angular. De

fato,

(R + r) = G1/3 (M +m)1/3

ω2/3
, (3.31)

segue que,

Etot = −1

2
G2/3 Mm

(M +m)1/3
ω2/3. (3.32)

Durante essa demonstração consideramos a frequência angular como fixa à todo momento.

Porém, um processo real de coalescência é caracterizado pela diminuição da distância rela-

tiva entre os corpos do sistema, gerando um consequente aumento de frequência angular,

de modo que agora devemos considerá-la como variável no tempo: ω → ω(t). Durante esse

processo o sistema transfere energia para as ondas gravitacionais. Então agora devemos

considerar uma dependência temporal não nula para energia total (3.32):

−dEtot
dt

=
1

3
G2/3 Mm

(M +m)1/3
ω−1/3dω

dt
. (3.33)

Nesta equação há uma relação direta entre a taxa de variação de energia e a frequência

angular. Porém, é importante notar que não há transferência de energia porque o sistema

coalesce, mas sim o contrário. A diminuição da distância relativa e variação na frequência

angular acontece como uma consequência da emissão de ondas gravitacionais pelo sistema.

No seguinte tópico calcularemos essa variação de energia na forma de potência irradiada,

e veremos quanta energia um sistema de buracos negros emite em sua coalescência.

3.3 Energia irradiada em ondas gravitacionais

A forma mais adequada de se estudar a potência irradiada na forma de ondas

gravitacionais é utilizando conceitos de relatividade geral. Como nossa abordagem se

baseia na teoria newtoniana, o estudo da dinâmica do sistema deve ser feito por meio

de física clássica. Assim, faremos uma abordagem utilizando uma analogia com ondas

eletromagnéticas e análise dimensional.

Observando a estrutura básica de um sistema de dois buracos negros orbitando

um centro de massa em comum, podemos notar a presença de dois parâmetros físicos de

imediato: as massas individuais dos dois corpos e a distância que os separa. Dessa forma
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faz sentido buscar uma grandeza física que relacione esses dois parâmetros. Sendo assim,

definimos o momento de inercia para as duas partículas (aproximação de corpos pontuais)

de massas mi distantes di do centro de rotação (Ref. [29]), como

I =
2∑
i=1

mid
2
i . (3.34)

Até aqui, utilizamos o mapeamento (m,M) → µ e (r, R) → rrel. Essa consideração

diz que deixamos de usar a abordagem de dois corpos orbitando um centro de massa

comum, para um único corpo orbitando a massa total, localizada no centro do sistema de

referência. Podemos ver isso multiplicando a equação (3.9) pela massa reduzida:

µ(r̈− R̈) =− G

r2rel
µ(M +m)r̂rel,

ou,

µr̈rel=− G

r2rel
µMtotr̂rel.

Ou seja, esta equação mostra que podemos tratar o sistema como uma massa reduzida

se movendo sob influência gravitacional da massa total Mtot = M +m. O mapeamento

simplifica a análise dinâmica, já que reduz um problema de dois corpos a um problema

efetivo de um corpo no campo gravitacional central. Essa consideração é necessária, pois

agora podemos tratar nosso momento de inercia como

I = µd2 =
Mm

(M +m)
(R + r)2, (3.35)

onde o termo do somatório em (3.34) relativo ao momento de inercia da massa total é

zero, pois esta se encotra no centro do sistema de referência (d2 = 0).

Para encontrar uma expressão para a potência gravitacional irradiada Pgrav, fare-

mos uma abordagem em paralelo com a expressão da potência elétrica Pelet. Já sabemos

que a definição de potência é a energia emitida durante um intervalo de tempo,

Pelet ∝
∆E

∆t
. (3.36)

Além disso, a densidade de energia é a energia de um campo elétrico (E) contida em
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determinado volume, sendo também proporcional ao quadrado de E (Ref. [15]):

u =
∆E

∆V
∝

1

2
ε0E

2. (3.37)

Assim, podemos verificar uma relação direta entre a potência elétrica emitida e o campo

elétrico associado à esse armazenamento de energia,

Pelet =
∆E

∆t
∝
u∆V

∆t
∝

1

2
ε0E

2∆V

∆t
, (3.38)

ou seja, a potência elétrica é proporcional ao quadrado do campo elétrico.

Para o caso do sistema binário, as ondas gravitacionais dependem tanto das massas

dos buracos negros quanto da distância entre eles. Portanto, é plausível estabelecer uma

relação de proporção entre a potência gravitacional emitida e o momento de inercia, dado

por (3.35). São as oscilações do campo elétrico, E, que produzem as ondas eletromagnéti-

cas que vão carregar a energia ao longo do tempo, assim como as variações do momento de

inercia, I, produzem as ondas gravitacionais que carregaram sua energia até os detectores.

Sendo assim é plausível se pensar numa relação semelhante de proporcionalidade,

E → I,

Pelet ∝ E2 → Pgrav ∝ I2. (3.39)

Dissemos que as variações de I geram as ondas gravitacionais. Como não estamos consi-

derando variações de massa dos buracos negros individuais durante as emissões das ondas,

essa variação do momento de inercia está associada à variação da distância relativa entre

eles, uma vez que a coalescência dos buracos negros é caracterizada pela variação do mo-

mento de inercia do sistema. Portanto, também faz sentido pensarmos numa relação de

proporcionalidade entre a potência gravitacional e a frequência angular do sistema, pois

quanto mais próximos os buracos negros estão entre si, maior é a frequência de emissão de

ondas gravitacionais. Esse aumento de emissões está refletido no aumento de amplitude

do strain, onde as ondas ganham amplitude logo antes do merge, durante a coalescência.

Assim,

Pgrav ∝ ωχ, (3.40)
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onde χ é uma constante que determinaremos a partir da análise dimensional.

Pelo fato das ondas gravitacionais ocorrerem devido à coalescência de corpos de

grande escala e, em (3.37) existir a relação de proporção com a permissividade elétrica,

faz sentido também agregarmos uma relação de proporção entre a potência das OG e a

constante gravitacional G. Assim,

Pgrav ∝ Gη, (3.41)

onde η é outra constante a ser determinada.

O artigo Ref. [2] também propõe que outra relação de proporção pode existir, se

lembrarmos que as observações da colaboração LIGO concluíram que as OG viajam com

a mesma velocidade que a luz (1.1). Além disso, há uma dependência da velocidade da luz

com o tempo (posição por tempo), o mesmo ocorrendo com a potência irradiada (energia

por tempo). Isso nos motiva a inserir a seguinte relação de proporção,

Pgrav ∝ cζ , (3.42)

onde ζ também é uma constante a ser determinada por análise dimensional. Assim com-

binando as relações de proporção estabelecidas até agora, temos

Pgrav ∝ I2ωχGηcζ ,

ou,

Pgrav = αI2ωχGηcζ , (3.43)

onde α é uma constante adimensional que faz a relação de proporcionalidade se tornar

uma relação de igualdade. Assim, podemos realizar a análise dimensional dessa equação

e encontrar os valores dos expoentes,

[Pgrav] = [I]2[ω]χ[G]η[c]ζ ,

ou,

J

s
=

Kgm2

s3
=
(
Kgm2

)2(rad
s

)χ( m3

s2Kg

)η (m
s

)ζ
. (3.44)
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Logo, 
Kg :

m :

s :

1 = 2− η

2 = 4 + 3η + ζ

−3 = −χ− 2η − ζ

⇒


η = 1

ζ = −5

χ = 6

.

Substituindo os valores dessas constantes em (3.43), encontramos

Pgrav = α
GI2ω6

c5
, (3.45)

e substituindo o momento de inercia dado por (3.35), temos

Pgrav = α
Gω6

c5
(Mm)2

(M +m)2
(R + r)4. (3.46)

Isolando a distância relativa (R+r) na terceira lei de Kepler (3.21) e aplicando na equação

acima, encontramos uma relação entre a potência irradiada pelas ondas gravitacionais e

as massas dos buracos negros,

Pgrav = α
G7/3ω10/3

c5
(Mm)2

(M +m)2/3
. (3.47)

Classicamente não conhecemos um método de encontrar o valor da constante α. Porém,

com uma análise relativística para a potência irradiada (Sec. 4.3.4) encontramos o valor

de,

α =
32

5
. (3.48)

É importante citar que nossas considerações de energia irradiada não levam em conta

rotações dos buracos negros (spin). Portanto, parte da energia cinética de rotação está

sendo ignorada e isso irá refletir em nossas comparações com os dados da colaboração

LIGO-Virgo (Sec. 5).

3.4 Massa de chirp

Já sabemos que a energia perdida pelo sistema de buracos negros é transferida em

potência irradiada na forma de ondas gravitacionais,

Pgrav = −dEirrad
dt

. (3.49)
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Assim, podemos igualar as equações (3.47) e (3.33) e isolar os termos relacionados às

massas,
(Mm)3/5

(M +m)1/5
= c3

1

G

(
1

3α
ω−11/3dω

dt

)3/5

. (3.50)

onde o termo da esquerda é chamado de massa de chirp M,4

M =
(Mm)3/5

(M +m)1/5
. (3.51)

A massa de chirp será uma das grandezas físicas que poderá ser calculada a partir de dados

obtidos nos detectores, e posteriormente será usada para encontrar as massas individuais

dos buracos negros.

Devido à considerações relativísticas, onde o termo dominante de emissão de onda

gravitacional é um termo de quadrupolo (diferente do eletromagnético que é um dipolo),

temos que a frequência angular dominante de emissão de um sistema binário é duas vezes

a frequência angular do sistema orbital. Ou seja, fontes não-relativísticas realizando MHS

com frequência angular ωs emite radiação de quadrupolo com ω = 2ωs (Ref. [3], p.124).

Isso só é verdade se a fonte realiza um movimento harmônico simples, que é uma de nossas

considerações. Assim, temos

ω = πf. (3.52)

Derivando com relação ao tempo
dω

dt
= π

df

dt
(3.53)

e aplicando essas duas equações em (3.50), obtemos

M=
c3

G

(
1

3α
(πf)−11/3π

df

dt

)3/5

(3.54)

=
c3

G

(
1

3α
π−8/3f−11/3π

df

dt

)3/5

.

Para encontrar o valor da massa de chirp em termos da frequência f , integramos a equação

acima entre um tempo arbitrário t na fase espiral e o tempo tc no início da coalescência
4O termo "chirp" é usado para descrever um som que aumenta gradualmente em frequência e ampli-

tude, semelhante ao canto de pássaros.



56

(merge),

t→ f Tempo arbitrário na fase espiral,

tc → fc Tempo na coalescência.

Isolando os termos em comum para integração na equação (3.54),

f−11/3df

dt
= 3απ8/3

(
MG

c3

)5/3

(3.55)

i.e.,

∫ fc

f

f−11/3df = 3απ8/3

(
MG

c3

)5/3 ∫ tc

t

dt⇒(
1

f 8/3
− 1

f
8/3
c

)
= 8απ8/3

(
MG

c3

)5/3 ∫ tc

t

dt. (3.56)

Aqui, faremos algumas aproximações: f é a frequência na fase espiral e fc é relativa

à coalescência das massas do sistema binário e corresponde ao pico no gráfico na Figura

1.3, na quarta linha. Assim podemos considerar que o valor da frequência de coalescência

é muito maior do que a da fase espiral,

fc >> f, fc → ∞. (3.57)

Finalmente, isolando a massa de chirp, fazendo as considerações acima e definindo τ ≡

tc − t, encontramos

M =
1

G

[
c5

8ατ

1

(πf)8/3

]3/5
. (3.58)

Esta equação nos diz que somos capazes de encontrar a massa de chirp utilizando apenas

dados obtidos pelos detectores, i.e., conhecendo o tempo τ e a frequência na fase espiral

f . O interessante é que essas duas quantidades podem ser lidas através do gráfico de

densidade, na Figura 1.3. Para nosso evento GW150914 dessa figura, vemos que o início

da coalescência corresponde ao começo da curva luminosa. Assim, o valor de tempo

associado à esse começo é cerca de t ≃ 0, 34 s, e sua respectiva frequência é de f ≃ 43

Hz. Além disso, o pico desse arco corresponde ao início do merge, onde temos a máxima

frequência de oscilação, que ocorre em tc ≃ 0, 43 s. Portanto, temos os parâmetros f,
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τ = tc − t ≃ 0, 09 s, e o valor de α dado por (3.48). Substituindo esses resultados em

(3.58), obtemos M ≃ 32M⊙, onde a massa do sol é dada por M⊙ ≃ 1, 9885× 1030 Kg.

O artigo Ref. [2] também destaca a importância desse resultado, mostrando que

apesar das considerações clássicas, nós chegamos à um valor de cerca de 32 vezes a massa

solar. Veremos que essa ordem de grandeza extremamente elevada esta de acordo com os

resultados obtidos pelas colaborações LIGO-Virgo. Além disso, a massa de chirp reflete o

tamanho das massas individuais dos buracos negros, nos dando justificativa para progredir

nos estudos dessas massas em tópicos seguintes.

3.5 Raio de Schwarzschild e tamanho do sistema

Como vimos, na fase espiral o sistema binário se aproxima gradativamente à me-

dida que o tempo evolui, até sua total coalescência e início da etapa de ringdown. Neste

tópico, vamos encontrar uma forma de expressar o raio de Schwarzschild para o objeto

resultante desse colapso. O raio de Schwarzschild é definido como a distância máxima que

qualquer matéria pode estar de um corpo, tal que não consiga escapar da ação gravitacio-

nal deste. Portanto, precisamos apenas igualar a energia cinética do corpo m à potencial

gravitacional do corpo M ,

Ec = Eg ⇒
mv2

2
= G

Mm

r
⇒ r =

2GM

v2
.

Como queremos a máxima velocidade alcançável por qualquer corpo, fazemos v → c,

Rs =
2GM

c2
, (3.59)

onde Rs é o raio de Schwarzschild para o corpo de massa M.

Essa região delimita o limite de distância tal que nenhum corpo escape para fora

do sistema, independente de sua velocidade. Para nosso problema simplesmente trocamos

a massa M pela massa total do sistema,

Rs =
2G(M +m)

c2
,

onde agora Rs representa o raio de Schwarzschild para o sistema binário, após sua co-
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alescência. Também estimamos que essa seja a distância mínima de separação entre os

buracos negros, logo no começo do merge. Portanto, temos

rmin
rel = RS. (3.60)

e,

(R + r)min =
2G(M +m)

c2
. (3.61)

3.6 Massas dos corpos e separação na coalescência

3.6.1 Massa total, massas individuais e massa irradiada

Para encontrar a massa total, utilizamos a terceira lei de Kepler (3.21) e a distância

de separação dos buracos negros na coalescência (3.61),

ω2
max = G

(M +m)

[2G
c2
(M +m)]3

⇒Mtot =
c3√
8Gω

, (3.62)

como ω = πf , temos

Mtot =
1

π
√
8

c3

Gfc
, (3.63)

onde fc representa o instante de máxima emissão de radiação, que corresponde à máxima

frequência de chirp. Assim,

fmax = fc. (3.64)

O cálculo das massas individuais envolve algumas manipulações algébricas com o intuito

de resolução de um sistema de equações. Anteriormente, encontramos uma forma de

calcular a massa de chirp M em função da frequência f na fase espiral (3.58) e agora uma

forma de calcular a massa total Mtot em função da frequência de chirp fc no merge (3.63).

Assim, com apenas dados experimentais dessas frequências e o tempo de observação τ

que obtemos nos detectores, somos capazes de encontrar tanto a massa de chirp quanto

a massa total. Temos então, duas equações que relacionam as massas individuais:

Mtot =M +m (3.65)

M =
(Mm)3/5

(M +m)1/5
. (3.66)
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O artigo Ref. [2] mostra que se isolarmos uma das massas individuais de (3.65) e aplicar em

(3.66), teremos uma equação polinomial de sexta ordem que não possui solução analítica.

Assim, pensando em outra alternativa, a Ref. [16] propoe uma forma interessante de

resolver considerando que as massas individuais são uma fração da massa total,

m = ξMtot (3.67)

e,

M = (1− ξ)Mtot, (3.68)

onde 0 < ξ < 1. Se formos capazes de obter ξ, então poderemos encontrar os valores

individuais para as massas. Assim, aplicando (3.67) e (3.68) em (3.66):

M =
{(1− ξ)ξM2

tot}3/5

Mtot
1/5

= (ξ − ξ2)3/5Mtot.

i.e.,

ξ − ξ2 +

(
M
Mtot

)5/3

= 0. (3.69)

Que é uma equação polinomial do segundo grau para a variável ξ. Solucionando, temos

ξ =
1

2
±

√
1

4
−
(

M
Mtot

)5/3

. (3.70)

Para encontrar valores reais para as massas M e m precisamos de valores reais para ξ.

Portanto, esperamos que
1

4
>

(
M
Mtot

)5/3

,

o que sugere

M < 0, 44Mtot. (3.71)

Esta equação nos diz uma relação necessária para os valores de ξ serem reais.

Finalmente, a ideia é estimar os valores de f1, fc e τ com base nos resultados experimentais

(Figura 1.3), calcular a massa de chirp M e a massa total Mtot (respectivamente pelas

equações 3.58 e 3.63) e verificar a relação proposta em (3.71). Se essa relação for satisfeita

significa que temos valores experimentais adequados para calcular as massas individuais
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e portanto, utilizamos (3.58) e (3.63). Porém, se a relação não for satisfeita é proposto

que se verifique melhor os valores observados experimentalmente pela Figura 1.3, afim de

se obter uma aproximação mais adequada.

Utilizando (3.30) para energia total do sistema e (3.61) para distância mínima,

podemos encontrar a máxima energia irradiada pelo sistema no merge,

Eirrad = −1

4

Mm

(M +m)
c2. (3.72)

Aplicando a conversão entre massa e energia proposta por Einstien (Ref.[30]),

Eirrad =Mirracc
2. (3.73)

Assim, utilizando as duas equações obtemos

Mirrad = −1

4

Mm

(M +m)
, (3.74)

onde o sinal negativo indica que há a liberação de energia pelo sistema.

Uma questão interessante é nos perguntarmos a relação que se deve ter entre as

massas individuais para que se obtenha o máximo de dissipação de energia gravitacional,

pois quanto mais energia é liberada pelos eventos emissores de OG, mais fácil é de observar

seus efeitos nos detectores. Para fazer isso, podemos escrever a energia irradiada em (3.72)

como função de ξ, afim de encontrar os posíveis valores de ξ que à maximizem,

Eirrad = −1

4
(ξ − ξ2)(Mtotc

2). (3.75)

Derivando com relação à ξ e igualando a 0 para encontrar a máxima energia irradiada,

temos
dEirrad
dξ

= −1

4
(1− 2ξ)(Mtotc

2), (3.76)

i.e.,

ξ =
1

2
. (3.77)

No evento da descoberta de GW150904 (Ref. [17]), as massas dos buracos negros calcula-

das pela colaboração LIGO foram de M = 36+5
−4M⊙ e m = 29+4

−4M⊙, i.e., aproximadamente

iguais considerando as incertezas. Portanto, foi realmente muita sorte de detectarmos um
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evento tão bom em um intervalo de tempo tão próximo ao início de operações pelos

interferômetros.

3.6.2 Separação do sistema no merge

A teoria da relatividade geral prevê que as emissões de energia têm uma conse-

quente coalescência dos corpos do sistema. Essa aproximação leva à um consequente

aumento de velocidade orbital do sistema. Assim, é plausível pensar que podemos en-

contrar uma relação entre as distâncias dos buracos negros e a frequência de oscilação

observada nos detectores.

Utilizando novamente a terceira lei de Kepler em (3.21) e (3.52), temos

ω2 =
GMtot

r3
⇒ r =

(GMtot)
1/3

(πf)2/3
. (3.78)

Essa equação nos diz que podemos encontrar a distância de separação dos buracos negros

em qualquer momento, tanto durante fase espiral r0 quanto após a coalescência rc (raio

de Schwarchild).

Assim, 
r0 =

(GMtot)1/3

(πf1)2/3

rc =
(GMtot)1/3

(πfc)2/3

r0 : raio na fase espiral,

rc : raio de coalescência.

(3.79)

onde também podemos encontrar o raio de coalescência pela equação do raio de Schwar-

child,

rc =
2GMtot

c2
. (3.80)

3.7 Radiação e distância à Terra

3.7.1 Intensidade de radiação emitida

As ondas gravitacionais viajam milhares de anos-luz antes de chegar até nós, li-

berando muita energia ao longo do caminho. O reflexo disso é que quanto mais distante

está o evento emissor de ondas gravitacionais, maior é a tendência de que sua amplitude

de oscilação seja extremamente pequena, em ordens menores que 10−20. A título de com-

paração, o núcleo atômico tem por volta de 10−15 m. Assim, é plausível pensarmos que
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os dados de amplitudes obtidos pelos interferômetros podem nos dizer as características

de distância da fonte, indiretamente.

Substituindo (3.52) em (3.47), obtemos a forma da potência irradiada em função

da frequência da onda gravitacional:

Pgrav = α
G7/3(πf)10/3

c5
(Mm)2

(M +m)2/3
. (3.81)

A intensidade de radiação é definida como a potência irradiada sobre uma superfície

esférica. Com isso, encontramos uma relação entre a intensidade de radiação e a área

superficial dessa superfície que, por sua vez, depende da distância entre a Terra e o

sistema,

Iirrad ≡
Pirrad
4πρ2

, (3.82)

onde ρ é a distância. Assim, só nos resta encontrar uma expressão para intensidade de

radiação Iirrad em função da amplitude h (strain). Para fazer isso, semelhante à subseção

Sec. 3.3, faremos uma analogia entre o caso gravitacional e o eletromagnético. Olhando

para expressão em (3.82), vemos que Irrad ∝ Pirrad. No caso eletromagnético, vimos que

a potência é proporcional à densidade de energia e esta, proporcional à o quadrado do

campo elétrico,

Pelet ∝ ε0E
2. (3.83)

Para ondas eletromagnéticas o campo elétrico oscila com um padrão cossenoidal, ou seja,

para uma onda que se propaga na direção do eixo ẑ, temos

E = ξ cos(kz − kct)x̂, (3.84)

onde ξ determina a amplitude do campo elétrico que oscila na direção do eixo x̂. Assim,

fica perceptível a proporção Pelet ∝ ξ2. Analogamente para o caso gravitacional, em vez

de amplitude do campo elétrico estamos interessados em observar a amplitude das ondas

gravitacionais, dada por h. Assim, esperamos que

Iirrad ∝ Gψcδf εh2,

onde temos a constante gravitacional G no lugar da constante elétrica ε0, a presença da
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velocidade da luz, que também é a velocidade das ondas gravitacionais e, a proporção

com a frequência f que possui unidade dimensional de inverso de segundo, assim como a

potência irradiada. Portanto,

Iirrad = βGψcδf εh2. (3.85)

Esperamos determinar o carater da intensidade da radiação por análise dimensional. Vale

ressaltar que o strain h observado nos interferômetros é adimensional. Isso pode ser

observado tomando como referência uma análise relativística, onde as distorções causadas

pelas OG ocorrem sobre a métrica, que também tem carater adimensional. Isso ocorre

porque quem carrega as dimensões de comprimento na descrição geométrica do espaço-

tempo são as coordenadas x, y e z. Assim,

[Iirrad] =
Kg
s3

= [G]ψ[c]δ[f ]ε =

[
m3

Kg · s2

]ψ [m
s

]δ [1
s

]ε
, (3.86)

e, 
Kg :

m :

s :

1 = −ψ

0 = 3ψ + δ

−3 = −2ψ − δ − ε

⇒


ψ = −1

δ = 3

ε = 2

.

Inserindo os resultados obtidos em (3.85), encontramos

Iirrad = β
c3f 2h2

G
. (3.87)

Essa é a intensidade da radiação gravitacional emitida pelas ondas gravitacionais em

função da amplitude de oscilação e frequência das ondas gravitacionais.

3.7.2 Distância do sistema

Igualando (3.87) à (3.81) e utilizando (3.82), encontramos finalmente, a relação

entre a distância do evento e a amplitude das ondas gravitacionais,

β
c3f 2h2

G
=

α

4πρ2
G7/3

c5
(πf)10/3

(Mm)2

(M +m)2/3
. (3.88)

Portanto,

ρ =
1

2

(
α

β

)1/2
G5/3

c4
π7/6f 2/3 1

h

(Mm)

(M +m)1/3
. (3.89)



64

Percebemos que a amplitude observada é função da frequência das ondas (isso é evidente

pelo painel superior esquerdo da Figura 1.3), ou seja, conforme ocorre a coalescência dos

buracos negros, a frequência aumenta e consequentemente a amplitude das ondas também

aumenta, alcançando seu máximo em f = fc. Além disso, utilizando conceitos de física

relativística podemos encontrar o valor de β = π/2. Logo, utilizando o valor de α dado

por (3.48), temos

ρ =
4√
5

G5/3

c4
(πf)2/3

1

h

(Mm)

(M +m)1/3
. (3.90)

Essa é a distância entre o sistema binário de buracos negros e os observatórios LIGO-Virgo

na Terra, calculada por análise clássica. Como explicado, os valores das massas podem ser

calculados utilizando dados indiretos, através dos gráficos obtidos pela observação (vide-

se equações (3.58) e (3.63)). Como explica o artigo (Ref. [2]), para nosso evento atual

GW150904, estimamos que fc = 300 Hz, m = 30M⊙ e M = 44M⊙. Além disso, nosso

painel superior esquerdo da Figura 1.3 nos da o valor máximo de strain: h ≃ 1, 2 ×10−21.

Colocando esses valores na equação da distância (3.90) encontramos um resultado de ρ ≃ 2

bilhões de anos-luz, resultado consideravelmente próximo da colaboração LIGO-Virgo de

1, 3 bilhões de anos-luz (Ref. [18]). Essa divergência se dá pelo fato de nossa abordagem

desconsiderar quaisquer efeitos de redshift causados por campos gravitacionais intensos

ou expansão do universo (vide Sec. 5).

3.8 Diminuição de rrel e frequência de Chirp

Já discutimos que a energia irradiada na forma de ondas gravitacionais tem uma

respectiva perda de energia do sistema. Ao perder energia ele coalesce, aproximando os

buracos negros e aumentando a frequência de oscilação. Nesse contexto, parece viável que

exista algum tipo de relação entre a perda de energia do sistema e a distância relativa dos

buracos negros. Nesta subseção, além de encontrar essa relação, iremos também identificar

o comportamento da frequência de oscilação do sistema durante sua coalescência, i.e.,

quando f = fc.
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3.8.1 Separação dos buracos negros na fase espiral

Para encontrar a separação dos buracos negros em um determinado tempo, vamos

utilizar a terceira lei de Kepler na forma

(πf)2 =
GMtot

r3rel
, (3.91)

onde agora temos dependências temporais, tanto para frequência f → f(t) quanto para

distância relativa rrel → rrel(t). Através desta equação podemos observar que conforme a

separação dos buracos negros diminui, a frequência de oscilação aumenta, pois f 2 ∝ 1/r3rel.

Derivando com relação ao tempo, temos

π2(2f ḟ) = (GMtot)(−3r−4
rel ṙrel),

ou,

(πf)2

(
2
ḟ

f

)
=

(
GMtot

r3rel

)(
−3

ṙrel
rrel

)
. (3.92)

Neste momento podemos utilizar (3.91) para simplificar a equação, encontrando

ḟ

f
= −3

2

ṙrel
rrel

. (3.93)

Esta equação estabelece uma relação entre as taxas de variações da distância e da frequên-

cia, a qual também é obtida pelo tratamento relativístico (Ref. [3], Eq.4.24).

Na Sec. 5 encontramos uma equação que relaciona a frequência orbital e a massa

de chirp(3.55), que podemos escrever como

ḟ

f
= f 8/33απ8/3

(
G

c3
M
)5/3

. (3.94)

Além disso, a equação (3.58) nos diz que podemos encontrar a frequência orbital em

termos da massa de chirp,

f 8/3=
1

8απ8/3τ

(
MG

c3

)−5/3

. (3.95)

Aqui, utilizamos que f1 = f porque seu respectivo tempo t1 ocorre em qualquer momento
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arbitrário t antes da coalescência, t1 = t. Aplicando esta equação em (3.94), encontramos

que
ḟ

f
=

3

8τ
(3.96)

e substituindo em (3.93), temos

− 1

4τ
=
ṙrel
rrel

.

Como as variáveis desta equação diferencial já estão separadas, basta integrarmos,5

−1

4

∫ t

t0

dt′

(tc − t′)
=

∫ R

R0

drrel
rrel

⇒

1

4
ln(tc − t′|tt0 = ln(rrel|RR0

⇒

ln

(
tc − t

tc − t0

)1/4

= ln(R/R0).

Logo,

R(t) = R0

(
tc − t

tc − t0

)1/4

, (3.97)

onde t0 ≤ t ≤ tc. Esta equação nos mostra que no decorrer do tempo, R(t → tc) → 0,

i.e., conforme o sistema tende ao merge, a distância relativa dos buracos negros tende a

zero e eles se combinam, formando um grande buraco negro após a etapa de ringdown.

Utilizando a equação (3.97) para o evento GW150914, plotamos o gráfico de R× t,

mostrado na Figura 3.2.a, vemos que ele possui uma curva extremamente semelhante

àquela obtida pela colaboração LIGO (Ref. [17]), implicando a proximidade de nossas

aproximações com os dados reais dos observatórios.

3.8.2 Velocidade de coalescência e frequência de chirp

A equação (3.97) nos diz a distância relativa dos dois corpos em função do tempo.

Assim, como sugere Ref. [2], podemos derivá-la para encontrar a velocidade relativa de

aproximação em função do tempo,
5Aqui, usamos que τ ≡ tc − t. Além disso, R e R0 são as distâncias de separação dos buracos negros

nos tempos t e t0, respectivamente.
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Figura 3.2: (a) Diminuição da distância relativa em função do tempo, obtido pela equação (3.97). (b)
Aumento da velocidade orbital em função do tempo, obtido pela equação (3.98). Fonte: Ref. [2].

d

dt
R(t) =

d

dt

[
R0(

tc − t

tc − t0
)1/4
]
⇒

Ṙ(t) = −1

4

R0

(tc − t0)
(
tc − t

tc − t0
)−3/4.

Logo,

V(t) = −1

4
V0(

tc − t0
tc − t

)3/4, (3.98)

onde V0 = R0/(tc − t0). Por esta equação, vemos que V(t → tc) → ∞, i.e., à medida

que o sistema tende à coalescência, sua velocidade orbital diverge. Como a frequência

tem uma relação inversa com a distância relativa (3.91), neste caso ocorre justamente o

contrário. Significa que no final da coalescência os dois buracos negros ficam com velo-

cidades extremamente elevadas, i.e., velocidades relativísticas. Assim, para um resultado

mais preciso, precisaríamos de um tratamento descrito pela relatividade geral. Porém,

mesmo com nossas aproximações, conseguímos contruir um gráfico (Figura 3.2.b) muito

semelhante aquele obtido pela colaboração LIGO-Virgo para o evento GW150914 (Ref.

[17]).

Além disso, como faz o artigo, podemos criar também o gráfico da frequência em

função do tempo, simplesmente isolando-a na equação (3.95), encontrando

f(t)=
1

π

1

[8α(tc − t)]3/8

(
c3

MG

)5/8

. (3.99)



68

O padrão formado por esta equação é semelhante ao da velocidade orbital (vide última

linha de Figura 1.3), pois assim como esta, a frequência também aumenta até o final da

coalescência.

3.9 A forma funcional das OG e seus modos de polari-

zação

Na seção anterior mostramos os comportamentos da frequência, velocidade orbital

e distância relativa entre os buracos negros (última linha de Figura 1.3 e Figura 3.2). Já

nesta seção estamos interessados em descrever o padrão oscilatório das ondas gravitaci-

onais (primeiras linhas de Figura 1.3), que mostra um gráfico do strain h em função do

tempo t. Como discutiremos no regime relativístico (Sec. 4.2): as ondas gravitacionais

possuem dois graus de liberdade físicos que podem ser observados pelos interferômetros,

os quais são representados pelos modos de vibração h+ e h×. O primeiro diz respeito

à vibrações do espaço-tempo nas direções "cima-baixo"e "esquerda-direita", enquanto

que o segundo se refere às vibrações nas direções diagonais. Pelo padrão oscilatório quasi-

periódico dos gráficos e pela estrutura em fase dos interferômetros, podemos tirar algumas

conclusões:

• Os modos de polarização têm um padrão ondulatório, o que implica em uma des-

crição com base em senos e cossenos,

h+ ≈ cos(ωt) e h× ≈ sin(ωt). (3.100)

• Os dois modos de polarização possuem uma diferença de fase de π/2 entre si, im-

plicando que podemos escrever um como função do outro, apenas aplicando uma

diferença de fase,

h×(ωt) = cos
(
ωt− π

2

)
= h+

(
ωt− π

2

)
. (3.101)

Queremos encontrar uma forma funcional para o modo de polarização h+. Pela equação

acima, podemos estender o raciocínio para h× caso seja necessário. Isolando h em (3.90)

e usando a relação (3.52) para frequência angular, temos

h =
4√
5

G5/3

c4
(ω)2/3

1

ρ

(Mm)

(M +m)1/3
. (3.102)
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Atribuindo alguns expoentes e rearranjando os termos em comum, encontramos

h =
4√
5

1

ρ
(
ω

c
)2/3

1

ρ
(
GM
c2

)5/3. (3.103)

Essa equação nos diz que podemos encontrar a amplitude h em função da distância Terra-

BNB. Porém, ela não nos diz o comportamento ondulatório da onda, apenas que a am-

plitude varia no tempo (pois ω em nosso mapeamento também varia). Assim, nos cabe

encontrar alguma outra expressão que caracterize esse comportamento oscilatório. Com

esse objetivo iremos novamente estabelecer um paralelo com o caso eletromagnético, onde

agora consideraremos o sistema binário como um dipolo emissor de ondas gravitacionais.

Já sabemos do eletromagnetismo (Ref. [14], Cap.12) que o módulo do vetor campo elétrico

oscilante cai linearmente com o inverso da distância da fonte,

|E| ∝ 1

r
cos(ωt).

Assim, faz sentido pensarmos que a amplitude das ondas gravitacionais também cai line-

armente com a distância.6 Portanto, esperamos que nossa polarização tenha a forma,

h+ ∝
1

ρ
cos(ωt).

Como nosso fator de proporcionalidade já foi obtido em (3.103), podemos escrever que

h+(t) = h cos(ωt). (3.104)

Logo,

h+ =
4√
5

1

ρ
(
ω

c
)2/3

1

ρ
(
GM
c2

)5/3 cos(ωt). (3.105)

Como é proposto no único apêndice do artigo Ref. [2], podemos encontrar uma melhor

descrição para as amplitudes se utilizarmos uma aproximação WKB.7 Portanto, para fins

de completeza, também colocaremos esta demonstração em nosso Apêndice B.

6Como é demonstrado com detalhes na referência citada, a descrição de emissões por dipolos possuem
termos proporcionais à 1/r e 1/r2. Como estamos considerando distâncias muito elevadas do sistema, o
termo dominante é o primeiro, justificando a queda linear da amplitude.

7WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) é um tipo de aproximação para função de onda (como uma ex-
ponencial) cujo argumento varia lentamente, permitindo analisar fenômenos como tunelamento e quanti-
zação em sistemas quase clássicos.
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Capítulo 4

Ondas Gravitacionais: Análise

Relativística

As ondas gravitacionais representam um dos mais fascinantes avanços da física

moderna, revelando aspectos sobre a natureza do espaço-tempo e sua dinâmica. Como

vimos no regime newtoniano, os fenômenos gravitacionais são tratados como uma força

instantânea entre massas, descrita pela lei da gravitação universal de Newton. Embora

essa abordagem seja útil em muitos contextos, ela não descreve os efeitos ondulatórios

da gravidade, especialmente em situações envolvendo campos gravitacionais intensos ou

velocidades próximas à da luz.

Para compreender as ondas gravitacionais de forma mais precisa, precisamos en-

trar no regime relativístico, onde a gravidade é interpretada como a curvatura do espaço-

tempo causada pela presença de massa e energia, conforme descrito pela teoria da relati-

vidade geral de Einstein (Sec. 2.2.5). Nesse regime, perturbações no espaço-tempo podem

propagar-se como ondas, transportando informação sobre eventos astrofísicos, como fusões

de buracos negros ou estrelas de nêutrons.

Embora as previsões newtonianas e relativísticas sejam similares em situações de

baixa intensidade gravitacional (a relatividade recupera a equação de Poisson nesse re-

gime), as diferenças tornam-se evidentes em cenários mais extremos. A amplitude, a

frequência e a forma das ondas gravitacionais possuem características que apenas o for-

malismo relativístico é capaz de descrever com precisão. Nesta seção, exploraremos essas

diferenças, analisando como as ondas gravitacionais são descritas matematicamente e

como podemos interpretá-las no regime relativístico.
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4.1 Abordagem geométrica para as OG

4.1.1 Variação infinitesimal da perturbação

Nesta seção analisaremos o comportamento das ondas gravitacionais no regime

relativístico. Em contrapartida à interpretação newtoniana, a relatividade geral interpreta

a gravidade como uma curvatura do espaço-tempo, cuja descrição é feita através do tensor

métrico (2.57). Porém, à grandes distâncias da fonte, podemos tratar a métrica do espaço-

tempo como plana (espaço-tempo de Minkowski, (Sec. 2.2.1) e as ondas gravitacionais

como perturbações sobre ela, i.e.,

gµν = ηµν + hµν |hµν | << 1, (4.1)

onde ηµν é a métrica plana e hµν a perturbação causada pelas ondas gravitacionais.

Queremos reescever as equações de campo com base nessa nova interpretação para

o espaço-tempo. Já sabemos que a relatividade geral é invariante sobre transformações

de coordenadas, ou seja, dada a transformação,

xµ → x′µ(x), (4.2)

a métrica se transforma como,

gµν(x) → g′µν(x
′) =

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
gρσ(x). (4.3)

A relatividade geral tem como grupo de simetria, transformações gerais de coordenadas.

Assim, podemos estudar os graus físicos da teoria restingindo seus graus de liberdade.

Considerere a transformação de coordenadas a seguir,

xµ → x′µ(x) = xµ + ξµ(x). (4.4)

No Apêndice C demonstramos a variação infinitesimal para um tensor rank

 0

2

 ,

utilizando a lei de transformação em (4.3). Portanto, na aproximação de campo fraco
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∇β → ∂β, encontramos a lei de transformação para a perturbação hµν ,

hµν(x) → h′µν(x
′) = hµν(x)− (∂νξµ + ∂µξν). (4.5)

4.1.2 Expansão em torno do espaço-tempo de Minkowski

Dentro do contexto de relatividade geral, os calibres (ou gauges) desempenham

um papel fundamental na linearização das equações de campo.1 Esses calibres permi-

tem reduzir os graus de liberdade da métrica perturbada, restringindo a análise para

suas componentes físicas. A perturbação hµν é vista como uma matriz 4 × 4 simétrica,

possuindo 10 componentes independentes. A liberdade de escolha de calibre, associada

às transformações de coordenadas (4.4), permite restringir conjuntos redundantes dessas

componentes.

Considerando um sistema de coordenadas localmente inercial, podemos tratar o

tensor de curvatura de Riemann como:

Rα
µλσ = ∂λΓ

α
µσ − ∂σΓ

α
µλ. (4.6)

Agora, escrevendo o tensor de Riemann em termos de métricas (Apêndice A) e utilizando

(4.1), encontramos

Rµνρσ =
1

2
(∂ν∂ρhµσ + ∂µ∂σhνρ − ∂µ∂ρhν0σ − ∂ν∂σhµρ), (4.7)

que é o tensor de Riemann em termos de derivadas das perturbações. Além disso, a

estrutura tensorial nos permite contrair o tensor de Riemann utilizando a métrica, obtendo

o tensor de Ricci, i.e.,

Rνσ = ηµρRµνρσ (4.8)

=
1

2
(ηµρ∂ν∂ρhµσ + ηµρ∂µ∂σhνρ − ηµρ∂µ∂ρhνσ − ηµρ∂ν∂σhµρ)

=
1

2
(∂ν∂

µhµσ + ∂ρ∂σhνρ −□hνσ − ∂ν∂σh).

1Neste contexto, linearização se refere à aproximações de primeira ordem para as perturbações, com
objetivo de simplificar as equações de campo.
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E contraindo novamente obtemos o escalar de Ricci,2

R = ηνσRνσ (4.9)

=
1

2
(ηνσ∂ν∂

µhµσ + ηνσ∂ρ∂σhνρ − ηνσ□hνσ − ηνσ∂ν∂σh)

= ∂ρ∂νhνρ −□h.

Agora, podemos aplicar as equações (4.8) e (4.9) em (2.62) para encontrar o tensor de

Einstein linearizado, i.e., em termos de perturbações,

Gµν = Rµν −
1

2
ηµνR (4.10)

=
1

2
(∂µ∂

σhσν + ∂σ∂νhµσ −□hµν − ∂µ∂νh)−
1

2
ηµν(∂

ρ∂σhρσ −□h)

=
1

2
(∂µ∂

σhσν + ∂σ∂νhµσ −□hµν − ∂µ∂νh− ηµν∂
ρ∂σhρσ −□ηµνh).

Como sugere Ref. [3], podemos escrever este tensor de forma mais compacta se utilizamos

as transformações:

h = ηµνhµν e hµν = hµν −
1

2
ηµνh. (4.11)

Observe que h = ηµνhµν = h − 2h = −h. Assim, podemos substituir este h na segunda

equação acima e obter,

hµν = hµν −
1

2
ηµνh. (4.12)

Aplicando em (4.10), podemos encontrar o tensor de Einstein em termos das novas variá-

veis definidas acima, veja:

Gµν =
1

2

(
∂µ∂

σ(hσν −
1

2
ησνh) + ∂σ∂ν(hµσ −

1

2
ηµσh)−□(hµν −

1

2
ηµνh)

+∂µ∂νh− ηµν∂
ρ∂σ(hρσ −

1

2
ηρσh)−□ηµνη

ρσhρσ

)
=

1

2

(
∂µ∂

σhσν −
1

2
ησν∂µ∂

σh+ ∂σ∂νhµσ −
1

2
ηµσ∂

σ∂νh−□hµν

+
1

2
ηµν□h+ ∂µ∂νh− ηµν∂

ρ∂σhρσ +
1

2
ηρσηµν∂

ρ∂σh−□ηµνη
ρσhρσ

)
.

Agora, aplicando a métrica nas derivadas parciais no segundo, quarto e nono termos,
2Aqui, após aplicar a métrica, modificamos os indices mudos σ → ρ e µ → ν no primeiro termo do

lado direito.
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encontramos

Gµν =
1

2

(
∂µ∂

σhσν − ∂µ∂νη
ρσhρσ + ∂σ∂νhµσ −□hµν + ηµν∂

ρ∂ρη
λσhλσ

+ ∂µ∂νη
ρσhρσ − ηµν∂

ρ∂σhρσ − ∂λ∂ληµνη
ρσhρσ). (4.13)

Portanto,

Gµν = −1

2
(□hµν + ηµν∂

ρ∂σhρσ − ∂µ∂
σhσν − ∂σ∂νhµσ). (4.14)

Finalmente, utilizando em (2.76), temos a equação de Einstein linearizada:

□hµν + ηµν∂
ρ∂σhρσ − ∂µ∂

σhσν − ∂σ∂νhµσ = −16πG

c4
Tµν . (4.15)

A liberdade de calibre é essencial para reduzir os graus de liberdade da métrica pertur-

bada. Essas escolhas de coordenadas facilitam a análise teórica e prática, destacando os

aspectos físicos relevantes das ondas gravitacionais, vantagem que se torna bastante evi-

dente quando estamos interessados em observar os efeitos físicos das ondas gravitacionais

sobre os detectores.

4.2 Os gauges como simplificações da métrica

4.2.1 Gauge de Lorentz

Nós podemos utilizar a liberdade de escolhas de coordenadas em (4.5) para escolher

o calibre de Lorentz, dado por

∂νhµν = 0. (4.16)

Ele é determinado por uma escolha específica que podemos fazer do sistema de coorde-

nadas, i.e., nos diz que sempre podemos simplificar os graus de liberdade para métrica

escolhendo uma transformação de coordenadas adequada. Vamos mostrar que esta equa-

ção é válida:

Primeiramente, temos a mudança de variáveis para simplificar as equações de

campo de Einstein, (4.11). Assim, as novas coordenadas serão

h
′
µν = h′µν −

1

2
ηµνh

′. (4.17)
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Sabendo que h′ = ησλh′σλ e utilizando (4.5), encontramos

h
′
µν = hµν − (∂νξµ + ∂µξν)−

1

2
ηµνη

σλh′σλ

= hµν − ∂νξµ − ∂µξν −
1

2
ηµνη

σλ(hσλ − ∂λξσ − ∂σξλ)

= hµν − ∂νξµ − ∂µξν −
1

2
ηµνh+ ηµν∂λξ

λ.

Portanto,

hµν → h
′
µν = hµν − (∂νξµ + ∂µξν − ηµν∂λξ

λ). (4.18)

Derivando esta equação, obtemos

(∂νhµν)
′ = ∂νhµν − ∂ν∂µξµ − ∂ν∂νξµ + ηµν∂

ν∂λξ
λ)

= ∂νhµν − ∂ν∂µξ
µ −□ξµ + ∂µ∂λξ

λ

= ∂νhµν −□ξµ. (4.19)

Assim, para a validade de (4.16) precisamos satisfazer,

□ξµ = fµ(x), (4.20)

onde fµ(x) = ∂νhµν . Porém, esta equação sempre adimite solução, pois o operador

d’Alembertiano é invertível (Ref. [19], Cap.3, p.352). Dessa forma, utilizamos o gauge de

Lorentz (4.16) em (4.15), para obtermos a equação de Einstein linearizada,

□hµν = −16πG

c4
Tµν . (4.21)

Assim, dentro do contexto de teoria linearizada, a equação acima agrupada ao gauge de

Lorentz nos mostra a conservação do tensor energia-momento, i.e.,

∂νTµν = 0. (4.22)

4.2.2 TT gauge

Nesta seção queremos entender o comportamento das ondas gravitacionais e sua

interação com massas teste (interferômetros). Assim, estamos interessados em descrever
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a equação de onda fora da fonte emissora de ondas gravitacionais, i.e., Tµν = 0. Portanto,

por (4.21) vemos que

□hµν = 0. (4.23)

Vamos mostrar que esta escolha de coordenadas não fixa completamente o gauge.

Realizando uma nova mudança de coordenadas infinitesimal:

x′µ = xµ + ξ̃µ(x) ⇒ xµ = x′µ − ξ̃µ(x′) (4.24)

e considerando a transformação 4.18 temos

h
′
µν = hµν − ∂µξ̃µ + ηµν

(
∂β ξ̃β

)
.

O próximo passo é tomar o divergente da equação acima,

∂µh
′
µν = ∂µhµν − ∂µ∂µξ̃ν − ∂µ∂ν ξ̃µ + ηµν∂

µ
(
∂β ξ̃β

)
⇒

∂µh
′
µν = ∂µhµν − ∂µ∂µξ̃ν ⇒

∂µh
′
µν = ∂µhµν −□ξ̃ν

e pela utilização do gauge de Lorentz em 4.16, temos

□ξ̃ν = 0. (4.25)

Esta equação mostra que a escolha ∂µhµν = 0 não fixa completamente o sistema de

coordenadas, pois qualquer nova mudança x′µ = xµ + ξµ onde □ξ̃ν = 0 mantém o gauge

de Lorentz. Esta liberdade de gauge extra é conhecida como liberdade de gauge residual.

Assim, podemos utilizar ξ̃ν para restringir mais 4 graus de liberdade da métrica. Portanto,

este segundo gauge reduz os graus de liberdade da métrica de 6 para apenas 2 graus físicos,

descritos pelas polarizações h+ e h×.

Este processo diz que estamos impondo 4 condições para ξ̃ν , com objetivo de res-

tringir nossa métrica. Vamos analisar essas condições em particular.
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• Primeira condição: podemos escolher arbitrariamente um valor de ξ0 tal que o traço

h = 0. Note que de se isso for verdade, então de (4.12) temos que hµν = hµν , restando

as outras três componentes.

• Segunda condição temporal: vamos escolher três funções ξi de maneira que h0i = 0.

Neste caso, a condição de Lorentz

∂0h00 + ∂ih0i = 0 (4.26)

resultando em

∂0h00 = 0. (4.27)

O que conclui que h00 seja uma constante no tempo. Porém, se h00 é uma constante no

tempo, ele não contribui para a dinâmica das ondas gravitacionais, pois estas são funções

de onda que variam no tempo e no espaço. Assim, esse termo não deve carregar nenhuma

informação sobre as flutuações dinâmicas que constituem as ondas gravitacionais. Neste

caso, podemos fazer h00 = 0.

Então, nós definimos todas as componentes temporais, i.e., h0µ = 0, restando as

componentes espaciais dadas por hij.

• Terceira condição: utilizando as condições anteriores, nosso gauge de Lorentz se

reduz à ∂ihij = 0. Essa condição diz que a onda gravitacional não possui compo-

nentes na direção de sua propagação, i.e., as perturbações hij só ocorrem em planos

perpendiculares.

Sabendo que nosso traço é nulo pela primeira condição e que h00 = 0 pela segunda

condição, concluímos que o traço da parte espacial deve ser obrigatoriamente nulo, i.e.,

hii = 0.Portanto, definimos o gauge transversal e sem traço,3 ou TT gauge, descrito por

hTTij e definido pelo conjunto das condições anteriores, i.e.,

h0µ = 0, hii = 0, ∂jhij = 0. (4.28)
3O nome se dá pelas condições impostas sobre a matriz da métrica hµν : Ausência de traço hi

i = 0 e
transversalidade ∂ihij = 0, i.e., perturbações perpendiculares à direção de propagação da onda.
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Neste tópico, mostramos que a aplicação do gauge de Lorentz e do TT gauge como condi-

ções para a métrica, restringe os graus de liberdade físicos para apenas duas componentes

independentes, simplificando imensamente os estudos de ondas gravitacionais. Essas duas

componentes restantes dizem as características físicas das ondas gravitacionais, como sua

dinâmica e dependência temporal.
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4.3 Energia das ondas gravitacionais

Nesta seção entenderemos como as ondas gravitacionais carregam energia e mo-

mento. Vimos que no sistema de coordenadas do detector, as OG colocam em movimento

massas-teste que estavam anteriormente em repouso, transferindo energia para o detec-

tor. Isso ocorre porque a ação sobre as massas-teste pode ser descrita em termos de forças

Newtonianas (Ref. [3]).

No contexto relativístico, veremos como as ondas gravitacionais afetam o espaço-

tempo em seu entorno. Segundo a equação de campo de Einstein, qualquer forma de

energia distorce o espaço-tempo próximo à ela. Assim, podemos nos questionar se as OG

em si, são fontes de distorção, já que são uma forma de transmissão de energia.

4.3.1 Separação entre perturbações e distorções de fundo

Até agora, descrevemos as ondas gravitacionais como perturbações sobre o espaço-

tempo plano (4.1). Porém a equação de campo de Einstein diz que qualquer forma de

energia deve causar alguma curvatura na métrica. Assim, faz sentido pensarmos se a

existência da OG também gera uma curvatura, além de sua perturbação usual estudada

anteriormente. Chamaremos então de "distorção de fundo"gµν a curvatura do espaço-

tempo gerada pela existência das ondas rgavitacionais. Logo, não podemos mais definir

a métrica como plana, mas sim como um espaço-tempo curvo e dinâmico, descrito por

gµν(x) = gµν(x) + hµν(x), |hµν | << 1. (4.29)

Nesse contexto, surgem alguns problemas: Como conseguiremos distinguir que

parte da métrica é devido à OG e qual é devido à distorção de fundo? A equação acima

nos diz que, a princípio, nós podemos trocar termos dependentes de x entre hµν e gµν .

Assim, precisamos estabelecer um mecanismo capaz de separar estas duas partes.

Podemos começar introduzindo uma análise de escala para entender as possíveis

diferenças entre essas perturbações na métrica. Considere a métrica em (4.29) como

uma soma entre variações espaciais LB (de gµν) e, sobrepostas à estas, as perturbações

tradicionais λ (de hµν) devido à passagem das OG. Como os comprimentos de onda são
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Figura 4.1: Situação que nos permite separar a métrica em uma de baixa frequência de fundo e uma
pequena perturbação de alta frequência. O fundo é definido pela parte com frequências f << f e as OG
pela parte com f >> f . Esta definição é em grande parte independente do valor preciso de f . Fonte:
Ref. [3].

muito inferiores à distorção espacial, temos

λ << LB. (4.30)

Assim, as perturbações hµν tem o significado físico de pequenas ondulações sobre as

distorções suaves de fundo. Naturalmente podemos pensar no espaço de frequências, onde

as distorções de fundo possuem uma frequência máxima fB e as perturbações tradicionais

têm maiores frequências f ,

f >> fB. (4.31)

Nesse caso, a passagem das OG possuem altas frequências de perturbação sobre um

estático e suave fundo à baixas frequências, como é mostrado na Figura 4.1. Com isso

podemos nos perguntar duas coisas:
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• Como essa perturbação de alta frequência f se propaga na métrica de fundo gµν?

Essa justificativa está no fato de hµν ter o comportamento de uma onda.

• Como essa perturbação hµν afeta a métrica de fundo gµν? Essa resposta nos dará o

tensor energia-momento.

4.3.2 Como as OG curvam o espaço-tempo

Considerando que as ondas gravitacionais possuem determinada perturbação hµν ,

podemos separar a métrica com (4.29), pois há uma diferença razoável de escala entre a

métrica de fundo e as perturbações (vide (4.30) e (4.31)). Além disso, queremos entender

como essas perturbações afetam a métrica de fundo e como elas curvam o espaço-tempo.

Para isso, precisamos encontrar o tensor energia-momento do campo gravitacional que

represente justamente essas perturbações. Como mostra (Ref. [3]), podemos expandir

as equações de Einstein em torno da métrica de fundo gµν . Assim, dada a equação de

Einstein na forma

Rµν =
8πG

c4
(Tµν −

1

2
gµνT ), (4.32)

vamos expandir o tensor de Ricci Rµν para ordens maiores de h, i.e.,

Rµν = Rµν +R(1)
µν +R(2)

µν + ..., (4.33)

onde Rµν é construído de gµν e por isso contém apenas modos de frequência baixa; R(1)
µν é

linear em hµν e por isso contém apenas modos de frequência alta e; R(2)
µν é quadrático em

hµν , contendo tanto modos de altas frequências quanto de baixas. Dessa forma podemos

escrever as equações de Einstein em dois termos diferentes, um para altas frequências e

outro para baixas, veja:

Rµν = −[R(2)
µν ]

Low +
8πG

c4
(Tµν −

1

2
gµνT )

Low (4.34)

e,

R(1)
µν = −[R(2)

µν ]
High +

8πG

c4
(Tµν −

1

2
gµνT )

High, (4.35)

onde os índices sobrescritos "Low"e "High"representam as projeções nos valores baixos

(longos LB) e altos (curtos λ) de frequências, respectivamente.
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Podemos mostrar (Ref. [3]) que a expressão explícita para R(1)
µν é

R(1)
µν =

1

2
(D

α
Dµhνα +D

α
Dνhµα −D

α
D
α
hµν −DνDµh), (4.36)

ondeDµ representam derivadas covariantes com respeito à métrica de fundo. Para segunda

ordem, temos

R(2)
µν =

1

2
gρσgαβ

[
1

2
DµhραDνhσβ + (Dρhνα)(Dσhµβ −Dβhµσ) (4.37)

+ hρα(DνDµhσβ +DβDσhµν −DβDνhµσ −DβDµhνσ)

+
1

2
(Dαhρσ −Dρhασ)(Dνhµβ +Dµhνβ −Dβhµν)

]
.

Em breve veremos que a equação (4.34) nos permite definir o tensor energia-

momento do campo gravitacional. Enquanto que (4.35) nos permite descrever a pro-

pagação de hµν por uma equação de onda no espaço-tempo de fundo.

Se hµν é uma perturbação em alta frequência de um fundo quasi-estático, nós

podemos introduzir duas coisas. Uma escala de tempo t tal que seja maior do que o

período 1/f das OG e menor do que o período 1/fB de fundo; e a média ao longo deste

tempo, i.e., ao longo de vários períodos das OG.

Escrevemos então a equação (4.34) como

Rµν = −
〈
R(2)
µν

〉
+

8πG

c4

〈
Tµν −

1

2
gµνT

〉
, (4.38)

onde os símbolos ⟨⟩ denotam o valor médio da grandeza em questão. Neste caso, considera-

se a média sobre muitos comprimentos de onda, uma vez que a energia transportada pela

radiação gravitacional não pode ser localizada com precisão no tempo. Trabalhos de

Kenneth. G. Wilson (Ref. [20]), que lhe renderam o prêmio Nobel de 1982, explicam

sobre a importância dos valores médios para isolar os resultados à escalas preferíveis. No

nosso contexto, esta separação de escala permite entender como a energia carregada pela

onda gravitacional distorce o espaço de fundo gerando um sinal no detector.

Queremos encontrar uma expressão para a equação de Einstein em termos, tanto

dos tensores energia-momento da métrica de fundo, quanto das perturbações causadas

pelas ondas gravitacionais. Assim, definimos um efetivo tensor de energia-momento de
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matéria T µν , tal que 〈
Tµν −

1

2
gµνT

〉
≡ T µν −

1

2
gµνT , (4.39)

onde T = gµνT
µν é o traço.

Definimos também o tensor tµν dependente das ordens maiores em hµν ,

tµν ≡ − c4

8πG

〈
R(2)
µν − 1

2
gµνR

(2)

〉
, (4.40)

onde R(2) = gµνR
(2)
µν e seu traço,

t = gµνtµν =
c4

8πG

〈
R(2)

〉
. (4.41)

Inserindo (4.41) em (4.40), temos

tµν = −
〈

c4

8πG
R(2)
µν − 1

2
gµνt

〉
. (4.42)

Multiplicando por 8πG/c4 e isolando R(2)
µν , encontramos

−
〈
R(2)
µν

〉
=

8πG

c4
(tµν −

1

2
gµνt). (4.43)

Agora conseguímos reescrever a equação (4.38) de Einstein,

Rµν =
8πG

c4
(tµν −

1

2
gµνt) +

8πG

c4
(T µν −

1

2
gµνT ), (4.44)

ou,

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
(T µν + tµν), (4.45)

onde utilizamos (4.39) e aplicamos a métrica gµν em ambos os lados de (4.44).

4.3.3 Energia carregada pelas ondas gravitacionais

Como vimos, conseguimos uma expressão para equação de Einstein em termos de

um tensor energia-momento, tµν , relativo à perturbação das OG (4.45). Agora, estamos

interessados em encontrar uma forma explícita para este tensor utilizando as equações

(4.40). Para isto, consideremos que queremos observar essas perturbações a longas dis-
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tâncias da fonte (i.e., na posição dos detectores), onde podemos fazer a aproximação de

espaço-tempo plano Dµ → ∂µ na equação (4.37). Depois de algumas manipulações não

triviais (Ref. [3]), obtemos

R(2)
µν =

1

2

[
1

2
∂µhαβ∂νh

αβ + hαβ∂µ∂νhαβ − hαβ∂ν∂βhαµ − hαβ∂µ∂βhαν (4.46)

+ hαβ∂α∂βhµν + ∂βhαν∂βhαµ − ∂βhαν∂αhβµ − ∂βh
αβ∂νhαµ + ∂βh

αβ∂αhµν

−∂βhαβ∂µhαν −
1

2
∂αh∂αhµν +

1

2
∂αh∂νhαµ +

1

2
∂αh∂µhαν

]
.

Neste momento, nossas métricas possuem dez graus de liberdade: oito de relativos

à escolha de coordenadas e dois à parâmetros físicos. Assim, vemos que aplicando as

condições de gauge ∂νhµν = 0, de traço nulo h = 0, e □hαβ = 0, podemos realizar

integrações por partes em cada um dos termos em (4.46), encontrando

〈
R(2)
µν

〉
= −1

4

〈
∂µhαβ∂νh

αβ
〉
. (4.47)

Aplicando (4.47) e (4.41) em (4.42), temos

tµν = − c4

8πG

〈
R(2)
µν

〉
− 1

2
gµνt

=
1

4

c4

8πG

〈
∂µhαβ∂νh

αβ
〉
.

ou,

tµν =
c4

32πG

〈
∂µhαβ∂νh

αβ
〉
, (4.48)

onde
〈
R(2)

〉
vai à zero.

4.3.4 Fluxo de energia das ondas gravitacionais

A equação (4.48) nos mostra o tensor energia-momento carregado pelas ondas

gravitacionais. Com isso, podemos calcular seu respectivo fluxo de energia por tempo

à longas distâncias da fonte. A conservação do tensor energia-momento nos diz que

∂µt
µν = 0. Portanto, sua integração sobre um volume V tridimensional fica

∫
V

d3x(∂0t
00 + ∂it

i0) = 0. (4.49)
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A energia das ondas gravitacionais dentro desse volume contido em uma superfície S é

dada por,

EV =

∫
V

d3xt00. (4.50)

Separando (4.49) em duas integrais, podemos escrever a energia acima como

1

c

dEV
dt

= −
∫
V

d3x∂it
0i = −

∫
S

dAnit
0i, (4.51)

onde ni é o vetor normal à superfície S e dA seu elemento de superfície.

Ao lado de fora da fonte emissora de OG, mais precisamente nos interferômetros,

podemos utilizar o TT gauge, pois estamos considerando que a superfície esferica S esteja

à grandes distâncias da fonte. Sendo assim, a integral à direita em (4.51) só deve possuir

componentes radiais, i.e.,
dEV
dt

= −c
∫
dAt0r, (4.52)

onde,

t0r =
c4

32πG

〈
∂0hTTij

∂

∂r
hTTij

〉
. (4.53)

Além disso, as polarizações dessas ondas no TT gauge são descritas por ondas

esféricas

hTTij (t, r) =
1

r
fij(t− r/c), (4.54)

onde fij(t − r/c) representa alguma função em um tempo retardado (OG não viajam

instantaneamente).

Agora, só precisamos calcular os valores dos termos dentro do produto escalar em

(4.53) para encontrar o fluxo de energia das OG. Assim, derivando a equação acima, temos

∂

∂r
hTTij (t, r) = − 1

r2
fij(t− r/c) +

1

r

∂

∂r
fij(t− r/c). (4.55)

Como,
∂

∂r
fij(t− r/c) = −1

c

∂

∂t
fij(t− r/c), (4.56)
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podemos substituir esse resultado em (4.55), obtendo

∂

∂r
hTTij (t, r) = O(1/r2)− 1

rc
r∂th

TT
ij (t, r) (4.57)

= O(1/r2) +
1

c
∂0hTTij (t, r).

Onde aqui utilizamos que ∂tfij(t− r/c) = r∂th
TT
ij (t, r) (4.54) e ∂t = c∂0 = −c∂0. Por esta

equação podemos ver que a derivada radial pode ser trocada pela temporal, a menos de

alguns adicionais. Assim, de (4.53) temos t0r = t00. Sabendo disso e levando em conta

que as frentes de onda à grandes distâncias se comportem como planas, usando (4.51)

podemos escrever que
dEV
dt

= −c
∫
dAt00, (4.58)

onde o sinal negativo indica a dissipação da energia do sistema em forma de ondas gravi-

tacionais. Utilizando novamente (4.53) e a equação acima, obtemos

dE

dAdt
= ct00

=
c3

32πG

〈
ḣTTij ḣ

TT
ij

〉
, (4.59)

onde novamente consideramos (1/c)∂t = −∂0 para as duas derivadas temporais, resul-

tando em um expoente c3 para velocidade da luz.

Podemos escrever o fuxo de energia em termos do ângulo sólido,

dE

dt
=

c3r2

32πG

∫
dΩ
〈
ḣTTij ḣ

TT
ij

〉
. (4.60)

Esta equação relaciona a taxa de variação de energia com as derivadas das componentes

do gauge transverso de traço-nulo. No contexto de ondas gravitacionais existe o chamado

"momento quadrupolar", uma grandeza fundamental que descreve a distribuição de massa

e sua evolução temporal, sendo o análogo ao "momento dipolar"em eletromagnetismo.

Porém, como a interação gravitacional não permite dipolos (massa não possui cargas

positivas e negativas), o momento quadrupolar é o primeiro termo relevante para a emissão

de radiação gravitacional.

Em contextos mais avançados de ondas gravitacionais, M. Maggiore (Ref. [3])
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mostra que a potência irradiada pode ser escrita como

Pirrad =
G

5c5
〈 ...
Q ij

...
Q ij

〉
. (4.61)

Esta equação representa uma forma geral para emissão de energia, i.e., não depende do

sistema que está emitindo ondas gravitacionais. Considerando a descrição não-relativística

de duas massas pontuais em órbita circular (Ref. [3]), podemos mostrar que o momento

quadrupolar é dado por

Qij = µ

(
rirj −

1

3
δijr

2
rel

)
. (4.62)

Nesta equação, as coordenadas cartesianas da massa µ são dadas por

r1 = rrel cos(ωt) e r2 = rrel sin(ωt), (4.63)

e a distância rrel em um plano x− y é calculada por

r2rel = rjr
j. (4.64)

Calculando as derivadas do momento quadrupolar, temos


Q̇ij = µ

{
ṙirj + riṙj − 2

3
δij(rrel · ṙrel)

}
Q̈ij = µ

{
r̈irj + 2ṙiṙj + rir̈j − 2

3
δij[(ṙrel · ṙrel) + (rrel · r̈rel)]

}
...
Q ij = µ

{ ...
r irj + 3r̈iṙj + 3ṙir̈j + ri

...
r j − 2

3
δij[3(r̈rel · ṙrel) + (rrel ·

...
r rel)]

} , (4.65)

onde,


ṙ1 = −ωrrel sin(ωt) e ṙ2 = ωrrel cos(ωt)

r̈1 = −ω2rrel cos(ωt) e r̈2 = −ω2rrel sin(ωt)
...
r 1 = ω3rrel sin(ωt) e

...
r 2 = −ω3rrel cos(ωt)

. (4.66)
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Porém, a derivada de rrel é nula,

rrel = (r21 + r22)
1/2 ⇒ (4.67)

ṙrel =
1

2
(r21 + r22)

−1/2(2r1ṙ1 + 2r2ṙ2)

=
ωr2rel
rrel

{− cos(ωt) sin(ωt) + sin(ωt) cos(ωt)}

= 0.

Portanto, a terceira equação em (4.65) se reduz a

...
Q ij = µ(

...
r irj + 3r̈iṙj + 3ṙir̈j + ri

...
r j). (4.68)

O tensor quadrupolar tem dois índices i, j, e precisamos somar todas as contribui-

ções. Como estamos lidando com movimento circular em x− y, as combinações i = j dão

um fator multiplicativo de 2, enquanto i ̸= j se cancelam. Aplicando (4.66) na equação

acima, obtemos

...
Q21 =

...
Q12 = µ

{
ω3r2rel sin

2(ωt)− 3ω3r2rel cos
2(ωt) (4.69)

+3ω3r2rel sin
2(ωt)− ω3r2rel cos

2(ωt)
}

= 4µω3r2rel cos(2ωt);

...
Q11 = µ {2 ...

r irj + 6r̈iṙj} (4.70)

= µ
{
2ω3r2rel sin(ωt) cos(ωt) + 6ω3r2rel cos(ωt) sin(ωt)

}
= 8µω3r2rel sin(ωt) cos(ωt);

...
Q22 = −µ

{
2ω3r2rel cos(ωt) sin(ωt) + 6ω3r2rel sin(ωt) cos(ωt)

}
(4.71)

= −µ8ω3r2rel cos(ωt) sin(ωt).

Portanto, a soma fica ∑
ij

...
Q ij = 8µω3r2rel cos(2ωt). (4.72)
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Logo, 〈 ...
Q ij

...
Q ij

〉
= 64µ2ω6r4rel

〈
cos(2ωt)2

〉
. (4.73)

Como a média de cossenos ao quadrado é 1/2, encontramos

〈 ...
Q ij

...
Q ij

〉
= 32µ2ω6r4rel. (4.74)

Substituindo os valores das variáveis, i.e.,

µ =
Mm

(M +m)
e ω2 = G

(M +m)

r3rel
, (4.75)

encontramos:

Pirrad =
G

5c5
32ω6 (Mm)2

(M +m)2
G4/3 (M +m)4/3

ω8/3
, (4.76)

i.e.,

Pirrad =
32

5

G7/3

c5
ω10/3 (Mm)2

(M +m)2/3
. (4.77)

Resultado identido à (3.47), cuja estrutura foi desenvolvida completamente em regime

clássico.
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Capítulo 5

Resultados e Discussões

Neste trabalho, exploramos as emissões de ondas gravitacionais tanto no regime

newtoniano quanto no relativístico, analisando suas principais características e expressões

fundamentais. Em ambos estudos encontramos expressões para diversos parâmetros do

sistema, dentre eles a potência irradiada na forma de ondas gravitacionais, a função de

onda e a relação entre frequência angular e distância relativa dos corpos. Esses resultados

fornecem uma base teórica sólida para entender as diferenças sutis entre os dois regimes

e como nossas considerações influenciam os resultados obtidos das ondas gravitacionais.

Com os dados encontrados, organizaremos tabelas e gráficos comparativos para

avaliar qualitativamente os valores dessas expressões nas diferentes situações. Essa análise

nos permite identificar as discrepâncias entre os dois regimes e compreender as principais

diferenças das duas abordagens. Por meio dessas comparações, esperamos destacar os

cenários em que os efeitos relativísticos se tornam mais evidentes, mostrando as principais

limitações das considerações clássicas.

5.1 Eventos e parâmetros físicos obtidos

Primeiramente apresentaremos nossas estimativas para os parâmetros físicos dos

sistemas binários confirmados pela colaboração LIGO. Utilizaremos as equações demons-

tradas em Sec. 3, as quais serão comparadas à dez outros eventos (Refs. [17], [22]), que

contém os dados oficiais publicados pela colaboração. O infográfico na Figura 5.1 mostra

os valores de massas dos corpos antes e depois da coalescência.1

1Apesar de nossa aproximação clássica ser para um sistema binário de buracos negros, a figura também
contém um sistema com estrelas de nêutrons.
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Figura 5.1: Eventos de coalescências de sistemas binários detectados pela colaboração LIGO-Virgo entre
2015 e 2019. Em azul: eventos envolvendo buracos negros binários e em laranja: evento envolvendo um
sistema com estrelas de nêutrons. Os números no lado esquerdo dão a estimativa das massas dos objetos
estelares cuja coalescência foi a fonte das ondas gravitacionais. Fonte: Ref. [2].

Como explicamos, a nomenclatura segue um padrão para todos eventos, sendo os

dois primeiros números o ano da descoberta, os dois intermediários o mês e os dois últimos

o dia de detecção. Dentre os dez eventos, temos:

• O nosso principal evento de estudo durante o regime newtoniano foi o GW150914,

que representa a primeira detecção catalogada;

• O evento GW170817 é identificado como a primeira detecção de um par de estrelas

de nêutrons, GW190425 é um provável sistema misto e GW190814 possui um par

de BH bastante assimétricos;

• Os outros, são GW151226, GW170104, GW170814, GW170608, GW190412 e GW190521.

No decorrer de Sec. 3, mostramos que diversos parâmetros dos eventos de ondas

gravitacionais podem ser estimados por análise clássica. Nas seções Sec. 3.2, Sec. 3.3 e

Sec. 3.4 encontramos uma forma de calcular a massa de chirp com base em parâmetros
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observacionais, como frequência espiral e tempo de observação, por (3.58). Já na Sec. 3.6

usamos (3.63) para calcular a massa total pela frequência de chirp. As massas individuais

devem ser resolvidas por (3.67, 3.68), utilizando (3.70) para as frações de massa. A

distância dos eventos (3.89) foi encontrada utilizando a potência irradiada. Esses são

os principais parâmetros que podemos determinar por dados observacionais e que vamos

comparar com os obtidos pela colaboração LIGO, assim como fez o artigo principal de

referência clássica (Ref. [2]).

Evento M(M⊙) Mtot(M⊙) ξ(m/Mtot) Mirr(M⊙) ρ(Mpc)
OGFB LIGO OGFB LIGO OGFB LIGO OGFB LIGO OGFB LIGO

GW150914 32 29 74 66 0,40 0,44 4 3 639 410
GW151226 15 9 51 22 0,15 0,36 2 1 820 440
GW170104 31 21 89 51 0,21 0,37 4 2 1085 880
GW170608 10 8 57 19 0,070 0,36 1 1 68 340
GW170814 23 24 95 56 0,10 0,45 2 3 560 540
GW190412 13 13 114 38 0,026 0,21 1 1 63 740
GW190521 63 65 152 150 0,35 0,44 9 8 593 5300
GW170817 1,8 1,2 65,3 2,7 0,003 0,52 0,04 0,03 0,9 40
GW190425 1,3 1,4 28,6 3,4 0,007 0,32 0,04 0,11 4 159
GW190814 7 6 57 26 0,035 0,11 0,4 0,2 352 241

Tabela 5.1: Tabela comparativa entre as estimativas da Seção 3 e os dados da colaboração LIGO-Virgo.
A sigla “OGFB” significa “Ondas Gravitacionais a partir de Física Básica”. Já as colunas rotuladas por
“LIGO” dizem respeito àqueles divulgados pela colaboração LIGO-Virgo. Fonte: Refs. [2], [17] e [22].

A Tabela 1 mostra os valores de massas e distâncias calculados com base nas equa-

ções citadas anteriormente. A nomenclatura das colunas diz respeito aos dados obtidos

com física básica (OGFB) e pela colaboração LIGO-Virgo (LIGO). Além disso, para me-

lhor visualização, deixamos em negrito as linhas correspondentes aos eventos atípicos.

Segue algumas considerações:

1. Observando a tabela, vemos que a grande maioria dos valores de massa total Mtot es-

tão acima dos resultados esperados pela colaboração. Isso provavelmente se deve ao

fato de subestimarmos os valores de frequência de chirp (3.63) observados na quarta

linha da Figura 1.3. Este problema se reflete nos valores das massas individuais M

e m, caracterizadas pelo parâmetro ξ.

2. Os valores de distâncias ρ encontrados por nossas equações clássicas (3.90) diferem

em algumas centenas de Mpc em muitos resultados.2 Porém, como cita o artigo, a
2Lembrando que 1 Mpc equivale a aproximadamente 3,086×1019 Km, ou 3,262×106 anos-luz.
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própria colaboração LIGO-Virgo encontra uma larga faixa de erros para essas dis-

tâncias (Refs. [17], [22], [23], [24] e [25]). Nossas diferenças se devem principalmente

ao fato de não considerarmos correções de redshift cosmológico.3

3. Podemos observar que nossos valores de massa de chirp M são bem coerentes com os

obtidos pela colaboração, mesmo que nossos valores de massas individuais estejam

diferentes. Isso ocorreu porque calculamos a massa de chirp diretamente através

da frequência espiral (3.63) obtida pela Figura 1.3, e não através das massas dos

corpos por (3.66). Até porque, precisamos da massa de chirp para calcular ξ (3.70)

e posteriormente as massas individuais (3.67, 3.68). Como o cálculo de ξ depende

de M e Mtot, isso nos dá uma boa suspeita de que as divergências estejam sobre a

frequência de chirp, que determina a massa total (3.63).

Essas diferenças de resultados são, principalmente, pelas diversas aproximações

clássicas feitas durante o desenvolvimento da Sec. 3. Já é sabido que velocidade orbi-

tal do sistema aumenta à medida que este coalesce, principalmente próximo ao merge.

Assim, análises relativísticas consideram abordagens diferentes em cada fase de evolução

do sistema, coisa que não fazemos em nosso estudo clássico, pois consideramos apenas

velocidades não-relativísticas.

Além disso, o desenvolvimento da equação (3.33) utiliza energia cinética de trans-

lação e potencial gravitacional em seu desenvolvimento, mas não citamos nada sobre

energia cinética de rotação, i.e., sobre os spins dos corpos. Também não consideramos

que as massas dos corpos variem durante o período de coalescência, o que não é verdade.

Essas desconsiderações refletem sutilmente em nossos dados de massa irradiada Mirrad da

Tabela 1, onde temos valores clássicos levemente acima dos esperados pela colaboração,

para maioria dos eventos. Com relação à distância do evento, não foram considerados

nenhum efeito de redshift. Como a velocidade da luz é constante independente das veloci-

dades dos referenciais, esses efeitos são devido à ação gravitacional ou a própria expansão

do universo (Ref. [26]).
3Redshift é o efeito de aumento de comprimento de onda observado. Uma consequência de campos

gravitacionais intensos ou expansão do universo.
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5.2 Um paralelo entre os regimes

O regime newtoniano de ondas gravitacionais nos proporciona uma ótima base para

entender as principais características de sistemas binários. Assim, o trabalho realizado

pelo artigo (Ref. [2]) e outros, nos enfatiza a importância e o cuidado que devemos ter du-

rante nossas abordagens clássicas de estudo. Porém, a relatividade geral nos mostra que

essas aproximações possuem diversos limites a serem considerados, como foi discutido no

tópico anterior. De fato, teorias mais elaboradas podem ser usadas em contextos mais am-

plos e possuem resultados mais precisos, i.e., normalmente essas teorias são generalizações

de teorias anteriores.

Podemos mostrar que, no contexto de ondas gravitacionais, alguns resultados ob-

tidos pela relatividade convergem para os resultados clássicos obtidos em Sec. 3. Na

Sec. 4.3.4 mostramos que a potência irradiada no contexto da TRG é escrita como (4.61),

i.e., em termos de quadrupolos, que são quantidades que depêndem das componentes da

perturbação no TT gauge (Ref. [3]):

hTTij =
2G

c4r
Q̈TT
ij .

Ao expandir a equação (4.60) e manipular as grandezas do momento de quadrupolo (4.74),

convergimos o resultado para equação clássica de potência irradiada, em (4.77). Além

disso, a equação (4.24) da Ref. [3], nos mostra a relação entre distância relativa e frequên-

cia orbital, semelhante àquela obtida pelo limite clássico em (3.93). Obtemos também

um resultado similar à (3.97) para a distância relativa em função do tempo, na equação

(4.25) da Ref. [3].

Na descrição da amplitude da onda gravitacional, também podemos notar que a

equação (4.184) da Ref. [3] considera fatores de escala do universo (a(t)),

hc =
4

a(t0)ρ

(
GM
c2

)5/3(
πfts
c

)2/3

,

enquanto que essa abordagem foge do nosso escopo de trabalho com física básica (vide

(3.103)), feitos da Sec. 3.

Neste estudo, abordamos o fenômeno das ondas gravitacionais a partir de duas

perspectivas: a análise clássica, baseada em conceitos da gravitação newtoniana, e a
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abordagem relativística, fundamentada na teoria da relatividade geral de Einstein. A

análise clássica forneceu uma base intuitiva para compreender a interação gravitacional

e os mecanismos de emissão de radiação gravitacional em sistemas binários, enquanto a

abordagem relativística permitiu descrever com maior detalhes os fenômenos estudados.

Para validar e comparar nossas análises, utilizamos dados observacionais proveni-

entes da colaboração LIGO-Virgo, de eventos coalescentes de sistemas binários. Demons-

tramos como as previsões relativísticas diferem das descrições clássicas, apresentando dis-

crepâncias significativas. As comparações entre as duas teorias e os dados experimentais

reforçam o papel da relatividade geral como a base teórica para a exploração do universo,

ao mesmo tempo que destacam as principais diferenças entre as abordagens.
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Apêndice A

Propriedades do tensor de curvatura

O tensor de curvatura de Riemann é uma das quantidades fundamentais na re-

latividade geral, responsável por descrever completamente a curvatura do espaço-tempo.

Ele possui 4 índices, onde cada um varia entre 4 valores, portanto em sua totalidade há

256 componentes. Porém, podemos utilizar diversas simetrias para encontrar o número

de componentes independentes. Na Sec. 2.2.4 demonstramos a dependência do tensor de

Riemann com as conexões,

Rα
µλσ = Γαµσ,λ − Γαµλ,σ + ΓανλΓ

ν
µσ − ΓανσΓ

ν
µλ. (A.1)

Considerando um sistema de coordenadas localmente inercial, os dois últimos termos de

conexões se anulam. Além disso, o tensor de Riemann depende de conexões e estas por

sua vez, dependem de métricas (2.39). Isso nos permite escrevê-lo também em termos de

métricas, veja:

Rα
µλσ = Γαµσ,λ − Γαµλ,σ (A.2)

=
1

2
gαρ∂λ∂µgσρ +

1

2
gαρ∂λ∂σgρµ −

1

2
gαρ∂λ∂ρgµσ

− 1

2
gαρ∂σ∂µgλρ −

1

2
gαρ∂σ∂λgρµ +

1

2
gαρ∂σ∂ρgµλ

=
1

2
(gαρ∂λ∂µgσρ − gαρ∂λ∂ρgµσ − gαρ∂σ∂µgλρ + gαρ∂σ∂ρgµλ).

Contraindo em sua forma totalmente covariante, temos

Rκµλσ = gακR
α
µλσ, (A.3)
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ou,

Rκµλσ =
1

2
(∂λ∂µgσκ − ∂λ∂κgµσ − ∂σ∂µgλκ + ∂σ∂κgµλ). (A.4)

Observando esta equação, vemos que existem simetrias e antissimetrias em determinados

índices, veja:

• Rκµλσ = −Rµκλσ ⇒ Antissimetria nos dois primeiros índices

• Rκµλσ = −Rκµσλ ⇒ Antissimetria nos dois últimos índices

• Rκµλσ = Rλσκµ ⇒ Simetria de pares conjuntos

• Rκµλσ +Rκσµλ +Rκλσµ = 0 ⇒ Ciclicidade

Além dessas, o tensor de Riemann também satisfaz a identidade de Bianchi. Apli-

cando a derivada covariante em (A.4):

∇ρRκµλσ =
1

2
∂ρ(∂λ∂µgσκ − ∂λ∂κgµσ − ∂σ∂µgλκ + ∂σ∂κgµλ), (A.5)

onde aqui utilizamos o fato de que em um sistema de coordenadas localmente inercial as

conexões se anulam, mas não suas derivadas (∇ρ → ∂ρ). Fazendo permutações cíclicas

nos índices ρ, λ e σ, escrevemos mais duas equações, i.e.,

∇σRκµρλ =
1

2
∂σ∂ρ∂µgλκ − ∂σ∂ρ∂κgµλ − ∂σ∂λ∂µgρκ + ∂σ∂λ∂κgµρ,

∇λRκµσρ =
1

2
∂λ∂σ∂µgρκ − ∂λ∂σ∂κgµρ − ∂λ∂ρ∂µgσκ + ∂λ∂ρ∂κgµσ.

E somando as três equações, temos a identidade de Bianchi:

• ∇ρRκµλσ +∇σRκµρλ +∇λRκµσρ = 0. (A.6)

Podemos usar esta equação para encontrar uma relação entre os tensores Rµν e R,

gκλ(∇ρRκµλσ +∇σRκµρλ +∇λRκµσρ) = 0 ⇒

∇ρRµσ −∇σRµρ +∇λR
λ
µσρ = 0.
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Agora, aplicando gµσ e contraindo novamente,

gµσ(∇ρRµσ −∇σRµρ +∇λRλµσρ) = 0 ⇒

∇ρR−∇σR
σ
ρ −∇λRλρ = 0 ⇒

∇ρR− 2∇σRσρ = 0.

Isto é,

∇σRσρ =
1

2
∇ρR. (A.7)

Esta equação nos dá uma relação entre o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, que

utilizamos em (Sec. 2.2.5) para encontrar o tensor de Einstein Gµν .
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Apêndice B

Aproximação WKB para o strain

A descrição da aproximação WKB se baseia em considerar a função como expo-

nencial,

h(t) ≃ A(t)eiϕ(t), (B.1)

onde

ϕ(t) =

∫
ω(t)dt. (B.2)

Porém, podemos escrever a exponencial utilizando a fórmula de Euler (Ref. [21]),

eiϕ(t) = cos(ϕ(t)) + i sin(ϕ(t)). (B.3)

Assim, escrevemos a amplitude em (B.1) como

h(t) = A(t) [cos(ϕ(t)) + i sin(ϕ(t))] . (B.4)

Tomando a parte real, encontramos seus modos de polarizações físicos (vide Sec. 1.3 e

Sec. 4.2),

h+(t) = h cos(ϕ(t)). (B.5)

Para encontrar h utilizamos a equação já demonstrada em (3.103),

h =
4√
5

1

ρ

(ω
c

)2/3 1
ρ

(
GM
c2

)5/3

. (B.6)
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Já para calcular ϕ(t), utilizamos (B.2) e (3.99),

ϕ(t) =

∫
ω(t)dt = π

∫
f(t)dt

= π
1

(8α)3/8π

(
c3

MG

)5/8 ∫
(tc − t)−3/8dt

= − 1

(8α)3/8

(
c3

MG

)5/8
8

5
(tc − t)5/8 + ϕ0.

Como α = 32/5 (vide equação (3.48)), encontramos

ϕ(t) = −
(
5MG

c3

)−5/8

(tc − t)5/8 + ϕ0. (B.7)

Essa é a mesma expressão obtida em (Ref. [3]), diferenciando-se apenas pelo fator meio,

pois em nosso mapeamento a frequência angular é metade da convencional (sistema de um

corpo com massa reduzida µ). Esta equação descreve a natureza ondulatória das ondas

gravitacionais, prevista pela teoria da relatividade. O gráfico de (B.5), juntamente com

os resultados de amplitude h e ϕ(t), possui uma aproximação ainda melhor do que o de

(3.105), comparando com o gráfico da colaboração LIGO-Virgo em Figura 1.3.
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Apêndice C

Transformação em primeira ordem

Considere a seguinte transformação de coordenada,

x′µ = xµ + ξµ ⇒ δxµ = x′µ − xµ = ξµ, |ξ| << 1, (C.1)

onde notemos que,
∂xν

∂x′µ
=

∂

∂x′µ
(x′ν − ξν) = δνµ − ∂µξ

ν . (C.2)

Vamos encontrar uma expressão geral para as transformações infinitesimais de coorde-

nadas sobre tensores. Para isso aplicamos a transformação em (C.2) sobre um tensor

covariante de rank 1, Aµ :

A′
µ(x

′) =
∂xν

∂x′µ
Aν(x) = (δνµ − ∂µξ

ν)Aν(x
′ − ξ). (C.3)

Expandindo o termo à direita em primeira ordem em séries de Taylor,

≃ (δνµ − ∂µξ
ν)(Aν − ξα∂αAν) (C.4)

≃ Aµ(x
′)− ξα∂αAµ − Aν∂µξ

ν ,

onde desconsideramos os termos O(ξ2) pela aproximação em primeira ordem. Portanto,

δAµ = A′
µ(x

′)− Aµ(x
′) = −ξα∂αAµ − Aα∂µξ

α, (C.5)

onde trocamos os índices mudos ν → α.
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Seguindo a mesma linha de raciocínio para um tensor Aµν de rank 2, teríamos,

δAµν = A′
µν(x

′)− Aµν(x
′) = −ξα∂αhµν − hαν∂µξ

α − hµα∂νξ
α. (C.6)

E caso fosse um tensor contravariante,

δAµν = A′µν(x′)− Aµν(x′) = −ξα∂αAµν + Aµα∂αξ
ν + Aαν∂αξ

µ. (C.7)

Agora note que, por outro lado,

ξµ;ν + ξν;µ = gανξµ;α + gµαξν;α ⇒ (C.8)

= gαν∂αξ
µ + gανΓµαβξ

β + gµα∂αξ
ν + gµαΓναβξ

β,

e utilizando a condição de metricidade,

∇αg
µν = 0 ⇒ (C.9)

∂αg
µν + Γµαβg

βν + Γναβg
βµ = 0 ⇒

Γµαβg
βν + Γναβg

βµ = −∂αgµν .

Aplicando em (C.8) temos,

ξµ;ν + ξν;µ = −ξβ∂βgµν + gαν∂αξ
µ + gµα∂αξ

ν . (C.10)

Comparando esta expressão com (C.7), concluímos que,

δAµν = ξµ;ν + ξν;µ ou δAµν = −ξµ;ν − ξν;µ. (C.11)

Essas equações são amplamente utilizadas para investigar as transformações das pertur-

bações hµν sobre a métrica plana de Minkowski (Sec. 4.1). Desenvolvimento em "Intro-

duction to Gravitation", de V.Sabbata e M. Gasperini (Ref. [27], Cap.VIII e Apc.A).
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