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Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar o conceito de ondas gravitacionais por meio
de uma abordagem comparativa entre as perspectivas newtoniana e relativistica. Inicial-
mente, apresenta-se uma introdugao ao fenémeno das ondas gravitacionais, sua relevancia
no contexto da astrofisica moderna e sua deteccao experimental, com destaque para ob-
servatorios como LIGO e Virgo.

Na abordagem newtoniana, considera-se uma descricao simplificada baseada em
dois corpos pontuais em movimento circular emitindo radiagao gravitacional. Neste ce-
nario, encontramos as equagoes necessarias para compreender quantitativamente os re-
sultados experimentais apontados no artigo de descoberta das ondas gravitacionais da
colaboracao LIGO. Embora limitada, essa perspectiva é ttil para introduzir os conceitos
basicos e desenvolver a intuigao sobre o comportamento do sistema. A seguir, entramos
no formalismo relativista, usando a teoria da Relatividade Geral de Einstein. Neste re-
gime, a métrica do espago-tempo é perturbada em torno de uma solugao plana (métrica
de Minkowski), e as equagoes de Einstein sdo linearizadas para derivar as equagdes que
governam a propagacao das ondas gravitacionais no espaco-tempo.

Ao final, iremos analisar as proximidades entre os dois regimes e comentar sobre
as influéncias de nossas aproximacoes, enfatizando os principais limites da teoria cléssica
e sua necessidade para fins didaticos que facilitam a introducao ao tema.
Palavras-chave: Ondas gravitacionais, Estudo comparativo, Radiagao gravitacional,

Sistema binério.
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Abstract

This work aims to explore the concept of gravitational waves through a comparative
approach between Newtonian and relativistic perspectives. Initially, an introduction to
the phenomenon of gravitational waves is presented, its relevance in the context of modern
astrophysics and its experimental detection, with emphasis on observatories such as LIGO
and Virgo.

In the Newtonian approach, a simplified description is considered based on two
point bodies in circular motion emitting gravitational radiation. In this scenario, we found
the necessary equations to quantitatively understand the experimental results pointed out
in the article on the discovery of gravitational waves by the LIGO collaboration. Although
limited, this perspective is useful for introducing basic concepts and developing intuition
about system behavior. Next, we enter relativistic formalism, using Einstein’s theory of
General Relativity. In this regime the spacetime metric is perturbed around a flat solution
(Minkowski metric), and Einstein’s equations are linearized to derive the equations that
govern the propagation of gravitational waves in spacetime.

At the end, we will analyze the proximity between the two regimes and comment
on the influences of our approaches, emphasizing the main limits of classical theory and
its need for didactic purposes that facilitate the introduction to the topic.

Keywords: Gravitational waves, Comparative study, Gravitational raidation, Binary

system.
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Capitulo 1

Introducao as Ondas Gravitacionais

Imagine o instante em que uma pedra toca a superficie tranquila de um lago. O
impacto quebra a quietude e gera circulos concéntricos que se expandem, carregando con-
sigo 0 eco do evento inicial e transmitindo a mensagem de que algo aconteceu. A teoria
da relatividade de Einstein prediz algo semelhante, a existéncia de ondas gravitacionais
que resultam em um fenémeno de flutuacoes sobre a curvatura do espago-tempo, que se
propaga livre ao longo do tecido do universo. De acordo com as equagoes de Einstein a
curvatura é causada pela presenga de qualquer fonte de matéria ou energia, como planetas,
estrelas, ondas eletromagnéticas e gravitacionais. Quanto mais massivos forem os corpos
mais eles deformam o espago-tempo ao seu redor, e se formam um sistema binario, entao
eles geram mudangas temporais na curvatura do espago-tempo, que geralmente sao emiti-
das para fora do sistema, se propagando pelo espaco. Essas perturbagoes que se propagam
sao as ondas gravitacionais e esse processo de emissao de ondas é chamado de radiagao
gravitacional. Como veremos, a teoria da relatividade prevé que essas ondas possuam
uma velocidade igual a da luz, ¢ e uma amplitude de onda h, onde esta ¢ caracterizada
pela perturbacao da onda sobre a métrica de Minkowski, h,, = g,, — 1. Como as ondas
viajam distancias astrondmicas antes de serem detectadas, é sabido que essas amplitudes
sao grandezas extremamente sensiveis e da ordem de 1072, Portanto a sensibilidade de
deteccao dessas ondas pelos interferdémetros é um atual desafio para fisica e engenharia e

um processo com grandes perspectivas.



1.1 Ondas gravitacionais

Uma das predigoes feitas pela relatividade geral é que qualquer corpo acelerado
produz ondas gravitacionais (OG), porém este deve possuir grande quantidade de energia
para que os eventos sejam tecnologicamente detectados, ou seja, precisamos de eventos
astronomicos capazes de gerar energia suficiente para percebermos a minima alteracao
possivel aqui na Terra. Eventos dessa escala sao geralmente caracterizados por explosoes
de supernova ou coalescéncia de grandes objetos, como binarios de estrelas de néutrons e
buracos negros binarios (BNB), portanto mesmo extremamente distantes a energia pro-
duzida por estes é tao grande que esperamos conseguir sentir suas perturbacoes. Digo
perturbagdes, pois para Teoria da Relatividade Geral de Einstein (Ref.[1]), ondas gravita-
cionais sao caracterizadas por futuagoes na métrica do espago-tempo, uma vez que corpos
massivos transmitem energia na forma de perturbagoes no espaco-tempo que podem ser
observadas por nossos observatorios.

O presente trabalho tem como principal objetivo a analise de emissoes de ondas
gravitacionais por um evento de coalescéncia de buracos negros binarios, tanto no re-
gime newtoniano quanto no relativistico. O contexto do primeiro tera como base o artigo
"Ondas gravitacionais de buracos negros coalescentes: um estudo quantitativo a partir
de fisica basica"(Ref.|2]), publicado em 2022 na Revista Brasileira de Ensino de Fisica
(RBEF), onde neste estudaremos, em particular para o evento GW150914,E] os parametros
fisicos do sistema, a dindmica orbital dos buracos negros e sua transmissao de energia. Ja
o contexto do segundo tera como referéncia o livro de Michele Maggiore, intitulado "Gra-
vitational Waves: theory and experiments"(Ref.[3]). Neste, nos limitaremos ao primeiro
e terceiro capitulos, que introduzem uma aproximacao geométrica para as ondas gravita-
cionais, expandem as equagoes em torno da métrica de Minkowski, aplicam determinados

gaugesﬂ e introduzem os primeiros conceitos relacionados a energia.

1O termo GW150914 refere-se ao nome do evento, onde os dois primeiros ntimeros dizem respeito ao
ano da descoberta (2015); os dois nimeros intermediarios indicam o més (setembro); e os nimeros finais
denotam o dia da detec¢ao (14). Esse padrao é mantido para todos os eventos posteriores detectados

pela Colaboragao LIGO-Virgo.
2Gauges sdo escolhas especificas de coordenadas ou condi¢oes que ajudam a simplicar as equacoes.



O processo de coalescéncia de sistemas binarios é caracterizada pela rotagao simul-
tanea de dois buracos negrog’| orbitando um centro de massa comum. Pelas previsdes da
teoria da relatividade geral, o sistema transmite energia para as ondas gravitacionais, ge-
rando uma diminui¢ao do raio orbital e aumento de frequéncia de oscilagao, um padrao de
emissao bem caracteristico e que pode ser observado nos detectores. Além disso, para de-
tectarmos qualquer sinal proveniente desses eventos, seus sistemas emissores de OG devem
possuir corpos extremamente massivos para que suas perturbagoes sejam suficientemente
grandes e possam ser detectadas a grandes distancias. Ao longo do presente trabalho
usaremos termos como "fase espiral"ou "merge", que definem os regimes de separagao

gradativa dos buracos negros e rapida coalescéncia, respectivamente.

1.2 Colaboragoes

Desde o século passado, as observagoes de sistemas de pulsares ja ofereciam evi-
déncias importantes para a teoria da relatividade geral (Ref.[4]). Uma das previsoes dessa
teoria é a emissao de radiacao gravitacional por sistemas binarios, um fenémeno que pro-
voca a perda gradual de energia no sistema. Isso resulta em uma diminuigao do raio orbital
e no aumento da frequéncia, efeitos que foram estudados e confirmados por Weisberg e
Taylor (Ref.[5]). No entanto, foi apenas com o avango tecnologico nas ultimas décadas que
se tornou possivel realizar a detec¢ao direta das ondas gravitacionais, confirmando ainda
mais a teoria de Einstein e possibilitando uma nova area de exploracao. Atualmente essas
detecgoes sao fruto do esfor¢o de diversas organizagoes ao redor do mundo, incluindo cien-
tistas, engenheiros e instituicoes com o objetivo em comum de projetar, operar e analisar

os dados obtidos do universo. Dentre as principais colaboragoes se destacam:

e LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory), localizados em Han-
ford e Livingston, nos Estados Unidos. Sao contituidos por dois grandes detectores

de interferometria a laser com bragos de 4 Km de comprimento.

3 Aqui refere-se a buracos negros, pois ¢ o evento de estudo do trabalho. Porém, poderia ser quaisquer
outros dois objetos em coalescéncia, como estrelas de néutrons ou sistemas mistos.



Foi o primeiro a detectar diretamente, quase que por acaso, as ondas gravitacionais
emitidas por um sistema binario de buracos negros, em setembro de 2015. Esse pri-
meiro evento GW150914 sera a base para nossas analises de dados com aproximagao

newtoniana (Sec. (3.

e Virgo, localizado na Itéalia. Colaboragao europeia que opera com interferémetros de
3 Km de comprimento. Opera em conjunto com LIGO para formar uma rede de

triangulagao e facilitar a localizagao das fontes no céu.

e KAGRA, localizados no subterraneo do Japao. E o primeiro grande detector sub-
terraneo e utiliza espelhos resfriados criogenicamente para reduzir a quantidade de
ruidos térmicos. Se juntou a colaboracao LIGO-Virgo em 2020 e opera preferen-
cialmente em tempos complementares aos outros, de forma a manter observagoes

constantes de possiveis eventos.

e Outros detectores auxiliares e em planejamento sao GEO600 de 600m na Alemanha,
que contribui com avangos tecnologicos de redugao de ruido; LISA (Laser Interfero-
meter Space Antenna) projetado para estar no espago em 2030 e o IndiGO (Indian

Initiative in Gravitational-Wave Observation) em desenvolvimento na India.

Essas colaboragoes em operacao e desenvolvimento nos mostram a quantidade de
investimento mundial na deteccao de ondas gravitacionais, cujo principal objetivo é obser-
var os diversos eventos astrondémicos existentes no universo. A capacidade de se observar
e estudar fendmenos como estes nos trazem grandes espectativas, tanto sobre a melhora
de entendimento a cerca desses sistemas quanto ao favorecimento de nossas teorias, como
a relatividade geral. Como ja comentado, o escopo do presente trabalho é justamente
estimar os parametros do evento GW150914 observado pela colaboracao LIGO-Virgo,
utilizando tanto fisica newtoniana quanto relativistica. Vamos comparar e verificar suas

precisoes e ordens de grandeza, cada um dentro de seu contexto teérico e suas limitacoes.

1.3 Detectores

Os interferdbmetros responsaveis pela observagao do evento GW150914 estao locali-

zados em Hanford (Washington) e Livingston (Louisiana), nos Estados Unidos. A Figura



mostra os observatériosﬂ e suas localizagoes, distantes 3000 Km entre si. Ao centro da
mesma figura podemos ver a geometria em "L"de bragos perpendiculares, que relembra
os experimentos de Michelson, Morley (Ref.[]), cujo objetivo é encontrar algum tipo de
movimento relativo entre as dire¢oes perpendiculares. As ondas gravitacionais sao osci-
lagoes na superficie do espago-tempo e transmitem energia ao plano perpendicular & sua
diregao de propagacao. Assim, a ideia é identificar o padrao de movimento relativo entre
as direcoes nesses dois bracos durante a passagem da onda e ver seu comportamento ao

longo de sua observagao.
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Figura 1.1: Observatorios LIGO como interferdmetros (centro da figura). Parte (a): localizacao geografica
dos observatorios LIGO-Hanford (em vermelho) e LIGO-Livingston (em azul). Parte (b): curva de
sensibilidade dos detectores. Fonte: Ref. [17].

Os eventos de ondas gravitacionais ocorrem a distancias muito grandes (como
veremos, bilhoes de anos—luz)ﬂ Além disso a natureza de interagao gravitacional é extre-
mamente baixa. Como resultado, a energia dessas ondas chega aos detectores de forma
reduzida, quase imperceptivel. Assim, se torna indispensével o uso de detectores de alta

precisao, capazes de detectar as menores variacoes causadas pela passagem dessas ondas

40 termo "observatorio"geralmente remete & grandes espelhos ou antenas parabélicas tipicas dos
radiotelescopios. Porém, a geometria dos observatérios de ondas gravitacionais é na forma de grandes
bragos perpendiculares entre si.

5Um ano-luz é a distancia percorrida pela luz durante um ano e equivale cerca de 9,46 x 10'2 Km.



e medir suas amplitudes com uma precisao incrivel. Além disso, essa amplitude é propor-
cional ao tamanho dos bragos, por isso a necessidade dos detectores terem quilometros
de distancia. Essa caracteristica faz com que o projeto LISA seja muito bem recebido e
esperado pela comunidade cientifica, pois seus trés bracos terao cerca de 2,5 milhoes de
quilémetros entre si.

A métrica que representa as deformagoes no espago-tempo é descrita por uma ma-
triz simétrica My.4, portanto possui 10 graus de liberdade. Mostraremos que escolhas de
determinados gauges restringem nossa analise para apenas 2 graus, que serao responsa-
veis pela interpretacao fisica das ondas nas duas dire¢oes de oscilacao, que chamaremos
de "modos de polarizagao" h, e hy. Digamos que essas oscilagoes ocorrem em um plano
x — y perpendicular & diregdo de propagagao z, como é mostrado na Figura Conside-
rando por simplicidade uma distribuicao circular de particulas teste nos interferémetros,
esperamos que elas realizem movimentos peridédicos nesse plano durante a passagem da
onda, onde a figura mostra a sequéncia descrita pelo modo de polarizacao h,. De forma
semelhante seria para o modo de polarizagao h,, porém com oscilacoes nas direcoes di-
agonais. Portanto, periodicamente teriamos oscilagoes alternadas entre os dois modos
de polarizagoes fisicos, cuja expressao matematica sera melhor discutida posteriormente
(Sec. 3.9).

Para se observar algum efeito devido a coalescéncia dos buracos negros binarios, é
necesséria uma precisao da ordem de 1072}, porque a amplitude de oscilacao dos bracos é
proporcional & amplitude de oscilagao das ondas gravitacionais e, como estas chegam na
Terra ap6s uma longa viagem perdendo energia, sua ordem de grandeza é extremamente
pequena. A Figura [I.IJb mostra a relagdo entre a amplitude das ondas graviacionais
(strain) e sua frequéncia de oscilagdo, na qual podemos ver que a maxima sensibilidade
esta por volta de 100 a 400 Hz. Existem estudos que relacionam essa curva de sensibilidade
dos detectores com o tipo de fonte geradora das ondas gravitacionais.ﬂ

A passagem da onda gravitacional provoca oscilacoes em funcao do tempo sobre
os bragos do interferébmetro. Assim, ha momentos em que temos oscilacoes verticais, ho-
rizontais e diagonais, descritas pelos seus respectivos modos de polarizacao. Portanto

esperamos que em determinado momento durante a passagem da onda, os bragos hori-

60Ondas gravitacionais emitidas pelo universo possuem frequéncias em diversas faixas, incluindo fora
da sensibilidade dos observatoérios. Por isso a necessidade de se construir detectores em outros lugares
diferentes e cubrir mais faixas de valores (vide [7]).
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Figura 1.2: A deformagao dos bragos perpendiculares do observatério LIGO pela passagem da onda
gravitacional. No destaque de cada painel aparece o estiramento de um anel de particulas-teste que, de
inicialmente circular, passa a eliptico & medida que o modo de polarizagao h; o atravessa; esse anel-teste
ajuda a visualizar o efeito da onda gravitacional sobre o interferdmetro. Fonte: Ref. [18].

zontal e vertical tenham comprimentos (L, +0JL,) e (L, — 0L, ), respectivamente (Figura
. Os modos de polarizacao variam no tempo a medida que a onda atravessa o detector,
caracterizando o comportamento ondulatorio das ondas gravitacionais e gerando padroes
sequenciais de elipses sobre as massas-teste.

O leitor pode se perguntar como sabemos que o padrao oscilatorio detectado pelo
observatorio é relacionado a um evento de emissoes de ondas gravitacionais e nao a outro
qualquer com um padrao semelhante. Primeiro: o padrao experimental é coerente com os
padroes tedricos descritos, tanto pela fisica newtoniada (dentro de suas ordens de precisao)
quanto pela relativistica. Segundo: os dois interferémetros gémeos em Hanford (H1) e
Livingston (L1) foram construidos propositalmente com determinada diferenca de fase
angular entre si, a fim de que qualquer observagao feita pelo primeiro concorde com as
observagoes do segundo, a menos de uma diferenga de fase conhecida. Outra observagao
interessante é que a distancia dos observatorios é cerca de 3000 km e a diferenca de
tempo entre as observacoes do primeiro evento GW150914, foi de aproximadamente 10

ms. Portanto, a onda passou primeiro por L1 e depois por H1, com uma velocidade de
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cujo valor é esperado pela teoria da relatividade geral para a velocidade das ondas gravi-
tacionais, que é justamente a velocidade da luz c.

A Figura mostra os resultados encontrados pela colaboracao LIGO, para o
evento GW150914 nos dois interferdbmetros. Podemos ver (nas partes superiores) o pa-
drao oscilatorio da onda caracterizado pela variagao de sua amplitude no tempo, para os
interferometros de Hanford a esquerda, e Livingston a direita. No ultimo, por tras da
curva azul, ha uma curva laranja que corresponde & observacao de H1, posta no mesmo
plot para comparacao (considerando-se claro, a diferenga de fase entre eles). Assim, po-
demos ver a concordancia entre as duas observacoes, nos fazendo concluir que se tratam
de dados sobre mesmo evento fisico. Na segunda linha da Figura[I.3] temos as predigoes
numéricas da relatividade geral para o strain e seus intervalos de confianga em cinza e,
como podemos perceber, o padrao é muito semelhante aos dados experimentais obtidos.
O grafico de densidade mais abaixo mostra uma caracteristica tipica dos eventos de coa-
lescéncia: a diminuicao do raio orbital e o aumento de frequéncia de oscilagao do sistema,
fazendo com que as ondas emitidas também tenham uma frequéncia com carater cres-
cente. Esse aumento ocorre até que os buracos negros se fundem e as emissoes cessem
em um amortecimento transiente (exponencial decrescente), que pode ser observado nas
primeiras linhas da Figura [1.3|

Como comentado, o presente trabalho busca estudar do ponto de vista classico
e relativistico, o comportamento das ondas gravitacionais e sua transmissao de energia.
Para isso, vamos utilizar algumas nocgoes basicas de fisica newtoniana, geometria tenso-
rial e relatividade geral. Comecaremos revendo os conceitos béasicos de conservacao de
energia, leis classicas de movimento e suas limitagoes. Posteriormente, revisaremos de
forma superficial os assuntos abordados em um curso introdutério de relatividade geral,
como a noc¢ao de métrica, espago-tempo e geometria diferencial. Portanto, leitores ja
familiarizados com esses conceitos podem prosseguir para Sec. [4] onde desenvolveremos
a linearizacao das equacgoes de Einstein, afim de se obter uma aproximacao para campos
gravitacionais fracos. Demonstraremos também que as perturbagoes podem ser descritas
pela equacao da onda classica, estudando os chamados gauges e sua importancia na sim-

plificacao da métrica e restricao aos graus de liberdade fisicos, onde a necessidade deste,



esta no fato de que queremos detectar as contribuicoes fisicas das ondas gravitacionais ao

identificar e medir sua transmissao de energia nos interferémetros.

Hanford, Washington (H1) Livingston, Louisiana (L1)

1.0
0.5
0.0

05} |
: '1'0 - -1 = L1 observed -1
"I" H1 observed (shifted, inverted})
o | 1 1 T T 1 1
T T T ] T T T T
= 10} ” a|s .
c
£ osl | ﬁ M |
—
£ 0.0 - ||||||‘uru=\f¢ [~
0.5k | |I 4L ||U 4
-1.0 H — numerical relativity ~ H — Mumerical relativity -
Reconstructed (wavelet) Reconstructed (wavelet)
s Reconstructed (template) B Reconstructed (template)
T T 1 1 T T 1 1
0.5F T T T T F T T T T
0.0 ‘MW‘VW\MWW NMA\WWMWW
-U 5 _— Res--clua = Flt:f-lﬂua ]
U
512 E
N 8 =
L 256 a
2 65
c 128 -
a 4 a
= M
g 64 2
£ £
0 o
0.35 0.40 0.35 =
Time (s) Time (s)

Figura 1.3: Parametros da primeira observagao da Colaboragao LIGO para o evento GW150914. Os
painéis superiores mostram a amplitude (strain) das OG (H1 a esquerda e L1 & direita). A segunda linha
de painéis contém as simulagoes do strain. A terceira linha de painéis mostra a diferenca entre os sinais
detectados (na primeira linha) e as formas de onda da relatividade numérica (na segunda linha). A linha
inferior (quarta linha) contém a representagio tempo versus frequéncia dos dados de strain, mostrando
o aumento da frequéncia do sinal com o tempo. Fonte: Ref. [I7].
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Capitulo 2

Fundamentos Classicos e Relativisticos

A evolucao da mecéanica classica para relatividade geral é uma jornada notavel que
reflete mudancas profundas sobre o entendimento humano a respeito das leis fundamen-
tais da natureza. A transicao do modelo mecanicista para a compreensao relativistica foi
marcada por diversas descobertas e revolugoes conceituais que transformaram a ciéncia
e nossa forma de pensar sobre a gravidade. As ideias apresentadas por Newton estavam
a frente de seu tempo, cujos estudos explicam os movimentos dos corpos e suas leis de
interacao, tanto de contato quanto a distancia. A formulagao das conhecidas trés leis de
Newton (Sec. e a teoria da gravitagdo universal (Sec. tém um papel crucial
no estudo de mecanica cléssica, cujos resultados possuem diversas aplicagoes até hoje.
Porém, ainda haviam limitagdes a serem consideradas e fendémenos que nao eram expli-
cados precisamente naquela época. Dessa forma tornou-se necessario o desenvolvimento
de uma nova teoria, considerando novas interpretacoes para a gravidade. Assim, foram
desenvolvidas as ideias de Einstein, que interpretam o espago-tempo como uma quan-
tidade conjunta, invariante e moldéavel, cujas aplicagoes solucionam diversos fenomenos
fisicos nao explicados pela teoria newtoniana e trouxeram uma revolucao para o campo
da fisica.

Apesar das diferencas conceituais, a relatividade geral recupera a mecéanica classica
como um limite de baixas velocidades e campos gravitacionais fracos (Sec. e isso
é exemplificado pela métrica de Schwarzschild que reproduz a lei da gravitagao universal
no limite newtoniano. Além disso, a conservacao de energia e momento, fundamentais
na mecanica classica, sao reinterpretadas na relatividade geral em termos de simetrias no

espago-tempo, cujas ideias apresentaremos adiante com mais detalhes. Portanto, a tran-
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sicao da mecanica classica para a relatividade geral nao apenas expandiu a compreensao
dos fenémenos gravitacionais, mas também abriu caminho para campos inteiramente no-
vos, como astrofisica relativistica (estudo de buracos negros, estrelas de néutrons e ondas
gravitacionais) e cosmologia moderna (que descreve a expansao do universo e o modelo
do Big Bang). Essa evolugao exemplifica como a fisica avanga ao longo do tempo, cons-
truindo novas teorias que englobam e ampliam o entendimento a cerca das anteriores,

mantendo sua validade dentro de seus contextos apropriados.

2.1 Mecanica Classica

A formulacao da teoria da gravitagao universal foi proposta por Isaac Newton
no século XVII e esta descrita em sua obra " Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica" (Ref. [8]), cujos principais conceitos descrevem tanto as relagdes de forgas entre
corpos quanto aos seus movimentos. Aqueles se caracterizam por fundamentos matemaéti-
cos da mecéanica classica e por leis de interagao entre os corpos; Ja estes sao descritos por
leis de interagao a distancia que explicam a maioria dos fendmenos celestes e colaboram
com estudos realizados por J. Kepler e suas leis. O Principia é separado em trés gran-
des livros. O primeiro trata sobre o "movimento dos corpos"e é onde Newton apresenta
suas trés leis de movimento. O segundo é uma abordagem mais especifica do primeiro
cujas discussoes se tratam em meios resistivos, introduzindo conceitos importantes para
hidrodinamica. J4 o terceiro discute sobre o "sistema do mundo" [f onde trata das intera-
¢oOes gravitacionais a distancia entre corpos massivos e ¢ onde Newton formula sua lei da

gravidade. Os topicos interessantes para o presente trabalho sao o primeiro e o terceiro.

2.1.1 Sobre o movimento dos corpos

A mecéanica classica de Newton é formulada inteiramente em referenciais inerciais,
que sao ausentes de aceleracao relativa. Assim qualquer forca externa sobre este refe-
rencial deve conter correcoes associadas. Newton utilizou amplamente essas ideias para

desenvolver seus principios e enunciados, extendendo-os em solugoes de problemas reais

'Em principia, o "sistema do mundo"é um termo utilizado por Newton para se referir ao sistema solar,
i.e., o conjunto de planetas, satélites e o Sol, com seus movimentos e as leis da gravitagao que governam
esses corpos. Esse titulo é mais uma referéncia ao "mundo" fisico que é observado e estudado pelos fisicos
e astronomos.
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e geométricos. Portanto, viu-se necessario, para ele, formalizar conceitos agregados ao
movimento dos corpos, suas forcas de interacao e suas correlacoes, formulando assim as

suas leis de movimento. Como apresenta em Principia (Ref. [§], p.83):
I Lei

Todo corpo preserva seu estado de repouso ou movimento uniforme em linha reta,
a menos que sobre este atue alguma forca externa, cuja acao modifica seu estado. Esta lei
estabelece uma conexao entre os corpos, seus estados de movimento e as forgas externas
atuantes sobre estes, sendo intimamente ligada ao conceito de inércia e a oposi¢ao natural
dos corpos ao movimento, assunto que abordaremos mais adiante quando tratarmos de

massas inerciais e gravitacionais (Sec. [2.2.1)).
IT Lei

A alteragao de movimento de um corpo em determinada diregao é proporcional
a forga atuante sobre ele, cuja dire¢ao é a mesma de alteragao do movimento. Esta lei
estabelece a relacao entre a forga resultante atuante sobre um corpo e sua taxa de mudanca
de movimentoﬂ
dp;

F,=— 2.1
o (2.1)

onde p; prepresenta a quantidade de movimento do corpo, dada por p;, = mv;. Newton
define forcas como a causa das mudancas de movimento dos corpos, ou seja, sem forcas
externas nao ha modificacao para o estado do corpo, pois este possui inércia, razao pela

qual seu estado tende a permanecer o mesmo.

2Todo desenvolvimento de Newton em Principia foi feito de mandeira geométrica e em torno da analise
de quantidades pequenas e tendéncias de limites. Porém, sem a descri¢cdo de calculo diferencial e integral
como conhecemos hoje, cuja elaboragao so foi descrita de maneira formal posteriormente.
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III Lei

Toda acao tem sua oposta e igual reagao: a agao mutua de forgas entre dois
corpos sao iguais e atuam em sentidos opostos. Assim, diz-se que se um corpo inflinge
alguma forga sobre outro, aquele também sentira igualmente esta forca, porém em sentido
contrario. Se pressionamos uma caneta com nossos dedos para atribuir nota dez em um

trabalho de conclusao de curso, entao estes também serao pressionados pela caneta.

Fi2=Fq,, (2.2)

onde o subindice "1,2"diz respeito & atua¢ao do segundo sobre o primeiro (e vice-versa

para "2,1").

2.1.2 Sobre o sistema do mundo

"O sol estaria fixo no centro do universo e a terra, assim como os outros planetas,
descreveria um curso anual ao seu redor, sob estrelas fixas e imo6veis nas partes mais altas
do mundo". Neste trecho (Ref. [§], p.511), Newton cita a opinido antiga dos primeiros
tempos da filosofia, quando Filoau, Aristarco de Samos, Platao e os Pitagoricos manifes-
tavam suas ideias sobre os planetas e o universo. Também haviam os que acreditavam no
modelo geocéntrico, como Anaxégoras, Democrito e outros, que afirmavam sobre a terra
ocupar o centro do universo e as estrelas e todos os outros corpos girar ao seu redor em
esferas solidas. Porém, como comenta Newton (Ref. [8], p.512), "os diversos fenémenos
de cometas observados pelos Caldeus, antigos astronomos com grande habilidade de re-
gistro de eventos astronomicos, inevitavelmente derrubaram conceitos do geocentrismo e
impulsionaram modelos alternativos".

Tomando como base os diversos dados observacionais da época e as consideracoes
propostas ao longo do tempo, Newton seguiu as ideias de Kepler e Descartes sobre a
existéncia de algum tipo de agao constante entre os corpos, algum tipo de impulso atrativo.
Assim, sua ideia principal seria apenas descrever matematicamente esse tipo de forca,
evitando qualquer questao sobre sua natureza, pois nao queria inventar nenhuma hipétese.
A natureza atrativa dessa acao entre os corpos era 6bvia e foi o ponto de partida para
as discussoes de Newton sobre lancamentos de corpos e a atuagao perpendicular da forca

sobre a direcao horizontal de movimento, assim ele percebeu que o aumento de velocidade
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de lancamento faria o objeto, em algum momento, completar uma volta completa ao redor
da terra, retornando ao seu ponto inicial e sem perda de velocidade horizontal (ignorando o
contato com o ar). Além disso, percebeu que o tempo de percurso era proporcional & area
da orbita, que por sua vez era proporcional ao quadrado da distancia, assim estabeleceu
uma relacao de proporgao entre o tempo e a distancia, ou similarmente uma relacao de
proporc¢ao inversa entre a velocidade de orbita e a distancia, como era observado nos
planetas mais distantes (Ref. [§], p.515).

Essas observagoes de velocidades orbitais, juntamente com suas leis, propostas no
livro I sobre o movimento dos corpos, resultaram nas primeiras relagoes entre a intensidade
dessa agao a distancia, as quantidades de matéria dos corpos envolvidos e as distancias
entre eles. O que ficou posteriormente conhecido como a teoria da gravitagao universal,
descrita matematicamente por,

F,— MM (2.3)

r2

onde G é a constante gravitacional de proporcionalidade, M e m sao as massas dos corpos
e r a distancia relativa entre estes. Esta equacgao nos diz que a for¢a de interagao cai com
o inverso do quadrado da distancia. Isso se da pela natureza de geometria esférica de
distribuicao do campo gravitacional ao redor da fonte, a qual distribui sua intensidade

através de uma superficie proporcional ao quadrado de seu raio.

2.1.3 Leis de conservacao

Todo e qualquer evento natural que ocorre no universo tende ao menor gasto de
energia. Kssa caracteristica ¢ fundamental e diz respeito ao constante aumento ou, no
minimo, permanencia constante de entropia, refletindo uma evolucao para configuracoes
mais provaveis e desordenadas. Quando um sistema evolui para estados de menor energia,
isso frequentemente corresponde a estados de entropia maxima e estabilizagao de seu gasto
energético, i.e., tendéncia de energia minima constante. Assim, ele esta obedecendo a uma
simetria associada ao tempo, pois tende a nao variacao da energia ap6s sua minimizacao.
Essa é uma das consequéncias do interessante teorema de Noether, o qual diz que esses
sistemas naturais, quando isolados, podem apresentar algum tipo de simetria fisica que

nos permite encontrar quantidades que nao mudam ao longo do tempo. A correlacao é
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tal que

Simetria no tempo = Conservacao de energia
Simetria de translagao = Conservagao do momento linear

Simetria de rotagao = Conservagao do momento angular

Isso significa que a simetria regula como as interagoes fundamentais operam, enquanto a

entropia direciona o comportamento estatistico dos sistemas.

Conservagao da energia

A lei de conservagao de energia é um dos principios fundamentais da fisica classica
e moderna, a qual diz que a energia total de um sistema isolado permacene constante
ao longo do tempo, independentemente de quaisquer transformagoes que ocorram nesse
sistema. O teorema de Noether estabelece a correlagao entre a conservacao de energia
total do sistema e sua simetria temporal, ou seja, o comportamento do sistema ¢ indepen-
dente do tempo. Portanto, se as equacoes de movimento ou as forgas de um sistema nao
dependem explicitamente do tempo (simetria temporal), entdo a energia total serd uma

constante, dE/dt = 0.

Conservacao do movimento

A segunda lei de Newton estabelece que em um sistema isolado nao hd mudancas
na quantidade de movimento de um corpo, ou seja, a taxa de variacao temporal deste é
nula na auséncia de forgas externas: dp/dt = 0. Isso implica na conservagao de p, onde
o teorema de Noether a relaciona ao fato de as leis fisicas nao dependerem da posi¢ao no

espago, que neste caso é dito como homogéneo (simetria de translacgao).

Conservagao do momento angular

Similarmente ao caso anterior, porém para rotacoes, temos que a quantidade de
momento angular total é conservada caso nao haja atuacao de torques externos sobre o
sistema. O momento angular do sistema é dado por L = r X p e sua conservagao dL/dt = 0
implica que as leis fisicas nao dependem da direcao no espago, que neste caso é tratado

como isotropico (simetria de rotagao).
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Limitacoes da teoria newtoniana

A descrigao entre conservagoes e tipos de simetria é interessante e elegante. Ela
descreve o comportamento temporal de grandezas fisicas em funcao de seus movimentos
espaciais, encontrando formas de entender que a natureza tende a manter suas caracteris-
ticas caso estas mantenham seus movimentos naturais. Além disso, veremos que campos
vetoriais podem ser escritos como gradientes de campos escalares e isso implica que
a forca derivada de um potencial escalar nao realiza trabalho em um percurso fechado
( 7{ F-dr = 0). Portanto, campos conservativos sao associados a sistemas nos quais ha
conservagao de energia, o que remete novamente na simetria temporal. Assim, podemos
ter um amplo estudo sobre o comportamento de campos no regime de simetrias e leis de
conservagao. Apesar dos estudos newtonianos terem como base as leis de conservagao,
marcando o inicio da era moderna da ciéncia e ser um dos trabalhos mais importantes
da historia, essa forma de descricao das forcas e movimentos desenvolvida em Principia

ainda possui restri¢oes fisicas e limites que devem ser considerados em sua utilizagao.

e Velocidade instantanea para gravidade: Newton considerava que a gravidade possuia
uma acao de forca instantanea sobre os corpos, ou seja, uma a¢ao em um dos corpos
deveria, sobre atuacao da forca gravitacional, refletir-se em uma reagao instantanea
sobre o outro & determinada distancia daquele. Isso mostra que suas ideias nao
possuiam um limite para velocidade dos corpos e nem para forcas de atuacao entre

eles.

e Falta de mediagao para gravidade: a lei da gravitagao formulada no livro IT explica
como o0s corpos distantes interagem entre si, porém nao hé desenvolvimento sobre
como a gravidade atua a distancia. Newton reconheceu esse problema dizendo que

nao ousaria especular sobre o funcionamento desse mecanismo ("hypotheses non

fingo", Ref. [8])f]

3Se um campo é conservativo entdo seu rotacional é nulo, i.e., V x F = 0. Pelo teorema de Stokes a
integral de superficie do rotacional é igual ao trabalho F - dr em seu contorno, assim essa equagao s6 é
valida, nesse contexto, para superficies regulares, i.e., sem singularidades em seu interior.

4Do Latim, "Nao invento hipoteses".
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e Fendmenos em altas energias: a teoria de Newton assume o espaco e tempo como
absolutos por transformagoes Galileanas, onde os fenémenos estudados podem ser
tratados sem levar em consideracao os limites impostos pela velocidade da luz.
Contudo, hoje sabemos que deve-se considerar um limite em regimes relativisticos,
sistemas que possuem altas velocidades (ou energias) ou que estejam inseridos em

campos gravitacionais consideravelmente intensos.

e Discrepancias celestes: Embora a teoria da gravidade explique com grande abran-
géncia a maior parte dos sistemas celestes e seus movimentos, ainda haviam resul-
tados observacionais que nao podiam ser explicados, como o avango do periélio de
merctrio ou o desvio da luz (pois matematicamente a teoria classica newtoniana so6

afeta objetos massivos ([2.3)).

Portanto com o desenvolvimento da ciéncia ao longo dos anos ficou evidente a necessi-
dade da formulacao de novas teorias que explicassem os extremos em que Principia nao
se adequava. Assim, em 1915, Albert Einstein desenvolveu a teoria da relatividade ge-
ral (vide Ref.[I]), que foi crucial para superar essas limitacOes e estabelecer uma visao

extremamente inovadora sobre o espaco-tempo e as interacoes entre os corpos.

2.2 Relatividade Geral

2.2.1 A teoria da relatividade geral

Diversos experimentos confirmam que a construgao Euclidiana (teoria classica) ndo
se adequa ao mundo fisico observado. Por exemplo, mesmo a fisica classica afirmando que
o tempo de decaimento de determinada particula é um em especifico, independente da
velocidade desta com relagao ao laboratoério, os valores experimentais mostram que hé um
acréscimo de tempo de vida para o decaimento, proporcional & velocidade da particula.
A necessidade de explicar este e outros fenémenos requer a construcao de uma nova
estrutura, cujas solugoes se expandem para problemas de corpos em altas velocidades
e outros ainda inexplicados pela teoria newtoniana. Assim, desenvolveu-se a TRG de
FEinstein, cuja base quadri-vetorial para o espago-tempo permite relacionar dilatagoes no
tempo com contrac¢oes no espaco. Agora, a gravidade nao é mais interpretada como uma

forca, mas como uma curvatura do espago-tempo.
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As equagoes de Einstein sao descritas por tensores de curvatura e energia, que
descrevem o comportamento do espago-tempo deformado e distribui¢ao de matéria (ener-
gia), respectivamente. Assim, a matéria diz para o espago como ele deve se curvar, e este
diz & matéria como ela deve se mover. A descri¢ao matemética dessas solugoes envolvem
diversos conhecimentos de célculo tensorial e relatividade bésica, fazendo-se necessario
discutirmos sobre essas ferramentas antes de desenvolver nossos estudos com analise re-

lativistica no contexto de ondas gravitacionais.

Principio da equivaléncia

A teoria da gravitacao universal de Newton é descrita por um campo conservativo

G de forma que exista um potencial gravitacional ¢, tal que
G = —-Vo. (2.4)

Podemos relacionar o potencial gravitacional com determinada distribuicao de matéria

com auxilio da equagao de Poisson,
V24(r) = 4rGp(r), 2.5)

onde p(r) representa a densidade de matéria. A solu¢do desta equagao implica que o

potencial gravitacional tenha a seguinte forma,

oM
=

o(r) = (2.6)

Porém, utilizando essa abordagem temos um problema: o potencial gravitacional corres-
ponde & uma agao instantanea, ou seja, uma determinada mudanga (agao) na distribuigao
de massa M reflete em um efeito (reagao) direto na particula distante por r, instantanea-
mente. Isso nos faz pensar em um potencial retardado, cuja acao levaria em consideracao

o tempo de deslocamento da informacao,

o(r,t) = _GM@©) (2.7)

r

Contudo, ainda nao resolveriamos nosso problema, pois esta solu¢ao nao satisfaz a equacao

de Poisson, pelo fato dela nao poder ser colocada em uma forma covariante sobre as
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transformacoes de LorentzE] Dessa forma é necessario que a gravidade seja descrita como
uma propriedade do espaco-tempo e nao como uma forca que atua em um espago absoluto.
Isso exige uma descricao matemaéatica que seja independente do sistema de coordenadas,
em outras palavras, uma teoria covariante.

O principio da equivaléncia fraco diz:

"Nenhum experimento mecanico pode distinguir entre um campo

gravitacional local e um sistema de referéncia acelerado".

Isso significa que o corpo que sofre determinada aceleracao nao entende se esta
num sistema de referéncia acelerado ou na presenca de um campo gravitacional local,
com mesma aceleragdo em sentido contrario. Isso nos faz considerar algo interessante
sobre sua massa: em um sistema acelerado sua massa tende a resistir a aceleragao, logo a
chamamos de massa inercial:

F = m;a. (2.8)

Porém, em um campo gravitacional uniforme sua massa vai ser responsavel pela forca

gravitacional ([2.3)). Assim,
F =m,g. (2.9)

Logo pela igualdade em modulo das aceleragoes nas duas situacoes, temos uma equiva-
léncia entre essas duas massas,

mg = m,. (2.10)

Portanto, concluimos que duas quantidades, a priori diferentes, sdo na verdade as mes-
mas: a massa gravitacional geradora de campo gravitacional é igual a massa inercial
como quantidade que resiste ao movimento. Generalizando esse pensamento podemos
dizer que, da mesma forma que um sistema mecanico nao diferencia localmente um re-
ferencial acelerado de um campo gravitacional local, entao qualquer fenémeno fisico nao

deve diferenciar.

E . . . ~ ~ ~
°Colocar algo em uma forma covariante significa fazé-lo nao mudar sob transformagao de coordenadas.
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Isso nos faz enunciar o principio da equivaléncia forte:

"Nenhum sistema fisico pode distinguir entre um campo

gravitacional local e um sistema de referéncia acelerado".

Agora, como qualquer lei fisica deve independer do sistema de coordenadas (ser
covariante sobre qualquer transformagao), usando o principio de equivaléncia forte con-
cluimos que a descri¢ao de um fendémeno em um campo de aceleragao local, é equivalente

a sua descricao em um campo local de gravitacao.

Espaco-tempo de Minkowski

Antes da relatividade especial o espaco e o tempo eram tratados como quantidades
separadas. A unificacao dos dois foi feita por Minkowski e resolve diversos problemas
classicos da época, possibilitando uma melhor visibilidade geométrica para relatividade
especial e introduzindo conceitos importantes como o cone de luz E] A conexao entre espaco

e tempo é feita pelo "intervalo de evento", dado por
ds* = —c*dt* + da* + dy* + d2?, (2.11)

onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Nesta equacao, dz?, dy? e dz? denotam as coordena-
das espaciais convencionais e c2dt? um termo temporal, cuja combinacao dos quatro forma
o invariante de Lorentz dsQ.IZ] Sua principal caracteristica no contexto de relatividade ge-
ral é descrever a estrurura de espagos-tempo planos, sobre os quais desconsideramos a
presenca de massas ou energias significativas. Portanto ele é a principal ferramenta utili-
zada para se estudar as estruturas béasicas da relatividade geral e os primeiros conceitos
de distancias e intervalos de tempo. Esse intervalo determina como medir distancias
no espago-tempo plano, incluindo separagoes temporais e espaciais entre eventos. Em

notagao tensorial (vide Sec. [2.2.2)) podemos escrevé-lo como

6Cone de luz se refere & um conceito geométrico que estabelece relagoes causais entre eventos, intro-
duzido por Minkowski.
"Uma quantidade que é invariante permanece a mesma independente de sua transformacdo. Nesse

caso, pelas transformacdes de Lorentz podemos mostrar que ds’> = ds?, logo este é um invariante de
Lorentz.
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ds® = n,,dz"dz”, (2.12)

onde 7,, ¢ chamada de métrica de Minkowski, utilizada ao tratarmos o espaco-tempo

como plano. Matricialmente podemos escrevé-la como

-1 0 0 0
0 1 0 0
Nuv = )
0 0 1 0
0 0 0 1
onde nesse caso, nao temos termos "acoplados", 1, =0p/ u# v, e noy = —1,m11 = Moz =

ns3 = 1. Usando (2.12) e a troca de indices p <+ v, vemos que essa métrica é simétrica,
ds® = n,,dz’dxt = n,,da"ds” = 1., = N, (2.13)

Foi dito que essa quantidade é um invariante de Lorentz. De fato, dada a transformacao

x# — 2/ definida por

ozt
drt = o dx'®, (2.14)
temos
Oxt . 0z”
d52 = nuy<ax/adl’/ )(Wdl'lﬁ),
que rearranjando fica,
oxt Odx
ds® = WMVai/axlg da'*da’’ = n),zda’*dx’’ = ds”. (2.15)
' Ox

Essa demonstragao foi feita utilizando a métrica plana mas o raciocinio é analogo para
qualquer sistema de coordenadas. Para entender os conceitos tebricos e matematicos por
tras de sua teoria, precisamos de uma base de célculo diferencial e geométrico. Assim,
nas segoes seguintes vamos introduzir representacoes de algumas quantidades importantes
na relatividade geral, como vetores e tensores no espago-tempo, curvatura, conexoes e

equacao de campo.
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2.2.2 Geometria diferencial

A geometria diferencial, com suas propriedades tensoriais e estruturas matemaéti-
cas, fornece uma linguagem tutil para compreender fenémenos gravitacionais complexos.
Portanto, para trabalhar no regime relativistico torna-se necessario o desenvolvimento
dessas estruturas a fim de explorar os eventos relativos as ondas gravitacionais. Precisa-
mos formular o que sao vetores, covetores e suas finalidades. Veremos que tensores sao
uma espécie de generalizacao de vetores e matrizes, os quais sao importantes no contexto

da relatividade, pois esta é uma teoria construida puramente a base de geométria.

Vetores e covetores

Vetores s@o artificios geométricos (pertencentes ao espago tangente, V € T),) usados
para designar orientacoes para quantidades fisicas, como deslocamentos, velocidades ou

forcas. Genericamente um vetor em um espago-curvo é escrito como,
—
V =Vte,, (2.16)

onde e, representa a base escolhida e p = 0,1,2,3 suas diregdes. Existe também uma

correlagdo entre vetores e tangentes a curvas (derivadas),
V =V*"9,, (2.17)

onde 0, = 8%. Essa nova representacao vetorial é invariante sobre transformacoes gerais

de coordenadas. De fato, usando a lei de transformagao em (2.14)):

ox'™
M=V 2.1
V aIV V Y ( 8)
e andlogo a base,
o' Jdx® 0 ox®
- a/ - _aou
Do oxr oz On T ggm
temos
Ox'H ore
V= Vi, = S e g, = 50V 0, = VYO, = V.

Oxv = Oz'v
Covetores (ou vetores duais) sdo fungoes lineares (pertencentes ao espago cotangente,

weT ; ) que mapeiam vetores do espago tangente em escalares. Matematicamente, se w
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¢ um covetor,

5= w0, (2.19)

e da mesma forma que ([2.16)), podemos escrevé-lo como,
w = w,da”, (2.20)

onde dx* # dx*, pois dz# é uma estrutura do espaco cotangente e nao um infinitesimal.
Analogamente aos vetores, os covetores também sao invariantes sobre transformacoes de
coordenadas. Nas duas descrigoes, tanto de vetores como de covetores, utilizamos uma
notacao de indices que caracteriza como essas quantidades se comportam em relagao a
transformacoes de coordenadas em determinado espaco vetorial. Assim, a atribuicao de
indices "superiores"para vetores e "inferiores"para covetores nos ajudam a
identificar a natureza da quantidade e como ela ¢ manipulada matematicamente. Suas
respectivas bases também seguem a mesma linha de raciocinio, porém de forma contraria

(base vetorial com indice "inferior"e base covetorial com indice "superior").

Tensores

Uma generalizagao de vetores e covetores sao os tensores. Assim como um covetor

k
é um mapa linear de vetores para os reais R, um tensor 17" de rank é um mapa

l

multilinear de uma colegao de vetores e covetores para R, ou seja, € um objeto geométrico
contido no espaco caracterizado pelo produto cartesiano de k bases vetoriais e [ bases

covetoriais,

T=T"x. . .xT®xTWx . xTV R (2.21)

p p

onde x denota um produto cartesiano. O argumento de que um tensor é multilinear
significa que este atua linearmente em cada um de seus argumentos e seu rank é dado pela
soma k + [. Pelas leis de transformacgoes de vetores e covetores mostradas anteriormente,
os tensores devem obedecer a lei de transformagao,

B axloq ax/ak axul ax’/l T,U«qu'k' (222)

Tyt (z) = Oxt (@)... Oxtin (z) ox'B (x)max’ﬁl (@)

B1---B1
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Contracgao tensorial

Uma manipulagao interessante que pode ser feita com tensores é contrair um tensor
de rank que possui indices contra e covariante, ou seja, diminuir seu rank para

kE—1

-1
com indices repetidos. Para um tensor 7/,

. Para isso precisamos trocar indices, de forma a resultar em alguma soma

Ox™ Ox" 0x" 4

T = —_— 2.23
7 ore OxP Oxlo ™7’ ( )
e usando a contracao yu — o,
ox'” 0z’ Ox oz’ ox'"
T = TP = =T = TP, 2.24
v Oz OxB or'e @B A oxb ( )

Obtendo entdo o tensor 7,°” com rank reduzido. Usaremos esse tipo de artificio na Sec.
para reduzir a ordem de tensores relacionados a meétrica, de forma a simplificar as

equacoes de campo de Eisntein.

Tensor métrico

Um importante objeto matemético presente nos estudos de geometria diferencial
é o tensor métrico. Um tensor de segunda ordem utilizado para medir distancias em um
espago-tempo curvo, manipular indices tensoriais e exaustivamente presente nos estudos
de relatividade geral. No espago-tempo plano de Minkowski a métrica satisfaz ,
porém sua estrutura geral depende do sistema de coordenadas em questao. De forma

geral a determinacao de distancias em um espago-tempo arbitrario se da por,
ds* = g, datda”, (2.25)

onde dz* e dz¥ sao os elementos infinitesimais de distancia e ds? o invariante de Lorentz
em um espaco-tempo arbitrario. Dada a transformagao dos elementos infinitesimais em
(2.14]), a métrica se transforma como,

, 0z Oz

g/.Lz/ - _ax’ll ax”/g(xﬁ. (226)
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Além disso, também podemos definir a sua inversa,
g'uygua = 5(’; (227)

Uma das principais utilizagoes da métrica e sua inversa estd na ideia de "subir"ou "des-

cer"indices tensoriais. De fato, dado um tensor genérico T%?,
Tf"'c = Goy TP, (2.28)

onde a métrica covariante é utilizada para "descer" indices, enquanto que sua inversa
é utilizada para "subir" indices. Esta propriedade pode ser usada repetidamente para
manipular quantos indices se queira, e sera exaustivamente utilizada no presente trabalho.
Como comenta B. Schutz (Ref. [9]), ha diversas utilidades para a métrica no contexto de
relatividade geral:

"Sendo amplamente aplicada nas determinacoes de menor caminho entre dois pon-
tos. Nos da a nocao de 'passado’ ou ’futuro’ em analises de eventos; Nos d& a nocao de

referencia inercial local quando estudamos determinado sistema; dentre outras".

2.2.3 Derivacao e curvatura

Derivacao covariante

Sabemos por defini¢ao, que a derivagao de um campo vetorial envolve as diferencas
entre vetores, no limite de tendéncia ao mesmo ponto. Da mesma forma, as derivadas
direcionais desse campo resultam em uma tendéncia de aumento, ou diminuicao, nesta
direcao. Porém as derivadas convencionais nao obedecem a lei de transformacao tensorial
dada por (2.22)),

ove  0xf 9 2™ 0z 9% o' OV H

— py - 98 I
oz’  Ox' 8%3(8&:“ ) ox'v 8x58xﬂv + ort OxbP - (2:29)

Portanto, precisamos desenvolver uma estrutura diferencial que preserve a lei de transfor-
magao tensorial. Seguindo as ideias de S. Carroll (Ref.[10]), podemos escrever um vetor

como combinagao linear da sua base,

V =V",, (2.30)
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e derivando com relacao a coordenada generalizada f3,

oV 8V°‘ v Oe,,
orf 8:}65 orh’

(2.31)

Essa equagao nos mostra que a derivagao de V é mais do que as derivadas con-
vencionais em suas componentes V<. Se observarmos esta equagao, vemos que o termo

de,/0x” & um vetor, logo pode ser escrito como combinacao linear da base,

oe,

7
W = Faﬁeu, (232)
onde I'} ; sdo os chamados "simbolos de Christoffel" (ou conexdes) e representam os co-
eficientes dessa combinagao. Aqui « diz respeito & base a ser diferenciada, § é o indice

relativo a coordenada a ser diferenciada e 1 denota a componente resultante dessa dife-

renciagao. Dessa forma, aplicando (2.32)) em (22.31)),

ov oV«

ap
525 = 7,5% + VTagen, (2.33)

onde no segundo termo apés a igualdade, temos somas sobre p e a. Assim, podemos

trocar um pelo outro,

ov._ ove

8:c5 o Bea—i—V Faﬁea
(gv Lyere )

Portanto, para encontrar a derivada covariante de um tensor, usamos

ove oV,
928 +V“F ou VigVy = 928

VsV = — VI, (2.34)

onde o simbolo V representa a derivada covariante (ou total) com rela¢do a 5. Veremos
que em um espago curvo as nocgoes de derivadas e transportes paralelos necessitam de

ajustes, dados pelas conexoes.
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Dependéncia da conexao com a métrica

Em geometria diferencial, a diferenciacao de dois vetores em uma variedade deve
ser feita quando estes se encontram no mesmo ponto. Se o espago-tempo é plano nao ha
problema, pois nés podemos escolher a base cartesiana que nao muda por diferenciagoes.
Porém, em espago-tempo curvo nao temos uma base com essas caracteristicas, e para
diferencia-los, precisamos trazer um dos vetores para o ponto do outro. Esse transporte
de vetores é o chamado "transporte paralelo" e define a possibilidade de diferenciacoes
em qualquer espago-tempo definido por uma métrica geral .

A derivada covariante pode ser aplicada a qualquer tensor. Aplicando & métrica,

temos

Vﬂg,m/ - aﬂg,u,u - Fg‘ugau - gyg,u0'7 (235)

e escrevendo outras duas expressoes com indices alternados,
Vu9vs = Ougvs — Ln9os — Lipve,

Vogsu = Ougpu — Fgﬁgau - qugﬁo-

Multiplicando a primeira por —1/2; as outras duas por 1/2 e somando as trés, obtemos,

1 1
5(—Vﬁgw +Vyugus + Vigsu) = 5(—569;w + 9ugup + 0u9pp)

1 g ag 1 ag g ag ag
+§(F6ugm’ + Fﬁuguff) - §<F,uz/go’,3 + Fuﬁgllcf + Fuﬁgau + Pu,ugﬂff)'

Dado que a métrica é simétrica (2.13), podemos simplificar para,

1 1
5(_V69W + V,ugup + vvgﬂu) = 5(_859;“/ + 0ugup + augﬁu)

- Fﬁ‘ﬁ]gmj o Fﬁfﬁ]g“” + FEW]gUrB - FZVngﬂ’

onde aqui somamos e subtraimos o lado direito por I', g,5, € tomamos a parte antisimé-

trica para um tensor genérico como,

Ty = §(TW —T,.). (2.36)



28

Portanto isolando a dltima conexao do lado direiro e rearranjando os termos, obtemos,

1 1
FZVQU,B = i(auguﬁ + augﬁu - aﬁguu) + §(+Vﬁguu - Vugu,é’ - vugﬁ,u)

+ F([TBu}gau + Ft[jﬁy]g,ua + Fﬁw]gaﬁa

1 1
L% = 975 (Ougus + g — Do) + 5 (Nl = Nby = Now) + Qb+ Qi + Qle (237)

Onde nesta tltima passagem multiplicamos a equacdo por g%, e definimos,

Nus = Vg Tensor de nao metricidade, (2.38)

= F[)L J Tensor de torcao.

Assim mostramos que a conexao pode ser escrita como funcao de trés componentes:

a primeira contendo derivadas da propria métrica; a segunda contendo tensores de nao

metricidade; e a terceira contendo tensores de tor¢ao. Por simplicidade, em relatividade

geral, em grande parte das vezes consideramos como nulas estas duas tltimas componen-

tes, pois desconsideramos a existéncia de tor¢oes sobre o espaco-tempo e fazemos algumas

imposicoes sobre a métrica (Vgg,, = 0). Portanto, o resultado encontrado para a conexao
é7

«a 1 a
FMV = Eg (8ugu/\ + ay.g)\u - a/\guu)- (239)

Equacao da geodésica

Os processos fisicos que ocorrem na natureza tendem sempre & minimizagao de algo,
seja energia ou tempo de percurso. Isso se d& pela tendéncia constante da natureza de
encontrar situacoes de equilibrio. Nesse contexto, o principio de Hamilton é fundamental
e estabelece que o movimento real de um sistema entre dois estados é aquele que extremiza

determinada acao S, definida como,

to
S:/ L(q;, gi; t)dt, (2.40)

t1

onde L é a Lagrangiana do sistema. Considerando uma Lagrangiana nao explicitamente

dependente do tempo, usando ([2.25)) para escrever a agdo em termos da métrica, o com-
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primento de uma curva entre P e Q é,

Q
S:/ V Guvdxtdzy . (2.41)
P

Parametrizando as coordenadas com relacao a curva A, temos

@ A2 5L (2, &)
S:/ \/E.T,x'd)\:()é/ ~—~d\ =0,
P ( ) A1 2\/Z

onde aqui usamos
dxt dx¥

E ) = 9 g5y

— o -V
= guata”.

Assim,

1 TOLC oL
= M T SeM —
/)\1 Wi {31}“61} + ax'“(;x } d\ = 0.

Utilizando os extremos fixos dx# (A1) = dx*(A\y) = 0 e integrando por partes o segundo
oL d (0L
=—=du=—|—=—|d\
YT T M T (a:w) ’

dv = 0ztd)\ = v = dz*.

termo:

Assim, vemos que "uv” vai a 0, logo

A2 oL d oL
== _ - [ == H —
/Al WL {axﬂ ax (a)}‘” n=0

O comprimento calculado por essa integral serd minimo se seu argumento for nulo, i.e.,

d (0L oL
5 (55) 3 -0 (242)

que é a equacao de FEuler-Lagrange. Calculando as derivadas acima,

oL | oL

prie 29,077 e pywri (8ugaﬁ)m'o‘:i75.
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Desenvolvendo,
d o o
5(29’“‘”‘% ) — (0ugap)t®i” =0 =
dz? 0 Y Y o
FIy —a$ﬁ(2gua)x + 20,087 — (OpGap) i’ = 0 =

20077 + 2(039,0) 35" — (0,905)2° 3" = 0.
Contraindo com ¢”* e usando a simetria da métrica, encontramos que

L o.g 1 o.s 1 .
af + 59%(@0%6”%5 + §9p“(aﬂgou)xaxﬁ - §9p”(8ugag)x”a:5 =0=

| o
T+ §gpu(aogu,6’ + aﬂga,u - augaﬁ)x i = 0,

e finalmente,
d?z” da? dz
— + ﬁﬁ—— =0, (2.43)
d\? dX dX\

cuja solugao tem como resultado a curva geodésica que extremiza a agao S, trajetoria tal

que o tempo de percurso seja minimo.

Geodésica em campo fraco

A nogao de geodésica na relatividade geral descreve o caminho mais curto (ou
extremo) entre dois pontos no espago-tempo, que pode ser entendido como uma "linha reta
generalizada"em um espago-tempo curvo. No contexto de um campo gravitacional fraco,
a ideia de geodésica se torna particularmente intuitiva, pois podemos fazer aproximacoes
que conectam a relatividade geral com a gravidade newtoniana. Assim, devemos levar trés
requerimentos em consideragao. Primeiro: as particulas estao se movendo em velocidades
pequenas, com relagao a velocidade da luz. Segundo: o campo gravitacional local é
fraco, portanto vamos considerar perturbagoes em um espago-tempo plano. Terceiro: o
campo também é estatico, portanto nao varia no tempo. Vamos ver as conclusoes que
conseguimos ter aplicando essas limitacoes na equacao da geodésica. Assim, tomando um

tempo proéprio 7 como parametro, e usando a primeira consideracao, temos

dz? o dt
dr “ar (2.44)
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e a equagao da geodésica se torna

2 bt
d°x 9

A%
T T () =0. (2.45)

Usando a terceira consideragao de campo estatico dyg,, = 0, podemos simplificar

a conexao acima,

1
oo = §g“k(80gk0 + Jogor — Ikgoo) (2.46)

1

= —59“/\@\900-

Agora, considerando a métrica como uma soma entre um termo plano e um termo

de perturbagdo (segunda consideragao),

Juv = N + huu; (247)

onde |h,, | << 1. Podemos escrever (2.46) comof]

1
oo = _577“/\3/\’100- (2.48)
Logo, a equacao da geodésica fica
d>at P dt
are EU”A@’%O()(EV =0, (2.49)

e dividindo por (dt/dr)? em ambos os lados podemos trocar as variaveis das derivadas.
Além disso, hgo nao depende do tempo, e tomando a parte espacial (n**Oxhgo = 7" 0;hoo =
67'0;hoo = Ojhao), chegamos a

d?x c?

Comparando esta expressao com a segunda lei de Newton, onde a forca esta associada ao
potencial gravitacional,

F=_-Vo, (2.51)

8 Aqui consideremos h#**9\hoo = 0, pois estamos em aproximacao de campo fraco; e Oxnog = 0 devido
a propriedade da métrica de Minkowski, onde Oxn,, =0 Vu,v, k.
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Concluimos finalmente que,

29

Essa equagao serd utilizada para demonstrar a equacao de Einstein, que deve retomar a

equacao de Poisson no regime cléssico.
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2.2.4 Tensor de Riemann

Olhemos o exemplo do transporte paralelo de um vetor por um percurso fechado,
dado pela Figura 2.1} Ao percorrer os caminhos AB, BC, CD e DA o vetor sofre um leve
desvio devido as diferentes curvaturas esperimentadas por ele durante esses quatro trans-
portes. Assim, queremos encontrar uma expressao que mede justamente toda informacao

de curvatura nesse percurso.

x'=a+éa

x?=b+bb =g

Figura 2.1: Representacao do desvio de um vetor V sujeito a um transporte paralelo por um caminho
curvo fechado ABCDA. Fonte: Ref. [9).

Sobre transportes paralelos a derivada covariante do vetor transportado é nula,

ie., VV = 0. Assim, a ([2.34)) resulta em

ove N
ol —I V. (2.53)
Integrando de A para B temos
B e
ved) = ve) + [ g

A 3x1

=V*A) + / FZ‘IV“dml,

z2=b
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onde z2 = b representa integral sobre o caminho AB. Fazendo integrais similares para os

outros caminhos, temos

VeC)=V*B) - / re,Vida?,

zl=a+da

V(D) = V(C) + / e Vidz!,

z2=b+6b

VO(A,) = V(D) + / A

rl=a

E olhando a mudanca no vetor durante o caminho,

SV =V(Ay) =V (A)
= / ro,Vida® — / ro,Vida?
rl=qa rl=a+da

+ / ro,Vide' — / Lo Vida'.
x2=b+6b z2=b

Se combinarmos as integrais de mesmas variaveis de integragdao e usarmos a primeira

ordem em separacao de caminhos, encontramos que

b+0b ) ) a+ab ) .
SV~ — /b b3 (V") + / Ob— (D%, VH)dx

O0x?
0 0
~ dadb <—%(FZ‘2V“) + w(l—‘fjlvu)) .

Assim, temos derivadas nos simbolos de Christoffel e nos vetores V¢, onde estas podem

ser eliminadas se utilizarmos ([2.53)),
OV = 8adb(I'yy 5 — gy + ol — T Tha) V. (2.54)

Aqui, vemos que o termo dentro dos parénteses é antisimétrico em 1 < 2. Portanto,

precisamos definir

AA™ = M §adb.

Entao, podemos reescrever ([2.54)) como

(0% 1 (07 (07 (07 1% (6% 12
oV = 5( oox— Doy + Tl — FVUPM)AA’?AV“. (2.55)
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Agora, 6V* depende de da e b, onde seu produto representa a area do loop. Qualquer area
é propor¢ao linear de seu perimetro, assim se dobrarmos a area do loop o vetor percorrera
o dobro da distancia (de fato o desvio do vetor serd maior por estar percorrendo uma
distancia curva maior). Isso significa que 0V depende linearmente de dae, e dbey, que
representam os desvios nas diregoes 1 e 2 postas anteriormente. Assim, definimos R,

como o termo entre parénteses na equagao ([2.55)), que representa a curvatura da variedade,

z)\cr - on,)\ - Fz)\,a + PS)\F,LVLO -y, (256)

[ 2l

O tensor acima define toda curvatura do espaco-tempo e é chamado de tensor
de Riemann. Utilizando (2.39) podemos escrever o tensor de Riemann unicamente por

métricas. Portanto, como é mostrado no Apéndice [A] temos
1
Rnu/\a = 5(8)\augan - a)\aﬁg;w - aaaug/\n =+ aaaﬁgu/\)- (257)

Essa equacdo nos diz que dada a métrica do espago-tempo, o tensor de Riemann (e a
curvatura da variedade) é completamente definido. Também podemos contrair o tensor
de Riemann para encontrar outros dois tensores importantes,

R, = g™ R" e R=g¢"R,, (2.58)

(Nl

onde R,, e IR sao o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente.

2.2.5 Equacao de campo de Einstein

Assim como as equagoes de Maxwell governam a forma como os campos elétricos e
magnéticos respondem a cargas e correntes, as equagoes de campo de Einstein descrevem
como a métrica responde a energia e momento do sistema. A equacao de Poisson para a
gravidade Newtoniana expressa a relagao entre o potencial gravitacional ® e a densidade
de matéria p (Ref. [9]),

V20 = 471Gy, (2.59)

onde G é a constante gravitacional. Do lado esquerdo temos o operador laplaciano de
segunda ordem atuando no potencial campo, enquanto do lado direito a distribuicao de

massa. A relatividade geral diz que esta equacgao deve ter a forma de uma equagao
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tensorialﬂ Assim, precisamos usar o tensor de energia-momento 7}, para generalizar a
densidade de matéria p; da mesma forma para o potencial gravitacional, o qual deve
ser representado por um tensor métrico, pois sao as perturbagoes na métrica devido ao
potencial newtoniano que reproduzem nossa interpretagao da gravidade. Logo esperamos

que nossa equagao tenha uma relacao de proporcionalidade entre esses tensores,

[V2®),, = T, (2.60)
Ao lado esquerdo temos uma quantidade que nao é um tensor, apenas uma notagao

sugestiva para indicar que precisamos de um tensor de rank que representa a

atuagao de derivadas segundas na métrica. Poderfamos citar o d’Alambertiano U = V1V,
porém sua atuac¢ao na métrica é zero pela compatibilidadeﬂ Uma quantidade construida
por derivadas segundas e métricas é o tensor de Riemann , pois este € escrito em
termos das conexoes e suas derivadas, que por sua vez podem ser construidas por derivadas

de métricas ([2.39)).

Para equacao ficar tensorialmente correta podemos contrai-lo ([2.24)) para o tensor

de Ricci R,,,. Assim,

Ry = KT, (2.61)

Aqui ha um problema: a conservagao de energia V#T,, = 0 sugere que V¥R, = 0, e
pela identidade de Bianchi isso implica que V,R = 0, ou V, kT = xkV,T = 0. Assim,
estamos concluindo que T é constante em todo espaco. Porém, sabemos que isso s6 é
verdade no vacuo, devendo ser diferente de zero em lugares com matéria (a presenca de
matéria implica num tensor energia-momento nao nulo por motivos 6bvios). Porém, nos

mostramos que existe uma relagao entre o gradiente do tensor de curvatura e o divergente

9Para garantir que ela seja consistente com os principios fundamentais da relatividade geral e da fisica,
sendo invariante sob transformagoes de coordenadas e satisfazendo a natureza geométrica do espago-
tempo, vide .

10A meétrica deve ser preservada sob transporte paralelo para garantir a invaridncia de angulos e medi-
das, Vg = 0. Assim, Og,, = 957V (Vogu) = 957 V(0) = 0.
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do tensor de Ricci (Apéndice ,

1
VMR;,LV = §V,/R =

1
V'R = 59 V' R =0=

1
VM(RMV - §QWR) =0.

Logo, o tensor que se conserva covariantemente, ao mesmo tempo que nao se anula na
9 9
presenca de matéria, nao é R, mas sim o tensor de Einstein,

1
G,uzl = R;w - §QWR- (262)

Portanto, propomos que a equagao de campo de Einstein seja

Gy = KT, (2.63)

que satisfaz todas as necessidades impostas anteriormente. Agora, precisamos apenas
achar k, e para isso usamos que na aproximagao de campo fraco (limite newtoniano) esta
equacao deve retornar a equagao de Poisson . Contraindo , temos R = —kT,
assim,

1
R/u/ = ’L{':(T/u/ - §QWT) (264)

Considerando uma fonte de fluido perfeito (vide Ref. [10], Cap.4),

T,uu = (;0 + p>U,uU1/ + PAuv, (265)

onde U* é a quadri-velocidade do fliiido e p e p sao a densidade de energia e a pressao
isotropica, respectivamente. Vamos simplificar nossa analise considerando que no limite
newtoniano devemos ignorar a pressao, pois esta se torna mais importante quando as
particulas do corpo estao viajando a velocidades relativisticas. Assim, dentro desse limite
devemos ter,

T,, = pU,U,, (2.66)

onde U* = (UY 0;0;0). A componente temporal pode ser fixada por condi¢iao de norma-

lizacao g, U"U" = —1. Assim, na aproximacgao de campo fraco, temos
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goo=—L+4+he ¢ g% =—1—hg. (2.67)

Logo, U® = 1 + %hoo- Porém, em nosso limite de aproximacao estamos considerando p
muito pequeno (espaco se torna plano quando p vai a zero), entao devemos ter U° = 1,
oulUy=—-1e

Too = . (2.68)

onde todas as outras componentes vao a zero. Nesse limite, Ty, serd muito maior do que

os termos espaciais. Vamos ver o que acontece para os indices = 0e v = 0,

T = g Ty = —Too = —p. (2.69)
Colocando esse resultado em ([2.61)), temos

CQ

R()[) = Elip (270)

Para encontrar uma expressao explicita em termos da métrica, fazemos Ry = Rpy,. Como

R, = 0, vamos analisar os termos espaciais,

gjo = 0;Th, — aorj.o + F;ZAFgO — FgAFj.O. (2.71)

Ao lado direito, o segundo termo é uma derivada temporal que é nula em campo estatico.
Os terceiro e quarto termos sao quadraticos na conexao, enquanto que a perturbacao na

métrica € linear, dessa forma resta

63’0 = ajrém (2-72)
ou, utilizando (2.39),
6io = 0l = &{%g“(@og,\o + Jogor — Oxgoo)] (2.73)
= _% V3 hoo,

onde novamente utilizamos que ¢g* = n** — h** ~ §* espacialmente e em campo fraco.
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Comparando com (2.70) vemos que,

1
_g vlz thO = Kp, (274)

e ja sabemos o valor da parte temporal da perturbacao, descrita por , portanto

concluimos que,

c% VP = kpct. (2.75)

onde usamos a relacao p = pc? entre densidade de energia e densidade de matéria.
Comparando com a equacao de Poisson ([2.59)) encontramos o valor da constante

k = 87G/c*. Aplicando em ([2.63)) e usando (2.62)), apresentamos finalmente a equacao de

campo de campo de Einstein,

1 8rG
Rlﬂ/ — §gﬂl’R = ?ij. (276)

Para entender os conceitos fisicos precisamos de uma boa base antes de entrarmos
na parte matematica vamos descrever os 3 testes classicos nao explicados pela gravitacao
newtoniana ou relatividade especial.

Para entender os conceitos tedricos e matematicos, precisamos de uma base de
calculo diferencial e geométrico. Assim, primeiro apresentaremos a importancia da TRG
para explicar os fend6menos nao antes explicados pela teoria classica, ou seja, ou aqueles
cuja natureza ocorre em determinados limites ou nao é completamente calculavel com
base na visdo newtoniana: sao eles o redshift gravitacional (mudanga de comprimento
de onda da luz), a precessao de mercurio (mudanga angular em sua oOrbita) e a deflexao
da luz. Posteriormente, veremos a descricao geométrica para espacgos-curvos dada pela

relatividade geral, que explica com clareza esses trés fendmenos.

2.2.6 Fenomenos explicados

A fisica newtoniana apresentada por Newton, em 1687, descreve as interacoes a
distancia entre os corpos por meio de forcas gravitacionais, descritas pela sua lei da
gravitacao universal , que trata a gravidade como uma forca de acao instantanea e
0 espaco e tempo como absolutos. Porém, ela falha na descricao de sistemas em regimes

mais extremos, como velocidades relativisticas ou érbitas em campos gravitacionais mais
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intensos.

A relatividade especial surge por Einstein, em 1905, introduzindo conceitos como
o valor constante para velocidade da luz e a equivaléncia entre referenciais inerciais (Sec.
. Nessa teoria, o espago e o tempo sao unificados e as leis da fisica passam a ser
consistentes para todos os referenciais ausentes de aceleracao. Contudo, ainda haviam
problemas a se resolver, como a consideragao do espago-tempo como plano e a utilizagao
da fisica newtoniana em regimes de baixas velocidades e/ou fracos campos gravitacionais.

Assim, em 1915, Einstein reformula completamente o conceito de gravidade, descre-
vendo-a como uma curvatura e nao como uma for¢a, mostrando que o espago-tempo é
dindmico e moldavel na presenga de matéria/energia (Sec. [2.2.5). A nova relatividade
geral nao apenas explicou fendmenos antes inexplicaveis, mas também tornou possivel
o estudo de eventos mais extremos, como buracos negros, expansao do universo e ondas
gravitacionais, modificando profundamente nossa compreensao do universo. Os trés testes
classicos da relatividade geral sao experimentos ou observagoes que nao podiam ser expli-
cados pela gravitacao newtoniana ou pela relatividade especial. Esses fenomenos foram
satisfatoriamente explicados por Einstein com a teoria da relatividade geral e serviram

como as primeiras evidéncias experimentais de sua validade.

Redshift gravitacional

O redshift gravitacional ocorre quando a radiagao eletromagnética emitida por uma
fonte em um campo gravitacional intenso sofre deslocamento para comprimentos de onda
maiores,

AN AS

T 2 (2.77)
onde ¢ diz respeito ao potencial gravitacional. Esse efeito pode ser pensado como se a
gravidade da fonte tentasse trazer a luz de volta, "esticando-a". A relatividade explica
que o tempo é dilatado em regioes de campo gravitacional maior. Assim, a luz emitida
por determinada fonte perde energia ao tentar escapar do campo gravitacional da mesma,
resultando em um comprimento de onda maior. Como a teoria da gravitacao é aplicada a
corpos massivos, ela nao prevé as mudangas de comprimento de onda da luz, pois esta nao

possui massa. Além disso, a descri¢ao relativistica estabelece uma relagdo mutua entre a

deformagao no espago-tempo e a energia (ou matéria) que o deforma, portanto a anélise



41

do comportamento da luz (que é uma forma de energia) em espagos curvos é prevista e

calculada pela relatividade geral.

Precessao do periélio de merctrio

A orbita de Mercirio ao redor do Sol nao é uma elipse perfeita e sofre um movi-
mento chamado de precessao, quando a posi¢ao de seu periélio muda ao longo do tempo.
As principais fontes causadoras dessa precessao sao o Sol e os outros planetas, onde a me-
canica cléssica consegue explicar boa parte dos desvios, porém ainda haviam divergéncias
observacionais de aproximadamente 43 segundos de arco. Utilizando conceitos relativisti-
cos para descrever o espago-tempo ao redor de um corpo massivo esfericamente simétrico,
conseguimos mostrar que Merctrio sofre desvios adicionais se considerarmos seu caminho
como uma geodésica afetada pela curvatura da gravidade. Desenvolvendo essa geodésica
e resolvendo algumas EDOs temos um resultado incrivelmente préximo do esperado de 43
segundos de arco, comprovando que a relatividade geral explica corretamente a precessao
do periélio de Merciirio.

O leitor pode se perguntar se os outros planetas também nao sofrem precessao.

Acontece que a relatividade prevé um desvio dado por,

6rGM
a(l —e?)’

Ap = (2.78)

onde G é a constante gravitacional, M a massa do Sol, ¢ a velocidade da luz, a o semi-eixo
maior da elipse e e sua exentricidade, assim percebemos que quanto maior a 6rbita (maior
a), menor ¢ o desvio. Além disso a velocidade orbital pode ser relacionada a sua distancia
do Sol pela Terceira Lei de Kepler, v oc /GM/r, o que implica que corpos mais proximos
possuem maior velocidade. Apesar de (2.78)) nao relacionar a precessao com a velocidade
orbital, a teoria prevé que a curvatura do espaco-tempo afeta consideravelmente corpos
que estao viajando em altas velocidade. Assim, a tendéncia é que haja uma contribuicao
relativistica mais significativa para planetas mais rapidos (mais proximos do Sol). Dessa
forma, as precessoes dos outros planetas sao extremamente menores do que de Mercurio,

pois este além de ser o mais proximo, possui grande exentricidade orbital.
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Deflexao da luz

Newton descreve em Principia sobre o movimento dos corpos e como estes intera-
gem entre si através de forgas. O primeiro livro fala sobre suas leis do movimento enquanto
que o terceiro sobre suas leis de interacdo a distancia. Aquele, comenta a proporcionali-
dade entre a atracao de dois corpos com as suas massas e seu decaimento com o inverso
do quadrado da distancia (Cor.IV, Prop.LXXVI, Ref.8), i.e., a teoria da gravidade se
baseia na grandeza que Newton chama de "quantidade de matéria". Assim, em mecénica
classica, nao hé uma explicagao clara para os desvios da luz em um campo gravitacional,
pois esta ndo possui massal'l| De fato a teoria classica ndo possui uma forma de explicar
o caminho percorrido por feixes de luz, cuja explicacao matemética veio mais tarde com
a relatividade. Quando a luz de uma estrela distante passa proxima a um corpo massivo,
como o nosso Sol, ela é levemente desviada devido a distor¢ao do espago-tempo em suas
proximidades, assim a luz segue uma trajetoéria curva (uma geodésica) e espera-se que
hajam desvios observacionais.

A ideia é tentar observar os desvios de estrelas que estariam, a priori, atras da linha
de visada do Sol, porém como a luz solar ofusca e impede a visualizacao das estrelas de
fundo, em 1919, expedic¢oes foram feitas para realizar observagoes durante um eclipse solar.
A comissao de observagao teve duas frentes, uma coordenada por Eddington e Dyson para
ITha do Principe e outra por Andrew Crommellin, & Sobral. As consideragoes feitas por
Eddington (apesar de questionaveis para época (Ref. [12]), nos mostraram resultados
extremamente favoraveis para a descrigao relativistica dos desvios de luz: 17,98 + 07,12
para Sobral e 17,61 4+ 0”7, 30 para Ilha do Principe (Ref. [13]). A relatividade espera que

o desvio seja,

4GMy

A= =17, 75. 2.
o 75 (2.79)

Como as flutuacoes de média foram proximas de 17,75 previstos pela TRG, a

predigao foi considerada como observacionalmente confirmada.

HU'Nagquela época, apesar de ja haver discussdes sobre possiveis desvios, estes ndo eram explicados pela
teoria (Ref. [11).
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Capitulo 3

Ondas Gravitacionais: Analise

Newtoniana

3.1 Introducao

Na Sec. sao apresentados conceitos basicos de fisica classica e descrigoes de
movimentos. Vimos que nesse contexto, os corpos interagem por meio de forcas e seus
movimentos sao descritos pelas leis de Newton, apresentadas nos livros I e III sobre os
movimentos dos corpos e o sistema do mundo. O artigo da Ref. [2] desenvolve toda
dinamica de emissoes de ondas gravitacionais utilizando apenas fisica béasica. Tomando-o
como principal referéncia, nosso objetivo nesta se¢ao é: estudar, no contexto puramente
classico, o comportamento de um sistema binario e de suas emissoes de ondas gravitaci-
onais. Aquele se refere ao estudo das massas dos corpos e sua coalescéncia em torno do
centro de massa do sistema, onde sua distancia relativa diminui a medida que a frequéncia
de rotagao aumenta, movimento cujas caracteristicas permitem inferir a energia irradi-
ada; Ja este diz respeito ao comportamento e descricao das ondas gravitacionais, onde
utilizaremos sua intensidade de radiacao para inferir a distancia do sistema e a ampli-
tude de oscilacao, cuja caracteristica ondulatéria também se mostra evidente no regime

relativistico e é prevista pela teoria da relatividade geral.
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3.2 Dinamica orbital dos buracos negros binarios

3.2.1 Segunda lei de Newton para o sistema binario

Os buracos negros sao resultado do colapso gravitacional de dezenas de massas sola-
res, isso faz com que sejam objetos compactos e possam, a longas distancias do referencial,
serem modelados como particulas pontuais. Utilizando a lei da gravitacao universal de
Newton (Sec. [2.1.2)), vamos modelar a estrutura do sistema de dois buracos negros orbi-
tando um centro de massa (CM) em comum, cuja distancia relativa, a priori, nao Varia.ﬂ
Considerando a Figura do artigo classico (Ref. [2]), podemos escrever as distancias
de cada corpo ao centro de massa como funcao da distancia relativa entre eles. Isso sera

importante posteriormente, pois faremos um mapeamento que fara uso dessa distancia

relativa ]
M M
4> R ilﬂ.h’[ )
CM
«
Ty It I'rel
|
‘ T
Reowm
EY 4
m i
I'm
(@,
(a) (b)

Figura 3.1: (a) O vetor RCM parte da origem O do sistema de coordenadas até o centro de massa (CM).
O vetor rj; localiza a massa M a partir da origem O; o vetor r,, localiza a massa m a partir da origem
O. Por outro lado, o vetor R localiza M partindo do CM; o vetor r parte do CM até a massa m. (b) O
vetor distancia relativa r,; parte de M em dire¢ao a m. O vetor F(,,) ¢ a forga que m realiza em M; o
vetor Fy,(ar) € a forga que M realiza em m. Os vetores Fpy(,,) € Fyy () apontam em sentidos contrérios
pela terceira lei de Newton , pois a forga gravitacional é atrativa. Fonte: Ref. [2].

Por enquanto vamos desconsiderar variacdes na distancia relativa, pois ndo estamos interessados em
estudar a evolucao do sistema no tempo. Isso sera feito posteriormente.

2Com "mapeamento", estamos nos referindo 4 mudanca de parametros que faremos a seguir, simpli-
ficando nossa anélise para apenas um corpo em rotagao.
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Pela figura vemos que,
R=ry—Recy e r=r,—Rcu, (3.1)

onde 7, e rj; sao as distancias das massas m e M a origem do sistema de coordenadas,

respectivamente. Além disso, sabemos que o Ry, é calculado por,

Mry +mr,
Reyy=——"7-— 3.2
onr = =M (32)

onde M;,; = m + M é a massa total do sistema. Assim, podemos substituir a equacgao

acima em ((3.1)) para obter,

m(ra — o) M(r,, — )
R=— e r=—7T-—"7"— 3.3
Mo Mo (33)

Pela mesma figura, também vemos que a distacia relativa entre os dois corpos é dada por,
rrel:r_R:(rm_RCM_rM+RCM>:rm_rM- (34)

Assim, podemos substituir esta equacao em ({3.3) e obter as distancias individuais dos

buracos negros em funcao da distancia relativa entre eles,
R=——mr1, e r=-—r.. (3.5)

O estudo cléassico do sistema composto pelos dois buracos negros se faz por anélise new-
toniana. Para isso faz-se necessario obter a Segunda Lei de Newton ([2.1) em termos da
massa reduzida e da distancia relativa entre os BH, pois assim poderemos demonstrar a
expressao para a terceira lei de Kepler em termos dessa distancia relativa. Comecemos

por utilizar a segunda lei para os dois corpos individualmente, ou seja,
FT = MR, (3.6a)

onde a notagao FJ} diz respeito a for¢a que m realiza sobre M (ou que M sofre de m).
Analogamente,

FM — m#, (3.6b)
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Utilizando a forma funcional para a forga gravitacional (Ref.[14]),

Mm , m Mm
FM =@ ] (=) e Fy=G——(Tra), (3.7)
rel rel

onde o sinal de (—) indica a diregdo oposta entre as forgas, necessaria para coeréncia com

a terceira lei de Newton ([2.2)). Utilizando esses valores de forgas, aplicamos nas equagoes

(3.6a) e ([3.6b)) para obter uma relagao entre as disténcias,

- mo,. .. M
R :GT(TT‘EZ) e r=— GT(TT‘GZ)‘ (38)
rel rel

Fazendo a segunda menos a primeira,

I G (M +m)_.
r—R=-— TTMmWTM,

(3.9)

rel

onde multiplicamos e dividimos por Mm, justamente para aparecer o termo relacionado

a massa reduzida. Assim, obtemos a segunda lei de Newton para um sistema binéario,
F = u(i — R) = pita. (3.10)

Aqui, derivamos duas vezes (3.4)) e aplicamos a defini¢do de massa reduzida

Mm
(M +m)

i (3.11)

Portanto, encontramos a segunda lei de Newton para um sistema composto unicamente
por uma massa reduzida orbitando o centro de massa. Essa demonstracao é utilizada para
mostrar que podemos substituir a analise de um sistema composto por duas massas M e
m por um sistema definido por uma tinica massa reduzida p. Dessa forma, realizamos um
mapeamento de parametros onde agora estamos interessados em verificar o movimento

circular de um tnico corpo.

3.2.2 Terceira lei de Kepler em funcao de w

Agora queremos encontrar algo interessante: a terceira lei de Kepler em termos da
velocidade angular do sistema. Sua expressao sera 1til no presente trabalho porque rela-

ciona a frequéncia angular da onda gravitacional com a distancia relativa entre os buracos
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negros, dessa forma seremos capazes de usa-la de forma abrangente. Sua demonstracao

se segue pela igualdade entre a segunda lei de Newton para um tnico corpo de massa

reduzida p (3.10) e a lei da gravitagdo universal (2.3)). Assim,

.. Mm
UL e = _GT<TTEI) (312)

rel

e aplicando a massa reduzida em (3.11]), temos

i:rel = _GM(?rel)- (313)

Trel

Neste momento, precisamos considerar um movimento circular uniforme (MCU). Estamos
tomando essa consideragao porque nao estamos, a priori, interessados na coalescéncia os
buracos negros. Dessa forma, a aceleragao centripeta caracteristica para esse tipo de

movimento é

el Frer), (3.14)

Aep =
Trel

onde o médulo de sua velocidade tangencial ¢ dado por
Vpel = WTyel- (3.15)
Além disso, nossa frequéncia angular do movimento harménico simples (MHS) é dada por

== 1
w= ", (3.16)

onde T representa o periodo orbital, i.e., o tempo que o corpo demora para dar uma
volta completa. O artigo Ref. [2] sugere fazer uso de (3.16)) para obter a relagao entre o

quadrado do periodo e o cubo da distancia. Porém, como queremos o resultado justamente

em termos de w, podemos simplesmente aplicar (3.15]) em (3.14)), veja:

Aep = _WQTrel (?rel>‘ (317)
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Considerando que a,, = 7.;, podemos igualar essa equagao a (3.13|) e encontrar justamente

a terceira lei de Kepler em termos da frequéncia angular:

(M+m).

2
= 1
¢ ¢ Tfel (3 8)
Além disso, se usarmos que
1, = (—R)-(r—R) (3.19)
=r"—2(r-R)+ R
= 7?4+ R? — 2r R cos(180)
="+ R+ 2rR = (r + R)?,
concluimos
Trel =T + R. (3.20)
E substituindo esse resultado em (3.18)), temos
2 (M +m)
=G-——F—r. 3.21
“ (R+1)3 (321)

Portanto, obtemos a tericeira lei de Kepler em termos da frequéncia angular w e da

separagao entre os buracos negros, dada por (3.20]).

3.2.3 Energia emitida por radiacao gravitacional

Um sistema real de buracos negros nao rotaciona em torno do centro de massa a
uma distancia fixa, mas sim, diminui a distancia relativa entre os buracos negros, transfe-
rindo energia para fora do sistema em forma de ondas gravitacionais. Assim, é interessante
calcularmos a energia total do sistema e posteriormente ver sua taxa de mudanca com o
tempo. Vamos primeiro pensar na energia total do sistema como a soma entre sua energia
cinética e a energia potencial,

Etot — K + U, (322)

onde U pode ser calculado por

U=-Gro— (3.23)
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Aqui, utilizamos o fato de que um campo vetorial pode ser escrito como o gradiente de
um campo escalar, caso ele seja conservativo em uma regiao simplesmente conexa. Dado

o campo vetorial de forcas F, tem-se,
F=-VU, (3.24)

ou integrando,

U:—/Fdn (3.25)

Aplicando o mesmo raciocinio para forca gravitacional, encontramos

M
U:—/—G ™ dr (3.26)

2
00 rrel

_ _GMm7

Trel

que é justamente a (3.23)), se utilizarmos (3.20). O artigo utiliza a energia cinética em
termos da massa reduzida para encontrar o valor da energia total. Porém, é mais facil

demonstrar esse resultado se utilizarmos o teorema do virial (Ref. [14]) ] o qual satisfaz

Foar=k-". (3.27)
n

Portanto, para nosso contexto, a forca gravitacional tem carater atrativo de forga central

(n = —2 pela lei da gravitagao, vide-se . Temos entao que

1
K= —§U (3.28)
e nossa energia cinética fica
1 Mm
K=- 3.29
2 (R+r) (3.29)
Logo, a energia total é
1 . Mm Mm
Eiy = =G -G 3.30
2T (R+r) T(R+) (3:30)
1 . Mm
=——G——.
2 (R+r)

3Teorema que relaciona a energia cinética com a energia potencial, caso o sistema esteja em equilibrio
dindmico (ndo mude muito rapido) e ligado (corpos em uma regido finita).
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Isolando a distancia relativa (R+1) na terceira lei de Kepler (3.21)) e aplicando na equagao

acima, obtemos uma expressao para energia total em termos na frequéncia angular. De

fato,
(R+7)= Gl/SW;—T,,)m, (3.31)
segue que,
B = —%Gz/?’wﬂf—zwwz/?’ (3.32)

Durante essa demonstracao consideramos a frequéncia angular como fixa a todo momento.
Porém, um processo real de coalescéncia é caracterizado pela diminuigao da distancia rela-
tiva entre os corpos do sistema, gerando um consequente aumento de frequéncia angular,
de modo que agora devemos consideré-la como variavel no tempo: w — w(t). Durante esse
processo o sistema transfere energia para as ondas gravitacionais. Entao agora devemos

considerar uma dependéncia temporal nao nula para energia total (3.32):

dFE; ot 1 Mm L adw
_ e TC I RS VL ey 3.33
it 3 (M+m)BY (3:33)

Nesta equacao ha uma relacao direta entre a taxa de variacao de energia e a frequéncia
angular. Porém, é importante notar que nao ha transferéncia de energia porque o sistema
coalesce, mas sim o contrario. A diminuicao da disténcia relativa e variacao na frequéncia
angular acontece como uma consequéncia da emissao de ondas gravitacionais pelo sistema.
No seguinte tépico calcularemos essa variagao de energia na forma de poténcia irradiada,

e veremos quanta energia um sistema de buracos negros emite em sua coalescéncia.

3.3 Energia irradiada em ondas gravitacionais

A forma mais adequada de se estudar a poténcia irradiada na forma de ondas
gravitacionais ¢ utilizando conceitos de relatividade geral. Como nossa abordagem se
baseia na teoria newtoniana, o estudo da dinadmica do sistema deve ser feito por meio
de fisica classica. Assim, faremos uma abordagem utilizando uma analogia com ondas
eletromagnéticas e analise dimensional.

Observando a estrutura bésica de um sistema de dois buracos negros orbitando
um centro de massa em comum, podemos notar a presenca de dois parametros fisicos de

imediato: as massas individuais dos dois corpos e a distancia que os separa. Dessa forma
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faz sentido buscar uma grandeza fisica que relacione esses dois parametros. Sendo assim,
definimos o momento de inercia para as duas particulas (aproximagao de corpos pontuais)

de massas m; distantes d; do centro de rotacao (Ref. [29]), como

2
=Y md. (3.34)
=1

Até aqui, utilizamos o mapeamento (m, M) — p e (r,R) — r.q. Essa consideragao
diz que deixamos de usar a abordagem de dois corpos orbitando um centro de massa
comum, para um unico corpo orbitando a massa total, localizada no centro do sistema de

referéncia. Podemos ver isso multiplicando a equacao (3.9) pela massa reduzida:

.o G ~
p(¥ = R) = = ——p(M + m)rya,
rel
ou,
M.I:Tel: - TMMtot?'rel‘

rel

Ou seja, esta equacgao mostra que podemos tratar o sistema como uma massa reduzida
se movendo sob influéncia gravitacional da massa total M;,; = M + m. O mapeamento
simplifica a analise dinamica, ja que reduz um problema de dois corpos a um problema
efetivo de um corpo no campo gravitacional central. Essa consideragao é necesséria, pois

agora podemos tratar nosso momento de inercia como

Mm

T=pd?= "
H (M + m)

(R+1)? (3.35)

onde o termo do somatoério em relativo ao momento de inercia da massa total é
zero, pois esta se encotra no centro do sistema de referéncia (dy = 0).

Para encontrar uma expressao para a poténcia gravitacional irradiada P, fare-
mos uma abordagem em paralelo com a expressao da poténcia elétrica P..;. J& sabemos

que a definicao de poténcia é a energia emitida durante um intervalo de tempo,

AFE
P —_ )
elet X At (3 36)

Além disso, a densidade de energia é a energia de um campo elétrico (E) contida em
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determinado volume, sendo também proporcional ao quadrado de E (Ref. [15]):
U= — o —goE. (3.37)

Assim, podemos verificar uma relacao direta entre a poténcia elétrica emitida e o campo

elétrico associado a esse armazenamento de energia,

AE  wAV 1 A
L =L (3.38)

At S TAr T3 At

Pelet -

ou seja, a poténcia elétrica é proporcional ao quadrado do campo elétrico.

Para o caso do sistema binério, as ondas gravitacionais dependem tanto das massas
dos buracos negros quanto da distancia entre eles. Portanto, é plausivel estabelecer uma
relacao de proporcao entre a poténcia gravitacional emitida e o momento de inercia, dado
por . Sao as oscilagoes do campo elétrico, E, que produzem as ondas eletromagnéti-
cas que vao carregar a energia ao longo do tempo, assim como as variagoes do momento de
inercia, Z, produzem as ondas gravitacionais que carregaram sua energia até os detectores.

Sendo assim é plausivel se pensar numa relacao semelhante de proporcionalidade,
E—1T,

Pelet & E2 — Pgrav X 12- (339)

Dissemos que as variagoes de Z geram as ondas gravitacionais. Como nao estamos consi-
derando variagoes de massa dos buracos negros individuais durante as emissoes das ondas,
essa variacao do momento de inercia esta associada a variagao da distancia relativa entre
eles, uma vez que a coalescéncia dos buracos negros é caracterizada pela variacao do mo-
mento de inercia do sistema. Portanto, também faz sentido pensarmos numa relacao de
proporcionalidade entre a poténcia gravitacional e a frequéncia angular do sistema, pois
quanto mais préximos os buracos negros estao entre si, maior é a frequéncia de emissao de
ondas gravitacionais. Esse aumento de emissoes esta refletido no aumento de amplitude
do strain, onde as ondas ganham amplitude logo antes do merge, durante a coalescéncia.
Assim,

Pyrgy o wX, (3.40)
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onde x é uma constante que determinaremos a partir da analise dimensional.

Pelo fato das ondas gravitacionais ocorrerem devido a coalescéncia de corpos de
grande escala e, em existir a relagao de propor¢ao com a permissividade elétrica,
faz sentido também agregarmos uma relacao de proporcao entre a poténcia das OG e a

constante gravitacional G. Assim,

Pgr(w X Gﬁ’ (341)

onde 7 é outra constante a ser determinada.

O artigo Ref. [2] também propoe que outra rela¢ao de proporg¢ao pode existir, se
lembrarmos que as observagoes da colaboragao LIGO concluiram que as OG viajam com
a mesma velocidade que a luz . Além disso, ha uma dependéncia da velocidade da luz
com o tempo (posi¢ao por tempo), o mesmo ocorrendo com a poténcia irradiada (energia

por tempo). Isso nos motiva a inserir a seguinte relagdo de proporgao,
Pyray o ¢, (3.42)

onde ¢ também é uma constante a ser determinada por analise dimensional. Assim com-

binando as relacoes de proporcao estabelecidas até agora, temos

Pyrgy T2WXGeS,

ou,
Py = QT wXG"¢°, (3.43)

onde o é uma constante adimensional que faz a relagao de proporcionalidade se tornar
uma relacao de igualdade. Assim, podemos realizar a analise dimensional dessa equagao

e encontrar os valores dos expoentes,

ou,

J Kgm® o2 (rad\* / m3 \" /m\¢
s = (Kgn) (T) s’Kg <§> (344)
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Logo,
Kg: 1=2-—n n=1
m : 2=44+3n+¢ =9 (=-5
Si —3=—y—2m—C X =6

Substituindo os valores dessas constantes em (3.43]), encontramos

GT*w®
P = . (3.45)
e substituindo o momento de inercia dado por (3.35]), temos
Gw® (Mm)?
Pyray = R+r)t 3.46
g o 05 (M—I—m)2( —f-?”) ( )

Isolando a distancia relativa (R+r) na terceira lei de Kepler ([3.21)) e aplicando na equagao
acima, encontramos uma relacao entre a poténcia irradiada pelas ondas gravitacionais e

as massas dos buracos negros,

G (Mm)?
cd (M +m)%/3

Ppray = @ (3.47)

Classicamente nao conhecemos um método de encontrar o valor da constante o. Porém,
com uma anélise relativistica para a poténcia irradiada (Sec. [4.3.4]) encontramos o valor
de,

o= (3.48)

E importante citar que nossas consideracoes de energia irradiada nao levam em conta
rotagoes dos buracos negros (spin). Portanto, parte da energia cinética de rotagao esta

sendo ignorada e isso ira refletir em nossas comparacoes com os dados da colaboragao

LIGO-Virgo (Sec. [5)).

3.4 Massa de chirp

Ja sabemos que a energia perdida pelo sistema de buracos negros é transferida em

poténcia irradiada na forma de ondas gravitacionais,

dEirrad
dt

Ppray = — . (3.49)
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Assim, podemos igualar as equagoes (3.47) e (3.33) e isolar os termos relacionados as

massas,

3/5 3/5
(Mm)Pe 51 ( L w“/?’d—“) . (3.50)

M+m)5 G \3a dt

onde o termo da esquerda é chamado de massa de chirp M []

(Mm)3/5

M=0r e

(3.51)

A massa de chirp serd uma das grandezas fisicas que poderé ser calculada a partir de dados
obtidos nos detectores, e posteriormente sera usada para encontrar as massas individuais
dos buracos negros.

Devido a consideragoes relativisticas, onde o termo dominante de emissao de onda
gravitacional é um termo de quadrupolo (diferente do eletromagnético que é um dipolo),
temos que a frequéncia angular dominante de emissao de um sistema binario é duas vezes
a frequéncia angular do sistema orbital. Ou seja, fontes nao-relativisticas realizando MHS
com frequéncia angular w, emite radiagdo de quadrupolo com w = 2w, (Ref. [3], p.124).
Isso s6 é verdade se a fonte realiza um movimento harmonico simples, que é uma de nossas

consideragoes. Assim, temos

w=mf. (3.52)
Derivando com relagao ao tempo
dw df
— =7 3.53
dt "t (3.53)

e aplicando essas duas equagoes em (3.50]), obtemos

_03 1 ~11/3 df 307
M=— (@(ﬂ'f) ﬂa) (3.54)

3/5
:C_3 iﬂ—s/zaf—n/%ﬁ / .
G \ 3o dt

Para encontrar o valor da massa de chirp em termos da frequéncia f, integramos a equagao

acima entre um tempo arbitrario ¢ na fase espiral e o tempo t. no inicio da coalescéncia

40 termo "chirp" é usado para descrever um som que aumenta gradualmente em frequéncia e ampli-
tude, semelhante ao canto de passaros.
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(merge),

t— f Tempo arbitrario na fase espiral,

te — fe Tempo na coalescéncia.

Isolando os termos em comum para integracao na equacao (3.54]),

s df MG\
f 11/3@23%8/3( = ) (3.55)

ie.,

fe 5/3  pte
/ fFHBdf = 3an®/? (MSG) / dt =
! c t

1 1 58 rte
c t

Aqui, faremos algumas aproximagoes: f é a frequéncia na fase espiral e f, é relativa

a coalescéncia das massas do sistema binario e corresponde ao pico no grafico na Figura
[1.3] na quarta linha. Assim podemos considerar que o valor da frequéncia de coalescéncia

é muito maior do que a da fase espiral,
fe>>f, fe— oo (3.57)

Finalmente, isolando a massa de chirp, fazendo as consideracoes acima e definindo 7 =

t. — t, encontramos

1[eé 1 P

Esta equacao nos diz que somos capazes de encontrar a massa de chirp utilizando apenas
dados obtidos pelos detectores, i.e., conhecendo o tempo 7 e a frequéncia na fase espiral
f- O interessante é que essas duas quantidades podem ser lidas através do grafico de
densidade, na Figura [1.3] Para nosso evento GW150914 dessa figura, vemos que o inicio
da coalescéncia corresponde ao comego da curva luminosa. Assim, o valor de tempo
associado a esse comeco é cerca de t ~ (0,34 s, e sua respectiva frequéncia é de f ~ 43
Hz. Além disso, o pico desse arco corresponde ao inicio do merge, onde temos a méxima,

frequéncia de oscilagao, que ocorre em t. ~ 0,43 s. Portanto, temos os parametros f,
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T=1t.—1t>~0,09s, e ovalor de « dado por . Substituindo esses resultados em
(3-58), obtemos M =~ 32M, onde a massa do sol é dada por M, ~ 1,9885 x 10%° Kg.
O artigo Ref. [2] também destaca a importancia desse resultado, mostrando que
apesar das consideracoes classicas, nés chegamos & um valor de cerca de 32 vezes a massa
solar. Veremos que essa ordem de grandeza extremamente elevada esta de acordo com os
resultados obtidos pelas colaboragoes LIGO-Virgo. Além disso, a massa de chirp reflete o
tamanho das massas individuais dos buracos negros, nos dando justificativa para progredir

nos estudos dessas massas em topicos seguintes.

3.5 Raio de Schwarzschild e tamanho do sistema

Como vimos, na fase espiral o sistema binario se aproxima gradativamente a me-
dida que o tempo evolui, até sua total coalescéncia e inicio da etapa de ringdown. Neste
topico, vamos encontrar uma forma de expressar o raio de Schwarzschild para o objeto
resultante desse colapso. O raio de Schwarzschild é definido como a distancia maxima que
qualquer matéria pode estar de um corpo, tal que nao consiga escapar da acao gravitacio-
nal deste. Portanto, precisamos apenas igualar a energia cinética do corpo m a potencial

gravitacional do corpo M,

Como queremos a maxima velocidade alcancavel por qualquer corpo, fazemos v — ¢,

_2GM

2 Y

R, (3.59)

Cc

onde R, é o raio de Schwarzschild para o corpo de massa M.
Essa regiao delimita o limite de distancia tal que nenhum corpo escape para fora
do sistema, independente de sua velocidade. Para nosso problema simplesmente trocamos

a massa M pela massa total do sistema,

onde agora R, representa o raio de Schwarzschild para o sistema binério, apds sua co-
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alescéncia. Também estimamos que essa seja a distancia minima de separacao entre os

buracos negros, logo no comego do merge. Portanto, temos

ro" = Rg. (3.60)

rel

2G(M +m)

(R + T)mln — 02

(3.61)

3.6 Massas dos corpos e separacao na coalescéncia

3.6.1 Massa total, massas individuais e massa irradiada

Para encontrar a massa total, utilizamos a terceira lei de Kepler (3.21)) e a distancia
de separagao dos buracos negros na coalescéncia (3.61)),

M 3
(M +m) = Mo = < )
V8Gw

Wi =G

max W (3.62)

como w = 7f , temos
1

My = —— 5
o 7T\/ngc

onde f. representa o instante de maxima emissao de radiagdo, que corresponde a méxima

(3.63)

frequéncia de chirp. Assim,

fmax = fc- (364)

O calculo das massas individuais envolve algumas manipulagoes algébricas com o intuito
de resolucao de um sistema de equacoes. Anteriormente, encontramos uma forma de
calcular a massa de chirp M em funcao da frequéncia f na fase espiral e agora uma
forma de calcular a massa total M;,; em funcao da frequéncia de chirp f. no merge .
Assim, com apenas dados experimentais dessas frequéncias e o tempo de observacao 7
que obtemos nos detectores, somos capazes de encontrar tanto a massa de chirp quanto

a massa total. Temos entao, duas equagoes que relacionam as massas individuais:

Mtot =M +m (365)

(Mm)3/°

OIS

(3.66)
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O artigo Ref. [2] mostra que se isolarmos uma das massas individuais de (3.65]) e aplicar em
(3.66)), teremos uma equagao polinomial de sexta ordem que nao possui solu¢ao analitica.
Assim, pensando em outra alternativa, a Ref. [I6] propoe uma forma interessante de

resolver considerando que as massas individuais sao uma fragao da massa total,

m = thot (367)

M = (1 - f)Mtam (3‘68)

onde 0 < ¢ < 1. Se formos capazes de obter &, entao poderemos encontrar os valores

individuais para as massas. Assim, aplicando (3.67) e (3.68) em (]3.66)):

{(1 — ez,

M - ]\4tot1/5
= (£ = )" My
le.,
5/3
f—g%(j}j) = 0. (3.69)

Que é uma equacao polinomial do segundo grau para a variavel £. Solucionando, temos

5/3
- (29 70

Para encontrar valores reais para as massas M e m precisamos de valores reais para &.

L (M 5/3
4 Mtot ’

M < 0,44M,,. (3.71)

Portanto, esperamos que

0 que sugere

Esta equacao nos diz uma relagao necessaria para os valores de £ serem reais.
Finalmente, a ideia é estimar os valores de fi, f. e 7 com base nos resultados experimentais
(Figura , calcular a massa de chirp M e a massa total M, (respectivamente pelas
equagoes e e verificar a relacao proposta em . Se essa relacao for satisfeita

significa que temos valores experimentais adequados para calcular as massas individuais
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e portanto, utilizamos e . Porém, se a relacao nao for satisfeita é proposto
que se verifique melhor os valores observados experimentalmente pela Figura [I.3] afim de
se obter uma aproximagao mais adequada.

Utilizando para energia total do sistema e para distancia minima,

podemos encontrar a maxima energia irradiada pelo sistema no merge,

Mm

1
Eirga = —77—7——= 3.72
¢ 4 (M +m) ¢ (3:72)
Aplicando a conversao entre massa e energia proposta por Einstien (Ref.[30]),
Eirrad = MirracCZ' (373)
Assim, utilizando as duas equagoes obtemos
1 Mm
Mirraqa = T L 3.74
T4 (M +m) (3:74)

onde o sinal negativo indica que ha a liberacao de energia pelo sistema.

Uma questao interessante é nos perguntarmos a relagao que se deve ter entre as
massas individuais para que se obtenha o méximo de dissipagao de energia gravitacional,
pois quanto mais energia ¢ liberada pelos eventos emissores de OG, mais facil é de observar
seus efeitos nos detectores. Para fazer isso, podemos escrever a energia irradiada em

como funcgao de &, afim de encontrar os posiveis valores de £ que & maximizem,

Fipraa = ~ (6~ €)(Min). (375

Derivando com relacao a & e igualando a 0 para encontrar a maxima energia irradiada,

temos
dE;rrad 1
TTAC — (1 = 26) (M, .
dé— 4( 6)( tOtC )7 (3 76)
ie.,
f=1 (3.77)
=5 .

No evento da descoberta de GW150904 (Ref. [17]), as massas dos buracos negros calcula-
das pela colaboracio LIGO foram de M = 3675 M, e m = 297 M, i.e., aproximadamente

iguais considerando as incertezas. Portanto, foi realmente muita sorte de detectarmos um
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evento tao bom em um intervalo de tempo tao préximo ao inicio de operacoes pelos

interferometros.

3.6.2 Separacao do sistema no merge

A teoria da relatividade geral prevé que as emissoes de energia tém uma conse-
quente coalescéncia dos corpos do sistema. Essa aproximagao leva & um consequente
aumento de velocidade orbital do sistema. Assim, é plausivel pensar que podemos en-
contrar uma relagao entre as distancias dos buracos negros e a frequéncia de oscilagao

observada nos detectores.

Utilizando novamente a terceira lei de Kepler em (3.21)) e (3.52)), temos

M, Miop) /3
2o G (M) 7 (3.78)

YT T T g

Essa equacao nos diz que podemos encontrar a distancia de separacao dos buracos negros
em qualquer momento, tanto durante fase espiral 1y quanto apos a coalescéncia r. (raio

de Schwarchild).

Assim,
GM;0)t/3 ; i
ro = ((wftl—(;t?)“ o : raio na fase espiral,
(3.79)
Myos)1/3 . Ay
r, = % 7. : raio de coalescéncia.

onde também podemos encontrar o raio de coalescéncia pela equacao do raio de Schwar-

child,
26;1]\4t0t

3 .

(3.80)

Te =
c

3.7 Radiacao e distancia a Terra

3.7.1 Intensidade de radiacao emitida

As ondas gravitacionais viajam milhares de anos-luz antes de chegar até nos, li-
berando muita energia ao longo do caminho. O reflexo disso é que quanto mais distante
estd o evento emissor de ondas gravitacionais, maior é a tendéncia de que sua amplitude
de oscilacao seja extremamente pequena, em ordens menores que 10720, A titulo de com-

paracao, o nucleo atdémico tem por volta de 10715 m. Assim, ¢ plausivel pensarmos que
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os dados de amplitudes obtidos pelos interferémetros podem nos dizer as caracteristicas
de distancia da fonte, indiretamente.
Substituindo (3.52)) em (3.47), obtemos a forma da poténcia irradiada em funcao

da frequéncia da onda gravitacional:

G7/3 (ﬂ'f)lo/3 (Mm)2
e (M +m)?/3

Ppraw = 00 (3.81)

A intensidade de radiacdo é definida como a poténcia irradiada sobre uma superficie
esférica. Com isso, encontramos uma relacao entre a intensidade de radiagao e a area
superficial dessa superficie que, por sua vez, depende da distancia entre a Terra e o
sistema,

_ Pirrad

irrad —

ey (3.82)

onde p é a distancia. Assim, s6 nos resta encontrar uma expressao para intensidade de
radiagao ;,qq em fungao da amplitude h (strain). Para fazer isso, semelhante & subsegao
Sec. [3.3] faremos uma analogia entre o caso gravitacional e o eletromagnético. Olhando
para expressao em (|3.82]), vemos que I,.qq X Pjreq. No caso eletromagnético, vimos que
a poténcia é proporcional a densidade de energia e esta, proporcional a o quadrado do
campo elétrico,

Pelet & 6OEQ- (383)

Para ondas eletromagnéticas o campo elétrico oscila com um padrao cossenoidal, ou seja,

para uma onda que se propaga na dire¢ao do eixo z, temos
E = £ cos(kz — kct)Z, (3.84)

onde ¢ determina a amplitude do campo elétrico que oscila na dire¢ao do eixo Z. Assim,
fica perceptivel a proporcao P oc £2. Analogamente para o caso gravitacional, em vez
de amplitude do campo elétrico estamos interessados em observar a amplitude das ondas

gravitacionais, dada por h. Assim, esperamos que
5 pep 2
Iirnzd X G’/)C fsh )

onde temos a constante gravitacional G' no lugar da constante elétrica ¢y, a presenga da
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velocidade da luz, que também é a velocidade das ondas gravitacionais e, a propor¢ao
com a frequéncia f que possui unidade dimensional de inverso de segundo, assim como a
poténcia irradiada. Portanto,

Livag = BGYE foh2. (3.85)

Esperamos determinar o carater da intensidade da radiagao por analise dimensional. Vale
ressaltar que o strain h observado nos interferémetros é adimensional. Isso pode ser
observado tomando como referéncia uma anélise relativistica, onde as distor¢oes causadas
pelas OG ocorrem sobre a métrica, que também tem carater adimensional. Isso ocorre
porque quem carrega as dimensoes de comprimento na descricao geométrica do espaco-

tempo sao as coordenadas x, y e z. Assim,

Kg . m? 1% rm76 [17°
Lirad = =5 = [GP A1) = {Kg'SQ} E H , (3.86)
e7
Kg 1=—9 Y =-1
m: 0=3Y+9o = =3
s: —3=-2Y—0—¢ =2

Inserindo os resultados obtidos em ([3.85]), encontramos

03f2h2

Iirrad = 6 Gq

. (3.87)

Essa ¢ a intensidade da radiacao gravitacional emitida pelas ondas gravitacionais em

funcao da amplitude de oscilacao e frequéncia das ondas gravitacionais.

3.7.2 Distancia do sistema

[gualando (3.87) a (3.81)) e utilizando (3.82)), encontramos finalmente, a relac¢ao

entre a distancia do evento e a amplitude das ondas gravitacionais,

C3f2h2 a G7/3 10/3 (Mm)2
B a = p— (rf) / —(M+m)2/3' (3.88)
Portanto,
1 (a\"? G 1 (Mm)
N et [6¢2/3- V)
P=3 (ﬂ) A / h (M + m)1/3 (389)



64

Percebemos que a amplitude observada ¢ func¢ao da frequéncia das ondas (isso ¢ evidente
pelo painel superior esquerdo da Figura , ou seja, conforme ocorre a coalescéncia dos
buracos negros, a frequéncia aumenta e consequentemente a amplitude das ondas também
aumenta, alcangando seu maximo em f = f.. Além disso, utilizando conceitos de fisica

relativistica podemos encontrar o valor de 5 = 7/2. Logo, utilizando o valor de o dado

por (3.48)), temos

4 G
P

Essa é a distancia entre o sistema binario de buracos negros e os observatorios LIGO-Virgo

o3l (Mm)
I ot -y

(3.90)
na Terra, calculada por anélise cléssica. Como explicado, os valores das massas podem ser
calculados utilizando dados indiretos, através dos graficos obtidos pela observacao (vide-
se equagoes e (3.63)). Como explica o artigo (Ref. [2]), para nosso evento atual
GW150904, estimamos que f. = 300 Hz, m = 30M, e M = 44M,. Além disso, nosso
painel superior esquerdo da Figura nos da o valor maximo de strain: h ~ 1,2 x1072%.
Colocando esses valores na equagao da distancia encontramos um resultado de p >~ 2
bilhoes de anos-luz, resultado consideravelmente préximo da colaboragao LIGO-Virgo de
1,3 bilhoes de anos-luz (Ref. [18]). Essa divergéncia se da pelo fato de nossa abordagem
desconsiderar quaisquer efeitos de redshift causados por campos gravitacionais intensos

ou expansao do universo (vide Sec. [f]).

3.8 Diminuicao de r,, e frequéncia de Chirp

Jé& discutimos que a energia irradiada na forma de ondas gravitacionais tem uma
respectiva perda de energia do sistema. Ao perder energia ele coalesce, aproximando os
buracos negros e aumentando a frequéncia de oscilagao. Nesse contexto, parece viavel que
exista algum tipo de relacao entre a perda de energia do sistema e a distancia relativa dos
buracos negros. Nesta subse¢ao, além de encontrar essa relagao, iremos também identificar

o comportamento da frequéncia de oscilacao do sistema durante sua coalescéncia, i.e.,

quando f = f..
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3.8.1 Separacao dos buracos negros na fase espiral

Para encontrar a separacao dos buracos negros em um determinado tempo, vamos

utilizar a terceira lei de Kepler na forma

(nf) = et (3.91)

Trel

onde agora temos dependéncias temporais, tanto para frequéncia f — f(¢) quanto para

distancia relativa 7. — 7,.¢/(t). Através desta equagao podemos observar que conforme a

3

separagao dos buracos negros diminui, a frequéncia de oscilagao aumenta, pois f2 oc 1/r3 .

Derivando com relacao ao tempo, temos

7 (2f f) = (GMiot) (=31, ver),

e (o) - (%) (522) o

Neste momento podemos utilizar (3.91)) para simplificar a equagao, encontrando

ou,

% T (3.93)

2 Trel

Esta equagao estabelece uma relagao entre as taxas de variagoes da distancia e da frequén-
cia, a qual também ¢é obtida pelo tratamento relativistico (Ref. [3], Eq.4.24).
Na Sec. [f] encontramos uma equagao que relaciona a frequéncia orbital e a massa
de chirp(3.55)), que podemos escrever como
c

: 5/3
§ _ 3308 (%M) | (3.94)

Além disso, a equagao (3.58) nos diz que podemos encontrar a frequéncia orbital em

termos da massa de chirp,

—5/3
f353= ! (MG) . (3.95)

Samd/3t \ 3

Aqui, utilizamos que f; = f porque seu respectivo tempo t; ocorre em qualquer momento
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arbitrario ¢ antes da coalescéncia, t; = t. Aplicando esta equacao em ((3.94)), encontramos

que '
f 3
= 3.96
f 8r ( )
e substituindo em ((3.93), temos
1 o 7;rel
4T N Trel.

Como as variaveis desta equacao diferencial ja estao separadas, basta integrarmosﬁ

1 /t dt/ o /R drrel -
4 (t - t/) RO Trel
n(t. —t |to ln(rrel|%0 =

i
In ( e — ) —In(R/Ry).

tc_tO

Logo,

R(t) = Ro ( e — 1 )1/4, (3.97)

te —to
onde tg < t < t.. Esta equagdo nos mostra que no decorrer do tempo, R(t — t.) — 0,
i.e., conforme o sistema tende ao merge, a distancia relativa dos buracos negros tende a
zero e eles se combinam, formando um grande buraco negro apoés a etapa de ringdown.
Utilizando a equacgao para o evento GW150914, plotamos o grafico de R x t,
mostrado na Figura [3.2]a, vemos que ele possui uma curva extremamente semelhante
aquela obtida pela colaboragao LIGO (Ref. [I7]), implicando a proximidade de nossas

aproximacoes com os dados reais dos observatorios.

3.8.2 Velocidade de coalescéncia e frequéncia de chirp

A equagao (3.97)) nos diz a distancia relativa dos dois corpos em fungao do tempo.
Assim, como sugere Ref. [2], podemos deriva-la para encontrar a velocidade relativa de

aproximacao em func¢ao do tempo,

5Aqui, usamos que T = t, — t. Além disso, R e Ry sdo as distancias de separaciao dos buracos negros
nos tempos t e tgy, respectivamente.
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Figura 3.2: (a) Diminui¢do da distancia relativa em fungao do tempo, obtido pela equacio (3.97). (b)
Aumento da velocidade orbital em funcao do tempo, obtido pela equagao (3.98]). Fonte: Ref. [2].

d d te—t
—R(t) = — |Ro(——)"*
i dt{ O(tc—to) ]ﬁ
: 1 Ry  te—t, g,
t)=—=
R == (t, — to)(tc — to)
Logo,
1, te—to s
1) = —=Vo(=——= .
V() ==Vl —)" (3.98)

onde Vy = Ro/(t. — to). Por esta equagdo, vemos que V(t — t.) — oo, i.e., a medida
que o sistema tende & coalescéncia, sua velocidade orbital diverge. Como a frequéncia
tem uma relacao inversa com a distancia relativa , neste caso ocorre justamente o
contrario. Significa que no final da coalescéncia os dois buracos negros ficam com velo-
cidades extremamente elevadas, i.e., velocidades relativisticas. Assim, para um resultado
mais preciso, precisariamos de um tratamento descrito pela relatividade geral. Porém,
mesmo com nossas aproximagoes, conseguimos contruir um grafico (Figura .b) muito
semelhante aquele obtido pela colabora¢ao LIGO-Virgo para o evento GW150914 (Ref.
7).

Além disso, como faz o artigo, podemos criar também o grafico da frequéncia em

funcao do tempo, simplesmente isolando-a na equagao (3.95)), encontrando

1 1 A3 \8
f(t):%[e;a(tc—t)]?*/éé (MG) ‘ (3.99)
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O padrao formado por esta equacdo é semelhante ao da velocidade orbital (vide tltima
linha de Figura[1.3)), pois assim como esta, a frequéncia também aumenta até o final da

coalescéncia.

3.9 A forma funcional das OG e seus modos de polari-
Zagao

Na secao anterior mostramos os comportamentos da frequéncia, velocidade orbital
e distancia relativa entre os buracos negros (tltima linha de Figura e Figura . Ja
nesta secao estamos interessados em descrever o padrao oscilatério das ondas gravitaci-
onais (primeiras linhas de Figura , que mostra um grafico do strain h em funcao do
tempo t. Como discutiremos no regime relativistico (Sec. : as ondas gravitacionais
possuem dois graus de liberdade fisicos que podem ser observados pelos interferémetros,
os quais sao representados pelos modos de vibracao hy e hy. O primeiro diz respeito
a vibracoes do espaco-tempo nas direcoes "cima-baixo"e "esquerda-direita", enquanto
que o segundo se refere as vibrac¢oes nas direcoes diagonais. Pelo padrao oscilatério quasi-
periddico dos graficos e pela estrutura em fase dos interferémetros, podemos tirar algumas

conclusoes:

e Os modos de polarizacao tém um padrao ondulatorio, o que implica em uma des-

crigdo com base em senos e cossenos,
hy = cos(wt) e  hy ~sin(wt). (3.100)

e Os dois modos de polariza¢do possuem uma diferenga de fase de 7/2 entre si, im-
plicando que podemos escrever um como funcao do outro, apenas aplicando uma

diferenca de fase,
hy (wt) = cos (wt - g) = h, (wt - g) . (3.101)

Queremos encontrar uma forma funcional para o modo de polarizacao h,. Pela equagao
acima, podemos estender o raciocinio para hy caso seja necessario. Isolando h em ([3.90)

e usando a relagao (3.52)) para frequéncia angular, temos

4 G5/3

wQ/Sl (Mm)
T (@)

h = — .
o (M + m)F

(3.102)
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Atribuindo alguns expoentes e rearranjando os termos em comum, encontramos

il(ﬂ)z/?»l %)5/3'

_ 3.103
Vip el p (3.103)

Essa equacgao nos diz que podemos encontrar a amplitude A em funcao da distancia Terra-
BNB. Porém, ela nao nos diz o comportamento ondulatorio da onda, apenas que a am-
plitude varia no tempo (pois w em nosso mapeamento também varia). Assim, nos cabe
encontrar alguma outra expressao que caracterize esse comportamento oscilatorio. Com
esse objetivo iremos novamente estabelecer um paralelo com o caso eletromagnético, onde
agora consideraremos o sistema binario como um dipolo emissor de ondas gravitacionais.
Ja sabemos do eletromagnetismo (Ref. [14], Cap.12) que o modulo do vetor campo elétrico

oscilante cai linearmente com o inverso da distancia da fonte,
1
|E| oc — cos(wt).
r

Assim, faz sentido pensarmos que a amplitude das ondas gravitacionais também cai line-

armente com a disténciaﬁ Portanto, esperamos que nossa polarizagao tenha a forma,
1
hy o = cos(wt).
Como nosso fator de proporcionalidade jéa foi obtido em (3.103]), podemos escrever que
hy(t) = hcos(wt). (3.104)

Logo,
41 w. 4,51, GM
h, — — (2232 (2
=) pe

Como é proposto no tnico apéndice do artigo Ref. [2], podemos encontrar uma melhor

)%/3 cos(wt). (3.105)

descrigao para as amplitudes se utilizarmos uma aproximacao WKBD Portanto, para fins

de completeza, também colocaremos esta demonstragao em nosso Apéndice [B]

6Como é demonstrado com detalhes na referéncia citada, a descricdo de emissdes por dipolos possuem
termos proporcionais a 1/r e 1/r%. Como estamos considerando distancias muito elevadas do sistema, o
termo dominante é o primeiro, justificando a queda linear da amplitude.

"WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) é um tipo de aproximacao para funcdo de onda (como uma ex-
ponencial) cujo argumento varia lentamente, permitindo analisar fendmenos como tunelamento e quanti-
zagao em sistemas quase cléssicos.
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Capitulo 4

Ondas Gravitacionais: Analise

Relativistica

As ondas gravitacionais representam um dos mais fascinantes avancos da fisica
moderna, revelando aspectos sobre a natureza do espago-tempo e sua dindmica. Como
vimos no regime newtoniano, os fenémenos gravitacionais sao tratados como uma forga
instantanea entre massas, descrita pela lei da gravitagao universal de Newton. Embora
essa abordagem seja 1til em muitos contextos, ela nao descreve os efeitos ondulatérios
da gravidade, especialmente em situacoes envolvendo campos gravitacionais intensos ou
velocidades proximas a da luz.

Para compreender as ondas gravitacionais de forma mais precisa, precisamos en-
trar no regime relativistico, onde a gravidade é interpretada como a curvatura do espagco-
tempo causada pela presenca de massa e energia, conforme descrito pela teoria da relati-
vidade geral de Einstein (Sec. . Nesse regime, perturbacoes no espago-tempo podem
propagar-se como ondas, transportando informagao sobre eventos astrofisicos, como fusoes
de buracos negros ou estrelas de néutrons.

Embora as previsoes newtonianas e relativisticas sejam similares em situagoes de
baixa intensidade gravitacional (a relatividade recupera a equacao de Poisson nesse re-
gime), as diferengas tornam-se evidentes em cendrios mais extremos. A amplitude, a
frequéncia e a forma das ondas gravitacionais possuem caracteristicas que apenas o for-
malismo relativistico é capaz de descrever com precisao. Nesta secao, exploraremos essas
diferencas, analisando como as ondas gravitacionais sao descritas matematicamente e

como podemos interpreta-las no regime relativistico.
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4.1 Abordagem geométrica para as OG

4.1.1 Variacao infinitesimal da perturbacao

Nesta secao analisaremos o comportamento das ondas gravitacionais no regime
relativistico. Em contrapartida & interpretagao newtoniana, a relatividade geral interpreta
a gravidade como uma curvatura do espaco-tempo, cuja descri¢ao é feita através do tensor
métrico . Porém, a grandes distancias da fonte, podemos tratar a métrica do espago-
tempo como plana (espago-tempo de Minkowski, (Sec. e as ondas gravitacionais

como perturbagoes sobre ela, i.e.,
Guv = Nuw + h;w ’h/uxl << 1, (41)

onde 7, ¢ a métrica plana e h,, a perturbacao causada pelas ondas gravitacionais.
Queremos reescever as equagoes de campo com base nessa nova interpretagao para
o espago-tempo. Ja sabemos que a relatividade geral é invariante sobre transformacgoes

de coordenadas, ou seja, dada a transformacao,

' — 2™ (z), (4.2)
a métrica se transforma como,
Oz? 0x°
G () = g, (') = R nga(x)' (4.3)

A relatividade geral tem como grupo de simetria, transformagoes gerais de coordenadas.
Assim, podemos estudar os graus fisicos da teoria restingindo seus graus de liberdade.

Considerere a transformagao de coordenadas a seguir,
ot — 2 (z) = ot + & (x). (4.4)

0
No Apéndice [C| demonstramos a variacao infinitesimal para um tensor rank ,

2
utilizando a lei de transformacao em (4.3). Portanto, na aproximacao de campo fraco
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V3 — 0g, encontramos a lei de transformacao para a perturbagao h,,

B () = B (1) = By (2) — (Do + 0,0, (4.5)

4.1.2 Expansao em torno do espago-tempo de Minkowski

Dentro do contexto de relatividade geral, os calibres (ou gauges) desempenham
um papel fundamental na linearizacao das equagoes de campo.ﬂ Esses calibres permi-
tem reduzir os graus de liberdade da métrica perturbada, restringindo a andlise para
suas componentes fisicas. A perturbacao h,, ¢ vista como uma matriz 4 x 4 simétrica,
possuindo 10 componentes independentes. A liberdade de escolha de calibre, associada
as transformagoes de coordenadas , permite restringir conjuntos redundantes dessas
componentes.

Considerando um sistema de coordenadas localmente inercial, podemos tratar o

tensor de curvatura de Riemann como:

Agora, escrevendo o tensor de Riemann em termos de métricas (Apéndice [A]) e utilizando

(4.1)), encontramos
1
R,U«VPO' = é(ayaph;ﬁo' + 8,uag—hyp - auaphuoo - al/aah’up); (47)

que é o tensor de Riemann em termos de derivadas das perturbacgoes. Além disso, a
estrutura tensorial nos permite contrair o tensor de Riemann utilizando a métrica, obtendo

o tensor de Ricci, i.e.,

Rya - nupR,uupa (48)

1
= 5(77“p8,,0ph,w + n"0,05hyp — 1'°0,0,hye — 1*°0,05hyp)

_ %(ayaﬂhw + 870,y — Ohyy — 0,050).

INeste contexto, linearizacio se refere a aproximacoes de primeira ordem para as perturbacdes, com
objetivo de simplificar as equagoes de campo.
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E contraindo novamente obtemos o escalar de Ricciﬂ

R=1""R,, (4.9)
1
= 5170, by + 11700y = 1" Ty = 17 8,05h)
= 9°0"h,, — Oh.

Agora, podemos aplicar as equagoes (4.8) e (4.9) em (2.62) para encontrar o tensor de

Einstein linearizado, i.e., em termos de perturbacoes,

1
Glﬂ/ = Rw/ — 577MVR (410)
1 1
= 5(@8‘%0” + 0°0,h,e — Ohyy — 0,0,h) — §nuy(8p3"hpo —0Oh)

1
= 5(@8%@ + 070,h,0 — Ohyy — 0,0,h — 1,070 by — Oy ).

Como sugere Ref. [3], podemos escrever este tensor de forma mais compacta se utilizamos

as transformacoes:

— 1
h=n"h, e  hu=h, — 57]#,,]1. (4.11)
Observe que h = n‘“’ﬁw = h — 2h = —h. Assim, podemos substituir este h na segunda
equacao acima e obter,
_ 1 _
hw/ = h,ul/ - _nuuh~ (412)

2

Aplicando em (4.10]), podemos encontrar o tensor de Einstein em termos das novas varié-

veis definidas acima, veja:

1 — 1 - - 1 = - 1 =
GMV = 5 (8u80(hau - 5770;/}1) + aaal/(huff - Enlﬂfh) - D(h’/w - 577,“/}1/)

_ _ 1 — _
+a,uauh - nuuapao<hpa - §npah) - Dnuunpghpa)

1

_ _ 1 o
. (aﬂaohw = M0+ 00, B = 5000, T — Ol

1 - - - 1 — —
+§77W[lh + 0,0, — 1,070 hpe + énpgnwﬁpa"h - Dnuyn””h,,o) .

Agora, aplicando a métrica nas derivadas parciais no segundo, quarto e nono termos,

2Aqui, apés aplicar a métrica, modificamos os indices mudos ¢ — p e p — v no primeiro termo do
lado direito.



74

encontramos

1 _ _ _ _ _
G = 3 (0,0 haw — 0,01 By + 0Oy hy — Ol + 00”0 hirg

+ 0u8,,77p"ﬁpa — nuyap(‘?"ﬁpg — 0’\8,\77HV77p"Ep0). (4.13)

Portanto,

1 _ _ _
G = _§(Dhuu + 1w 0°0% hype — 0,07 hyyy — agal/hw)' (4.14)
Finalmente, utilizando em ([2.76)), temos a equagdo de Einstein linearizada:

_ — — — 167G

Oy + 1,070 hypy — 0,0 hgy — 070, hye = ——a T (4.15)
A liberdade de calibre é essencial para reduzir os graus de liberdade da métrica pertur-
bada. Essas escolhas de coordenadas facilitam a analise tedrica e préatica, destacando os
aspectos fisicos relevantes das ondas gravitacionais, vantagem que se torna bastante evi-

dente quando estamos interessados em observar os efeitos fisicos das ondas gravitacionais

sobre os detectores.

4.2 Os gauges como simplificacoes da métrica

4.2.1 Gauge de Lorentz

Nos podemos utilizar a liberdade de escolhas de coordenadas em (4.5 para escolher
o calibre de Lorentz, dado por

8 Ry, = 0. (4.16)

Ele é determinado por uma escolha especifica que podemos fazer do sistema de coorde-
nadas, i.e., nos diz que sempre podemos simplificar os graus de liberdade para métrica
escolhendo uma transformagao de coordenadas adequada. Vamos mostrar que esta equa-
¢ao é valida:

Primeiramente, temos a mudanca de varidveis para simplificar as equacoes de

campo de Einstein, (4.11]). Assim, as novas coordenadas serao

1
!
s = Wy = 5 (4.17)
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Sabendo que i’ = n°*h, e utilizando (4.5)), encontramos

!/

— 1
b = P — (00€ + 0,8,) — 577“”77"’\h;/\
1
= h;w - &ffu - augll - §7luu77a’\(ha,\ - a)\ga - acrg)\)
1
= h,uu - aufu - au’fl/ - §?7yl/h + 77;11/8)\5)\'
Portanto,

P = Ty = Ty — (006, + 0y — 0 ONED). (4.18)

Derivando esta equagao, obtemos

(0"h,) = 0" hyy — 070, — 00,6, + 00" NEY)
= "h, — 0,0,&" — 0E, + 9,006
= 0"h,, — OE,. (4.19)

Assim, para a validade de (4.16]) precisamos satisfazer,

Dgu = fu(x)a (420)

onde f,(x) = 0"h,,. Porém, esta equagdo sempre adimite solugdo, pois o operador

d’Alembertiano é invertivel (Ref. [19], Cap.3, p.352). Dessa forma, utilizamos o gauge de

Lorentz (4.16]) em (4.15]), para obtermos a equagao de Einstein linearizada,

_ 167G
Oy = — Ty (4.21)

C

Assim, dentro do contexto de teoria linearizada, a equacao acima agrupada ao gauge de

Lorentz nos mostra a conservagao do tensor energia-momento, i.e.,

8T, = 0. (4.22)

4.2.2 TT gauge

Nesta se¢ao queremos entender o comportamento das ondas gravitacionais e sua

interagdo com massas teste (interferometros). Assim, estamos interessados em descrever
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a equacao de onda fora da fonte emissora de ondas gravitacionais, i.e., T}, = 0. Portanto,

por (4.21]) vemos que
Ohy = 0. (4.23)

Vamos mostrar que esta escolha de coordenadas nao fixa completamente o gauge.

Realizando uma nova mudanga de coordenadas infinitesimal:
ot = ot 4 E(x) = 2P = 2™ — M2 (4.24)

e considerando a transformacao temos

!/

huu = Ty — Oup + Ny (86§5> .
O proximo passo é tomar o divergente da equagao acima,

0Ty = 0T — 00,6, — 00,6+ 10" (0°65) =
IR, = Ny — 09,8, =
O, = 0Dy — 06,

e pela utilizagio do gauge de Lorentz em .16 temos

0g, = 0. (4.25)

Esta equagao mostra que a escolha 8“5,” = 0 nao fixa completamente o sistema de
coordenadas, pois qualquer nova mudanca z/# = z# + & onde €, = 0 mantém o gauge
de Lorentz. Esta liberdade de gauge extra ¢ conhecida como liberdade de gauge residual.
Assim, podemos utilizar él, para restringir mais 4 graus de liberdade da métrica. Portanto,
este segundo gauge reduz os graus de liberdade da métrica de 6 para apenas 2 graus fisicos,
descritos pelas polarizacoes h e hy.

Este processo diz que estamos impondo 4 condicoes para é,,, com objetivo de res-

tringir nossa métrica. Vamos analisar essas condi¢oes em particular.
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e Primeira condicao: podemos escolher arbitrariamente um valor de £° tal que o traco

h = 0. Note que de se isso for verdade, entao de 1) temos que EW = hy,, restando

as outras trés componentes.

e Segunda condicao temporal: vamos escolher trés funcoes ¢¢ de maneira que h% = 0.

Neste caso, a condi¢ao de Lorentz

hoo 4+ O'ho; =0 (4.26)
resultando em
0°hoo = 0. (4.27)

O que conclui que hgg seja uma constante no tempo. Porém, se hgy ¢ uma constante no
tempo, ele nao contribui para a dinamica das ondas gravitacionais, pois estas sao fungoes
de onda que variam no tempo e no espago. Assim, esse termo nao deve carregar nenhuma
informacao sobre as flutuagoes dindmicas que constituem as ondas gravitacionais. Neste
caso, podemos fazer hgy = 0.

Entao, nés definimos todas as componentes temporais, i.e., hg, = 0, restando as

componentes espaciais dadas por h;;.

e Terceira condicao: utilizando as condigoes anteriores, nosso gauge de Lorentz se
reduz a 9'h;; = 0. Essa condi¢ao diz que a onda gravitacional nao possui compo-
nentes na diregao de sua propagacao, i.e., as perturbacoes h;; s6 ocorrem em planos

perpendiculares.

Sabendo que nosso traco é nulo pela primeira condicao e que hgy = 0 pela segunda
condicao, concluimos que o trago da parte espacial deve ser obrigatoriamente nulo, i.e.,
ht = 0.Portanto, definimos o gauge transversal e sem tragoﬁ ou TT gauge, descrito por
hl-TjT e definido pelo conjunto das condi¢oes anteriores, i.e.,

R =0, hi=0, & hy=0. (4.28)

1

30 nome se da pelas condicoes impostas sobre a matriz da métrica hu © Auséncia de trago hi=0e
transversalidade 0'h;; = 0, i.e., perturbacoes perpendiculares & direcao de propagacao da onda.
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Neste topico, mostramos que a aplicacao do gauge de Lorentz e do T'T' gauge como condi-
¢Oes para a métrica, restringe os graus de liberdade fisicos para apenas duas componentes
independentes, simplificando imensamente os estudos de ondas gravitacionais. Essas duas
componentes restantes dizem as caracteristicas fisicas das ondas gravitacionais, como sua

dindmica e dependéncia temporal.
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4.3 Energia das ondas gravitacionais

Nesta secao entenderemos como as ondas gravitacionais carregam energia e mo-
mento. Vimos que no sistema de coordenadas do detector, as OG colocam em movimento
massas-teste que estavam anteriormente em repouso, transferindo energia para o detec-
tor. Isso ocorre porque a agao sobre as massas-teste pode ser descrita em termos de forgas
Newtonianas (Ref. [3]).

No contexto relativistico, veremos como as ondas gravitacionais afetam o espago-
tempo em seu entorno. Segundo a equacao de campo de Einstein, qualquer forma de
energia distorce o espago-tempo proximo a ela. Assim, podemos nos questionar se as OG

em si, sao fontes de distorcao, ja que sao uma forma de transmissao de energia.

4.3.1 Separacao entre perturbagoes e distorcoes de fundo

Até agora, descrevemos as ondas gravitacionais como perturbagoes sobre o espago-
tempo plano (4.1)). Porém a equacao de campo de Einstein diz que qualquer forma de
energia deve causar alguma curvatura na métrica. Assim, faz sentido pensarmos se a
existéncia da OG também gera uma curvatura, além de sua perturbagao usual estudada
anteriormente. Chamaremos entao de "distorgao de fundo"g,, a curvatura do espago-
tempo gerada pela existéncia das ondas rgavitacionais. Logo, nao podemos mais definir

a métrica como plana, mas sim como um espaco-tempo curvo e dinamico, descrito por
G () = G, () + (), || << 1. (4.29)

Nesse contexto, surgem alguns problemas: Como conseguiremos distinguir que
parte da métrica é devido a OG e qual é devido a distor¢ao de fundo? A equagao acima
nos diz que, a principio, nés podemos trocar termos dependentes de z entre hy, € g,

Assim, precisamos estabelecer um mecanismo capaz de separar estas duas partes.

Podemos comegar introduzindo uma analise de escala para entender as possiveis
diferencas entre essas perturbagoes na métrica. Considere a métrica em (4.29) como
uma soma entre variagoes espaciais Lp (de gw) e, sobrepostas a estas, as perturbacoes

tradicionais A (de hy,) devido & passagem das OG. Como os comprimentos de onda sao
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Amplitude

g f f

Figura 4.1: Situagdo que nos permite separar a métrica em uma de baixa frequéncia de fundo e uma
pequena perturbagao de alta frequéncia. O fundo ¢ definido pela parte com frequéncias f << f e as OG
pela parte com f >> f. Esta definicao é em grande parte independente do valor preciso de f. Fonte:
Ref. [3].

muito inferiores & distor¢ao espacial, temos
A << Lg. (4.30)

Assim, as perturbagoes h,, tem o significado fisico de pequenas ondulacoes sobre as
distorcoes suaves de fundo. Naturalmente podemos pensar no espago de frequéncias, onde
as distorgoes de fundo possuem uma frequéncia maxima fp e as perturbagoes tradicionais

tém maiores frequéncias f,

[>>[5. (4.31)

Nesse caso, a passagem das OG possuem altas frequéncias de perturbacao sobre um
estatico e suave fundo & baixas frequéncias, como ¢ mostrado na Figura [{.1] Com isso

podemos nos perguntar duas coisas:
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e Como essa perturbacao de alta frequéncia f se propaga na métrica de fundo g,,7

Essa justificativa esta no fato de h,, ter o comportamento de uma onda.

e Como essa perturbagao h,, afeta a métrica de fundo g,,,7 Essa resposta nos dard o

tensor energia-momento.

4.3.2 Como as OG curvam o espago-tempo

Considerando que as ondas gravitacionais possuem determinada perturbagao h,,
podemos separar a métrica com , pois ha uma diferenca razoavel de escala entre a
métrica de fundo e as perturbagoes (vide e ) Além disso, queremos entender
como essas perturbagoes afetam a métrica de fundo e como elas curvam o espago-tempo.
Para isso, precisamos encontrar o tensor energia-momento do campo gravitacional que
represente justamente essas perturbagoes. Como mostra (Ref. [3]), podemos expandir
as equagoes de Einstein em torno da métrica de fundo g,,. Assim, dada a equagao de
Einstein na forma

8tG 1

Rw/ = 7(Tuu - §g,ul/T)7 (432)

vamos expandir o tensor de Ricci R, para ordens maiores de h, i.e.,

Ry =R+ RY +RY + ..., (4.33)

Y . ., — . , ~ . . 1) .
onde R, € construido de g, e por isso contém apenas modos de frequéncia baixa; wa) é

. : , A 2) (o
linear em h,,, e por isso contém apenas modos de frequéncia alta e; wa) é quadratico em

h,., contendo tanto modos de altas frequéncias quanto de baixas. Dessa forma podemos

W
escrever as equacoes de Einstein em dois termos diferentes, um para altas frequéncias e

outro para baixas, veja:

G 1

ﬁl“/ = —[RI(EV)]LOUJ + ?(TNV — §gMVT)L0w (434)
€,
s 8rG 1 ;
R/(}I/) = _[R;(,LQV)]H gh + F(Tw/ - Eg;wT)H gh7 (435)

onde os indices sobrescritos "Low"e "High"representam as projecoes nos valores baixos

(longos Lp) e altos (curtos ) de frequéncias, respectivamente.
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Podemos mostrar (Ref. [3]) que a expressao explicita para Ry é

1 EE Y T_OTY —as=x _— ==
R) = 5(D"Dyhya + D" Dyhye — D"D"hyyy — D, Dyh), (4.36)
onde EH representam derivadas covariantes com respeito & métrica de fundo. Para segunda

ordem, temos

1_ sl
R = 597" | 5 DuhpaDuhas + (Dyhua) (Dohys — Dahye) (4.37)

+ hpo(DyDyhog + DgDohyy — DgDyhyy — DgD,hyey)

1
+§(Dochp0 - Dphow')(Dvhuﬂ + DuhVB - D,BhMV)

Em breve veremos que a equacgao (4.34)) nos permite definir o tensor energia-
momento do campo gravitacional. Enquanto que (4.35) nos permite descrever a pro-
pagacao de h,, por uma equagao de onda no espago-tempo de fundo.

Se h,, € uma perturbacao em alta frequéncia de um fundo quasi-estatico, nos
podemos introduzir duas coisas. Uma escala de tempo ¢ tal que seja maior do que o
periodo 1/f das OG e menor do que o periodo 1/fp de fundo; e a média ao longo deste
tempo, i.e., ao longo de vérios periodos das OG.

Escrevemos entao a equacao (4.34)) como

— G 1
R =—(RY))+ - <TW — 5gWT> , (4.38)

onde os simbolos () denotam o valor médio da grandeza em questao. Neste caso, considera-
se a média sobre muitos comprimentos de onda, uma vez que a energia transportada pela
radiacao gravitacional nao pode ser localizada com precisao no tempo. Trabalhos de
Kenneth. G. Wilson (Ref. [20]), que lhe renderam o prémio Nobel de 1982, explicam
sobre a importancia dos valores médios para isolar os resultados a escalas preferiveis. No
nosso contexto, esta separacao de escala permite entender como a energia carregada pela
onda gravitacional distorce o espaco de fundo gerando um sinal no detector.

Queremos encontrar uma expressao para a equacao de Einstein em termos, tanto
dos tensores energia-momento da métrica de fundo, quanto das perturbagoes causadas

pelas ondas gravitacionais. Assim, definimos um efetivo tensor de energia-momento de



matéria T, tal que
1 = _
<T,LLI/ - ig,uuT> = T,uu - Eg,uyTa

onde T = §WTW ¢ o trago.

Definimos também o tensor ¢, dependente das ordens maiores em h,,

b= [re 1 po
W= TgeG \ T 29m

onde R® = EWR,(EV) e seu traco,

Inserindo (4.41)) em (4.40), temos

ct 1
b = —{ ——R® — g 1).
. <87TG w = 5w

Multiplicando por 87G/c* e isolando R,(fy), encontramos

G 1
- <R;(¢2u)> = A (tw — §9uvt)'

Agora conseguimos reescrever a equagao (4.38]) de Einstein,

— 8rG 1 87G — 1. —
R, = A (tw — §g/wt) + 7(TW - ég;wT)v
ou,
— 1. — 887G —
R;w - §g,u,l/R = F(THV + tuv)7

onde utilizamos (4.39) e aplicamos a métrica g em ambos os lados de (4.44)).

4.3.3 Energia carregada pelas ondas gravitacionais
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(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

Como vimos, conseguimos uma expressao para equacao de Einstein em termos de

um tensor energia-momento, ¢,,, relativo a perturbacao das OG (4.45)). Agora, estamos

interessados em encontrar uma forma explicita para este tensor utilizando as equacoes

(4.40). Para isto, consideremos que queremos observar essas perturbacoes a longas dis-
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tancias da fonte (i.e., na posigao dos detectores), onde podemos fazer a aproximagao de
espaco-tempo plano D" — 9* na equacio (4.37). Depois de algumas manipulagoes nao

triviais (Ref. [3]), obtemos

1 1 « e - «
R® = - 5 Ouhapduh B+ 10,0, hap — h?0,05ha; — h?0,05ha, (4.46)

w9
+ ho‘ﬁﬁa@ghw + aﬁhfj@ﬁhw — aﬁhgaahﬁu — 8ﬁha’6&,hw + 85ha68ahw,
1 1 1
—05h*P 0, hey, — 50" h0alyu + 50" hOyhay + 50 hOuhoy
Neste momento, nossas métricas possuem dez graus de liberdade: oito de relativos
a escolha de coordenadas e dois a parametros fisicos. Assim, vemos que aplicando as

condigoes de gauge 0”h,, = 0, de traco nulo h = 0, e Uh,g = 0, podemos realizar

integragoes por partes em cada um dos termos em (4.46|), encontrando

1
(RY)) = =7 (Ouhapd,h*%) (4.47)

Aplicando (4.47) e (4.41]) em (4.42)), temos

ct 1_
bw =32 (R%) — 3Tt
1 af
- Z% <8uha58,,h > .
ou,
ct of
t,uu == % <8Mha56,,h > B (448)

onde <R(2)> vai & zero.

4.3.4 Fluxo de energia das ondas gravitacionais

A equagao (4.48)) nos mostra o tensor energia-momento carregado pelas ondas
gravitacionais. Com isso, podemos calcular seu respectivo fluxo de energia por tempo
a longas distancias da fonte. A conservacao do tensor energia-momento nos diz que

0,t"" = 0. Portanto, sua integracao sobre um volume V' tridimensional fica

/ d*x(0pt™ + 0;t™) = 0. (4.49)
y
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A energia das ondas gravitacionais dentro desse volume contido em uma superficie S é

dada por,
By = / d>xt™. (4.50)
v

Separando (4.49)) em duas integrais, podemos escrever a energia acima como

1dE ; j
1 vV _ _/ d%@it‘” _ / dAan'tOl, (4.51)
c dt Vv S

onde n; é o vetor normal & superficie S e dA seu elemento de superficie.

Ao lado de fora da fonte emissora de OG, mais precisamente nos interferémetros,
podemos utilizar o TT gauge, pois estamos considerando que a superficie esferica S esteja
a grandes distancias da fonte. Sendo assim, a integral a direita em sO deve possuir

componentes radiais, i.e.,

dEy
— = —c [ dAt" 4.52
= [ aaen (152
onde,
ct 0
o = R —hIT Y 4.53
327TG< Yoor Y ( )
Além disso, as polarizacoes dessas ondas no TT gauge sao descritas por ondas
esféricas

h?jT(ta r) = %fij(t —r/c), (4.54)

onde f;;(t — r/c) representa alguma fungdo em um tempo retardado (OG nao viajam
instantaneamente).
Agora, s6 precisamos calcular os valores dos termos dentro do produto escalar em

(4.53)) para encontrar o fluxo de energia das OG. Assim, derivando a equagao acima, temos

0 1 10
ol (tr) = == fij(t = r/) + ~ =~ fis (t = r/c). (4.55)
Como,
0 10
Efi](t—?"/C) = —Ea ij(t—T/C), (456)
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podemos substituir esse resultado em (4.55)), obtendo

0 1
Eh;ng(t, r) = O(1/r?) — r—crathg;T(t,r) (4.57)

1
=O(1/r}) + EﬁohiTjT(t,r).

Onde aqui utilizamos que 9, f;;(t — r/c) = rd.h]" (t,r) (.54) e 9, = cOy = —cd”. Por esta
equacao podemos ver que a derivada radial pode ser trocada pela temporal, a menos de
alguns adicionais. Assim, de (4.53)) temos t*" = t%. Sabendo disso e levando em conta
que as frentes de onda a grandes distancias se comportem como planas, usando (4.51)

podemos escrever que

dEy
— = —¢ [ dAt" 4.58
= [ aae, (155)

onde o sinal negativo indica a dissipacao da energia do sistema em forma de ondas gravi-

tacionais. Utilizando novamente (4.53) e a equagao acima, obtemos

dE
— %0
dAdt ~ €
¢ Jipr jIT
_ BIT}T > 4.59
327TG< 17 17 ? ( )
onde novamente consideramos (1/c)d; = —d" para as duas derivadas temporais, resul-

tando em um expoente ¢ para velocidade da luz.

Podemos escrever o fuxo de energia em termos do angulo soélido,

3,.2
aE _ cr /dQ (WETRETY. (4.60)
dt 327G I

Esta equacao relaciona a taxa de variagao de energia com as derivadas das componentes
do gauge transverso de traco-nulo. No contexto de ondas gravitacionais existe o chamado
"momento quadrupolar", uma grandeza fundamental que descreve a distribui¢ao de massa
e sua evolucao temporal, sendo o analogo ao "momento dipolar"em eletromagnetismo.
Porém, como a interagdo gravitacional ndo permite dipolos (massa ndo possui cargas
positivas e negativas), o momento quadrupolar é o primeiro termo relevante para a emissao
de radiagao gravitacional.

Em contextos mais avangados de ondas gravitacionais, M. Maggiore (Ref. [3])
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mostra que a poténcia irradiada pode ser escrita como
G .
Pirrag = g <Q'Lg ng> : (461)

Esta equacao representa uma forma geral para emissao de energia, i.e., nao depende do
sistema que esta emitindo ondas gravitacionais. Considerando a descri¢ao nao-relativistica
de duas massas pontuais em oOrbita circular (Ref. [3]), podemos mostrar que o momento

quadrupolar é dado por

1
Qij = (Wj - §5ij7“?ez) : (4.62)

Nesta equacgao, as coordenadas cartesianas da massa p sao dadas por
1 =T cos(wt) e 1y =71 sin(wt), (4.63)

e a distancia r,.,, em um plano x — y é calculada por

2 __
rel —

r rird. (4.64)

Calculando as derivadas do momento quadrupolar, temos

Qij =K {7.02‘703‘ + 7T — §5z‘j(1‘rel : f‘rel)}

Qij =K {firj + 27"17"] + Tiri;j - g(sij[(i‘rel . I.'rel) + (rrel : .I:rel)]} ) (465)
Ql] = U { "IA‘Z”I“]' + 37"1’/“] + 37’27‘] + r; 7”] — %5” [B(i:rel . i.rel) + (rrel . .I".rel)]}

onde,
fr"l = —WTpel Sin(wt) e 7'"2 = WTpel COS(Wt)

P = —w?rgcos(wt) e Py = —wr.gsin(wt) - (4.66)

7= wWregsin(wt) e Ty = —w3r. cos(wt)
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Porém, a derivada de r,., é nula,

Fra = (12 + 1212 = (4.67)
Trel = %(rf + 72 V2207 4 217

= a;r—’id {— cos(wt) sin(wt) + sin(wt) cos(wt)}

= 0.

Portanto, a terceira equagao em (4.65) se reduz a

O tensor quadrupolar tem dois indices i, j, e precisamos somar todas as contribui-
¢oes. Como estamos lidando com movimento circular em x — y, as combinagoes ¢ = j dao
um fator multiplicativo de 2, enquanto i # j se cancelam. Aplicando (4.66) na equagao

acima, obtemos

G = Gy = p {er2 sin?(wt) — 312, cos? () (4.69)
+3w’r?, sin®(wt) — w’r?, cos®(wt) }

= 4uw’r?, cos(2wt);

Q1 = p {271 + 6ir;} (4.70)

2
rel

= 1 {2w°r2, sin(wt) cos(wt) + 6w’r?,, cos(wt) sin(wt) }

= 8uw’r?,; sin(wt) cos(wt);
ij =—u {2w3rfel cos(wt) sin(wt) + 6w3rfel sin(wt) cos(wt)} (4.71)
= —u8w?r?, cos(wt) sin(wt).

Portanto, a soma fica

Z Q” = 8uw’r?, cos(2wt). (4.72)
ij
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Logo,
<QU Q”> = 6420t <cos(2wt)2> . (4.73)

Como a média de cossenos ao quadrado ¢ 1/2, encontramos
<ng ng> = 32N2W67afel- (4.74)

Substituindo os valores das variaveis, i.e.,

Mm 2 (M +m)
_ =G 4.75
SETEED R e
encontramos:
G (Mm)? (M +m)*/3
Pz'rra =—32 6 4/3 4.
d 5053 v (M—i—m)2G ws/3 (4.76)
ie.,
2 7/3 Mm)?
Povag = 228 jojs_(Mm) (4.77)

w .
5 ¢ (M +m)?/3
Resultado identido & (3.47)), cuja estrutura foi desenvolvida completamente em regime

classico.
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Capitulo 5

Resultados e Discussoes

Neste trabalho, exploramos as emissoes de ondas gravitacionais tanto no regime
newtoniano quanto no relativistico, analisando suas principais caracteristicas e expressoes
fundamentais. Em ambos estudos encontramos expressoes para diversos parametros do
sistema, dentre eles a poténcia irradiada na forma de ondas gravitacionais, a fungao de
onda e a relagao entre frequéncia angular e distancia relativa dos corpos. Esses resultados
fornecem uma base tedrica solida para entender as diferencas sutis entre os dois regimes
e como nossas consideragoes influenciam os resultados obtidos das ondas gravitacionais.

Com os dados encontrados, organizaremos tabelas e graficos comparativos para
avaliar qualitativamente os valores dessas expressoes nas diferentes situagoes. Essa analise
nos permite identificar as discrepancias entre os dois regimes e compreender as principais
diferengas das duas abordagens. Por meio dessas comparagoes, esperamos destacar os
cenérios em que os efeitos relativisticos se tornam mais evidentes, mostrando as principais

limitacoes das consideragoes classicas.

5.1 Eventos e parametros fisicos obtidos

Primeiramente apresentaremos nossas estimativas para os parametros fisicos dos
sistemas binarios confirmados pela colaboracao LIGO. Utilizaremos as equacoes demons-
tradas em Sec. [3| as quais serdo comparadas a dez outros eventos (Refs. [17], [22]), que
contém os dados oficiais publicados pela colaboracao. O infografico na Figura mostra

os valores de massas dos corpos antes e depois da coalescénciall]

! Apesar de nossa aproximacao classica ser para um sistema binério de buracos negros, a figura também
contém um sistema com estrelas de néutrons.
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Masses in the Stellar Graveyard

in Solar Masses

rgo | Frank Elavsky | Nortk

Figura 5.1: Eventos de coalescéncias de sistemas binérios detectados pela colaboragao LIGO-Virgo entre
2015 e 2019. Em azul: eventos envolvendo buracos negros binarios e em laranja: evento envolvendo um
sistema com estrelas de néutrons. Os nimeros no lado esquerdo dao a estimativa das massas dos objetos
estelares cuja coalescéncia foi a fonte das ondas gravitacionais. Fonte: Ref. [2].

Como explicamos, a nomenclatura segue um padrao para todos eventos, sendo os
dois primeiros niimeros o ano da descoberta, os dois intermediarios o més e os dois tltimos

o dia de deteccao. Dentre os dez eventos, temos:

e O nosso principal evento de estudo durante o regime newtoniano foi o GW150914,

que representa a primeira detecgao catalogada;

e O evento GW170817 é identificado como a primeira detecgao de um par de estrelas
de néutrons, GW190425 é um provavel sistema misto e GW190814 possui um par

de BH bastante assimétricos;

e Osoutros, sao GW151226, GW170104, GW170814, GW170608, GW190412 e GW190521.

No decorrer de Sec. [3, mostramos que diversos parametros dos eventos de ondas
gravitacionais podem ser estimados por anélise classica. Nas segoes Sec. [3.2 Sec. e

Sec. encontramos uma forma de calcular a massa de chirp com base em parametros
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observacionais, como frequéncia espiral e tempo de observa¢ao, por (3.58). Ja na Sec.

usamos ((3.63]) para calcular a massa total pela frequéncia de chirp. As massas individuais

devem ser resolvidas por (3.67, [3.68)), utilizando (3.70)) para as fragoes de massa. A
distancia dos eventos (3.89)) foi encontrada utilizando a poténcia irradiada. Esses sao

os principais parametros que podemos determinar por dados observacionais e que vamos
comparar com os obtidos pela colaboracao LIGO, assim como fez o artigo principal de

referéncia classica (Ref. [2]).

Evento M(My) Mot (Mg) E(m/Miot) M (M) p(Mpc)
OGFB | LIGO | OGFB | LIGO | OGFB | LIGO | OGFB | LIGO | OGFB | LIGO
GW150914 32 29 74 66 040 | 0,44 4 3 639 410
GW151226 15 9 o1 22 0,15 0,36 2 1 820 440
GW170104 31 21 89 51 0,21 0,37 4 2 1085 | 880
GW170608 10 8 57 19 0,070 | 0,36 1 1 68 340
GW170814 23 24 95 56 0,10 | 0,45 2 3 560 540
GW190412 13 13 114 38 0,026 | 0,21 1 1 63 740
GW190521 63 65 152 150 0,35 | 0,44 9 8 593 5300
GW170817 | 1,8 | 1,2 | 65,3 | 2,7 | 0,003 | 0,52 | 0,04 | 0,03 | 0,9 | 40
GW190425 | 1,3 1,4 | 28,6 3,4 | 0,007 | 0,32 | 0,04 | 0,11 4 159
GW190814 7 6 57 26 0,035 | 0,11 0,4 0,2 352 241

Tabela 5.1: Tabela comparativa entre as estimativas da Secao 3 e os dados da colaboracao LIGO-Virgo.
A sigla “OGFB” significa “Ondas Gravitacionais a partir de Fisica Basica”. J4a as colunas rotuladas por
“LIGO” dizem respeito aqueles divulgados pela colaboragdo LIGO-Virgo. Fonte: Refs. [2], [TI7] e [22].

A Tabela 1 mostra os valores de massas e distancias calculados com base nas equa-
¢Oes citadas anteriormente. A nomenclatura das colunas diz respeito aos dados obtidos
com fisica basica (OGFB) e pela colabora¢ao LIGO-Virgo (LIGO). Além disso, para me-
lhor visualizacao, deixamos em negrito as linhas correspondentes aos eventos atipicos.

Segue algumas consideracoes:

1. Observando a tabela, vemos que a grande maioria dos valores de massa total M, es-
tao acima dos resultados esperados pela colaboracao. Isso provavelmente se deve ao
fato de subestimarmos os valores de frequéncia de chirp observados na quarta
linha da Figura[1.3] Este problema se reflete nos valores das massas individuais M

e m, caracterizadas pelo parametro &.

2. Os valores de distancias p encontrados por nossas equagoes classicas (3.90)) diferem

em algumas centenas de Mpc em muitos resultadosE] Porém, como cita o artigo, a

2Lembrando que 1 Mpc equivale a aproximadamente 3,086x10'® Km, ou 3,262x10° anos-luz.
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propria colaboragao LIGO-Virgo encontra uma larga faixa de erros para essas dis-
tancias (Refs. [17], [22], [23], [24] e [25]). Nossas diferengas se devem principalmente

ao fato de nao considerarmos correcoes de redshift cosmolégicoﬂ

3. Podemos observar que nossos valores de massa de chirp M sao bem coerentes com os
obtidos pela colaboragao, mesmo que nossos valores de massas individuais estejam
diferentes. Isso ocorreu porque calculamos a massa de chirp diretamente através
da frequéncia espiral obtida pela Figura , e nao através das massas dos
COrpos por . Até porque, precisamos da massa de chirp para calcular £ (3.70)
e posteriormente as massas individuais , . Como o calculo de ¢ depende
de M e M,,, isso nos da uma boa suspeita de que as divergéncias estejam sobre a

frequéncia de chirp, que determina a massa total (3.63)).

Essas diferencas de resultados sao, principalmente, pelas diversas aproximacgoes
classicas feitas durante o desenvolvimento da Sec. [3] Ja é sabido que velocidade orbi-
tal do sistema aumenta a medida que este coalesce, principalmente préoximo ao merge.
Assim, analises relativisticas consideram abordagens diferentes em cada fase de evolugao
do sistema, coisa que nao fazemos em nosso estudo classico, pois consideramos apenas
velocidades nao-relativisticas.

Além disso, o desenvolvimento da equagao utiliza energia cinética de trans-
lacao e potencial gravitacional em seu desenvolvimento, mas nao citamos nada sobre
energia cinética de rotacgao, i.e., sobre os spins dos corpos. Também nao consideramos
que as massas dos corpos variem durante o periodo de coalescéncia, o que nao é verdade.
Essas desconsideracoes refletem sutilmente em nossos dados de massa irradiada M;,...q da
Tabela 1, onde temos valores classicos levemente acima dos esperados pela colaboracao,
para maioria dos eventos. Com relagao a distancia do evento, nao foram considerados
nenhum efeito de redshift. Como a velocidade da luz é constante independente das veloci-

dades dos referenciais, esses efeitos sao devido & agao gravitacional ou a propria expansao

do universo (Ref. [26]).

3Redshift é o efeito de aumento de comprimento de onda observado. Uma consequéncia de campos
gravitacionais intensos ou expansao do universo.
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5.2 Um paralelo entre os regimes

O regime newtoniano de ondas gravitacionais nos proporciona uma 6tima base para
entender as principais caracteristicas de sistemas binarios. Assim, o trabalho realizado
pelo artigo (Ref. [2]) e outros, nos enfatiza a importancia e o cuidado que devemos ter du-
rante nossas abordagens classicas de estudo. Porém, a relatividade geral nos mostra que
essas aproximagoes possuem diversos limites a serem considerados, como foi discutido no
topico anterior. De fato, teorias mais elaboradas podem ser usadas em contextos mais am-
plos e possuem resultados mais precisos, i.e., normalmente essas teorias sao generalizacoes
de teorias anteriores.

Podemos mostrar que, no contexto de ondas gravitacionais, alguns resultados ob-
tidos pela relatividade convergem para os resultados classicos obtidos em Sec. [3] Na
Sec. mostramos que a poténcia irradiada no contexto da TRG é escrita como ,
i.e., em termos de quadrupolos, que sao quantidades que depéndem das componentes da
perturbacao no TT gauge (Ref. [3]):

2G pr

RIT = Z——QTT,
) 64’/“ ©]

Ao expandir a equagao e manipular as grandezas do momento de quadrupolo (4.74)),
convergimos o resultado para equacao classica de poténcia irradiada, em . Além
disso, a equagao (4.24) da Ref. [3], nos mostra a rela¢do entre distancia relativa e frequén-
cia orbital, semelhante aquela obtida pelo limite classico em . Obtemos também
um resultado similar a para a distancia relativa em funcao do tempo, na equacgao
(4.25) da Ref. [3].

Na descricao da amplitude da onda gravitacional, também podemos notar que a

equagao (4.184) da Ref. [3] considera fatores de escala do universo (a(t)),

L4 (GM Bt \ 2P
“alty)p \ 2 c ’

enquanto que essa abordagem foge do nosso escopo de trabalho com fisica bésica (vide

(3.103))), feitos da Sec. .

Neste estudo, abordamos o fenomeno das ondas gravitacionais a partir de duas

perspectivas: a analise classica, baseada em conceitos da gravitacao newtoniana, e a
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abordagem relativistica, fundamentada na teoria da relatividade geral de Einstein. A
analise classica forneceu uma base intuitiva para compreender a interagao gravitacional
e os mecanismos de emissao de radiagao gravitacional em sistemas binarios, enquanto a
abordagem relativistica permitiu descrever com maior detalhes os fendmenos estudados.

Para validar e comparar nossas analises, utilizamos dados observacionais proveni-
entes da colaboragao LIGO-Virgo, de eventos coalescentes de sistemas binarios. Demons-
tramos como as previsoes relativisticas diferem das descrigoes classicas, apresentando dis-
crepancias significativas. As comparacoes entre as duas teorias e os dados experimentais
reforcam o papel da relatividade geral como a base tedrica para a exploragao do universo,

ao mesmo tempo que destacam as principais diferencas entre as abordagens.
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Apéndice A
Propriedades do tensor de curvatura

O tensor de curvatura de Riemann é uma das quantidades fundamentais na re-
latividade geral, responsavel por descrever completamente a curvatura do espago-tempo.
Ele possui 4 indices, onde cada um varia entre 4 valores, portanto em sua totalidade ha
256 componentes. Porém, podemos utilizar diversas simetrias para encontrar o nimero
de componentes independentes. Na Sec. demonstramos a dependéncia do tensor de
Riemann com as conexoes,

(03 _ (6% (e (0% v e v

iAo Fua,)\ - Fu)\,a + FV}\F,U,O' R 2l (Al)
Considerando um sistema de coordenadas localmente inercial, os dois tultimos termos de
conexoes se anulam. Além disso, o tensor de Riemann depende de conexoes e estas por

sua vez, dependem de métricas (2.39)). Isso nos permite escrevé-lo também em termos de

métricas, veja:

Zé)\a = Zéa,/\ - /(jA,U (AQ)
1 ap 1 ap 1 ap
= 59 a/\a,ugap + 59 3,\(909;;“ - 59 aAang
1 1 1
- §gapaaa,ug>\p - §gapaaa/\gpu + igapaaapgu)\
1 e a a a
= 5(9 pakaugcrp - Jg paAapg,ua -9 paaaugkp + g paoapgp)\)-

Contraindo em sua forma totalmente covariante, temos

RH#}\U = Gak 3)\07 (AS)
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ou,

1
Rnu)\a - 5(5&3“9” - 8/\8ng;w - aoaugm + aoanguk>~ (A-4)

Observando esta equagao, vemos que existem simetrias e antissimetrias em determinados

indices, veja:
® R, = —Ruw = Antissimetria nos dois primeiros indices
® Ry = —Riuoxn = Antissimetria nos dois tltimos indices
® R.uno = Ryswy = Simetria de pares conjuntos
o Ryno + Riopr + Rirop = 0 = Ciclicidade

Além dessas, o tensor de Riemann também satisfaz a identidade de Bianchi. Apli-

cando a derivada covariante em (|A.4]):
1
valw)\o - 58/)(8)\6#90,{ - @)\angua - 8oa,ug>\n + 80'85910\)7 (A5)

onde aqui utilizamos o fato de que em um sistema de coordenadas localmente inercial as
conexdes se anulam, mas nao suas derivadas (V, — 0,). Fazendo permutagoes ciclicas

nos indices p, A e 0, escrevemos mais duas equagoes, i.e.,
1
VoRippr = 5808,,8“% — 050,0k9u) — 007090k + 05010k Gy,

1
v)\mep = 58)\aaaugpn - a)\aaa/ig,up - 8/\apaugm{ + a/\apangua'

E somando as trés equacoes, temos a identidade de Bianchi:
L] va/m)\a + VURHM))\ + V)\mep =0. (A6)
Podemos usar esta equacao para encontrar uma relacao entre os tensores R, e R,

QHA(V;)RWAU + vaRmupA + v)\Rn,uap) =0=

V,Rus — VoRyu,+ ViR, =0.

nop



101
Agora, aplicando ¢g"? e contraindo novamente,
9" (VpRus — VoRy + V Ryyep) = 0=

V,R—V,R; — V'R, =0=
V,R—2V°R,, = 0.

Isto é,

1
V7R, = 5V, R (A7)

Esta equagao nos da uma relagao entre o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, que

utilizamos em (Sec. [2.2.5)) para encontrar o tensor de Einstein G, .



102

Apéndice B
Aproximacao WKB para o strain

A descrigao da aproximacao WKB se baseia em considerar a fun¢ao como expo-

nencial,

h(t) ~ A(t)e™®), (B.1)

onde

o(t) = /w(t)dt. (B.2)
Porém, podemos escrever a exponencial utilizando a formula de Euler (Ref. [21]),
e = cos(p(t)) + i sin(o(t)). (B.3)

Assim, escrevemos a amplitude em (B.1]) como

h(t) = A(t) [cos(¢(t)) + isin(¢(t))] - (B.-4)

Tomando a parte real, encontramos seus modos de polarizagoes fisicos (vide Sec. e

Sec. [4.2)),
hy(t) = hcos(o(t)). (B.5)

Para encontrar h utilizamos a equacao ja demonstrada em ([3.103)),

41 /won231 [GM\?
=70 E) o)




103

Ja para calcular ¢(t), utilizamos (B.2)) e (3.99),

ot) = [wityit = [ rieyi

1 c3 5/8 _3/8

= " (8a)3r (MG) / (te = &) i
1 3 \"%8

T (8a) (MG) plle =07 + o

Como a = 32/5 (vide equagao (3.48))), encontramos

c3

—5/8
or) = — (WG) (t. — 1% + g, (B.7)

Essa é a mesma expressao obtida em (Ref. [3]), diferenciando-se apenas pelo fator meio,
pois em nosso mapeamento a frequéncia angular ¢ metade da convencional (sistema de um
corpo com massa reduzida p). Esta equacao descreve a natureza ondulatoria das ondas
gravitacionais, prevista pela teoria da relatividade. O grafico de , juntamente com
os resultados de amplitude h e ¢(t), possui uma aproximagao ainda melhor do que o de

(13.105)), comparando com o grafico da colaboragao LIGO-Virgo em Figura .
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Apéndice C
Transformacao em primeira ordem

Considere a seguinte transformacgao de coordenada,
ot =t + & = dat =t — ot = P, €] << 1, (C.1)

onde notemos que,
dz” 0
ox'm Ok

(2 — &) = 5% — D&". (C.2)

M

Vamos encontrar uma expressao geral para as transformagoes infinitesimais de coorde-
nadas sobre tensores. Para isso aplicamos a transformacao em ((C.2)) sobre um tensor

covariante de rank 1, A, :
ot dx” v v /
A,(@) = 520 A @) = (0] = 0,61 AL (@ =€), (C3)

Expandindo o termo a direita em primeira ordem em séries de Taylor,

= (5;: o aﬂgy)(Al/ - gaaaAzz> (C4)
~ Ay() — A, — AD,E,

onde desconsideramos os termos O(£?) pela aproximacao em primeira ordem. Portanto,
0A, = A;(x’) — A, (2") = =0, A, — An0,E%, (C.5)

onde trocamos os indices mudos v — «.
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Seguindo a mesma linha de raciocinio para um tensor A,, de rank 2, terfamos,

0A,, = A;w(x’) — A (2') = =0ahy — haw0,E" — hyua0,€°.
E caso fosse um tensor contravariante,

AR = A (2)) — AP (1)) = —€Y0, AP + AFC0,EY + A D EH.
Agora note que, por outro lado,

R A A

= g7 0ut + g Thp” + " 0al” + ¢"ThpE",
e utilizando a condi¢ao de metricidade,

Vg’ =0=
8ag‘“’ + Pgﬁgﬂu + Fzﬁgﬂu -0 =

[h59™ + Tigg™ = —0ag™.
Aplicando em (|C.8]) temos,
E 4 € = — P00 + G DLE" + g0
Comparando esta expressao com (C.7)), concluimos que,

VARV = gy  ¢vitt ou 5A;w = _fu;v - 51’?#'

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.10)

(C.11)

Essas equacgoes sao amplamente utilizadas para investigar as transformacgoes das pertur-

bagoes hy, sobre a métrica plana de Minkowski (Sec. [A.1]). Desenvolvimento em "Intro-
duction to Gravitation", de V.Sabbata e M. Gasperini (Ref. [27], Cap.VIII e Apc.A).
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