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RESUMO

Esta tese consiste em uma pesquisa documental e bibliografica de caréater qualitativo
que faz um estudo mateméatico, histérico e epistemologico do Tratado da
Circunferéncia (al-Risala al-Muhitiyya), escrito pelo estudioso islamico al-Kashi no ano
de 1424, em Samarkanda no Uzbequistdo. Com este estudo, pretendemos destacar
elementos do Tratado da Circunferéncia que apresentem potencialidades
pedagogicas para uso em sala de aula. Compdem o nosso referencial tedrico os
conceitos da Teoria da Objetivacdo (TO), elaborada por Luis Radford e nas
concepcOes desse autor sobre a articulacdo entre histéria da matematica e ensino de
matematica e a metodologia de Andlise de Textos Historicos de Matematica (ATHM),
elaborada por Fumikazu Saito e colaboradores. O texto base para nossos estudos foi
a traducao russa do Tratado da Circunferéncia, a partir da qual criamos uma versao
de trabalho em portugués. Exploramos questdes exteriores a referida obra tais como,
seus manuscritos e traducbes, aspectos historiograficos e contextuais. Também
exploramos questbes interiores ao tratado como aspectos matematicos e
epistemologicos por meio de uma série de estudos relacionados a cada uma das
partes do tratado. Por meio de tais estudos, mostramos as potencialidades
pedagdgicas do Tratado da Circunferéncia que podem favorecer seu uso em sala de
aula. Exemplificamos tal potencialidade por meio de duas atividades desenvolvidas
conforme a Teoria da Objetivacdo e da simulagdo em um programa matematico da
obtencdo da aproximacdo de al-Kashi para a relacdo entre o comprimento da
circunferéncia e o seu diametro.

Palavras-chave: Historia da Matematica; Matematica Islamica Medieval; Tratado
da Circunferéncia; al-Kashr.



ABSTRACT

This thesis consists of a qualitative documentary and bibliographical research that
makes a mathematical, historical and epistemological study of the Treatise on
Circumference (al-Risala al-Muhitiyya), written by the Islamic scholar al-Kashrt in the
year 1424, in Samarkand, Uzbekistan . With this study, we intend to highlight elements
of the Treatise on Circumference that present pedagogical potential for use in the
classroom. Our theoretical framework comprises the concepts of the Theory of
Objectification (TO), elaborated by Luis Radford and in this author's conceptions about
the articulation between the history of mathematics and mathematics teaching and the
methodology of Analysis of Historical Texts of Mathematics (ATHM), elaborated by
Fumikazu Saito and collaborators. The base text for our studies was the Russian
translation of the Treatise on Circumference, from which we created a working version
in Portuguese. We explored issues outside the referred work, such as its manuscripts
and translations, historiographical and contextual aspects. We also explore issues
within the treatise such as mathematical and epistemological aspects through a series
of studies related to each of the treatise's parts. Through such studies, we show the
pedagogical potential of the Treatise on Circumference that can favor its use in the
classroom. We exemplify this potential by means of two activities developed according
to the Theory of Objectification and the simulation in a mathematical program of
obtaining the al-Kasht approximation for the relation between the length of the
circumference and its diameter.

Keywords: History of Mathematics; Medieval Islamic Mathematics; Treaty of the
Circumference; al-Kashr.



RESUME

Cette thése consiste en une recherche documentaire et bibliographique qualitative qui
fait une étude mathématique, historique et épistémologique du Traité sur la
circonférence (al-Risala al-Muhttiyya), écrit par I'érudit islamique al-Kasht en I'an 1424,
a Samarkand, Ouzbékistan . Avec cette étude, nous entendons mettre en évidence
des éléments du Traité de la circonférence qui présentent un potentiel pédagogique
pour une utilisation en classe. Notre cadre théorique comprend les concepts de la
Théorie de I'Objectification (TO), élaborée par Luis Radford et dans les conceptions
de cet auteur sur l'articulation entre I'histoire des mathématiques et I'enseignement
des mathématiques et la méthodologie d'Analyse de Textes Historiques de
Mathématiques (ATHM), élaborée par Fumikazu Saito et collaborateurs. Le texte de
base de nos études était la traduction russe du Traité sur la circonférence, a partir de
laquelle nous avons créé une version de travail en portugais. Nous avons exploré des
questions extérieures a l'ceuvre référencée, telles que ses manuscrits et ses
traductions, ses aspects historiographiques et contextuels. Nous explorons également
des questions au sein du traité telles que les aspects mathématiques et
épistémologiques a travers une série d'études liées a chacune des parties du traité. A
travers de telles études, nous montrons le potentiel pédagogique du Traité de la
circonférence qui peut favoriser son utilisation en classe. Nous illustrons ce potentiel
au moyen de deux activités développées selon la théorie de I'objectivation et la
simulation dans un programme mathématique d'obtention de Il'approximation d'al-
Kasht pour la relation entre la longueur de la circonférence et son diamétre.

Mots-clés: Histoire des Mathématiques; Mathématiques islamiques médiévales ;
Traité de la Circonférence; al- Kashr.
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1. CONSIDERACOES INICIAIS

Esta tese consiste em um estudo dos aspectos matematicos, historicos e
epistemologicos do Tratado da Circunferéncia (Em arabe: al-Risala al-Muhitiyya)
(1424), com vistas a apontar possiveis contribuicdes para o seu uso em sala de aula.
O Tratado da Circunferéncia foi escrito pelo estudioso islamico al-Kasht (1380-1429)
com o objetivo de obter uma melhor aproximacao para a relacéo entre a circunferéncia
do circulo e o seu diametro?, comparada a de seus predecessores, (AL- KASHI, 1954).

Al-Kasht obteve sua aproximacao para a relacdo entre a circunferéncia do
circulo e o seu didametro através da média aritmética entre os perimetros dos poligonos
regulares de 3x228 lados, inscrito e circunscrito a circunferéncia, usando um método
de réapida convergéncia, com uma precisdo de dezesseis casas decimais, que
somente foi superada cerca de duzentos anos depois. Em tal processo, al-Kashi
apresenta uma série de procedimentos mateméaticos que nos revelam a episteme
vigente em seu contexto. (O’'CONNOR; ROBERTSON, 1999).

Embora ndo tenha sido direcionada especificamente a um determinado publico,
o Tratado da Circunferéncia foi elaborado em um contexto no qual surgiu a
necessidade de aproximacdes cada vez mais precisas em relacdo as disponiveis na
época, entre estas a de Arquimedes (287 A.C. - 212 A.C.), Abu’l-Wafa al-Bizjant (940-
998) e a aproximacdo de Abu Rayhan al-Birant (973-1048). As evidéncias indicam
pelo menos dois motivos para o surgimento de tais necessidades: (1) os estudos
matematicos e astronbmicos cada vez mais proficuos na madraca (tipo de
universidade) e no observatorio astronémico de Samarkanda, no atual Uzbequistao;
(2) o calculo cada vez mais preciso do salério correspondente a area trabalhada pelos
artesdos, (DOLD-SAMPLONIUS, 1992). Para conduzir os mais diversos estudos,
pesquisas e observacgdes, tanto na madraca quanto no observatorio, Ulugh Beg (1394-
1449), governante de Samarkanda, reuniu cerca de sessenta dos homens mais sabios
do Oriente Proximo e Oriente Médio, sob seu patrocinio, (O’'CONNOR; ROBERTSON,
1999).

As principais fontes que utilizamos para a elaboragao da nossa tese séo: (1) as
tradugbes do Tratado da Circunferéncia do arabe para o russo, al-Kasht (1954); e do

arabe para o alemdo, al-Kasht (1953); (2) Berggren (2003) que nos forneceu um

1 Cujo valor numérico é conhecido hoje pelo nimero irracional 1 (Pi).
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contexto geral de elaboragédo do Tratado da Circunferéncia e nos apontou outras
referéncias; (3) Azarian (2004, 2009, 2010) possibilitou-nos os primeiros estudos
matematicos; (4) Youschkevitch (1976) permitiu o aprofundamento dos estudos
matematicos; (5) Morey (2018) nos trouxe informagdes sobre o inicio da historiografia
da matematica islamica, em russo; (6) Matvievskaya (1993) forneceu informacdes
sobre o papel do Uzbequistdo na historiografia da matematica islamica; Hogendijk
(2009) disponibilizou informacdes sobre os manuscritos do tratado e (7) Ragep (2017)
gue nos fala sobre o dia a dia no observatdrio e madraca juntamente com as cartas
de al-Kashr, al-Kasht (1960, 1997).

Os referenciais tedricos que orientaram nosso estudo sdo a analise de uma
obra histérica de matematica conforme Radford? (2011), permeada por conceitos da
Teoria da Objetivacdo (TO), Radford (2021); e as diretrizes de Andlise de Textos
Histéricos de Matematica (ATHM) segundo Fumikazu Saito® (2010, 2013A, 2013B,
2014, 2015, 2016, 2019A, 2019B).

O Tratado da Circunferéncia de al-Kashrt, al-Kasht (1954), incorpora aspectos
matematicos que eram saberes amplamente difundidos na comunidade de estudiosos
islamicos, entre os quais, proposicdes de Os Elementos de Euclides, sistema de
numeracao decimal e sexagesimal e processos aritméticos e algébricos. Tais saberes
sao articulados de forma bastante engenhosa por al-Kasht em um processo que
culminou a um método proprio que estd implicito ao longo do tratado. Assim,
considerando que o Tratado da Circunferéncia possui aspectos epistemoldgicos,
contextuais e matematicos, nos quais enxergamos potencialidades para o seu uso em
sala de aula que favorecam aos professores uma formacdo mais ampla sobre a
matematica, suscitamos a seguinte questao de pesquisa:

Quais conhecimentos matematicos, contextuais e epistemoldgicos estéo
incorporados no tratado da Circunferéncia de al-Kashi que podem ser alinhados
a questdes pedagdgicas que favorecam seu uso em sala de aula?

Tal questionamento nos levou ao seguinte objetivo geral: Analisar o Tratado
da Circunferéncia de al-Kashi relacionando aspectos matematicos, contextuais
e epistemoldgicos, destacando suas potencialidades pedagogicas que

favorecam seu uso em sala de aula.

2 Para mais informacgdes sobre os trabalhos de Luis Radford, acessar: http:/luisradford.ca/.
8 Para mais informacgdes sobre os trabalhos de Fumikazu Saito, consultar: https://fumikazusaito.com/.
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Para alcancar nosso objetivo, estabelecemos o0s seguintes objetivos
especificos: (1) identificar os aspectos contextuais, epistemoldgicos e matematicos,
do Tratado da Circunferéncia, potencialmente pedagdgicos; (2) de acordo com 0s
aspectos identificados, destacar as potencialidades pedagogicas da obra; por fim, (3)
a partir das potencialidades pedagdgicas do Tratado, apontar contribuic6es do estudo
da obra para o uso em sala de aula.

No catalogo de Teses de Dissertacées da Capes* encontramos dois trabalhos
relacionados a matematica islamica, ambas dissertacées do mestrado profissional,
uma do ano de 2019 e outro de 2020, e nenhuma dissertacao ou tese sobre o Tratado
da Circunferéncia de al-Kasht, assim, o nosso estudo contribui de forma inédita com
a comunidade cientifica nacional em relacdo ao referido tema.

Organizamos nossa tese em seis capitulos, comec¢ando por esta Introducéao,
na qual apresentamos a estrutura de nosso estudo delimitando o tema, a questao
norteadora, 0s objetivos e a fundamentacéao tedrica que da suporte a nossa pesquisa.

No segundo capitulo, tratamos sobre os referenciais tedricos que nortearam
nossos estudos, a saber, a analise de uma obra histdrica de matematica segundo Luis
Radford (2011), permeada pela sua Teoria da Objetivacdo (TO), Radford (2021); e a
Andlise de Textos Histdricos de Matematica (ATHM), conforme Saito (2010, 2013A,
2013B, 2014, 2015, 2016, 2019A, 2019B).

No terceiro capitulo, falamos sobre as questdes exteriores ao Tratado, ou seja,
sobre os aspectos historiograficos e contextuais do Tratado da Circunferéncia, de al-
Kasht (1954).

No quarto capitulo, procedemos ao estudo das questdes interiores ao Tratado,
ou seja, questdes estritamente ligadas ao seu contetdo. Organizamos essa Sessao
através de quinze estudos sobre excertos selecionadas do tratado que chamamos de
excertos. Em cada um desses estudos identificamos, explicamos e tecemos
comentarios sobre o0s aspectos matematicos, contextuais, epistemologicos, e
religiosos etc., presentes no excerto. E, para tornar esse processo ainda mais claro e
acessivel, quando necessario, subdividimos 0s excertos em partes menores que

chamamos de trechos.

4 Fonte: https://catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses/#!/. Acesso em: 28 maio 2022.
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No quinto, capitulo apresentamos duas propostas de atividades com base no
Tratado da Circunferéncia conforme a Teoria da Objetivacéo (TO). No sexto capitulo,

fazemos nossas Consideracoes.

1 REFERENCIAIS TEORICOS

Neste capitulo, tratamos sobre os referenciais tedricos que adotamos para a
analise do Tratado da Circunferéncia, entre os quais: (1) a perspectiva de anélise de
uma obra histérica de matematica segundo Radford (2011) e (2) a metodologia de
andlise de textos historicos de matematica (ATHM), segundo Saito (2010, 2013A,
2013B, 2014, 2015, 2016, 2019A, 2019B). Também tratamos sobre a elaboracéo de
atividades conforme a Teoria da Objetivacéo (TO)>.

A perspectiva de analise de uma obra histérica de matemética, segundo
Radford (2011), propde a adocao de uma Histéria Sociocultural da Matemética (HSM),
que permite enxergar a Historia da Matemética (HM) como um laboratorio
epistemoldgico no qual se pode explorar a construcao histérica do conhecimento
matematico, também € permeada por conceitos da sua Teoria da Objetivacéo,
Radford (2021).

A Metodologia de Andlise de Textos Histéricos de Mateméatica (ATHM),
segundo Saito (2010, 2013A, 2013B, 2014, 2015, 2016, 2019A, 2019B), € guiada por
uma historiografia atualizada em trés esferas de andlise: historiogréfica, contextual e
epistemologica.

Escolhemos tais referenciais por compreender que esses elementos tedricos
dialogam no sentido de conceberem que o saber matematico € um produto da
atividade humana e esta consubstanciado a cultura que Ihe serviu de berco, logo, um
texto histérico matemético, ndo pode ser analisado fora de seu contexto. Enquanto a

HSM® permeada pela TO nos desperta para reflexdes mais profundas nas questdes

5 A Teoria da Objetivacéo (TO) é uma teoria sociocultural de ensino e aprendizagem cuja base filosé6fica
repousa na filosofia de Hegel e no materialismo dialético subsequente desenvolvido por Karl Marx e
Friedrich Engels, outras fontes igualmente importantes sdo Vygotsky, Leont'ev, Luria e outros
psicélogos como Rubinstein. Essa base filoséfica e dialética localiza a TO dentro de uma linha de

pensamento na qual “[...] os seres humanos nao podem ser concebidos apartados do mundo e de suas
culturas.” (RADFORD, 2017, p. 229). Para mais detalhes consultar D’amore e Radford (2017) e Radford
(2021).

6 HSM: Histéria Sociocultural da Matematica.
7 TO: Teoria da Objetivagao.
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histéricas e contextuais, a ATHM® nos fornece uma metodologia de andlise de textos
histéricos de matemética. Nas sec¢bes 2.1 e 2.2 trataremos sobre esses referenciais

com mais detalhes.

1.1 Analise de uma obra historica de matematica segundo Luis Radford

A analise de textos historicos de matematica proposta por Luis Radford, busca
0S aspectos historicos, sociais e epistemoldgicos do texto historico, trazendo o
elemento do ‘ser para esses cenarios de transformacgfes, nos quais 0 ser e 0S
contextos interagem e se influenciam mutuamente, (RADFORD, 2011, 2017, 2021),
em outras palavras, compreende a matematica como uma producdo humana,
consubstanciada a cultura onde ela esta inserida.

Radford (2011) sugere um uso ndo ingénuo da Historia da Matemética com
propésitos educacionais, deixando de lado uma perspectiva tradicional da Historia da
Matematica, na qual esta € concebida como uma fonte de episddios historicos, muitas
vezes tratados como anedotas, ou como fonte de problemas matematicos
cronologicamente organizados que devem ser reproduzidos em sala de aula pelos
estudantes. E importante frisar que, uma perspectiva histérica ndo é melhor nem mais
importante que outras, cada uma tem o seu papel na Educacdo Matematica de acordo
com a intencionalidade do docente.

Radford (2011) prop6e a adocao de uma Histdria Sociocultural da Matematica
que permite enxergar a Histéria da Mateméatica como um laboratério epistemoldgico,
no qual podemos explorar a construcéo historica do conhecimento matematico. Essa
forma de abordagem pode nos auxiliar a: (1) compreender as dificuldades dos
estudantes, através de uma melhor interpretacdo de seus erros e conceptualizacdes
incorretas; (2) escolher novas formas de abordar e articular os conhecimentos
matematicos em sala de aula, ou seja, ressignificar as concepg¢des dos professores
em relacdo a determinado conteddo matematico; (3) vislumbrar novos caminhos de
pesquisa didatica; (4) ter uma compreensao mais aprofundada sobre 0s conceitos
contidos nos atuais curriculos, (RADFORD, 2011).

Fazer uma pesquisa histérica em matemética, a partir de uma perspectiva

sociocultural, exige que os textos antigos sejam lidos através de uma metodologia

8 ATHM: Anélise de textos histéricos de matematica.
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diferente da adotada na perspectiva historiografica tradicional. A natureza didatica das
perguntas a serem feitas devem trazer a tona elementos que ainda nédo foram tratados
na historiografia da matematica, os quais ndo foram percebidos ou pouco valorizados.

Logo, a pesquisa em Histéria da Matematica numa perspectiva sociocultural

[...] concentra-se na investigagdo das raizes sociais nas quais a atividade
matematica esta embutida e na investigacdo da dimenséo triadica funcional
dos conceitos, problemas, e dos procedimentos da solu¢cdo do problema.
(RADFORD, 2011, p. 18).

Assim, para Radford, na abordagem historico-epistemoldgica, a estrutura
cognitiva do pensamento matematico em geral “[...] tem que ser esmiugada, em seu
ambiente social e intelectual e ndo pode ser verdadeiramente compreendida exceto
através da fuséo de fatores cognitivos e sociais. ” (RADFORD, 2011, p. 19).

A abordagem sociocultural da Histéria da Matemética adotada por Radford
concebe que o ato da invencdo de uma ideia matematica ndo provém de uma
iluminacao intelectual, mas sua origem deve ser pesquisada no “interior do quadro
conceitual, no qual o novo objeto emerge e os elementos que permitiram pensa-lo,
imagina-lo, inventa-lo” (RADFORD, 2011, p. 49), ou seja, € necessario levar em
consideracao o estilo de pensamento da cultura em questdo em que o texto historico
foi concebido aliado aos contextos historico, cultural e social.

Considerando que cada época possui um contexto e estilo de pensamento
proprios, ndo ha como supor que os estudiosos do passado tivessem alguma
suposicao sobre os conceitos modernos, ndo havendo uma ligacéo direta entre eles
como costuma afirmar a historiografia tradicional. Assim, numa perspectiva
sociocultural da Histéria da Matematica, ndo sé as ideias que lembram as modernas
sdo importantes, mas também aquilo que desejamos ver na histéria, em outras
palavras, escolhemos os dados historicos de nosso interesse, sempre pautados pelo
seu quadro conceitual, os quais nos fornecem uma explicagéo tedrica desses dados,
(RADFORD, 2011).

Ainda sobre a articulagdo entre Histéria da Matematica e o Ensino de
Matematica. Para D’enfert, Djebbar e Radford (2012) as razdes que justificam lancar
mao das dimensdes histéricas e culturais no Ensino de Matematica sdo: (1) como uma
resposta contra a concepcao que entende a matemética como uma linguagem, pois

qgquando se considera a dimensdo historica e cultural da matematica, pode-se
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apresentar a matematica como uma atividade intelectual resultante de um processo,
e ndo como algo ja concluido; (2) como uma resposta a tendéncia contemporanea de
reduzir a matematica, no ambito do ensino, exclusivamente ao seu aspecto utilitario,
OU Seja, uma concepcao técnica e instrumentalista da matematica. E por fim, (3) para
combater um elemento alienante na relacdo com a mateméatica demostrado atravées
da frequente pergunta: “Para que serve tudo isso? 7, uma espécie de
“‘comercializagao” da matematica; tais razdes sdo em si mesmas historicas e sociais.

O recurso a Historia da Matemética no Ensino de Mateméatica também & uma
importante perspectiva pela qual se pode aproximar pesquisadores em educacao
matematica e matematicos. O distanciamento entre esses profissionais decorre do
processo de especializacdo sofrida pela pesquisa em educacdo matematica. No
entanto, o recurso a Histéria da Matematica também faz surgir novos desafios e
potencialidades, os quais podem se mostrar benéficos por poder provocar o didlogo e
reflexbes mais profundas entre professores de matemética, matematicos,
pesquisadores em educacdo matematica e matematicos do que seja a matematica,
sua histéria e seu ensino e aprendizagem, dentre os novos desafios e potencialidades
que o recurso a Historia da Matemética pode trazer, temos: (1) leitura hermenéutica
de fontes originais®; (2) pode fornecer uma oportunidade para a discusséo filoséfica e
a compreenséao histérica entre historiadores e matematicos'®;, (3) as crencas dos
professores sobre a matematica podem ser explicitadas e transformadas em
possibilidades de crescimento e desenvolvimento conceitual'!; (4) mostrar uma
concepcao da matematica como atividade material e temporal, incorporando diversos
modos de pensamento e formas de subjetividade, (RADFORD, 2014A).

Além de vislumbrar o passado através da dimensdo escrita dos textos
histéricos, uma abordagem hermenéutica também poderia abranger a matemética
como performance e desvendar a riqueza dos estilos narrativos matematicos,
(SINCLAIR, 2014). Ao levar em conta as dimensoes historica e cultural no Ensino de
Matematica conhecemos a matematica de uma forma diferente da que sempre nos foi
apresentada, passamos a conhecé-la como uma atividade humana em constante
movimento, que possui particularidades conforme o tempo e o lugar, por isso, sempre

Se renova e provoca novos questionamentos. Assim, “O conhecimento € histérico no

° Ver Bernard (2014).
10 Ver Fried (2014).
11 Ver Furinghetti (2014).
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sentido genético”, (D'ENFERT, DJEBBAR e RADFORD, 2012, p. 3), em outras
palavras, esta intimamente ligado as condi¢fes sociais e culturais do seu tempo, de
tal forma que, ndo € possivel separar completamente o seu antes e 0 seu depois, logo,
ndo podemos nos limitar a colocar o conhecimento organizado como fatos

encadeados, mas devemos

[...] integrar uma reflexdo responsavel pela realizacdo da arqueologia
antropolégica das condi¢des epistemolégicas, sociais, culturais e politicas,
gue possibilitam o surgimento e a disseminag¢do de um conceito em um dado
momento. (D’'ENFERT, DJEBBAR e RADFORD, 2012, p. 3).

Dessa forma, devemos nos aprofundar no contexto no qual o saber matematico
foi gerado, pois 0 saber € consubstanciado a sociedade que lhe serviu de berco,
tornando-se necessario compreender “[...] qual o papel do pensamento matematico
em um dado momento na sociedade que o construiu” (D’ENFERT, DJEBBAR
RADFORD, 2012, p. 3), ou seja, ao levar-se em conta a historicidade do saber, deve-
se estar consciente de que todo texto historico € produzido em um contexto social; é
destinado implicita ou explicitamente a alguém e, ao abordar alguém, o texto se utiliza
das normas discursivas da cultura; uma vez que ele proprio é baseado na ontologia
da cultura (D’ENFERT, DJEBBAR e RADFORD, 2012). Por conseguinte, ao
interpretar-se um texto historico, especificamente, um texto histérico matemaético,
devemos nos preocupar em ambienta-lo no contexto histérico e social no qual foi
produzido, para quem foi produzido, a linguagem utilizada, qual era a maneira de se
propor um problema e o que era aceito como solucdo. Assim, entendemos que é
necessario nos despirmos de quaisquer ideias pré-concebidas ou modernas sobre o
conteudo do texto historico; o pesquisador deve fazer esse exercicio de forma
constante. Logo, o saber é em si mais historico do que comumente imaginamos, tal

entendimento configura uma

[...] concepcao antropoldgica do conhecimento, uma concepgao segundo a
qual o conhecimento é mediado por sua historicidade, que se refere a cultura,
porque estes estao em relacao dialética: um é o modo de existéncia do outro.
(D’ENFERT, DJEBBAR e RADFORD, 2012, p. 4, tradugéo nossa).?

124[...] conception anthropologique du savoir, une conception selon laquelle le savoir se trouve
médiatisé par son historicité, laquelle renvoie a la culture, car ces derniéres sont en relation
dialectique: I'une est le mode d’existence de 'autre.” (D’ENFERT, DJEBBAR e RADFORD, p,
4, 2012).
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Desenvolvemos entéo, esta tese dentro dessas perspectivas, com o objetivo
de disponibilizar para docentes; docentes em formacdo; em formac&o continuada; e
pesquisadores, um estudo historicamente orientado de um dos textos mais
importantes da matematica islamica medieval, o Tratado da Circunferéncia de al-
Kasht (1954) e demonstrar que ele possui potencialidades pedagdgicas para uso em
sala de aula. Nesse sentido, ndo nos preocupamos apenas com a perspectiva do
ensino e aprendizagem da matematica, mas também com a tomada de consciéncia
de outras culturas, ressignificando o0 que € a matematica.

A partir do Capitulo 3, realizamos um estudo sobre o quadro conceitual e
cultural no qual surgiu a ideia de al-Kashi de obter uma melhor aproximacao para a
relacdo entre o comprimento da circunferéncia do circulo e o seu diametro,
evidenciando os elementos que possibilitaram que tal ideia fosse pensada e

inventada.

1.2 Analise de textos historicos de matematica (ATHM) segundo Fumikazu
Saito

O processo de leitura e Analise de Textos Histéricos de Matematica (ATHM)
elaborada por Fumikazu Saito!3, estd de acordo com a historiografia atualizada
proposta em Alfonso-Goldfarb (2006). Para esse autor, uma pesquisa em Historia da
Ciéncia, em particular, uma pesquisa em Histdria da Matematica, deve estar centrada
na interface entre trés esferas de analise: a historiogréfica, a contextual e a
epistemoldgica. Essa nova historiografia, de acordo com Bromberg e Saito (2010, p.
53), “busca reconstituir a histéria da matematica no seu contexto, levando-se em
consideracdo ndo s6 aspectos internos, mas também externos ao desenvolvimento
do conhecimento matematico. ” Assim, a Anélise de Textos Historicos de Matematica

(ATHM) possui trés esferas de analise conforme a Figura 1:

13 Ver: Saito (2010, 2013A, 2013B, 2014, 2015,2016, 2019A, 2019B).
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Figura 1 - Esferas de analise da ATHM.

Historiografica

Epistemolégica Contextual

Fonte: Saito (2015).

Na esfera historiografica analisa-se de forma critica os trabalhos ja existentes
sobre o documento, 0 que nos auxiliou na selecéo da literatura secundaria. Na esfera
contextual faz-se o estudo do contexto no qual o documento foi produzido; ja na esfera
epistemolodgica, observa-se os conhecimentos disponiveis na época e os seus limites
de seu alcance, (SAITO, 2019B). A adocéo de tal perspectiva permite-nos nao recair
em uma viséo linear e continuista do desenvolvimento do conhecimento e evitarmos
interpretacdes presentistas de fatos histéricos.

Orientada pelas trés esferas de andlise de uma pesquisa em Histéria da
Matematica, a Andlise de Textos Histéricos de Matematica (ATHM) possui

basicamente quatro etapas esquematizadas no Quadro 1:
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Quadro 1 - Etapas da andlise de textos histéricos de matematica (ATHM) conforme Fumikazu Saito.

Levantamento das caracteristicas fisicas do texto;
Levantamento bibliografico.

*Leitura “rapida”, diagonal, com vistas a descortinar
0 essencial do assunto tratado pelo texto.

*Leitura analitica, com vistas a captar os elementos
essenciais e informacgdes de maior relevo.

*Leitura “aprofundada” para completar a apreensao
Leitura critica do texto, com vistas a organizar os apontamentos e
preparar a “explicagdo do texto”.

Fonte: Elaborado pela autora conforme Saito (2010, 2013A, 2013B, 2014, 2015,2016, 2019A, 2019B).

Antes de prosseguir, € importante esclarecer que essas etapas orientam uma
sistematizacdo do estudo do texto, mas nao séo rigidas, conforme o trabalho se
processa, elas naturalmente se sobrepdem.

Em todas as etapas do estudo Saito!* recomenda uma organizacdo minuciosa
com registros detalhados dos apontamentos, pode-se, portanto, fazer uso de fichas
numeradas, organizadas conforme tema e assunto e, se possivel, um sistema de
cores para destaques/marcacdes. Todos o0s elementos a analisar devem ser
observados de forma atenta e, julgando-se necessério, faz-se anotaces. Assim, o
pesquisador deve desenvolver seu proprio método de organizacdo com vistas a
facilitar a localizacdo de quaisquer informacdes.

Conforme Saito!® na fase de “conhecendo o texto” devemos observar as
caracteristicas externas ao conteudo do texto, em outras palavras, suas
caracteristicas fisicas: o0 manuscrito (ou manuscritos) utilizados; material; autor; local,
data; se € uma tradugdo ou transcricdo; se possui frontispicio; capa; contracapa,
prefacio; introdugéo; carta ao leitor; dedicatoria; sumario; indice; deve-se observar
também se é dividido em livros ou capitulos, suas imagens, notas, entre outras

caracteristicas que se apresentarem, em nossa pesquisa. Tais caracteristicas

1% Ver: Saito (2010, 2013A, 2013B, 2014, 2015,2016, 2019A, 2019B).
15 Ver: Saito (2010, 2013A, 2013B, 2014, 2015,2016, 2019A, 2019B).
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relativas ao Tratado da Circunferéncia de al-Kasht (1954) estdo no Capitulo 3. Deve-
se também fazer um “sobrevoo” rapido sobre as partes do texto; deve-se buscar captar
a ideia principal do texto.

Um segundo ponto nessa etapa € fazer um levantamento bibliografico de
estudos que tratem de forma direta ou indireta tanto do texto em analise, como do
assunto por ele abordado, inclusive do mesmo autor, deve-se fazer uma lista dos
artigos, livros, capitulos de livros, dissertacdes, teses, anais, etc.; deve-se considerar
fazer fichamentos e resumos sobre tais textos. Por fim, estabelecer palavras-chaves
ligadas ao texto. Diante disso, consideramos particularmente interessante organizar
essas palavras em forma de mapa conceitual, pois, percebemos que favorece a
visualizacdo da extenséo e limites dos elementos relacionados ao assunto principal
do texto em analise, evitando-se um demasiado afastamento de sua questao principal
e 0 esquecimento de pontos fundamentais ao seu entendimento.

Na Figura 2, apresentamos 0 mapa conceitual das palavras-chaves
relacionadas ao Tratado da Circunferéncia de al-Kasht (1954) que delimitaram nossos
estudos. O mapa conceitual nos permitiu estabelecer o arco de pesquisa ao qual

deveriamos perseguir para a construcdo do nosso trabalho.

Figura 2 - Mapa conceitual das palavras-chave relacionadas ao Tratado da Circunferéncia de al-
Kashr.

Almagesto de Observatdrio de

Geometria Ptolomeu Samarkanda

Tedrica

Tratado da circunferéncia
Elementos de -
IR de al-Kashi
Euclides
Olsla Corte de Ulugh Beg

Madraca

Fonte: Elaborado pela autora.
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Observando as ligacbes entre as palavras-chaves, percebemos que o Isla
exerceu fundamental influéncia sobre a corte de Ulugh Beg que construiu o
observatério de Samarkanda e a madraca, consequentemente, o islamismo marca
presenca no tratado que também é profundamente influenciado pelas proposicées de
Os Elementos de Euclides e o Almagesto de Ptolomeu que compdem a geometria
teorica da época ditada pela matemética grega.

Ultimo elemento importante na fase de conhecer o texto, segundo Saito?6, é
fazer um movimento de “ida e volta” entre o texto e o estudo da literatura secundaria,
mas sem perder de vista que as informacdes da literatura secundaria ndo devem
influenciar a leitura do texto em andlise, pois, é este Ultimo o farol que guia a leitura,
enguanto que a literatura secundaria € um complemento.

Iniciando-se a fase de leitura do texto, temos a pré-leitura, Saito recomenda
uma leitura rdpida com vistas a compreender a estrutura do texto e ter uma ideia geral
dos assuntos abordados, analisando, por exemplo, o indice ou sumario para obter
informacdes sobre a organizacdo. A introducdo ou a apresentacdo pode indicar as
intencdes e o publico alvo. A observacdo de titulos e subtitulos fornecem mais
informacdes sobre o tema abordado e, nesta fase ja € possivel descobrir a ideia
principal do texto. E importante fazer anota¢des e apontamentos.

Na leitura critica deve-se buscar e sublinhar no texto defini¢cdes, ideias e outros
elementos técnicos (matematicos e cientificos) essenciais e fazer seu fichamento
transcrevendo-o integralmente tal qual esta no texto, acrescentando informacdes
sobre este como: autor, titulo, ano, pagina etc., deve-se sintetizar e esquematizar as
principais ideias.

Posteriormente, busca-se estudos que tratem do texto ou do assunto abordado
pelo texto (literatura secundaria) ou biografia cientifica sobre o autor do texto em
guestao, ou ambos, mas, deve-se considerar que o ponto mais importante desta etapa
e fichar somente o que esté ligado ao texto diretamente, (SAITO, 2010, 2013A, 2013B,
2014, 2015, 2016, 2019A, 2019B).

Na ultima fase de leitura, a leitura critica, consiste de uma leitura aprofundada,
na qual deve-se esquadrinhar as palavras, nocOes, esclarecer os objetos de
discussao, etc., (SAITO, 2010, 2013A, 2013B, 2014, 2015, 2016, 2019A, 2019B).

16 Ver: Saito (2010, 2013A, 2013B, 2014, 2015,2016, 2019A, 2019B).
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A leitura analitica consiste de uma preparacdo para a explicacdo do texto
objeto da Andlise de Textos Historicos de Mateméatica (ATHM). Essa etapa tem por
objetivo explicar o texto através da analise de uma passagem selecionada, Figura 3,
pois, como nao é possivel analisar todo o texto de uma vez, deve-se selecionar um
excerto do texto que se quer melhor investigar, este sera abordado para subsidiar a
construcdo da articulacao entre Historia e Ensino de Matematica.

Figura 3 - Analise de textos histéricos de matematica (ATHM).

ESTUDO HISTORICO

\ 4

EXPLICACAO DO
TEXTO

14

TRECHO/EXCERTO
SELECIONADO

3

TEXTO

Fonte: Elaborado pela autora conforme Saito (2010,2013A,02013B, 2014, 2015, 2016, 2019A,
2019B).

No Capitulo 4, implementamos este processo em quatorze estudos a partir de
excertos do Tratado da Circunferéncia de al-Kasht. No Capitulo 5, a partir de dois
desses estudos, desenvolvemos duas atividades conforme a TO e uma simulacdo da
aproximacédo de al-Kasht (Apéndice C) no software matematico Geogebra, com o
intuito de exemplificar as potencialidades pedagogicas do referido tratado.

Para o estudo de Al-Kasht (1954), por compreender que essas duas
perspectivas se complementam, associamos a andlise de textos Historicos de
Matematica segundo Radford (2011) e a Andlise de Textos Historicos de Matematica
(ATHM) conforme Saito!’: enquanto a perspectiva de Radford nos leva a desenvolver

um olhar mais apurado sobre questfes socioculturais e a forma como estas atuam

17 Ver Saito (2010, 2013A, 2013B, 2014, 2015,2016, 2019A, 2019B).
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sobre seus atores e vice-e-versa; a ATHM nos traz uma estrutura, um “passo-a-passo”
para a analise desse texto historico, guiada por uma nova historiografia; também nos
traz uma especial preocupacdo com questdes epistemologicas. Tal processo de
atrelar essas duas perspectivas se evidencia nos capitulos 3 e 4.

O capitulo 3 trata dos aspectos exteriores ao conteudo do tratado como:
caracteristicas fisicas do texto, questdes historiograficas e contextuais gerais. No
capitulo 4, tratamos sobre aspectos interiores ao tratado, ou seja, ligadas diretamente
ao seu conteudo, entre elas, questdes historicas, epistemoldgicas e matematicas.

Seguindo a metodologia da ATHM com suas esferas de andlise (historiogréfica,
epistemologica e contextual) e a perspectiva de andlise sociocultural de textos
histéricos de Radford, realizamos o0s seguintes passos na elaboracdo de nossa
analise do Tratado da Circunferéncia de al-Kashr: a fase de “conhecendo o texto”; a
“pré-leitura”, na qual algumas das perguntas feitas na fase anterior foram respondidas
pelo proprio texto como, por exemplo, os valores das medidas do didmetro e do
comprimento da Terra. Outras perguntas que ficaram também sem resposta foram
respondidas por meio de fontes secundarias (outros textos do proprio autor) e/ou
literatura secundaria (textos de outros autores relacionados ao tema), por exemplo: a
circunferéncia do universo é a mesma coisa que cinturdo do zodiaco a qual equivale
a seiscentas mil vezes a circunferéncia da Terra.

Na segunda etapa de leitura, para poder “explicar o texto” de forma mais
profunda, recorremos a fontes secundarias como al-Kashi (1427) (A Chave para a
Aritmética, “miftah al-hisab”) que nos ajudou na compreensdo dos conhecimentos
matematicos mobilizados no Tratado da Circunferéncia de al-Kashrt, principalmente
nos calculos com sexagesimais que finalmente nos fizeram compreender os principios
envolvidos em varias tabelas de célculos. Também consultamos al-Kasht (1997) e al-
Kasht (1960) que séo duas cartas que al-Kashi escreveu de Samarkanda para seu pai
gue permaneceu em Kashan, essas fornecem importantes informacdes sobre o dia a
dia do circulo cientifico de Samarkanda durante o governo do principe Ulugh Beg.

Na terceira etapa de leitura recorremos a literatura secundéaria como: Aydin e
Hammoud (2015), Berggren (2003), Djebbar (2013), Fazlioglu (2008), Hogendijk
(2009), Joseph (2011) e Yushkiévitch (1976) para elucidar as duvidas que as fontes
secundarias ndo conseguiram sanar tanto a respeito do conteiddo matematico da obra,
como em relacdo a compreensdo do contexto social, histérico, politico, econémico e

religioso.



34

1.3 A atividade conforme a Teoria da Objetivacao

A atividade (labor conjunto — o labor conjunto de professores e alunos),
conforme a TO, ocupa um papel mediador na transformacdo do saber em
conhecimento pois as formas de pensamento e acdo histérica e culturalmente
estabelecidas ndo podem ser vistas de forma direta, o saber ndo mostra a si mesmo,
nao pode ser sentido, tocado e transmitido “Para que o saber seja algo que possa ser
percebido ou sentido pela consciéncia humana, ou seja, para que seja inteligivel, os
individuos precisam fazer algo.” (RADFORD, 2022, p. 122). Sendo assim, atraves do
labor conjunto, da atividade intelecto-material, 0 saber é materializado em forma de
conhecimento, o saber entdo € materializado em “[...] algo que podemos perceber,
sentir: algo que pode ser apreendido pela consciéncia humana. ” (RADFORD, 2021,
p. 76).

Esse papel mediador da atividade na transformacéo do saber em conhecimento
a faz elemento central para a investigacdo dos processos de objetivacédo?’®, tal
investigacdo se ocupa em como as formas de pensamento e acdo estabelecidos
cultural e historicamente se tornam objetos de consciéncia nos estudantes,
(RADFORD, 2021). Averiguamos, entdo, que a analise dos processos de objetivacéo
investiga a aprendizagem, pois aprender “E 0 complexo encontro com o saber e sua
transformacao subjetiva em um objeto da consciéncia. ” (RADFORD, 2021, p. 110).

Considerando a importancia da atividade no ensino-aprendizagem, conforme a
Teoria da Objetivacdo, a importancia da atividade no ensino-aprendizagem...ndo pode
ser concebida de forma aleatoria, assim, a atividade de ensino-aprendizagem na
Teoria da Objetivacdo possui dois componentes: 0 primeiro é a organizacao didatica
(selecdo e estruturacdo dos problemas etc.); o segundo componente é relativo a
prépria atividade no sentido materialista dialético adotado pela TO, onde a atividade é
concebida como muito mais que a simples interacdo entre pessoas e artefatos, mas
como um modo de vida, algo criado para a busca de solu¢cdo de um problema néo
individualmente, mas com o outro, (RADFORD, 2021).

18 “Nosso encontro com sistemas de pensamento historico-culturais (matematico, cientifico, estético,
legal, etc.) [...].” (RADFORD, 2021, p. 100).
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O componente didatico da atividade, também chamado de componente ®
(phi), possui trés elementos, Figura 4: o objeto, o(s) objetivo(s) e a(s) tarefa(s); é
baseado na estrutura objeto-objetivo-tarefa foi proposta por Leont’ev (1978) em um
contexto mais amplo. A estrutura de Leont’ev permite perceber as diversas camadas
da intencdo pedagodgica da atividade e do ensino-aprendizagem, além desses
elementos a TO acrescenta a andlise epistemologica do conteddo matematico,
(RADFORD, 2021).

Figura 4 - Estrutura ® de uma atividade de ensino-aprendizagem na TO.

Objeto da Descricdo do Atividade 8
atividade objeto 0= (DD,,.. D)

/_...'.. . c
Objetivos Meta 1, meta 2, g

da atividade  meta 3, ..., metan

Tarefas da Prob.1, prob.2, 5
atividade prob.3, ..., prob. k

Fonte: Elaborado pela autora com base em Radford (2022).

O objeto da atividade € selecionado pelo professor e é parte do seu projeto
didatico (por exemplo, pode ser o encontro dos estudantes com formas historico-
culturais de calcular o comprimento de uma circunferéncia); para que a atividade se
mova em direcdo ao objeto estabelecido € necessario tracar objetivos e, para alcancar
tais objetivos, uma tarefa especifica deve ser elabora, a qual deve ser composta por
uma série de problemas de nivel de dificuldade crescente para preservar a unidade
conceitual e contextual’® da atividade, tais problemas devem levar a elaboracéo de
perguntas e/ou a formulacdo de acdes. A intenséo é que os problemas da tarefa levem
0s estudantes a realizarem determinadas a¢cfes-chave, (RADFORD, 2022). As setas
na Figura 24 séo para cima porque o foco da tarefa € o objeto da atividade.

19 “Unidade é conceitual e contextual, na medida em que oferece um contexto para dotar os problemas
de sentido, e permite uma inter-relacdo da dimens&do conceitual dos problemas. Uma de suas
vantagens é trazer para 0 mesmo contexto, varios objetos mateméaticos para que os estudantes possam
estabelecer uma relacdo clara entre esses objetos e suas interconexdes [...], evitando assim uma
imagem fragmentada da matematica.” (RADFORD, 2022, p. 176).
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Quanto a execucéo da tarefa ndo necessariamente deve ser executada em
um unico dia, pode ser estendida por mais tempo e deve-se fomentar as formas de
colaboracdo humana entre as quais incentivar o debate e a recep¢ao de novas ideias
por meio do “desenvolvimento do posicionamento critico, senso de responsabilidade,
solidariedade e cuidado com o outro.” (RADFORD, 2022, p. 180).

A atividade na TO € um processo fluido, passivel a mudancas, é um processo
gue materializa o saber em algo inteligivel. Na pratica, a elaboracdo da atividade
segue 0s seguintes passos: (1) destacar um trecho potencialmente didatico; (2) eleger
a intencionalidade; (3) elaborar problemas e acfes; (4) repensar as tarefas (os
enunciados) com vistas ao labor conjunto; (5) repensar a intencionalidade e os
objetivos com vistas a coleta e analise de dados; e (6) a aplicacéo.

Nas Subsecdes 5.1 e 5.2 apresentamos duas propostas de atividade com vistas

a demonstrar as potencialidades didaticas do Tratado da Circunferéncia de al-Kashr.

2 ANALISE DO TRATADO DA CIRCUNFERENCIA: QUESTOES EXTERIORES
AO TRATADO

Neste capitulo, iniciamos a analise do texto pelos aspectos exteriores ao seu
conteudo, entre os quais: a historiografia da matematica islamica medieval em russo,
o papel do Uzbequistdo e dos estudiosos soviéticos na historiografia da matematica
islamica medieval, o contexto da elaboragéo do Tratado da Circunferéncia, de al-Kashrt
(envolvendo questBes histéricas, politicas, sociais e religiosas), questbes
historiogréficas relativas ao tratado, os critérios de escolha sobre qual traducdo do
tratado utilizamos, algumas observacfes sobre a traducdo russa e 0 processo de

traducao do russo para o portugués na construgao da verséo de trabalho.

2.1 Historiografia da matematica islamica medieval em russo

E consolidada a ideia de que estudiosos medievais do Oriente Proximo e
Oriente Médio contribuiram substancialmente para o desenvolvimento das ciéncias
matematicas. De maneira semelhante, a Asia Central, particularmente o Uzbequist&o,
ocupa um papel importante na histéria da matematica islamica medieval, o
conhecimento desse fato levou pesquisadores da outrora Unido Soviética a se

dedicarem ao resgate de obras e a traducéo destas para linguas entdo faladas no pais
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dos sovietes, ou seja, muitas das obras podem ser atualmente encontradas em russo,
mas ndo apenas em russo, (MATVIEVSKAYA, 1993).

Um namero crescente de traducfes de tratados matematicos arabes e persas,
biografias, estudos gerais etc., tem contribuido para a concepcdo geral sobre a
evolucdo da matematica medieval no Oriente Médio, no Oriente Préximo e Asia
Central; dentre os mais ativos nesse processo estdo os historiadores da matematica
do Uzbequistdo. Os estudos intensivos sobre esses aspectos se iniciaram antes da
primeira guerra mundial. Em 1908-1909, o historiador, orientalista e arquedlogo Vasily
Lavrentievich Vyatkin descobriu as ruinas do observatorio astronémico do estudioso
Ulugh Beg em Samarkanda.

Arquedlogos e astrbnomos comecaram a explorar as ruinas do Observatorio
de Ulugh Beg em Samarkanda e a buscar no Oriente Proximo e Oriente Médio
documentos e trabalhos relacionados a equipe de Ulugh Beg; a medida que essas
obras eram encontradas comegavam a ser analisadas?®. De acordo com Morey
(2018), Kari-Nyazov?! publicou uma monografia que se tornou referéncia sobre o tema
‘A escola astrondmica de Ulugh Beg’, na qual além de analisar as tabelas
astrondmicas de Ulugh Beg, Kari-Nyazov caracteriza os membros do circulo cientifico
de Ulugh Beg.

Outros nomes de destaque que se envolveram nas pesquisas sobre o
Observatorio de Samarkanda séo o ucraniano Adolph Pavlovich Yushkiévitch (1906-
1993) e o russo Boris Abramovitch Rozenfeld (1917-2008). Yushkiévitch e Rozenfeld
traduziram e publicaram textos originais, escreveram e publicaram artigos,
incentivaram e organizaram um grupo de pesquisadores soviéticos, assim, a partir dos
anos 1950, houve uma série de publicacdes relativas a obras de matematicos e
astronomos da Asia Central e progressivamente a lacuna existente sobre a Histéria
da Matemética islamica medieval vem sendo preenchida, (MOREY, 2018).

Nos referimos a pesquisadores soviéticos e ndo somente a uzbeques pois 0
Uzbequistdo foi uma das quinze republicas que constituiram a URSS (Unido das
Republicas Socialistas Soviéticas) que existiu entre 1922 e 1991.

Um dos primeiros artigos publicados em russo sobre o tema foi O matematike

narédov Srétdnej Azii v IX-XV viéka (sobre a matematica dos povos da Asia Central

20 Mais detalhes em Matvievskaya (1993).
21 Para mais detalhes, ver KARI-NIYAZOV T. N. Astronomitcheskaya Shkola Ulugh Beka. Moscou:
Izdatelstvo Akademya Nauk URSS, 1950.
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nos séculos IX-XV) (1951) de Yushkiévitch. Nesse artigo, o autor conclama a
comunidade de pesquisadores a se dedicar aos estudos da matematica islamica
medieval sob o0 argumento de que embora a lingua cientifica oficial da época fosse o
arabe, na verdade pouco os arabes contribuiram para o progresso da ciéncia ou a
matematica, mas quem sempre esteve na vanguarda do desenvolvimento das
ciéncias foram os sabios das regides da Asia Central e transcaucasia: khorezmianos,
tadjiques, uzbeques, azerbaijanos etc. Assim, por essas regides fazerem parte da
URSS, os alcances dos matematicos da Asia Central deveriam chamar a atencéo dos
historiadores soviéticos da ciéncia, (MOREY, 2018).

Boa parte dos trabalhos sobre a matemética islamica medieval foram
publicados na segunda metade do século XX, no periddico Istoriko-Matematitcheskie
Issledovéaniya (Investigacdes Historico-Mateméaticas) que é o periddico de referéncia
em russo sobre Histéria da Matematica. Foi nele que encontramos a traducdo russa
do Tratado da Circunferéncia de al-Kashr, feita por Rozenfeld e Yushkiévitch, objeto
de estudo desta tese. Dentre os historiadores quem mais se destaca € Yushkiévitch,
autor de diversas obras, entre elas o livro que até hoje é referéncia nos estudos sobre
a matematica islamica medieval, Les mathematiques arabes (VIll-e XV-e siécles)??,
correspondente ao terceiro capitulo da obra Histéria da Matematica na ldade MédiaZ3
também de sua autoria, (MOREY, 2018).

2.2 Contexto de elaboracéo do tratado da circunferéncia

Nesta secao, tratamos sobre questdes exteriores ao contetdo do Tratado da
Circunferéncia de al-Kasht no sentido de explorar o contexto de sua elaboragao. Para
isso, vamos abordar os seguintes elementos: o contexto geral de nascimento das
ciéncias islamicas, o

papel do Isla no desenvolvimento da astronomia e da matematica; o império
timarida; a escola matematica-astrondmica de Samarkanda e, finalmente, conhecer

sobre a vida e obra de al-Kashr.

2.2.1 Contexto geral das ciéncias islamicas

22 YUSHKIEVITCH, A. Les mathematiques arabes (Vlll-e XV-e siécles). Translated by M. Cazenave
and K. Jaouiche, with preface by R. Tanton. Paris (Vrin). Historia Mathematica, v. 6, n. 3, 1979. p. 337.
23 YUSHKIEVITCH, A. Istoriya Matematiki v srednie viéka. Série Matematika do epokhi vozrojdeniya,
1961.
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Entre o final do século VI e inicio do século VII surgiu ha peninsula ardbica uma
religido monoteista chamada Isla gerada por um movimento social da classe média
de comerciantes em protesto a aristocracia dominante de Meca, esta nova religido
alcancou diferentes publicos, desde beduinos némades a tribos de comerciantes das
cidades. O Isla firmou-se como a base ideoldgica tanto para o Estado centralizado
criado pelo seu fundador, Muhammad ibn ‘Abd Allah (570-632 EC) (ou Maomé),
guanto para os territorios extensos que seriam conquistados por seus sucessores,
(WUSSING, 1998). O império islamico se estendeu do Oriente Proximo, grande parte
da Asia Central, todo o norte da Africa e Peninsula Ibérica, Figura 5.

Sob a dinastia abéassida (750 E.C. até meados do século XIIl), o
desenvolvimento das ciéncias teve seu periodo de maior prosperidade, com destaque
para o periodo de 750 E.C. até o século X quando Bagda foi estabelecida e

consolidada como um renomado centro cientifico e administrativo.

Flgura 5 — Mapa do Callfado abéssida no século 1X.
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Fonte: https://www.britannica.com/place/Caliphate. Acesso em: 01 ago. 2022.

No Mapa acima, temos o Império Islamico em sua extensdo maxima sob o

auspicio da dinastia abassida que assumiu o controle apds retirarem do poder a
dinastia omiada, a qual ficou restrita a Peninsula Ibérica. Mas o que levou o periodo

abassida a tanto desenvolvimento? Enxergamos, pelo menos, dois fatores que


https://www.britannica.com/place/Caliphate
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contribuiram para tal: questdes econ6micas e a diversidade cultural. As questbes
econdmicas referem-se ao alto nivel das técnicas de irrigacdo das terras, o artesanato
e 0 comércio nas cidades. Tais questfes aliadas a diversidade de povos do Estado
abassida (que era bem tolerante com as diferencas culturais e religiosas) e 0s seus
conhecimentos especializados sobre artesanato e ciéncias, contribuiram para o
desenvolvimento de uma nova cultura e ciéncias islamicas. Devido a essa diversidade
de povos, torna-se mais adequado chamar de cultura e ciéncia islamica, e ndo cultura
e ciéncia arabe, pois o termo arabe esta ligado a uma Unica etnia, aguela da peninsula
arabica. (WUSSING, 1998).

A diversidade de povos e culturas entrelacada a cultura arabe e ao Isla, que
culminou numa nova cultura e ciéncia islamica, garantiu, segundo Wussing (1998), o
desenvolvimento das ciéncias em algumas dinastias locais mesmo apos o fim da
dinastia abassida, entre elas os buidas no Iraque, os fatimidas no Egito, os samanidas,
varias dinastias turcas na Asia Central e os califados omiadas na Espanha e no
noroeste da Africa. No século Xlll, esses reinos chegaram ao fim pelos ataques do
exército mongol sob o comando de Gengis Khan a leste, e, na Espanha, a oeste, pela
reconquista crista.

No entanto, a leste, com a conversao dos mongdis a fé islamica e sob influéncia
chinesa, as ciéncias experimentaram um certo renascimento. Por fim, nos séculos XV
e XVI, a maioria das regides islamicas caiu sob o dominio dos otomanos e, embora
em algumas areas a tradicéo existente tenha sido continuada e parcialmente revivida,
no geral, ndo conseguiu acompanhar o desenvolvimento que estava ocorrendo na
Europa, (WUSSING, 1998).

2.2.2 A Astronomia, o Isla e a Matematica

De acordo com Djebbar (2013), no periodo pré-islamico, a astronomia arabe?*
fundamentava-se na observagcdo e na experiéncia e por isso estava ao alcance de
todos, podendo ser denominada de astronomia popular; envolvia o conhecimento das
estacdes do ano, fendbmenos meteoroldgicos, movimento das estrelas e planetas,

contagem do tempo e o deslocamento aparente do sol e da lua. Mas, com o

24 Wussing (1998) usa os termos ciéncia islamica e astronomia islamica, devido ao predominio da
religido islamica. Por outro lado, Djebbar (2013) usa os termos ciéncia arabe e astronomia arabe pois
para este autor, a denominagdo mais correta seria dada pela lingua em que foram escritas as obras, o
arabe.
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surgimento do isla a sociedade islamica desenvolveu uma relagéo profunda com a
astronomia devido a trés elementos fundamentais desta religido: (1) a determinacao
exata da visibilidade da lua crescente, a qual marca o inicio de cada més?®, (2) a Qibla
(encontrar a direcdo de Meca de onde quer que se esteja); (3) o horario das cinco
oracdes diarias. Esses trés preceitos geraram a necessidade de que os fiéis ao Isla
buscassem solu¢fes de problemas dificeis com os limitados recursos disponiveis; tais
necessidades impulsionaram o desenvolvimento da astronomia. Assim, além dos
astronomos, a astronomia tornou-se uma preocupacgdo de governantes, ricos
patrocinadores e da populacdo em geral; desta forma, do século VIl ao século XV a
astronomia assumiu um lugar de destague em relacdo as demais areas de
conhecimento que se desenvolveram na civilizacao islamica.

Assim, a astronomia teve seu campo de atuacdo ampliado e ndo se limitava
apenas a resolver problemas ligados ao isld, mas também ajudava a resolver
problemas ligados ao futuro por meio da Astrologia (um bom astrélogo era, antes de
tudo, um bom astrbnomo), embora houvesse opositores esta pratica; também
respondia a problemas internos a astronomia e a outras areas de conhecimento. A
Astronomia também oferecia solu¢des a problemas de ordem prética, atendendo a
solicitacdes do governo como a fabricacdo de instrumentos astronémicos, contagem
do tempo e elaboracéo de calendarios, (DJEBBAR, 2013).

Os astronomos islamicos viveram um periodo chamado de fase de assimilacao
na qual, por meio de recalculos, verificavam os parametros e modelos teoricos
herdados dos persas, gregos e indianos. Este processo culminou no aperfeicoamento
de ferramentas matematicas que iam sendo conhecidas e o desenvolvimento de
novas. Outro resultado foi a escrita de novos textos, entre eles: detalhadas descricdes
das constelacbes e posicdes das estrelas, mapas celestes, modelos planetarios e
tabelas astron6micas. Desta forma, surgiu a necessidade da construcdo de
observatorios astronémicos e de instrumentos astrondmicos com o objetivo de obter
medicdes cada vez mais precisas, (DJEBBAR, 2013).

Dentro do numeroso grupo de estudiosos islamicos que merecem destaque
podemos citar: dos séculos VIl e IX, Muhammad ibn Masa al-Khwarizmi, Ahmad ibn
Muhammad al-Farghant e Habash al-Hasib al-Mazwzi; do século X, o filésofo Abu
Nasr Muhammad al-Farabt (873-950), o enciclopedista Ibn Sina (980-1037), Abu

25 Os mulgumanos adotam o calendario lunar e para eles a fase da lua crescente representa renovagao
sendo inclusive um de seus principais simbolos.
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Rayhan al-Birtnt (973-1048), o matemético e astronomo al-Khujandt; por ultimo, e ndo
menos importante, Ulugh Beg (1394-1449) (o fundador do famoso Observatério de
Samarkanda) e os membros de sua escola, (MATVIEVSKAYA, 1993).

Muitos observatorios astrondmicos, tanto privados quanto estatais foram
construidos, mas duraram pouco. Os mais famosos que alcancaram reputacao
mundial foram os observatorios de Bagda (Iraque), Cairo (Egito), Cordoba (Espanha),
Toledo (Espanha), Maragha (Ird), Samarkanda (Uzbequistdo) e Istambul (Turquia).
Destacam-se 0 de Maragha (1259) e o de Samarkanda (1420) por serem 0s Unicos
gue permaneceram ativos por muitos anos, nao eram apenas centros de observacéao,
mas de aprendizado e usaram grandes instrumentos de medicado para obter maior
precisao, (FERNINI, 2009).

2.2.3 O Império Timarida

Segundo Fazlioglu (2008), o Império Timarida (1370 E.C.-1507 E.C.) foi
instituido por Timur (d.1405 E.C.) nas regides da Transoxiana e Khurasan, com capital
em Samarkanda, Figura 6. Timur se declarava herdeiro e restaurador do Império
Mongol (1206-1368) fundado por Gengis Khan (1162-1227), estabeleceu seu governo
fundamentado em raizes turcas, mongois e persas e com base no Isla. Apds a morte
de Timur, seu filho mais novo Shah Rukh (d.1447 E.C.), que era governador de
Khurasan desde 1396 E.C., assumiu o império com a tomada de Samarkanda em
1409 E.C., pacificando em certa medida as turbuléncias politicas surgidas desde a
morte de seu pai. Shah Rukh institui Herat como sua capital e colocou seu filho Ulugh

Beg (1394-1449) como governante da Transoxiana e Kashghar.
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Figura 6 - Império Timurida, regidoes da Transoxiana e Khurasan.
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Shah Rukh néo era ligado a tradi¢éo turco-mongol de seu pai, era inclinado aos
conhecimentos religiosos e misticos, desta forma, ele fez de Herat e seus arredores
um centro de estudos religiosos islamicos de acordo com a doutrina sunita. Sob o
dominio de Timur, através de Ulugh Beg, a doutrina sunita era dominante nas regidées
de Transoxiana e Khurasan mas havia intercambio continuo com a doutrina xiita,
assim, esse ambiente de ambiguidade religiosa promoveu o surgimento de novas
interpretagdes religiosas.

Por causa do interesse de Baysunghur (d. 1433), filho de Shah Rukh, em
poesia, caligrafia, douramento, miniaturas, encadernacgéo de livros e pintura, a cidade
de Herat também se tornou conhecida pela sua literatura e arte, (FAZLIOGLU, 2008).

No periodo timurida as bases para uma tradigdo cultural em Herat foram
estabelecidas, mas foi sob Shah Rukh e Baysunghur que ela se desenvolveu e
manifestou-se ndo apenas com a constru¢do de madracas e bibliotecas, mas também
no ensino de estudos religiosos, literatura e artes que nelas ocorreram. Assim, muitos
estudiosos, poetas, musicos, caligrafos e artistas foram educados e tornaram-se
influentes na civilizacao islamica.

Ulugh Beg escolheu a cidade de Samarkanda, como o centro de suas
atividades tornando-a um centro de estudos de ciéncias mateméticas. Diferente da
orientagdo religiosa seguida por Herat, Ulugh Beg enfatizou o estudo das ciéncias

26 WAUGH, Daniel. Walter Chapin Simpson Center for the humanities. Washington University, USA.
Disponivel em: https://depts.washington.edu/silkroad/index.html. Acesso em: 28 fev. 2022.
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matematicas, mas isto ndo significa que ele ndo patrocinava estudos religiosos,
artisticos e de arquitetura, (FAZLIOGLU, 2008).

Ao lermos as cartas de al-Kashrt, al-Kasht (1960; 1997), temos a impressao que
0 motivo que levou Ulugh Beg a transformar Samarkanda em um centro de ciéncias
matematicas foi sua visita ao Observatério de Maragha quando era crianga, mas as
razdes sao mais complexas que o interesse e a disposicao pessoal de Ulugh Beg. De
acordo com Fazlioglu (2008, p. 7), “...] ha razdes politicas, econémicas, militares,
sociais e até comerciais por tras de todo tipo de empreendimento civil. ” De fato,
historicamente as regides da Transoxiana e Khuradsan compartilhavam um passado
como parte da civilizacdo islamica. A influéncia da escola astrondmica de Maragha?’
ainda se fazia presente por causa de alunos de professores proficuos desta escola,
dentre os quais: Nasir al-Din al-TasT e Qutb al-Din al-Shirazi. Tais elementos forjaram
um ambiente propicio para o reavivamento das atividades cientificas.

Transoxiana e Khurasan séo reconhecidas como as regides onde as primeiras
madracas foram fundadas, (BARTHOLD, 1963). As madracas eram centros de estudo
e ensino principalmente do Isla e da jurisprudéncia islamica, mas, com o passar do
tempo também podiam incluir literatura, pintura, masica, matematica e astronomia.
Estas escolas de estudos superiores eram destinadas aqueles que possuiam um grau
de estudo previamente adquirido nas mesquitas, (MIRBABAYEYV, 2000).

De acordo com Fazlioglu (2008), 165 anos antes da madraca de Nizamiyya em
Bagda (construida entre 1064-1066) ja existiam varias madracas nas regifes da
Transoxiana e Khurasan. Estas comecaram a ser construidas como instituicdes
governamentais oficiais na virada do século X e até o século XllI, antes das invasfes
mongois. Segundo Barthold (1963), as primeiras madracas foram construidas no
mundo islamico oriental as margens do rio Ama Darya principalmente para combater
outras religides como o budismo e o maniqueismo?. Diante de tais elementos,
concluimos que na historia da civilizacdo islamica, as regides da Transoxania e
Khurasan foram ligadas a instituigbes educacionais desde muito tempo, chegando a

haver nessas regides cerca de quatrocentas madracas, (MIRBABAYEV, 2000); além

27 Estabelecido em 1259 d.C. no atual Ird, sob o patrocinio do llkhant Hulagu, neto de Gengis Khan, e a
direcdo de Nasir al-Din al-TasT, um estudioso e astrbnomo persa.

28 Religido fundada por Mani, que considerava sua doutrina ndo como a religiao de uma regido, um
estado ou um povo escolhido, mas como a concluséo das grandes religides precedentes: cristianismo,
zoroastrismo e budismo. Para mais informacdes ver:
https://referenceworks.brillonline.com/entries/encyclopaedia-iranica-online/manicheism-
COM_11491%?lang=fr . Acesso em: 20 maio 2022.
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disso, as madragas configuraram-se como uma forma estavel de difusdo de uma
cultura e de saberes ao longo das geracgodes.

Os mesmos mongois que outrora fizeram grandes destruicfes, iniciaram a
reconstrucdo das cidades, reviveram a economia e passaram a incentivar o estudo
das ciéncias, pois, viram nessas, a possibilidades de aplicacdo pratica,
(MIRBABAYEYV, 2000). Desta forma, a madraca passou a ocupar na sociedade
islamica o lugar de promotora do pensamento cientifico, literario e artistico.

Outras dinastias deram continuidade a reconstrucao das instituicées destruidas
pelas invas6es mongadis, inclusive Timur (que capturou Herat em 1381) e seus
sucessores no império timarida, também criaram novas instituicdes como madracas,
mesquitas e bibliotecas. Um triangulo académico centralizado em Samarkanda, Herat
e Bukhara se consolidou, estima-se que os timuridas construiram 69 madracas: 50 na
Transoxania, 10 em Khurasan e 9 em outras regides, (RAGEP, 2017). Destacam-se
as madracas: de Shah Rukh em Herat, concluida em 1417 E.C., onde debates que
nela ocorreram ajudaram a consolidar e difundir o ramo sunita do Isl&; a madraca de
Ulugh Beg em Samarkanda e a madraca de Ulugh Beg em Bukhara, estas ultimas
concluidas em 1420, (FAZLIOGLU, 2008).

2.2.4 A escola matematica-astrondmica de Samarkanda

Construida em Samarkanda, a madraca timurida de Ulugh Beg ocupa um lugar
importante ndo apenas na civilizacdo islamica, mas também na histéria geral da
filosofia e da ciéncia. Ulugh Beg testava pessoalmente o corpo docente antes que
seus membros fossem autorizados a ensinar na madraca de Samarkanda. Ulugh Beg
tinha preferéncia por ouvir palestras sobre as ciéncias matematicas e debatia os
assuntos com professores e alunos, ele préprio também proferia palestras.

Em suas cartas para seu pai, al-Kasht (1960;1997) cita o nome de trés
professores da madraca, entre eles Qadizade al-Rumt (foi tutor de Ulugh Beg e era o
chefe dos professores da madraca de Samarkanda), Mawlana Abu al-Fath e Mawlana
Muhammad Khwafl. Especificamente, segundo Fazlioglu (2008), ao menos cinco
nomes do corpo docente de Samarkanda destacaram-se nas ciéncias matematicas:
Jamshid Kashi (o autor do Tratado da Circunferéncia), Qadizade al-Rumi, Alr al-
Qushj1, Sayyid al-Munajjim e o proprio Ulugh Beg.

Ao longo do que foi descrito até agora, pudemos perceber a disposi¢cao pessoal

de Ulugh Beg em transformar Samarkanda em um centro de estudos em ciéncias
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matematicas, tal fato aliado a questdes contextuais, contribuiram para o
estabelecimento do observatério astron6mico de Samarkanda.

N&o ha consenso sobre o periodo do estabelecimento do observatorio de
Samarkanda sendo o mais aceito entre 1420 E.C. e 1424 E.C. Sua construcédo foi
supervisionada por al-Kasht e concluida sob administragéo do proprio Ulugh Beg que
se manteve como diretor geral até sua morte. Como administradores das atividades
de observacao temos os seguintes nomes: Jamshid Kashi, Qadizade al-Rumt e Al1 al-
Qushj1, cada um foi sendo substituido pelo outro apés a morte de cada um deles. As
atividades do observatério de Samarkanda se estenderam por trinta anos,
(FAZLIOGLU, 2008).

Em suas cartas, al-Kasht também comenta sobre a educacgao astronémica na
madraca de Samarkanda, os debates sobre os textos estudados, principalmente os
Zij’; a construcao do observatério astronbmico de Samarkanda (e quais intervencdes
ele empreendeu no processo); a construgéo de instrumentos observacionais e outros
estudos que contribuiram para a consolidacédo do observatério de Samarkanda. Com
base em seus relatos, chegamos a algumas conclusdes: a madraca foi concluida, as
atividades na madraca ocorreram de forma concomitante a construgdo do
observatorio (o que naturalmente implica que o observatdério foi concluido depois da
madraga), al-Kashrt interveio diretamente no processo de constru¢ado do observatorio
(corrigindo falhas na concepcéo do projeto) e na construcao de instrumentos.

Segundo Djebbar (2013), a astronomia islamica teérica abrange trés aspectos:
(1) a criacao de tabelas astrondmica, (2) o movimento dos objetos celestes e 0 (3) 0
desenvolvimento de modelos planetarios que explicassem esses movimentos. Em
relacdo a primeira atividade ha dois tipos de tabelas astronémicas: as relativas a
problemas praticos (construcdo de calendarios, a Qibla e a data de visibilidade da lua
crescente) e as Uteis aos astronomos (tabelas trigonométricas, tabelas de
determinacao da equacao do tempo, dos movimentos dos planetas, dos parametros
relativos aos eclipses, de multiplicacdo de sexagesimais e as que servem para
construir instrumentos observacionais). Algumas dessas tabelas foram publicadas
individualmente e outras foram agrupadas em obras chamadas Zjj. Sobre a segunda
e terceira atividades, as ferramentas matematicas eram fundamentais e se dividiam
em duas categorias: as ferramentas gregas (geometria plana, esférica e geometria
das conicas) e as ferramentas de heranca indo-babilénica (recursos aritméticos,

algébricos e trigonométricos). Assim,
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Com o desenvolvimento da astronomia, ha um aumento significativo no
nimero dessas tabelas respondendo a varios usos e, a0 mesmo tempo,
notamos que a precisdo dos calculos aumentou. Isso foi possivel devido ao
avanco da algebra e ao refinamento dos algoritmos de aproximacao.
(DJEBBAR, 2013, p. 85).

Sob esse contexto em Samarkanda, Jamshid al-Kashi (1380-1429) decide
obter uma melhor aproximacéao para a relacdo entre o comprimento da circunferéncia
e 0 seu diametro, comparada as obtidas por predecessores. Certamente seu resultado
contribui para uma das obras mais importantes da histéria da matematica, o Zij de
Ulugh Beg, completado em 1437 E.C., de acordo com Fazlioglu (2008), esta dividido
em quatro partes com os seguintes titulos: Sobre calendarios e datas, Os tempos,
Sobre as posicdes das estrelas e Sobre astrologia. Pelos relatos de al-Kashi em suas
cartas, o Zij de Ulugh Beg foi um trabalho coletivo dos membros da do circulo de
estudiosos de Samarkanda forjado através das discussfes que ocorriam na madraca

e as observacdes realizadas no observatorio astronémico.

2.2.5 Sobre al-Kashrt, o autor do tratado

Ghiyath al-Din Jamshid ibn Mas'ad ibn Mahmid Kashani, ou simplesmente al-
Kashrt, Figura 7, era médico e um prolifico matemético e astrdnomo. Nasceu no final
do século XIV, por volta do ano de 1380 E.C., em Kashan, no Ird, € morreu em
Samarkanda?®, na Transoxania3°. Segundo Suter (1900), a data da morte de al-Kasht
teria sido em 1436 E.C., mas, para Rozenfeld e Yushkiévitch (1973), a data correta
seria 1429 E.C. com base numa anotacdo encontrada em uma cOpia indiana do
Khaqani Zij, uma das varias obras de al-Kasht que consiste em tabelas astrondmicas.

Assim, a data mais comumente aceita é 1429 E.C.

29 Samarkanda era uma cidade estratégica da Rota da Seda entre China e Europa.

%0 Transoxania, também soletrada Transoxiana, em arabe Ma Wara' al-Nahr, ("Aquilo que esta além
do rio"), regido histérica do Turquest&o na Asia Central a leste de Amu Darya (rio Oxus) e a oeste do
Syr Darya (rio Jaxartes), correspondendo aproximadamente ao atual Uzbequistdo e partes o
Turcomenistdo, Tajiquistdio e Cazaquistdo. Fonte: https://www.britannica.com/place/Transoxania.
Acesso em: 21 maio 2022.
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Figura 7 - Selo em homenagem a al- Kashr, emitido pela Republica do Irda em 1979.
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(14--16) A.C.

Fonte: O’Connor; Robertson (1999)31,

Segundo Aydin e Hammoud (2019) outra forma de escrever o nome de al-
Kasht é Ghiyath al-Din Jamshid ibn Mas'id ibn Mahmood al-Tabib al-Kashi. Cada uma
dessas palavras carrega um significado: Ghiyath (Salvador da religido); Jamshid
(nome pelo qual é conhecido); Ibn (filho de), logo ibn Mas'dd ibn Mahmood significa
“filno de Mas'td, filho de Mahmood”, ou seja, o nome do pai de al-Kasht € Mas'ld e o
seu avb é Mahmood; al-Tabib (médico), al-Kashr (natural de Kashan). Essa forma de
organizar o nome de uma pessoa contendo a profisséo, local de nascimento e da
ascendéncia faz parte da cultura arabe-mulcumana, (BERGGREN, 2003).

Al-Kasht nasceu em meio ao império de Timur (ou Tamerlao, 1336-1405). A
partir de 1370 E.C., Timur passou a conquistar vastas regides entre as quais estavam
as regioes atualmente ocupadas por Ird, Iraque, Turquia Oriental e Kashan, a cidade
natal de al-Kashi. Timur fez de Samarkanda32, uma das cidades mais antigas da Asia
Central, a capital do seu império a qual conheceu um periodo muito préspero durante
0 seu governo. Timur morreu em 1405 E.C., enquanto marchava em dire¢éo a China.

Houve disputa pelo dominio do império (Figura 8) que foi de antemao divido entre

31 O'CONNOR, J; ROBERTSON, Al-Kashi. School of Mathematics and Statistics, University of St
Andrews, Scotland, 1999. Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-
Kashi/poster/lived/. Acesso em: 21 maio 2022.

32 Uma das cidades mais antigas da Asia Central. Por ser uma cidade estratégica da Rota da Seda, foi
conquistada, destruida e reerguida varias vezes. Para mais detalhes, consultar
https://www.britannica.com/place/Samarkand-Uzbekistan. Acesso em: 14 jul. 2021.



https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-Kashi/poster/lived/
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https://www.britannica.com/place/Samarkand-Uzbekistan
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seus filhos, cabendo a Shah Rukh Mirza (1377 E.C.-1447 E.C.) (ou Shahrukh) a maior
parte, (O'CONNOR E ROBERTSON, 1999).

Figura 8 — Mapa do Império de Timurida.

Fonte: Waugh (2002)33. Acesso em: 28 fev. 2022.

Durante as diversas conquistas militares de Timur a pobreza era generalizada,
assim, al-Kashi viveu na pobreza como muitos de sua época, vivia de cidade em
cidade no Ird Central em busca de melhores condigcbes de sobrevivéncia, mas
passava a maior parte do tempo em sua cidade natal e, apesar de ter-se formado
meédico, dedicou-se ao estudo da astronomia e da matematica, (O'CONNOR E
ROBERTSON, 1999). A situagao de al-Kasht mudou favoravelmente quando assumiu
o império apds a morte de seu pai. Shah Rukh trouxe prosperidade econémica para a
regido e apoiou fortemente a vida artistica e intelectual, mudancas que tiveram
influéncia positiva na vida de al-Kashr.

Shahrukh colocou seu filho, de apenas dezesseis anos de idade, Muhammad
Taraghay ibn Shahrukh ibn Timdr, ou simplesmente Ulugh Beg (“grande principe”)
(1393-01449) como seu representante na regido da Transoxania, e seu tutor era
Qadizade al-Rimi** (1364-1436). Na Figura 9, temos um selo postal soviético de 1987

E.C. com a efigie de Ulugh Beg a esquerda e, a direita, temos a alusdo ao ano de

33 WAUGH, Daniel. Walter Chapin Simpson Center for the humanities. Washington University, USA.
Disponivel em: https://depts.washington.edu/silkroad/index.html. Acesso em: 28 fev. 2022.

34 De origem turca, fez parte da escola Fanart na Anatolia. Foi tutor e professor de Ulugh Beg, era
professor-chefe da madracga, (RAGEP, 2017). Para mais detalhes, consultar: https://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Biographies/Qadi Zada/. Acesso em: 14 jul. 2021.
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1437 E.C., no qual Ulugh Beg publicou suas tabelas astronémicas, em detalhe, a vista

interna do seu observatério onde se destaca o seu sextante.

Figura 9 - Selo postal da Unido Soviética (URSS) em homenagem a Ulugh Beg.
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Ulugh Beg ndo possuia interesse em conquistas territoriais, seu desejo era
transformar Samarkanda, principal cidade da Transoxania, em um centro cientifico e
cultural. Ele era astrbnomo e matematico, gostava de arte, musica, literatura, era um
mulgcumano devoto e um aplicado estudioso do Alcordo, (BERGGREN, 2003). Ulugh
Beg construiu uma madraca, espécie de escola, em Samarkanda e outra em Bukhara,
também construiu um observatorio astrondmico. Ulugh Beg formou uma equipe de
cerca de sessenta sabios para trabalhar em sua madraca em Samarkanda, entre eles
estava al-Kash1. Segundo Ragep (2017), os timaridas construiram cerca de sessenta
e nove madracas.

O primeiro marco da vida cientifica de al-Kashi que se pode datar com
precisao foi no dia 02 de junho de 1406 E.C. quando ele observou em Kashan o
primeiro de uma série de trés eclipses lunares, tal fato esta registrado na sua obra
Khaqgani Zij. (DOLD-SAMPLONIUS, 1992). Segundo Rozenfeld e Yushkiévitch (2018),
No dia 1 de mar¢o de 1407 E.C., também em Kashan, al-Kasht concluiu seu primeiro

livro Sullam al-sama’ fi hall ishkal waqa‘a li'l-muqaddimr fi’l-ab‘ad waal-ajram (“A

35 O'CONNOR, J; ROBERTSON, Ulugh Beg. School of Mathematics and Statistics, University of St
Andrews, Scotland, 1999. Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Miller/stamps/#Ulugh_Beg. In:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ulugh Beqg/. Acesso em: 27 jul. 2022.
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Escada do Céu: a resolucdo de dificuldades alcancadas por predecessores na
determinacdo de distancias e tamanhos”) ou Risala kamaliyya, € um trabalho
astronémico sobre a dimensédo do cosmos. Trata sobre a resolucdo de problemas
encontrados por antecessores na determinacao de distancias e tamanhos dos corpos
celestes. Outro trabalho de al-Kashi foi Mukhtasar dar ‘lim-i hay’ at (“Compéndio da
Ciéncia da Astronomia”) escrito entre 1410 E.C. e 1411 E.C., dedicado a um dos
descendentes de Timur que tinha uma posi¢ao no governo.

Em 1414 E.C., al-Kashi dedicou a Ulugh Beg seu segundo e importante livro,
Zij-i Khaqani fi takmil-i Zij-i llkhant ou Khaqant Zij*¢, que é um conjunto de tabelas
astrondmicas e tem como base as tabelas astronémicas de Nasir Al-TGst®’. O llkhant
Zij; segundo Berggren (2003), foi escrito cento e cinquenta anos antes do escrito por
al-Kash1. Na introdugdo do Khaqanr Zijj al-Kasht informa que sem o apoio do Ulugh
Beg, ndo teria sido capaz de completa-lo. Segundo Brentjes (2008), o patrocinio das
artes e das ciéncias por reis, principes, governantes e pessoas abastadas era comum
nessa e em outras épocas, o que nao foi diferente com al-Kashi que soube muito bem
usar isso a seu favor, dedicando muitos dos seus trabalhos a reis e governantes
influentes.

Ressaltemos que Ulugh Beg também escreveu tabelas astrondmicas e
tabelas de senos, supde-se que essas tabelas foram baseadas nas tabelas de al-
Kasht e muito provavelmente foram feitas com a sua ajuda, (ROZENFELD e
YUSHKIEVITCH, 2018).

No ano de 1416 E.C. al-Kasht concluiu o Risala dar sharh-i alat-i rasd, um
comentario sobre instrumentos astrondmicos em geral (régua paralatica para a
medicdo das distancias do zénite, uma esfera armilar, bem como uma equinocial e
uma armilar solsticial), também descreve o sextante Fakhri, usado para medir a
altitude das estrelas. Também concluiu um longo tratado chamado Nuzha al-hadaiq fi
kayfiyya san ‘sa al-ala al-musamma bi fabaq al-manatiq (“A excurséo do jardim, Sobre
o0 Método de Construgdo do Instrumento Chamado Placa dos Céus”) sobre um
instrumento conhecido como Equatorium que é essencialmente um computador

analdgico inventado por ele, usado para encontrar a posicéo dos planetas de acordo

36 Para mais informag@es, consultar Hamadanizadeh (1980).

87 Estudioso persa que nasceu em 18 de fevereiro de 1201 em Tus, Khorasan (hoje Ird). Morreu dia 26
de junho de 1274 em Kadhimain, préximo a Bagd4, no Iraque. Mais detalhes em: https://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Biographies/Al-Tusi_Nasir/. Acesso em: 30 dez. 2020.
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com os modelos geométricos contidos no Almagesto de Ptolomeu evitando-se assim
os calculos, utilizando apenas a manipulacao fisica do instrumento. No Quadro 2,
temos a lista dos trabalhos de al-Kashi, a maioria deles possui as datas em que foram
concluidos. (ROZENFELD E YUSHKIEVITCH, 2018).

Quadro 2 - Lista dos trabalhos de al-Kashr.

TITULO DA OBRA TRADUCAO DO TITULO ANO DE
CONCLUSAO
1 | Sullam al-sama" fi hall ishkal waqa‘a | A Escada do Céu: A Resolucao de 1407
li’l-muqaddimr fi'l-ab ‘ad waal-ajram Dificuldades Alcancadas por
Predecessores na Determinacéo
de Distancias e Tamanhos
2 | Mukhtasar dar ‘lim-i hay’ at Compéndio da Ciéncia da 1411
Astronomia
3 | Zij-i Khaqani fi takmil-i Zij-i Tabelas astronémicas 1414
llkhani ou Khaqani Zij
4 | Risala dar sharh-i alat-i rasd Sobre instrumentos astrondmicos 1416
em geral
5 | Nuzha al-hadaiq fi kayfiyya san‘sa A excurséo do jardim; Sobre o 1416
al-ala al-musamma bi fabaq al- Método de Construgdo do
manatfiq Instrumento Chamado Placa dos
Céus (Equatorium)
6 | Talkhiis al-Miftaah Compéndio da Chave 1421
7 | al-Risala al-Muhitiyya Tratado da Circunferéncia 1424
8 | Miftah al-hisab A chave para a aritmética 1427
9 | llkahat an-Nuzha Suplemento a Excursao 1427
10 | Ta’rib al-zij Traduc¢do da introducao do zijj de ?
Ulugh Beg do persa para o arabe
11 | Wujuuh al-‘amal al-darb fi’l-takht Formas de multiplicar por meio de ?
wa’l-turab tabuleiro e poeira
12 | Natad'ij al-haqa’iq Resultados das Verdades ?
13 | Miftah al-a sbab fi’ilm al-zij A chave das causas na ciéncia das ?
tabelas astrondmicas
14 | Risala dar sakht-i asturlab Tratado de construcao do ?
astrolabio
15 | Risala fi ma’rifa samt al-qibla min Tratado sobre a determinagédo do ?
daira hindiyya ma’rufa azimute da Qibla por meio de um
circulo conhecido como indiano
16 | Risala al-watar wa’l-jaib O tratado sobre corda e seno ?

Fonte: Rozenfeld e Yushkiévitch (2018).

Provavelmente o Equatorium marca o fim da vida de al-Kashi como um sabio
nomade, ndo se sabe ao certo a data da chegada de al-Kasht em Samarkanda,
guando se obtém novas informacdes sobre ele ja € como membro de uma equipe com

cerca de sessenta estudiosos convidados por Ulugh Beg para trabalhar na sua
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madraca®, Figura 10, e no seu observatério, (BERGGREN, 2003). Para Yazdi e
Rezvani (2015) o ano da chegada de al-Kasht em Samarkanda seria 1420.

Figura 10 - Foto da Madraca de Ulugh Beg na praca Registan em Samarkanda.
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Na Figura 11 temos a esquerda a Madraca de Ulugh Beg (1417-1420), a direita
a Madraca de Shir-Dor (1619-1636) e ao fundo a Madraca de Tilla-Kari (1646-16667?).

(Samarkanda, Uzbequistao).

Fonte: Sanchez (2019).

Figura 11 — Praca Registan.

Fonte (18).

Fato comum a al-Kasht e a seus contemporaneos é a escassez de informacoes
sobre sua vida pessoal, no entanto, em relacdo a ele temos duas vantagens: a
primeira, como ja pudemos perceber, € que ele datou com precisdo o término da

38Centro de estudos avancados em teologia e ciéncias em Samarkanda, um dos ainda mais belos
edificios da Asia Central. Foi construido entre os anos de 1417 e 1420.
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maioria de seus trabalhos e, a segunda, é que ele escreveu cartas em persa para seu

pai que permaneceu em Kashan depois de sua partida para Samarkanda, Figura 12.

Figura 12- Rota atual entre Kashan (Ird) e Samarkandgmgyzbequistéo).
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As cartas de al-Kash1 encontradas até o presente momento, al-Kasht (1960) e
al-Kasht (1997), como ja pudemos perceber, fornecem muitas informacdes sobre o
dia a dia e dindmica do circulo cientifico na madraca e no observatério de Ulugh Beg
em Samarkanda. Pela descricdo detalhada de problemas e suas resolucdes, supomos
gue o pai de al-Kasht possuia conhecimentos sobre matematica e astronomia. As
cartas também nos fornecem alguns poucos relatos sobre a vida pessoal de al-Kasht,

fizemos um estudo inicial sobre elas em Andrade e Silva (2021).

2.3 0O nosso exemplar de trabalho

Segundo Hogendijk (2009) ha pelo menos oito manuscritos do Tratado da

Circunferéncia de al-Kasht espalhados pelo mundo, verificamos esta informacéao e

39 GOOGLE. google.com/maps. Google Maps. 2009. Disponivel em:
https://www.google.com/maps/dir/kashan/samarkand/@36.0800189,53.5755183,5z/data=!14m13!4m12
11m5!1m1!1s0x3f9684849edea239:0xaf87e360598c6612!2m2!1d51.4099625!2d33.9850358!1m5!1m
111s0x3f4d191960077df7:0x487636d9d13f2f57!2m2!1d66.9749731!12d39.627012. Acesso em: 28 mai.
2021.
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encontramos os registros de nove manuscritos*®, Quadro 3: um em Istambul, trés em

Mashhad, quatro em Teerda e um em Toronto.

Quadro 3 - Manuscritos do Tratado da Circunferencia (al-Risala al-Muhitlyya) de al-Kashr.

Collection

MANUSCRITO N° DE LINGUA | LOCALIZACAO | DATA
COPIAS
Al-Kashi, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'ad. al- 1 Arabe Istambul, Século
Risala al-Muhitiyya. Museu do Exército de Turquia XVI ou
Istambul, Biblioteca do Museu militar, n.756. XVII4L,
Al-Kashi, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'ad. al- 3 Arabe Mashhad, Ira
Risala al-Muhitiyya. Sha'ban 827 A.H.L. (Julho
1424); n.12145, n.12235, n.5389. Biblioteca
Central de Astan Quds Razawi, Mashhad, Ira.
Al-Kasht, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'ad. al- 3 Arabe Teerd, no Ird
Risala al-Muhitiyya. Kitabkhan-i Showra-ye
Mellt (Biblioteca Nacional do Parlamento),
n.1146, n.1428, n.5499. Teer3, Ira.
Al-Kasht, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'ad. al- 1 Arabe Teerd, Ird
Risala al-Muhitiyya. Majlis shira (Assembleia
Consultiva), Teerd, Ira.
Al-Kasht, Ghiyath al-Din Jamshid Mas'ad. al- 1 Arabe Toronto,
Risala al-Muhitiyya. Andrews Engineering Canada

Fonte: Elaborado pela autora.

Observe gue todos 0os manuscritos estdo escritos em arabe e dentre eles

tivemos acesso ao de Mashhad, Figura 13, através de Hogendijk (2009) que

disponibiliza integralmente sua fotocépia.

“Olslamic Scientific Mnuscripts Initiative —ISMI. Disponivel em: <https://ismi.mpiwg-
berlin.mpg.de/search-witnesses?identifier=&collection=&repository=&city=&title=AL -

RIS%C4%80LAH%20AL-

MU%E 1%B8%A4%C4%AA%E1%B9%ACIYYAH&author=&items per page=20&page=0>.

Acesso em: 22 mar. 2021.

41 Para mais detalhes ver Rozenfeld e Yushkiévitch (1954, p. 439).
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https://ismi.mpiwg-berlin.mpg.de/search-witnesses?identifier=&collection=&repository=&city=&title=AL-RIS%C4%80LAH%20AL-MU%E1%B8%A4%C4%AA%E1%B9%ACIYYAH&author=&items_per_page=20&page=0
https://ismi.mpiwg-berlin.mpg.de/search-witnesses?identifier=&collection=&repository=&city=&title=AL-RIS%C4%80LAH%20AL-MU%E1%B8%A4%C4%AA%E1%B9%ACIYYAH&author=&items_per_page=20&page=0
https://ismi.mpiwg-berlin.mpg.de/search-witnesses?identifier=&collection=&repository=&city=&title=AL-RIS%C4%80LAH%20AL-MU%E1%B8%A4%C4%AA%E1%B9%ACIYYAH&author=&items_per_page=20&page=0

Figura 13 - Na ordem, as imagens das paginas 1,2 e 3 do manuscrito de Mashhad.
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Segundo Hogendijk, tal manuscrito foi doado pelo Shah Nader (rei Nader) em

1145 a

Biblioteca Central de Astan Quds Razawi, possui 58 paginas escritas em

arabe, divido em dez partes, introducdo e conclusdo. Mas, por ndo dominamos a

lingua éarabe, utilizamos os artigos e traducdes elencados no Quadro 4 para a
construgdo da nossa versao de trabalho do Tratado da Circunferéncia, por serem

escritos em linguas ocidentais ou mais préximas as ocidentais.

Quadro 4 - TradugBes do Tratado da Circunferéncia (al-Risala al-Muhitiyya) de al-Kashi.

TRADUCOES
REFERENCIAS LINGUA

AZARIAN, Mohammad. The introduction of al-Risala al-Muhitiyya: An English | Inglés
translation. International Journal of Pure and Applied Mathematics. Vol. 57,
n.6, p.903-914, 2009.
AL-KASHI, JAMSHID. In: ROZENFELD, B.; YUSHKIEVITCH, A. Al-Kashani. | Russo
Istorico-Matematicheskie Issledovaniya. Moscow, 7, (1954), 327-379.
AL-KASHI, JAMSHID. In: LUCKEY P. Der Lehrbrief Giber den Kreisumfang. Alemao
Adhandlungen der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin.
Jahrgang, Berlin, No. 6 (1953).

Fonte: Elaborado pela autora da tese.

O primeiro texto referenciado no Quadro 4, Azarian (2009), consiste de um
artigo que contém a tradugdo para o inglés da introducdo do Tratado da

Circunferéncia, a partir dele fizemos os primeiros estudos e obtivemos outras
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referéncias. O segundo texto referenciado no Quadro 4, al-Kasht (1954), trata-se da
traducdo russa do Tratado da Circunferéncia e o terceiro texto, al-Kasht (1953),
consiste da traducéo alema.

Fizemos um comparativo entre 0 manuscrito de Mashhad e as traducdes
russa e alema, percebemos que a maior parte do manuscrito de Mashhad consiste de
28 tabelas extensas de célculos, mas nem todas estdo na traducgéo russa, al-Kasht
(1954), nem na traducao alema, al-Kasht (1953). Na traducéo russa estao presentes
a 13, 2a 272 e 282 tabelas e, na alemd, a 13, 52, 272 e 282 tabelas. O fato de essas
traducdes nao apresentarem todas as tabelas, segundo Rozenfeld em al-Kasht
(1954), seria que as tabelas escolhidas sao suficientes para compreender os céalculos
de al-Kashr.

Conforme Hogendijk (2009), até o presente momento, sabemos que a
primeira pessoa que estudou e publicou algum trabalho sobre o Tratado da
Circunferéncia de al-Kasht foi o historiador da matematica iraniano Qurbani no ano de
1949 E.C., tal obra, Qurbant (1971)* consiste da traducéo para o persa da introducéo
do tratado, Qurbant acreditava que o manuscrito de Mashhad era o0 manuscrito original

devido ao contetdo do colofdo*® do texto, que diz:

Este foi escrito pelo autor, o mais insignificante servo do Deus altissimo,
Jamshid ibn Mas’id ibn Mahmud ibn Muhammad, o médico, al-Kashanr,
chamado Ghiyath, que Deus o trate bem, no meio do grande més Sha’ban do
ano 827 da Hégira.** (QURBANI apud HOGENDIJK, 2009, p. 74. Tradugdo
nossa.).

O meio do grande més de Sha’ban do ano 827 da Hégira corresponde ao final
do més de julho de 1424. A autenticidade também ¢ atestada por Baha' al-Din al-Amilt
(1532-1610), que o teve em sua posse por algum tempo; Luckey em al-Kasht (1953)
também atesta que o manuscrito de Mashhad é o original, (HOGENDIJK, 2009).
Entretanto, Hogendijk argumenta que o colofdo do manuscrito de Mashhad nao prova

gue ele é o original pois os escribas também os copiavam; em seu texto, ele identifica

42 QURBANI, Abu’l-Qasim. Kashani nameh, (A Monograph on Ghiyath al-Din Jamshid Mas’Gd al-Kashr).
Tehran University Press, Tehran, Iran (1971); Revised Edition (1989).

4Nos manuscritos e nos incunabulos medievais, nota final que fornece referéncias sobre a obra e
indicages relativas a sua autoria, transcricao, impressao, lugar e data de sua feitura.

44 This has been written by its author, the most insignificant servant of God Most High, Jamshid ibn
Mas’ad ibn Mahmud ibn Muhammad, the Physician, al-Kashani, called Ghiyath, may God treat him well,
in the middle of the great month Sha’ban of the year 827 of Hijra.
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diversos erros que sustentam sua argumentacéo“®, mas também destaca a qualidade
do manuscrito e o cuidado do escriba an6nimo; avalia que possivelmente € o

documento mais proximo possivel do original conhecido até o momento.

Comparando o manuscrito de Mashhad com a pagina 329 da traduc¢éao russa,

percebemos que esta Ultima tem uma figura a mais, a Figura 14:

Figura 14 - Inicio da primeira parte do Tratado da Circunferéncia no manuscrito de Mashhad e seu

correspondente na traducéo russa (conforme o manuscrito de Istambul).
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Fonte: Hogendijk (2009) e al-Kasht (1954).

Levantamos duas hipéteses para a diferenca entre a quantidade de desenhos
entre a primeira pagina da primeira parte do manuscrito de Mashhad e a tradugéo
russa feita a partir do manuscrito de Istambul (até o0 momento ndo conseguimos obté-

lo): a primeira hipOtese seria uma diferenga entre o manuscrito de Mashhad e o

manuscrito de Istambul, a segunda, seria que o tradutor de al-Kashi (1954),

45 Para mais informagdes consultar Hogendijk (2009).
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Rozenfeld, colocou uma figura a mais para fornecer mais um exemplo. Examinamos
também a traducado alema, al-Kasht (1953), na qual ha uma transcricdo do manuscrito
de Istambul, mas, apesar de ela ndo apresentar nenhum desenho geométrico, nao
podemos tirar conclusdes, visto que, Luckey, o tradutor de al-Kasht (1953), na
apresentacao do texto admite ter suprimido algumas partes do manuscrito.

Diante desse quadro, justificamos nossa escolha pela traducao russa devido a
importancia das pesquisas russas sobre historiografia da matematica islamica
medieval, na qual os historiadores da ciéncia Rozenfeld e Yushkiévitch séo figuras de
grande destaque que trabalharam diretamente com as pesquisas relacionadas as
escavacbes das ruinas do Observatorio de Ulugh Beg em Samarkanda no atual

Uzbequistdo onde viveu al-Kashr.

2.4 Anotacles sobre a traducéao russa

O exemplar de que dispomos do Tratado da Circunferéncia (al-Risala al-
Muhitiyya) € uma traducéo russa, al-Kashi (1954), que foi publicada no periédico
Investigacdes Histérico e Matematicas*®, em Moscou, no ano de 1954, n. 7, p .327-
379, Editores G.F. Rybkina e Adolf Yushkiévitch, conforme mostra a Figura 15. /o
tradutor é Boris Rozenfeld. A revista possui um editorial e um prefacio do tradutor
relativa a sec¢do dedicada as traducfes de duas obras de al-Kasht: a Chave para a

Aritmética (Miftah al-Hisab) e o Tratado da Circunferéncia (al-Risala al-Muhitiyya).

46 UICTOPUKO-MATEMATUNYECKME NCCNEOOBAHWNA - Istorico-Matematicheskie Issledovaniya.
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Figura 15 - Capa e contracapa da revista Investigacdo Histérica e Matematica.

HCTOPHRO-
MATEMATHYECRHE
HCCAETOBAHH

Fonte: al-Kasht (1954)

O texto russo do Tratado da Circunferéncia ocupa 52 paginas da revista, nédo
possui dedicatoria, prefacio, carta ao leitor e sumario, mas esta dividido em uma parte
introdutdria, mais dez partes e concluséo; possui algumas figuras geométricas e varias
tabelas numéricas. No Quadro 5 temos o nimero das partes e o titulo de cada uma
delas. Nao apresenta capa, frontispicio ou contracapa do texto que serviu de base, no
caso, 0 manuscrito de Istambul, escrito em arabe. A traducéo russa apresenta também
algumas imagens de algumas paginas do manuscrito de Istambul. Ao final da revista,
para melhor compreensao do tratado, ha 47 notas de comentario que estdo em
Rozenfeld e Yushkiévitch (1954).

Quadro 5 - Titulos das partes do Tratado da Circunferéncia de al-Kashr.
PARTE TiTULO
Parte introdutoria
1 Determinacao da corda de um arco que é a soma de um arco desconhecido e metade
de seu suplemento na metade do circulo.
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2 Determinacéo do perimetro de um poligono arbitrério inscrito em um circulo e o
perimetro de um poligono similar circunscrito ao mesmo circulo.

3 Em quantos lados [arcos iguais] subdividimos a circunferéncia e até que digito
sexagesimal devemos calcular, de modo que, a circunferéncia de um dado circulo
seja obtida com uma preciséo ndo maior do que a largura de um cabelo [de cavalQ].

4 Os Célculos.

5 Determinacao do tamanho do lado de um poligono regular inscrito em um circulo,
onde o nimero de lados é 1, 2, 8, 16, 12, 48 [no sistema sexagesimal].

6 Determinacao do perimetro, um poligono [regular] inscrito um circulo e seu similar
poligono [regular] circunscrito ao [mesma] circulo, onde cada poligono tem 805 306
368 lados.

7 Como ignorar os Ultimos digitos dos célculos anteriores em fracdes aditivas e
subtrativas.

8 Conversdo do tamanho da circunferéncia em algarismos [ardbicos] indianos,
assumindo que a metade do didmetro é um.

9 Maneiras de célculos com as duas tabelas.

10 Determinacao da diferenca entre o que é de uso comum e famoso entre as pessoas,
e 0 que obtivemos.

Concluséo.

Fonte: al-Kasht (1954).

A traducdo do texto russo para o portugués encontra-se em construcao pela
professora Bernadete Morey*’ com a nossa colaboracdo técnica e, futuramente,
pretendemos publicéa-la. Desta forma, para viabilizar nossa pesquisa, utilizamos uma
versao de trabalho. Inicialmente, devido a baixa qualidade da fotocopia do texto russo,
conforme consta na Figura 16, tivemos que redigita-lo em russo para, posteriormente,

procedermos a traducao para o portugués e prosseguirmos com nossos estudos.

47 Docente aposentada em 2018. Colaborador voluntario na UFRN, docente permanente do Programa
de Pés-Graduacao em Ensino de Ciéncias e Mateméatica- PPGECM
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Figura 16 — Imagem da primeira pagina do Tratado da Circunferéncia da tradugéo russa.

TPARTAT O ORPYRHOCTH

Fonte: al-Kasht (1954).

O tradutor Rozenfeld, ao longo de al-Kasht (1954), colocou entre colchetes os
nameros das notas explicativas, e também entre colchetes algumas palavras inseridas
por ele para melhor compreensdo do texto. Aparecem também palavras entre <<>>
subtendidas pelo contexto. Em algumas de suas notas de final de pagina Rozenfeld e

Yushkiévitch (1954) mencionam a traducdo alema feita por Luckey, al-Kasht (1953).

3 ANALISE DO TRATADO DA CIRCUNFERENCIA: QUESTOES INTERIORES AO
TRATADO

No Capitulo 2, vimos que o saber matematico é fruto da atividade humana e
esta consubstanciado a cultura que |he serviu de berco, logo, ndo se pode analisar
um texto histérico matematico apartado de seu contexto, tendo essa perspectiva
sociocultural em mente, buscamos no Tratado da Circunferéncia, de al-Kashr,

excertos nos quais identificAssemos aspectos contextuais, epistemologicos e
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matematicos que apresentassem potencialidades pedagogicas para 0 seu uso em
sala de aula que permitissem entrelacar essas esferas de analise, fornecendo assim,
No Nosso caso, subsidios para a elaboracdo de atividades conforme a Teoria da
Objetivacdo (como veremos no Capitulo 5) que promovam o labor conjunto e a ética
comunitéria.

As analises dos quatorze excertos selecionados do Tratado da Circunferéncia
estdo distribuidas em catorze estudos. Cada uma dessas analises percorreu 0s
seguintes passos: conhecendo o texto, pré-leitura, leitura analitica e leitura critica
(conforme o Capitulo 2). Sdo seis estudos relacionados a introducéo do tratado, um
estudo relacionado a primeira parte do tratado, um relacionado a segunda parte, trés
relacionados a terceira, um relacionado a quarta, um relacionado a quinta e um
relacionado a sexta parte do Tratado da Circunferéncia.

No décimo quinto estudo ndo selecionamos um excerto especifico, tecemos
comentarios sobre a sétima, oitava, nona, décima parte e a conclusao do tratado.

Para facilitar a compreensao da explicacao dos excertos, os fragmentamos em
trechos menores quando necessario. Os excetos estdo na integra no Apéndice A.

Iniciemos nossa andlise.

3.1 Aintroducao

3.1.1 Estudo do Excerto 1: Parte introdutéria do Tratado da Circunferéncia

Louvemos a Ala, possuidor do conhecimento sobre a relagdo do didmetro
com a circunferéncia, sabedor da grandeza do simples e complexo, criador
da terra e do céu, criador da luz nas trevas. Graca e paz esteja com
Muhammad Mustafa, centro do circulo dos profetas e circunferéncia cujo
diametro é indicac@o do caminho da verdade e da justica, assim como a sua
descendéncia e seus amigos puros, desejamos o bem. (AL-KASHI, 1954, p.
327, traducdo nossa, grifo nosso).

Al-Kasht inicia o Tratado da Circunferéncia fazendo uma saudacéo a Ala, ele
tinha convic¢do de que Ele era o Unico conhecedor da relagdo entre o comprimento
da circunferéncia e o seu didmetro. A saudacao a Ala era algo comum aos estudiosos
islamicos e esta presente na maioria dos seus trabalhos. Al-Kasht finaliza a saudacgao
de forma poética fazendo um paralelo entre as qualidades de Muhammad Mustafa
(Maomé) e elementos da circunferéncia. Refere-se a Maomé como o centro do circulo

de profetas, cujo diametro dessa circunferéncia indica o caminho da verdade e da
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justica e também deseja 0 bem a descendéncia e aos amigos puros de Muhammad
Mustafa. Muhammad significa “o profeta” e Mustafa significa “escolhido”, assim,
Muhammad Mustafa significa “o profeta escolhido”, (ROZENFELD e YUSHKIEVITCH
1954).

Al-Kashi fala de si mesmo em terceira pessoa e cita seu nome completo:
Jamshid ibn Mas’ad ibn Mahmad Tabib Kashani, médico de Kashan, chamado de
Ghiyath. Jamshid é o seu nome, filho de Mas’td, neto de Mahmad, médico (Tabib) e

natural de Kashan (Kashan).

Depois [disso]: Jamshid ibn Mas’iid ibn Mahmiid Tabib Kashani, médico
de Kashan, chamado de Ghiyath, criacdo de Ala o altissimo, [esperan¢oso]
em seu perddo e em que Ala melhore seu destino, diz: Arquimedes
demonstrou que a circunferéncia supera o didmetro triplo em menos que
um sétimo do didmetro e mais do que dez, setenta e um avos do
diametro. A diferenca entre estas duas [fracBes] € um quatrocentos e
noventa e sete avos. Por isso, no circulo de diametro quatrocentos e
noventa e sete cubitos, juntas de bambu ou farsang, o comprimento da
circunferéncia é desconhecido e dubio nos limites de um cubito, uma junta de
bambu ou um farsang e no maior circulo da esfera terrestre, tal incégnita
se encontra nos limites de cinco farsangs, uma vez que seu didmetro é
aproximadamente igual a cinco vezes tal quantidade de farsangs. Ja no
cinturdo do zodiaco, a dita incégnita situa-se nos limites
consideravelmente maiores do que cem mil farsangs. Tais grandezas ja
sdo grandes para a circunferéncia, maior ainda serdo para a medicdo de
areas. (AL-KASHI, 1954, p. 327, traduc&o nossa, grifo nosso).

ApoOs saudar Al4, exaltar Maomé e se apresentar, al-Kashrt cita a aproximacgao
para o comprimento da circunferéncia feita por Arquimedes e a utiliza para calcular a
margem de erro do comprimento da circunferéncia de trés circulos distintos: o primeiro
€ o circulo de didmetro quatrocentos e noventa e sete cubitos, juntas de bambu ou
farsang. O segundo, refere-se ao circulo da esfera terrestre e o terceiro, trata-se do
cinturdo do zodiaco“®.

Para o primeiro circulo, al-Kasht afirma que o comprimento da circunferéncia
€ desconhecido e dubio nos limites de um cubito, ou uma junta de bambu ou um

farsang. No segundo circulo, o comprimento da circunferéncia esta nos limites de

48 O zodiaco é um cinturdo imaginario que fica no espaco, ao redor da Terra, marcando o trajeto que
0 Sol aparentemente percorre ao redor da Terra no periodo de um ano (ecliptica) — pois, na
realidade, a Terra € que gira ao redor do Sol. Fonte:
https://escola.britannica.com.br/artigo/z0d%C3%ADaco/482922.

Acesso em: 28 abril 2021.



https://escola.britannica.com.br/artigo/Sol/482600
https://escola.britannica.com.br/artigo/zod%C3%ADaco/482922
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aproximadamente cinco vezes tal quantidade de farsangs, ou seja, 2485 farsangs. No
altimo circulo, o limite é ainda maior, superior a cem mil farsangs.

Por fim, al-Kashi chega a seguinte conclusdo: se para o calculo do
comprimento da circunferéncia essas grandezas ja sdo grandes, imagine-se quéao
grandes ndo serdo para o célculo de &reas.

Todos os célculos e relagbes matematicas sdo escritos de forma retérica e
traduzimos essas citagdes na linguagem matematica atual.

A aproximacéao feita por Arquimedes afirma que “a circunferéncia supera o
didmetro triplo em menos que um sétimo do didmetro e mais do que dez setentas e
um avos do diametro. ” E que a diferenga entre essas duas fragdes € um quatrocentos

e noventa e sete avos, logo, dado C o comprimento da circunferéncia e d é o seu

diametro, temos que, S%d <C< S%d, tal que, a diferenca entre estas duas fragoes

7 1 10 71-70 1
eg=—-——= = —
7 71 497 497

= 0,0020120724.

Para o circulo de diametro quatrocentos e noventa e sete cubitos (juntas de
bambu ou farsangs), o comprimento da circunferéncia € desconhecido e dubio nos

limites de 1 cubito (uma junta de bambu ou um farsang):

10 1
3—.d<(C<3-.d

71 7
223 d<C<22 P
71° 7

223 497 < C < 2z 497
71° 7
1561 < C < 1562
€ =1562 — 1561 =1 fasangs

Segundo Rozenfeld e Yushkiévitch (1954), para al-Kashi o didmetro da Terra
era 2485 farsangs, e 0 seu comprimento se encontrava nos limites de 5 farsangs, uma
vez que seu diametro é aproximadamente igual a cinco vezes tal quantidade de
farsangs (5x497 farsangs = 2485 farsangs), ou seja, a margem de erro seria de
aproximadamente 30 quilébmetros, pois um farsang corresponde a aproximadamente

seis quildmetros:
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223 22

W.d<c<7.d

223 5.497 <C<22 5.497
71'(' ) 7'(' )

223 2485 <C<22 2485
71 '( ) 7 '( )

7805 < C < 7810
e =7810 — 7805 =5 fasangs

Conforme Rozenfeld e Yushkiévitch (1954), assim como o astrénomo iraniano

Qutb al-Din al-Shirazi (1236-1311)*°, al-Kasht considerava o diametro do cinturédo do
zodiaco (ou esfera das estrelas fixas) igual a 70073% do didametro da esfera terrestre,

assim, a diferenca entre os dois comprimentos é na verdade bem maior 100 mil

farsangs:

223 22
—1 - (70073,5.2485) < C < —.(70073,5 . 2485)

546 923 667,5 < C < 547 274 035
€ =547 274 035 — 546 923 667,5 = 350 367,5 fasangs

No trecho “Tais grandezas ja sao grandes para a circunferéncia, maior ainda
serdo para a medi¢do de areas. ” (AL-KASHI, 2022, p.327), vemos que al-KashT se
preocupava tanto com a precisdo do calculo de comprimentos quanto de areas, tanto
que em sua obra Chave para a Aritmética (Miftah al-Hisab) (1427), ele dedica o quarto
tratado (de nove capitulos) ao célculo de areas, parte deste tratado esta disponivel
em Aydin e Hammoud (2019). Al-Kashi ndo menciona, mas, supomos que a
preocupacao com a precisdo do calculo de comprimentos e areas circulares também
provém da necessidade do calculo correto do pagamento aos artesdos que
trabalhavam nas constru¢bes que ganhavam de acordo com a é&rea trabalhada,
(DOLD-SAMPLONIUS, 1992).

49 Foi aluno de Nasir al-Din al-Tusi (1201-1274). Para mais detalhes, consultar: <https://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Biographies/Al-Farisi/>. Acesso em: 06 jul. 2021.



https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-Tusi_Nasir/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-Farisi/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-Farisi/
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3.1.2 Estudo do Excerto 2: Comentario sobre a aproximacao de Arquimedes

Na verdade, ele [Arquimedes] determinou o perimetro do poligono de noventa
e seis lados inscrito na circunferéncia, menor que a circunferéncia, uma vez
gue cada um de seus lados é menor que o arco do qual ela é corda e,
portanto, a soma de todos os lados [do poligono] € menor que a circunferéncia
do circulo [no qual esta inscrito o poligono], e ele [Arquimedes] determinou
também o perimetro do poligono circunscrito de modo semelhante ao
primeiro, e na primeira assercédo do primeiro livro de sua composicdo ele
demonstrou que tal perimetro é maior que a circunferéncia do circulo, sendo
gue a diferenca entre eles [perimetro do poligono inscrito e circunscrito] é tal
como dada acima. (AL-KASHI, 1954, p. 327-328, tradug&o nossa).

Nesse trecho do tratado al-Kashi comenta a aproximagao de Arquimedes para
a relacdo entre o comprimento da circunferéncia e o seu diametro. Arquimedes
calculou o perimetro do poligono de noventa e seis lados inscrito na circunferéncia, o
qual é menor que o comprimento da circunferéncia, também calculou o perimetro do

poligono circunscrito semelhante, cujo perimetro € maior que a circunferéncia do
, . . , 1
circulo, sendo que a diferenca entre o maior € 0 menor perimetro rYs

Através da diferenca entre os perimetros dos poligonos 96 lados inscrito e

circunscrito a circunferéncia, os quais al-Kasht ndo comenta serem regulares mas o
1 4 . .~
subtendemos, 25; € amargem de erro de Arquimedes para essa medicdo. Logo, como

visto nos exemplos acima, para circulos cada vez maiores, a margem de erro aumenta
cada vez mais. Al-Kasht nao mostra os calculos de Arquimedes para o perimetro dos
poligonos semelhantes inscrito e circunscrito a circunferéncia, apenas diz se tratar da
“primeira assercao do primeiro livro de sua composicao”, certamente porque era um
conhecimento bastante difundido que ndo precisava de maiores referéncias; de
acordo com Rozenfeld e Yushkiévitch (1954), tal assercéo consiste da Proposicéao 1
do Primeiro Livro de Arquimedes, Sobre a Esfera e o Cilindro: “Se um poligono for
circunscrito a um circulo, o perimetro do poligono circunscrito € maior que o perimetro
do circulo.” (HEATH, 1897, p.5).

Ainda de acordo com Rozenfeld e Yushkiévitch (1954), esta proposicéo
também estd suposta em outra obra de Arguimedes, a Medicdo do Circulo; nos
manuscritos arabes, a Medicdo do Circulo vinha como apéndice da obra Sobre a

Esfera e o Cilindro.
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Posteriormente al-Kasht também tece comentarios sobre as aproximacgodes de

outros dois estudiosos Abu’l-Wafa Bluzjani e Abu Rayhan al-Birant.

3.1.3 Estudo do Excerto 3: Comentario sobre a aproximagao de Abu’l-Wafa al-
Bazjant

Abu’l-Wafa Bazjant obteve, por meio de calculo aproximado, a corda de
metade de um trezentos e sessenta avos da circunferéncia em partes que o
didmetro é cento e vinte e, multiplicando isto por setecentos e vinte, e obteve
o perimetro do poligono inscrito. Ele determinou também o perimetro do
poligono circunscrito semelhante e afirmou que se o didmetro for cento e
vinte, entéo a circunferéncia sera 376 mais uma fracao maior que 0;59,10,59
e menor que 0;59,23,54,12 onde a diferenca entre essas duas quantidades
[fragBes] € 0;0,12,55,12. Para o maior circulo da Terra isto seria mil cubitos.
Sendo que ele se enganou ao considerar o tamanho da corda de metade de
um [360] partes igual a 0 31 23 55 54 55. Esté incorreto: o [valor] correto é 0
31 24 56 58 36, como mostraremos mais a frente. (AL-KASHI, 1954, p. 328,
traducéo nossa)

Al-Kasht também fez consideracdes sobre a aproximacao para a relacao entre
o comprimento da circunferéncia e o seu didmetro feito por Abu’l-Wafa al-Biizjani
(940-998), na qual obteve uma aproximacao para a corda da metade de um grau
assumindo o didametro do circulo igual a 120 unidades, em seguida multiplicou este
resultado por 720 para obter o perimetro do poligono regular inscrito na circunferéncia;
de forma analoga, obteve o perimetro do poligono regular circunscrito. Logo, o
perimetro da circunferéncia em numeros sexagesimais estaria entre 376;59,10,59 e
376;59,23,54,12, cuja diferenca entre eles é 0;0,12,55,12 (em sexagesimal). E a
diferenca entre eles para a maior circunferéncia da Terra seria maior que 1000 adru’.
Al-Kashrt afirma que al-BlUzjan1 se equivocou, pois ao invés de utilizar o valor da corda
de meio grau que seria 0;31,24,56,38,36 ele utilizou o valor 0;31,24,55,54,55.

Mas, segundo Woepcke (1822), o erro atribuido a al-BazjanT foi cometido por
Nasir al-Din al-TasT (1201-1274) em seu Taksir al-Da’ira que € uma traducdo arabe
da Divisao do Circulo de Arquimedes. Al-TasT na verdade calculou o seno da metade
de um grau. Segundo Azarian (2010), al-Bizjani obteve o valor correto para a corda
da metade de um grau em seu Kitab al-Kamil (“Livro Completo”), que é uma versao
simplificada do Almagesto de Ptolomeu. Entéo, na verdade, al-Kashi se equivocou ao

atribuir o erro a al-Buzjant ao invés de al-TusT.

3.1.4 Estudo do Excerto 4: Comentario sobre a aproximagao de Abu Rayhan al-Biranit
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Abu Rayhan al-BiranT obteve a corda de dois trezentos e sessenta avos da
circunferéncia. Ele obteve o perimetro do poligono de cento e oitenta lados
inscrito [regular] igual a 6;16,59,10,48,0, enquanto que o perimetro do
semelhante circunscrito [regular] era 6;17,1,58,19,6. Supondo a
circunferéncia do circulo igual @ metade da soma desses dois perimetros, ele
passou de fracdes com denominador [sexagesimal] para 0s nUmeros
indianos, tomando o diametro como a unidade. Isto faz com que para o circulo
igual ao maior circulo da Terra, seja aproximadamente igual a um farsang.
Neste calculo ele enganosamente tomou a corda de dois [trezentos e
sessenta avos] partes como sendo 0;2,5,39,43,36, enquanto que o correto
seria 0;2,5,39,26,22. No entanto, na tabela de senos [incluida] no Céanone
Mas’dad, ele tomou o seno de um [trezentos e sessenta avos], ou seja, metade
da corda de duas partes, como sendo 0;1,2,49,43, o que € correto, enquanto
que no dobro se tem um erro. (AL-KASHI, 1954, p. 328, tradug&o nossa).

Sobre a aproximagao de Abu Rayhan al-Birlnt (973-1048), al-Kasht comenta
gue ele calculou a corda de um arco de dois graus sob um circulo unitario e calculou
0 perimetro dos poligonos regulares inscrito e circunscrito de 180 lados, cujos valores
em sexagesimal sdo respectivamente, 6;16,59,10,48 e 6;17,1,58,19,6. Al-BirGni
tomou a média desses valores como sendo o comprimento da circunferéncia. Mas em
um circulo que é igual ao maior circulo terrestre, essa aproximacao apresentara uma
diferenca de 1 farsang. Al-Kashi argumenta que al-BirlnT errou nos seus calculos pois
tomou o valor 0;2,5,39,43,36 como o comprimento da corda de dois graus, ao invés
de 0;2,5,39,26,22. No entanto, tomou o valor correto para o seno de um grau, que de
acordo com o Canone Mas’ud é igual a 0;1,2,49,43, mas errou ao dobra-lo com o
objetivo de obter o seno de dois graus. A aproximacao de al-BirQinT para metade da
circunferéncia do circulo (entre 3,141742 e 3,141744) era maior que a conhecida por
gregos e indianos (3,14166), mostrando que de fato a sua era mais precisa.

Na conclusdo do tratado al-Kasht volta a discutir as aproximacdes de al-
Bdzjant e al-BirGn1 e reafirma que sua aproximacao para a circunferéncia do circulo é

mais precisa do que que as deles.

3.1.5 Estudo do Excerto 5: Declaragao do objetivo de al-Kasht

Uma vez que tais operacdes levam a erros, queremos determinar a
circunferéncia do circulo com a suposicdo de que seu diametro é
conhecido em termos de uma determinada medicéo de tal maneira que
estariamos certos de que em um circulo que seu diametro é seiscentas
mil vezes maior que o didmetro da esfera terrestre, a diferenca entre o
resultado de nossos célculos e o valor real ndo ultrapasse a largura de
um fio de cabelo, ou seja, um sexto dalargura de um gréo de cevada, de
modo que tal diferenga para circulo menor que este seja ainda menor.
(AL-KASHT, 1954, p. 329, traducdo nossa, grifo nosso).
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ApoOs analisar as aproximacgdes feitas por Arquimedes, Abu’l-Wafa Blizjant e
Abu Rayhan al-BirGn1, al-Kasht concluiu que tais aproximacdes se mostravam
confusas e com grandes margens de erro, assim, ele se propds a calcular uma melhor
aproximacéo para a relagéo entre a circunferéncia e o seu diametro estabelecendo

um objetivo muito audacioso:

[...] queremos determinar a circunferéncia do circulo supondo que seu

didmetro é conhecido em termos de uma determinada medicédo, de tal
maneira, que estariamos certos de que em um circulo que seu diametro é
seiscentas mil vezes maior que o didmetro da esfera terrestre, a diferenca
entre o resultado de nossos calculos e o valor real ndo ultrapasse a largura
de um fio de cabelo, ou seja, um sexto da largura de um gréo de cevada, de
modo que tal diferenca para um circulo menor que este seja ainda menor.°
(ROZENFELD, 1954, p. 329, traducdo nossa).

Ou seja, al-Kasht deseja determinar uma aproximagéo para o comprimento
da circunferéncia, de tal forma, que para a circunferéncia cujo diametro € seiscentas
mil vezes o diametro da Terra, a diferenca entre o valor real e o valor calculado seja
menor que a largura de um cabelo de cavalo, ou seja, al-Kasht estava em busca de
uma margem de erro extremamente pequena para a estimativa do comprimento da
circunferéncia. Além disso, para circulos menores esta aproximacdo para O
comprimento da circunferéncia deveria ser um valor menor ainda.

Al-Kasht considerava o diametro da Terra igual a 2485 farsangs, (ROZENFELD
E YUSHKIEVITCH, 1954). A circunferéncia seiscentas mil vezes maior que a
circunferéncia terrestre é justamente a circunferéncia do universo, pois de acordo com

Berggren,

[...] al-KashT enuncia sua exigéncia de precisao afirmando que deseja que o
valor seja tdo preciso que, quando usado para calcular a circunferéncia do
universo de acordo com as dimensdes antigas, o resultado néo difere
do valor verdadeiro em mais de a largura do cabelo de um cavalo.
(BERGGREN, 2009, p. 21, traducéo nossa, grifo nosso).

Para atingir seu objetivo, ele utiliza unidades de medida bastante diferentes

das utilizadas em nossos dias, na verdade, séo bastante antigas: o farsang, o cubito,

50 Tak kaKk 3T AeNCTBUS NPUBOASAT K OLLIMGKaM, Mbl XOTUM TaK ONPeAenuTb OKPYKHOCTb Kpyra B YacTsix,
B KOTOPbIX BbIPaXeH AuameTp, 4YTOObl Mbl Obifn yBEpeHbl, YTO B Kpyre, AMameTp KOTOPOro paBeH
LecTucTam Tbics4yam AMaMeTpoB 3eMNU, pasHMLa Mexay Hen [Mony4eHHON BENNYUHOW OKPYXHOCTU] U
UCTUHHOW Bbina He BonbLue BONOCa, T.e. OOHOW LLECTOMN LWMPUHBI CpeaHero S4MEHHOro 3epHa, Tak 4To
pa3HOCTb AN Kpyra, MeHbLUEero YemM 3T1oT, Obina Obl MeHbLLe.
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o dedo, a largura de um grédo de cevada e a largura de um cabelo de cavalo. No
entanto, ele ndo explica porque as utilizou nem fala de suas origens, muito
provavelmente por serem amplamente difundidos no mundo islamico.

De acordo com Houtum-Schindler (1888), o cubito era a unidade de todas as
medidas de comprimento na Asia e passou a ser também da Pérsia; o cubito persa
era o mesmo que o cubito babilénico, possivelmente adotado no periodo pré-historico,
havia diversas variagfes tanto do cubito quanto do farsang. As primeiras menc¢des ao
cubito remontam a 2600 a.E.C.; em escavacOes das ruinas da Antiga Babilbnia
observou-se que o cubito na Pérsia era chamado de gez que significa “a régua de
medicao”; em arabe é dhara’ e representa “o braco, do cotovelo até a ponta do dedo
médio”, também conhecido como cubito real de Herddoto; o termo dhar’ em éarabe

significava “medindo com um cubito”. Havia dois tipos de cubito, o real e 0 comum que
era g do cubito real, (HOUTUM-SCHINDLER, 1888).

Conforme Doursther (1840), Houtum-Schindler (1888) e Yushkiévitch (1976), o
farsang € parasang em arabe, uma antiga unidade de medida persa para rotas usada
em todo o antigo Oriente Médio e Mediterraneo, algumas de suas definicbes sao a
distancia que um pedestre robusto pode percorrer em uma hora; outra, € o caminho
percorrido por um cavalo em uma hora que equivale a metade percorrida por um
homem. A menor medida persa de comprimento era 0 md (cabelo), geralmente era
tido como a largura de um cabelo de mula, provavelmente inspirados nessa medida,
foi instituida pelos arabes a medida linear “cabelo de cavalo” que também poderia se
referir a cabelo de camelo, (DOURSTHER, 1840) e (HOUTUM-SCHINDLER, 1888).

Estabeleceram-se relagdes entre todas essas unidades de medida: 1 fasang
equivale a 12000 cubitos, 1 cubito (dharé’) sdo 24 dedos, 1 dedo (angusht) equivale a
largura de 6 graos de cevada e 6 cabelos de cavalo (mQ) correspondem a largura de
1 gréao de cevada (j6).

Al-Kasht ndo explica o porqué considera o diametro da Terra igual 2485
farsangs e o comprimento da circunferéncia terrestre igual a 8000 farsangs, mas em

Houtum-Schindler (1888) temos que, para Ptolomeu, a relacdo de um grau terrestre

~ s = . 2
em relacdo ao equador € igual a 25 farsangs e para outros estudiosos 22; farsangs

ou 18%. Certamente al-Kasht adotou 22% farsangs para um grau terrestre pois,
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22% .360 = 8000 farsangs, que é a medida que al-Kasht considera ser a medida da

maior circunferéncia da Terra.

3.1.6 Estudo do Excerto 6: Sobre a organizacao do Tratado da Circunferéncia

Compus o presente tratado contendo tal determinacédo, dei-lhe o titulo de
Tratado sobre a Circunferéncia e o dividi em dez partes e conclusdo. Rogo
ao amado e generoso Ala que nos conduza pelo caminho da verdade. (AL-
KASHI, 1954, p. 329, traduc&o nossa).

Nesse trecho, al-Kasht explica como dividiu o Tratado da Circunferéncia e
também externa sua devocédo a Ala. No Quadro 6, listamos cada uma das partes do
referido tratado e 0s seus respectivos titulos.

Quadro 6 - As partes e os titulos do Tratado da Circunferéncia de al-Kash.

ESTRUTURA PARTE TITULO
DA OBRA
Revisédo de Parte (n&o ha titulo)
literatura introdutdria
1 Determinacao da corda de um arco que € a soma de um arco
Preparacéo conhecido e metade de seu suplemento na metade do circulo.
de um
aparato 2 Determinacao do perimetro de um poligono arbitrario inscrito em
matematico um circulo e o perimetro de um poligono similar circunscrito ao
mesmo circulo.
3 Em quantos lados [arcos iguais] subdividimos a circunferéncia e até

que digito sexagesimal devemos calcular, de modo que, a
circunferéncia de um dado circulo seja obtida com uma precisao
nao maior do que a largura de um cabelo [de cavalo].

Realizagéo 4 Os Célculos.

da obra 5 Determinacao do tamanho do lado de um poligono regular inscrito
em um circulo onde o nimero de lados é 1, 2, 8, 16, 12, 48 [no
sistema sexagesimal).
6 Determinacao do perimetro, um poligono [regular] inscrito um
circulo e seu similar poligono [regular] circunscrito ao [mesmo]
circulo, onde cada poligono tem 805 306 368 lados.

7 Como ignorar os ultimos digitos dos célculos anteriores em fracdes
aditivas e subtrativas.
8 Converséo do tamanho da circunferéncia em algarismos [ardbicos]
Preocupacéo indianos, assumindo que a metade do diametro € um.
didatica 9 Maneiras de calculos com as duas tabelas.
10 Determinacao da diferenca entre o que é de uso comum e famoso
entre as pessoas, e 0 que obtivemos.
Retomada e Conclusédo

fechamento
Fonte: al-Kasht (1954).

Na parte introdutoria, na qual al-Kasht néo coloca titulo, ele faz uma reviséo de
literatura sobre as aproximacgdes para a relagédo entre o comprimento da circunferéncia

e 0 seu diametro e tece criticas. Nas Partes 1 e 2, al-Kasht organiza um aparato
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matematico o qual subsidiara a obten¢do de sua aproximacado. Nas partes 4,5 e 6, al-
Kashr realiza os calculos para a obtencdo da sua aproximacao da relagdo entre o
comprimento da circunferéncia e o seu diametro. Nas partes 7,8,9 e 10, percebemos
uma preocupacao de al-Kasht em tornar o seu tratado o mais compreensivel possivel
para quem o lesse, logo, ele explica seu método de arredondamento, converséo de
sexagesimal para decimal e vice-e-versa e disponibiliza uma tabela de multiplos da
sua aproximacado. Finalmente, na concluséo, al-Kasht retoma as aproximag¢des dos
seus predecessores reforcando suas criticas e mostrando como sua aproximacao €
mais precisa.

Na Figura 17 ilustramos a organizacdo de al-Kashi na construgdo do seu

Tratado da Circunferéncia:

Figura 17 - llustrac&o do raciocinio de al-Kashi na construgdo do Tratado da Circunferéncia

Tratado da
Circunferéncia

"

Fonte: Desenvolvido pela autora.

Observamos que no Tratado da Circunferéncia os resultados de cada parte
subsequente dependem diretamente da parte anterior, o que demonstra uma
organizacdo logica e uma preocupacao didatica por parte do autor. De fato,
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concordamos com Taani (2014) que na Chave para a aritmética (Miftah al-hisab)°* de
1427, al-Kashi revela sua preocupacdo com o0 ensino e a aprendizagem da
matematica pelas diferentes definicbes, de um mesmo conteudo, e as diferentes
formas de resolver um mesmo problema que ele apresenta, com o claro objetivo de
fazer seus alunos compreenderem melhor, e sob diferentes angulos, os assuntos que
estivessem em questao.

3.2 A primeira parte: sobre a determinacdo da corda de um arco, que é a soma
de um arco de uma corda conhecida e do arco que € a metade de seu
suplementar

3.2.1 Estudo do Excerto 6: Teorema de al-Kasht

Digo que: uma superficie [retangular] [construida] ha soma do didmetro e da
corda de cada arco menor que o semicirculo e na metade do didmetro é igual
ao quadrado da corda do arco que é igual a soma do primeiro arco e a metade
de seu suplemento ao semicirculo. (AL-KASHI, 1954, p. 329, tradugido
nossay).

J& no titulo da primeira parte do tratado entendemos que al-Kasht tem por
objetivo calcular o comprimento de uma corda com as seguintes caracteristicas: esta
corda € a corda de um arco que é a soma de outra corda (de um arco desconhecido)
com a metade do seu suplemento.

Al-Kasht afirma que uma superficie retangular composta pela soma do
didmetro com a corda (de um arco menor que o semicirculo) e metade do diametro, é
igual ao quadrado da corda (do arco que € a soma desse arco menor que O
semicirculo mais metade do seu suplemento).

Em seguida, al-Kasht indica os passos para a construcdo de um desenho

geomeétrico:

A fim de demonstrar, construamos o semicirculo ACB de centro E na linha
AB; tragcamos uma corda arbitraria AC; [0 arco] BC que é o suplemento de
AC dividimos ao meio encontrando o ponto D; ligamos A e D. Entdo a
assercao [diz]: a superficie na metade do diametro e a soma AB e AC é igual
ao quadrado AD. (AL-KASHI, 1954, p. 329, traduc&o nossa).

51 AL-KASHI, Ghiyath. Klyuch k arifmetike (Chave para aritmética). In: ROZENFELD, B. Al-Kashani.
Istorico-Matematicheskie Issledovaniya (Pesquisa Histdrica e Matematica). Moscow, v. 7, p. 13-
3326, 1954.
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Em outras palavras, seja o semicirculo ABC com centro E na linha AB; deve-
se tracar uma corda qualquer AC e dividir ao meio o arco BC (que é suplemento do

arco AC) encontrando o ponto D, Figura 18.

Figura 18

A £ &
Fonte: al-Kasht (1954, p.329).

Na sequéncia, al-Kashi inicia a demonstracdo de sua afirmativa. Outra

demonstracao do Teorema de al-Kasht esta no Apéndice B:

Demonstracdo: Tragcamos BD. Entdo o angulo ADB é reto pela proposicao
trinta do terceiro [livro] <<d’Os Elementos>>. A seguir baixamos do ponto D
a perpendicular DG a linha AB. Obtém-se os triangulos DBG e DAG,
semelhantes aos triangulo ADB pela oitava proposigao do [livro] seis <<d’Os
Elementos>>. Por isso, o didmetro AB esta para AD assim como AD esta
para AG e pela proposicdo dezenove do [livro] sete <<dos Elementos>>, a
superficie no didmetro é igual ao quadrado de AD. (AL-KASHI, 1954, p. 330-
331, traducéo nossa).

Assim, al-Kasht desenvolveu uma engenhosa relacdo entre elementos da
circunferéncia, cujo resultado serviu de base para todos os seus célculos, que
poderiamos chamar de teorema.

Segundo Rozenfeld e Yushkiévitch (1954), na seguinte parte do Trecho 3
“‘Entdo o angulo ADB é reto pela proposicdo trinta do terceiro [livro] <<d’Os

Elementos>>. ”, o correto ndo seria a proposi¢cao 30 do terceiro livro que trata da

divisdo da circunferéncia, o correto seria a proposicéo 31 do terceiro livro que diz:

3° livro, proposicao 31: Em um circulo, por um lado, o angulo no semicirculo
é reto, e, por outro lado, 0 no segmento maior € menor do que um reto,
enquanto o no segmento menor é maior do que um reto; e, ainda, por um
lado, o angulo do segmento maior € maior do que um reto, e, por outro lado,
0 angulo do segmento menor é menor do que um reto. (EUCLIDES, 2009, p.
177).

Esta proposicao se refere a propriedade que todo triangulo cujos vertices sao

pontos da circunferéncia e cuja hipotenusa é o diametro, ser um triangulo retangulo.
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Dando continuidade a demonstracédo, seja o semicirculo ACB de centro E na linha AB,
primeira ou segunda figura do Trecho 3; tragamos uma corda arbitraria AC; dividimos
ao meio o arco BC, que é o suplemento de AC, e encontrando o ponto D; ligamos A e
D. Tracamos BD. No manuscrito de Mashhad disponivel em Hogendijk (2009), consta
apenas a segunda imagem da Figura 18, no entanto, tanto a primeira quanto a
segunda imagem satisfazem os passos da construcao.

Entdo o angulo ADB é reto pela proposicao trinta do terceiro livro de Os
Elementos de Euclides (na verdade é a proposi¢cao 31). A seguir baixamos do ponto
D a perpendicular DG a linha AB. Obtém-se os triangulos DBG e DAG, semelhantes
aos triangulo ADB pela oitava proposicao do livro oito d’Os Elementos, que na verdade
deveria ser a proposicéo 6 do livro oito. Por isso, o diametro AB esta para AD assim
como AD esta para AG e pela proposicao dezenove do livro sete d’'Os Elementos, a

superficie no diametro € igual ao quadrado de AD. Assim, dado que AADG~AABD,
j—g = Z—LG), portanto AB.AG = AD?.

Pelo ponto H tragcamos a perpendicular HE ao segmento AC. Entdo H sera
ponto médio de AC pela proposicéo trés do terceiro livro de Os Elementos. Ligamos
os pontos E a D. Uma vez que a medida do angulo BAC é metade do arco CB, a
mesma do angulo BED, estes dois angulos (BAC e DEG) séo iguais. Por isto o
triangulo AHE e EGD sé&o iguais, uma vez que eles tém os angulos retos H e G,
angulos iguais em E, A e lados iguais AE e ED. Portanto, o lado EG ¢ igual ao lado
EH, que é metade de AC e a superficie sobre AG, ou seja, a soma da metade do
diametro e EG é igual a metade de AC e sobre o diametro é igual ao quadrado de AD.

Logo, dado que AAHE = AEGD, temos:

AH = EG

1
AH=§AC=EG

1 1
AG=AE+EG=AE+EAC=R+§AC

Sendo assim, por relagdes métricas no triangulo retangulo, obtém-se:

AG.AB = AD?



1
(R +§AC).AB = AD?

1
(R +§AC>.2R = AD?

2R? + AC.R = AD?
R.(2R + AC) = AD?
R.(AB + AC) = AD?
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Tomamos o cuidado de verificar em Euclides (2009) se as demais proposi¢coes

citadas por al-Kasht estavam corretamente referenciadas em sua demonstracdo. Além

da proposicao 30 do 3° livro que deveria ser a 3, ao invés de citar a proposicéo 8 do

livro 8, al-Kashi deveria ter citado a proposi¢éo do livro 8. No Quadro 7 temos listadas

as proposicdes do Elementos de Euclides de fato utilizadas por al-Kasht na primeira

parte do tratado:

Quadro 7 - Lista das proposi¢cdes de Os Elementos de Euclides utilizadas por al-Kashi no Tratado

da Circunferéncia.

LIVRO

PROPOSICAO

ENUNCIADO

3

3

Caso, em um circulo, alguma reta pelo centro corte alguma reta,
nao pelo centro, em duas, também a corta em angulos retos; e,
caso corte-a em angulos retos, também a corta em duas.

31

Em um circulo, por um lado, o &ngulo no semicirculo é reto, e, por
outro lado, 0 no segmento maior € menor do que um reto,
enguanto o no segmento menor € maior do que um reto; e, ainda,
por um lado, o &ngulo do segmento maior é maior do que um reto,
e, por outro lado, o &ngulo do segmento menor é menor do que um
reto

Caso em um tridngulo retdngulo seja tragada uma perpendicular
do angulo reto até a base, os triangulos junto a perpendicular sdo
semelhantes tanto ao todo quanto entre si.

19

Caso quatro niUmeros estejam em propor¢do, o niUmero produzido
do primeiro e quarto seré igual ao nimero produzido do segundo e
terceiro; e caso o numero produzido do primeiro e quarto seja igual
ao do segundo e terceiro, 0s quatro numeros estardo em
proporcao.

Fonte: al-Kasht (1954) e Euclides (2009).

De acordo com Djebbar (2013) certas obras matematicas foram traduzidas

varias vezes para o arabe a partir da mesma fonte, sendo justamente Os Elementos

de Euclides o exemplo mais conhecido, este consiste de 115 proposi¢des dividas em

13 capitulos.

Segundo Brentjes (2016) além da traducéo siriaca disponivel, Os Elementos

foi traduzido pela primeira vez para o arabe no século VIl pelo mulgumano al-Hajjaj
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Ibn Yasuf Ibn Matar (786-833) e essa traducao foi dedicado ao califa Haran al-Rashid
(786-809) ou ao seu vizir Barmekide Yahya Ibn Khalid. No inicio do século IX 0 mesmo
autor produziu uma nova versao dedicando-a ao entdo califa al-Ma’min (813-833).
Ainda de acordo com Brentjes (2016), possivelmente antes de 872 Ishaq ibn Hunayn
faz uma terceira versao revisada por Thabit ibn Qurra, tal revisdo também influenciou

as traducdes hebraicas e latina de Gerard de Cremona. Logo,

Essa assim chamada tradicéo Ishaq / Thabit exerceu a maior influéncia
sobre a pesquisa matematica e o ensino no mundo muculmano
medieval até o final do século XIIl. E caracterizada por uma tradug&o
muito literal de um texto conectado com a edi¢&o grega feita por Theon
de Alexandria (século 1V). (BRENTJES, 2016, p. 1600).

Conforme Brentjes (2016), outras versdes arabes de Os Elementos de Euclides
foram editas até o final do século XllI, entre as mais influentes estao duas de Nasir al-
Din al-Tast (1201-1274), uma das quais lhe foi atribuida e concluida em 1298 apds a
sua morte. Dentre as principais evidencias que estas versfes substituiram as
tradicBes anteriores estdo a quantidade de copias preservadas e as referéncias a eles
em trabalhos matematicos ou ndo matematicos.

Assim, ndo sabemos qual versdo foi a utilizada por al-Kashi, mas,
possivelmente, foi uma dessas ou alguma nelas fundamentada. Lembremos que al-
Kasht nao cita diretamente Os Elementos de Euclides, por ser um texto amplamente
difundido no mundo islamico, ndo necessitando referencia-lo todo tempo. O tradutor
Rozenfeld, em al-Kasht (1954), coloca as referéncias aos Elementos entre os
simbolos <<>> e, entre colchetes, as palavras presentes no texto, mas, que nao eram
completamente legiveis.

Para Berggren (2013) os Elementos de Euclides influenciaram por séculos os
estudos em geometria e astronomia, levando a producdo de inUmeros comentarios,
criticas e melhorias, sendo de fundamental importancia para a geometria medieval.

Observemos que as demonstragfes e aplicacdo do Teorema Fundamental de
al-Kasht utilizam proposigdes da geometria plana presentes nos conteudos de
matematica da educagdo bésica, no entanto, 0 que nos surpreende é a
engenhosidade de suas ideias numa época que nao havia os recursos tecnoldgicos e

a notacado moderna.
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3.3 A Segunda Parte: sobre a determinacdao do perimetro de um poligono
qualquer inscrito no circulo e do perimetro do semelhante circunscrito ao
circulo

3.3.1 Estudo do Excerto 7: Perimetros dos poligonos inscrito e circunscrito

Construamos no segmento AB o semicirculo ACB de centro E suponhamos
gue [o arco] AC seja um sexto da circunferéncia. Entdo a corda AC sera a
metade do diametro pela proposicdo quinze do quarto [livro] <<d’Os
Elementos>>.

Em seguida dividamos ao meio [0 arco] CB, que é o suplemento [do arco] AC
obtendo assim o ponto D. Dividamos [o arco] DB ao meio, obtendo o ponto
G. Depois, dividamos [0 arco] GB ao meio obtendo H, e assim por diante o
guanto se queira. Como ja dissemos na sessao anterior, como conhecemos
a corda AC, também conheceremos a corda AD, de onde também serd
conhecida a corda AG, AH, e assim por diante. (AL-KASHI, 1954, p. 331,
traducéo nossa, adaptado).

A palavra [livro] entre colchetes indica que era uma palavra quase ilegivel a
qual foi inferida pelo tradutor. A referéncia aos Elementos de Euclides entre << >>, foi
acrescentada também por Rozenfeld pois al-Kash1 nao faz referéncia direta a esse a
referida obra.

Na Segunda Parte do al-Risala al-Muhitiyya, o objetivo de al-Kasht é determinar
o perimetro de um poligono inscrito e do semelhante circunscrito a circunferéncia.
Para isso, ele constréi um semicirculo de diametro AB e o arco AC igual a um sexto
da circunferéncia, ou seja, a medida do arco AC é 60°, logo, a corda AC é igual ao
raio da circunferéncia de acordo com a proposi¢cdo quinze do quarto livro de Os
Elementos de Euclides. Prosseguindo com a demonstracédo, al-Kasht divide ao meio
sucessivos arcos: D divide ao meio o arco CB (que € suplementar a AC), G é divide
ao meio o arco DB, H divide ao meio o arco DB, J divide ao meio o arco GB, | divide
ao meio o0 arco HB e assim por diante através do resultado obtido na primeira parte
do tratado que diz: “[...] a superficie na metade do diametro e a soma AB e AC € igual
ao quadrado AD.”, em outras palavras, através da equacdo R.(AB + AC) = AD?,

assim, temos as cordas AD, AG, AH,.....Generalizando, Figura 19, temos:
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R.(AB + AC) = AD?
R.(AB + AD) = AG?
R.(AB + AG) = AJ?

R.(2R+cp_1) =cy’

Figura 19 - As sucessivas cordas cn.

Fonte: Elaborado pela autora.

Observemos que na determinacdo das metades dos sucessivos arcos de
circunferéncia, em nenhum momento al-Kasht fala em “ponto médio” ou “bissetriz”,

apenas fala em “dividir o arco ao meio”.

Agora, se temos a corda AH e queremos determinar a corda BH subtraimos
0 quadrado de AH do quadrado do didmetro e o que resta é o quadrado da
corda BH, pois, 0 dngulo AHB é reto pela proposic¢éao trinta do terceiro [livro]
<<d’Os Elementos>> e, consequentemente, o0 quadrado de AB é igual aos
quadrados AH e HB pelo “teorema da noiva”. (AL-KASHI, 1954, p.331,
traducdo nossa).

Assim como na primeira parte do tratado, aqui al-Kasht também faz referéncia
a proposicdo 30 do 3° livro de os Elementos de Euclides. Comparando a
intencionalidade do texto de al-Kasht com Euclides (2009) e de acordo com Rozenfeld
(1954), também concluimos que o correto seria a proposi¢cao 31. Em outras palavras,
quer dizer: “todos os angulos que subtendem um semicirculo séao retos.” (BARBOSA,

1995, p.91). Assim, o0 angulo AGB ¢ reto, Figura 20:
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Figura 20

Fonte: Elaborado pela autora.

Aplicando o “Teorema da Noiva” que, pelo contexto, entendemos ser o

Teorema de Pitagoras, obtém-se o comprimento do lado do poligono regular inscrito

a circunferéncia, fazendo a2 + cZ = 4r?, logo, a,, = /412 — cZ,n = 0.

A seguir dividimos ao meio o arco BH no ponto F e ligamos EF. Esta linha
divide ao meio a corda BH em I. Tragamos a tangente FLK ao circulo no ponto
F levantando, por ambos os lados [do ponto F] duas perpendiculares FK e
FL, ligamos EH e continuamos até L, assim como [continuamos] EB até K.
Entdo KL serd paralela a BH, uma vez que BEH é um poligono inscrito no
circulo, KEL serd o seu semelhante circunscrito. (AL-KASHI, 1954, p.331,
traducéo nossa).

Al-Kashi também elaborou uma forma de calcular o comprimento do lado do

poligono regular semelhante circunscrito:

Sendo assim, os tridngulos EKF e ELF s&o iguais entre si, e os triangulos EBI
e EHI, por sua vez, sdo iguais entre si. Por isto, El esta para EF (que é metade
do diametro) do mesmo modo que BH esta para KL. Portanto, El esta para
IF, que a sobra do ultimo membro desta proporcéo em relacéo ao anterior,
assim como, a corda BH esta para a sobra de KL sobre BH, sendo esta
relagdo a mesma relagdo da soma de todos os lados do poligono inscrito no
circulo, cujo lado é BH, com todas as sobras dos lados do poligono
circunscrito, cujo lado € KL sobre os primeiros lados. Logo, El é a metade da
linha AH, uma vez que os triangulos AHB e EIB s&o semelhantes em virtude
de que, os angulos H e | sdo retos e o angulo A, na circunferéncia que
acompanha o arco BH, é igual ao angulo central E, que acompanha o arco
BF, que é metade do arco BH, e EB que é metade de AB. Desse modo El é
metade de AH. Por isso, uma vez que El e BH ficardo conhecidos, as relagbes
apontadas também serdo conhecidas e, do mesmo modo, o poligono inscrito
no circulo e o poligono circunscrito no circulo, também serdo conhecidos. Era
ai que queriamos chegar. (AL-KASHI, 1954, p.331-332, traduc&o nossa).

Na Figura 21, seja BH o comprimento de cada lado do poligono regular
inscrito e F o ponto médio do arco BH, em seguida, tracemos o segmento de reta EF,

cuja intersecdo com o segmento BH € o ponto I, tracemos o segmento KL tangente
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ao semicirculo no ponto F, que intersecta a continuacao do segmento de reta EH e do

segmento de reta EB, respectivamente, nos pontos L e K.

Figura 21 - Lados do poligono inscrito BH e circunscrito KL.

m

A £ : \

Fonte: Elaborado pela autora.

Temos que LK é o comprimento do lado do poligono regular circunscrito,
semelhante ao poligono regular inscrito. De fato, os triangulos AHB e EIB s&o

semelhantes, logo, % = % e El = %E (conhecido hoje como teorema do Ponto

Médio), além disso, EF = r (raio) e se os valores de AH e HB s&o conhecidos, assim
podemos calcular o comprimento KL do lado do poligono regular circunscrito,

conforme descrito abaixo:

El _ HE
EF—El KL—HB

3.4 A TerceiraParte: em quantas partes deve ser dividida a circunferéncia e até
guantas casas sexagesimais sdo necessarias para efetuar as operacdes
para que o perimetro obtido seja distinto do circulo dado numa grandeza
menor do que um fio de cabelo

3.4.1 Estudo do Excerto 8: Quantidade de partes em que a circunferéncia deve ser
dividida

Saiba que no circulo de diametro 600 000 vezes maior que o didametro da
Terra, a circunferéncia também é 600 000 vezes também €é maior que a
circunferéncia da Terra. Neste circulo se verifica:

Mil, seiscentos e sessenta e seis e dois tercos da
GRAU | circunferéncia da Terra, ou seja, 1666§C.
Aproximadamente vinte e sete e trés quartos do
MINUTO | mesmo diametro, ou seja, 27%C.
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Aproximadamente trés mil setecentos e quatro
SEGUNDA | farsangs, se a circunferéncia da Terra for
tomada como oito mil farsangs.

TERCA | Aproximadamente 62 farsangs
QUARTA | Aproximadamente 1 farsang e trés décimos
QUINTA | Aproximadamente duzentos e seis cubitos
SEXTA | Aproximadamente 3 e 1/3 de um cubitos
SETIMA | Um e um terco de um dedo, isto &, 48 fios de cabelo
OITAVA | Quatro quintos da grossura de um cabelo de
cavalo, ou ainda, menos. [20]
(AL-KASHI, 1954, p. 332, tradug&o nossa, grifo nosso).

Os objetivos de al-Kasht na terceira parte do Tratado da Circunferéncia ja
veem explicitados no enunciado: (1) descobrir em quantas partes a circunferéncia
deve ser dividida, para que a diferenca entre o valor real e o perimetro calculado seja
inferior a largura de um cabelo de cavalo e (2) determinar a quantidade necesséria de
casas sexagesimais dos numeros envolvidos nos célculos para satisfazer o limite
acima citado. Especificamente neste excerto, vamos tratar sobre as unidades de
medida utilizadas por al-Kashr.

Al-Kasht explica que no circulo de diametro seiscentas mil vezes maior que o
didmetro da Terra, sua circunferéncia serd também seiscentas mil vezes maior que a
circunferéncia da Terra, onde a circunferéncia da Terra € o comprimento da maior
circunferéncia da Terra e na terceira linha da tabela, ele deixa claro que considera a
circunferéncia da Terra igual a 8000 farsangs e na primeira parte do tratado, o
didmetro da Terra igual a 2485 farsangs, mas nao explica o porqué. Em seguida no
qguadro, al-Kasht calcula as medidas do grau, minuto, segundo, até a oitava fracao
sexagesimal desta circunferéncia seiscentas mil vezes maior que a circunferéncia da
Terra.

Al-Kashrt utiliza as seguintes unidades de medida: farsang, cubito, dedo e a
largura de cabelo de cavalo, relacionando-as entre si, até chegar em um oitavo da
circunferéncia seiscentas mil vezes maior que a circunferéncia da Terra e chegar a
conclusao que seu valor € menor que a espessura de um fio de cabelo de cavalo, ou
ainda menos.

Consideremos o objetivo de al-Kasht com o Tratado da Circunferéncia:

[...] gueremos determinar a circunferéncia do circulo com a suposic¢ao de que
seu didmetro é conhecido, em termos de uma determinada medicdo, de tal
maneira que estariamos certos de que em um circulo cujo didametro é
seiscentas mil vezes maior que o didmetro da esfera terrestre, a diferenca
entre o resultado de nossos calculos e o valor real ndo ultrapasse a largura
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de um fio de cabelo, ou seja, um sexto da largura de um gréo de cevada,
de modo que tal diferenca para um circulo menor, que este seja ainda
menor.52 (AL-KASHI, 1954, p. 329, traducdo nossa, grifo nosso).

Notemos que al-Kashi cita em seu objetivo uma outra unidade de medida que
ndo esta presente na tabela do excerto 9, o ‘grdo médio de cevada’ que equivale a
seis “cabelos de cavalo’. Em Berggren temos uma pista sobre a origem dessas

unidades de medida:

[...] Al-Kasht enuncia sua exigéncia de precisao afirmando que deseja
gue o valor seja tdo preciso que, quando usado para calcular a
circunferéncia do universo de acordo com as dimensdes antigas,
o resultado nédo difere do valor verdadeiro em mais de a largura
do cabelo de um cavalo.5® (BERGGREN, 2009, p. 21, tradugdo nossa, grifo
Nosso).

Concluimos que o farsang, o cubito, o dedo, o grdo de cevada e o cabelo de
cavalo sédo unidades de medida antigas e, no contexto de al-Kashi, uma circunferéncia
600 mil vezes maior que a circunferéncia terrestre é a medida da circunferéncia do
universo, que é a mesma coisa que cinturdo do zodiaco, onde estéo localizados os
astros. Logo, al-Kasht tinha por objetivo calcular a circunferéncia do universo com uma
precisao da largura de um fio de cabelo de cavalo.

As unidades de medida mencionadas foram herdadas da antiga Babilonia
(Pérsia) e do mundo arabe pré-islamico. Al-KashTt ndo explica sua origem nem porque

as utilizou, mas, de acordo com Doursther (1840, p. 395):

PARASANGE, PHARSANGE, PHARSAC, FARSANG, FIRSENG, em inglés
parasang, em espanhol, em portugués e em italiano parasanga, farsanga.
Medigdo de rota. ARABIA E PERSIA, antiguidade. O parasange arabe ou
persa, 82 do marhala ou dia, valia 3 milhas arabes = 150 cadeias topograficas
= 1500 cassaba = 3000 kathouah = 9000 cbévados haquémicos = 12000
cbvados deraga cabda = 18000 pés. Quilémetros: 5.760.54

52 Mbl XOTUM Tak onpeaenuTb OKPYKHOCTb Kpyra B 4acTsX, B KOTOPbIX BbIPaXEH AMaMeTp, 4Tobbl Mbl
ObINM yBEpPEHBI, YTO B Kpyre, AMamMeTp KOTOPOro paBeH LWECTUCTaM TbiCAYaM LMaMETPOB 3eMI,
pasHuua Mexagy Hel [NonTyYeHHOW BENTMUMHOM OKPYKHOCTU] U UCTUHHOW Bbina He OonbLue Boroca, T.e.
OAHOW LLEeCTON LUMPUHLI CpeaHEero AS4MMeHHOro 3epHa, Tak YTO PasHOCTb A4 Kpyra, MeHbLUero 4em a7oT,
Oblnia Gbl MeHbLUE.

53 Al-Kashi phrases his requirement for accuracy by stating that he wants the value to be so accurate
that, when it is used to calculate the circumference of the universe according to the ancient dimensions,
the result would not differ from the true value by more than the width of a horse's hair.

54 PARASANGE, PHARSANGE, PHARSAC, FARSANG, FIRSENG, en anglais parasang, en espagnol,
en portugais et en italien parasanga, farsanga. Mesure itinéraire.
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Como podemos perceber, farsang € uma unidade de medida persa difundida
no mundo arabe, portanto, ndo necessitava de maiores explicacées. Do mesmo modo,

para o curioso fio de cabelo de cavalo, temos:

CABELO DE CAVALO, Cabelo de camelo. Antiga medida linear dos arabes.
Crina ou pelo de camelo, 362 parte do dedo ou assbaa, = 0,556 mm.5%°
(DOURSTHER, 1840, p. 134).

Segundo Houtum-Schindler (1888), o cubito era a unidade de todas as
medidas de comprimento na Asia e passou a ser também da Pérsia; o clbito persa
era 0 mesmo que o cubito babildénico, possivelmente adotado no periodo pré-historico,
possuia diversas variagfes assim como o farsang. As primeiras mencdes ao cubito
remontam a 2600 A.C., em escavacdes das ruinas da Antiga Babilbnia, o cubito na
Pérsia era chamado de gez que significa “a régua de medi¢cao”; em arabe é dharé’ e
representa “o brago, do cotovelo até a ponta do dedo médio”, também conhecido como

cubito real de Herédoto; o termo dhar’ em arabe significava “medindo com um cubito”.
. . . S 7 Sy
Havia dois tipos de cubito, o real e 0 comum que era 5 do cubito real.

O farsang é parasang em arabe, uma antiga unidade de medida persa para
rotas usada em todo o antigo Oriente Médio e Mediterraneo, algumas de suas
definicbes sdo a distancia que um pedestre robusto pode percorrer em uma hora;
outra, € o caminho percorrido por um cavalo em uma hora que equivale a metade
percorrida por um homem. A menor medida persa de comprimento era 0 ma (cabelo),
geralmente era compreendido como cabelo de mula, provavelmente inspirados nessa
medida, foi instituida pelos arabes a medida linear “cabelo de cavalo” que também
poderia se referir a cabelo de camelo, Doursther (1840) e Houtum-Schindler (1888).
Segundo Rozenfeld (1976), 1 farsang é aproximadamente igual a seis quilébmetros, e

relacionando as unidades de medida utilizadas por al-Kashi, Quadro 8, temos:

ARABIE ET PERSE, antiquité. La parasange arabe ou persane, 8° du marhala ou journée, valait 3
milless arabes = 150 chaines d'arpentage = 1500 cassaba = 3000 kathouah = 9000 coudées
hachémiques = 12 000 coudées deraga cabda = 18000 pieds. Kilomeétres: 5760.

55 CRIN DE CHEVAL, Poil de chameau. Ancienne mesure linéaire des Arabes. Le crin de cheval ou lo
poil de chameau, 36° parte du doigt ou assbaa, = 0,556 millimetre.
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Quadro 8 - Relacdes entre as unidades de medida presentes no Tratado da Circunferéncia e seus
equivalentes no S.I. (Sistema Internacional de Unidades).

1 fasang 12000 cubitos =6 km
1 cubito (dharad’) 24 dedos =5cm
1 dedo (angusht) 6 gréos de cevada =~2,083 cm
de 1 grdo de cevada (j6) 6 cabelos de cavalo (mQ) =0,6mm

Fonte: Yushkiévitch (1976, p. 151, traducao nossa).

Na Figura 22 temos a ilustracdo da relagéo entre a largura de um dedo, a

largura de seis graos médios de cevada e a largura de seis cabelos de cavalo. Eles

tomavam como base de medida grdos de cevada que tivessem suas medidas

préximas, por isso a expressao ‘grao médio de cevada’, nem muito pequenos nem

muito grandes.

Figura 22 — Equivaléncias entre dedo, grdo médio de cevada e cabelo de cavalo.

gk Saaly 8 el Gl 6
ig}'i E 3 ﬁ'l
(a) (b)
Largura de um dedo Largura de um dedo equivale
a largura de seis gréos
médios de cevada.

ruaYl das ¢ Al

(c)
Largura de um
grdo médio de
cevada.

) gl e

(d)
Largura de um grdo médio
de cevada.

Nty ) (o s dgn yap
]
(e)
Largura de seis cabelos de
cavalo equivale a largura de
um grdo médio de cevada.

Fonte: Zerrif (2016, p. 110-111, adaptado).
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Observemos que tanto o dedo, quanto os graos de cevada e os cabelos sé&o
perfilados no sentido do comprimento menor.

Em Houtum-Schindler (1888) temos que para Ptolomeu, um grau terrestre em
relacdo ao equador eraigual a 25 farsangs; a maioria dos geografos arabes, baseando

seus célculos nas medicdes de um grau terrestre feitas sob o califa al-Ma’'man®¢

. 2 . .
aceitava 22; farsangs como medida de um grau terrestre e, outros estudiosos,
. . 8 — - 2
consideravam o valor correto igual a 18 5- Certamente al-Kasht adotou 22 farsangs

para um grau terrestre, pois 22% x 360 = 8000 farsangs, que ele considera ser a

medida da maior circunferéncia da Terra®’.
Especificamente sobre os célculos das fracfes sexagesimais relativas a
circunferéncia seiscentas mil vezes maior que a circunferéncia da Terra, primeiro al-

Kasht obtém o comprimento do arco equivalente a um grau dessa circunferéncia
dividindo 600 mil vezes a circunferéncia da Terra por 360, que é igual a 1666% da
circunferéncia da Terra. Para um minuto, ele divide esse resultado por 60, obtendo o
valor de 27% da circunferéncia da Terra, e assim, ele obtém os comprimentos de arco

equivalentes as fracdes sexagesimais dividindo sucessivamente por 60. Organizamos

esses resultados no Quadro 9 da seguinte forma:

Quadro 9 - Fracdes sexagesimais da circunferéncia seiscentas mil vezes maior que a circunferéncia

da Terra.
MEDIDA FRACAO FRACAO SEXAGESIMAL
SEXAGESIMAL
GRAU (a unidade) (600000) 2
1° = = 1666 —
360 C 666 3 C
MINUTO 1 , 1 /600000 3
(@) ! _%( 360 )C_27ZC
SEGUNDO 1 1 (600000
i "=_ . = 4 f:
(602) 602 ( 360 ) 8000 = 3704 farsangs
TERGA (L) _i<600000> ~
B 1" = a0\ 360 .8000 = 62 farsangs
QUARTA ( 1 ) v 1 (600000)
— =— . = 1,03 f
0 50 \ " 360 8000 ,03 farsangs

56 Para mais detalhes consultar: https://www.britannica.com/biography/al-Mamun . Acesso em: 02 jun.
2022.
57 Ver tabela de al-Kasht (1954, p. 332).
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(Verificamos que nédo é 1 farsang e trés décimos como afirma al-

Kasht, mas, 1 farsang e trés centésimos)

QUINTA 1 ~ 1 /600000 N o
(F) 17 = W( 360 ).8000.12000 = 206 cubitos
SEXTA (L6 17 = L (%2%99%) 800012000 = 3 e 1/3 de cubito
60
SETIMA 1 17 = — (552 8000 . 12000 . 24 =1 e 1/3 de dedo
607
ou
1vit — L(M) 8000.12000.24.6 =
607\ 360 /° ' T

8,23 graos médios de cevada.

ou
1V = L (600000 ) 8000.12000 .24.6.6 =
=o'\ 360 /- . .24.6.6 =
49,38272 Cabelos de crina de cavalo (ao invés de 48)
OITAVA 1 1 (600000
— 1"”‘=—( ).8000.12000.24.6.6=
(608> 608\ 360

(100000 .8000.12000.24.6.6 ).$ =0,0823045=

4
3 de cabelo de crina de cavalo

Fonte: Elaborado pela autora.

. 1 . ~ . . .
Observemos que, um oitavo (ﬁ) da circunferéncia seiscentas mil vezes a

circunferéncia da Terra, é igual a 0,0823045267489712 de cabelo de cavalo. Al-Kasht

. . 4 . “ ” H
afirma que equivale a : de cabelo de crina de cavalo ou “menos”, mas refizemos os

’ 7 4’ . [13 H ”
calculos e, na verdade, é E de cabelo de crina de cavalo ou “mais”.

Em relacdo a segunda pergunta do titulo: “Até quantas casas sexagesimais sao
necessarias para efetuar as operacdes para que o perimetro obtido seja distinto do
circulo dado numa grandeza menor do que um fio de cabelo”, o objetivo é descobrir
guantas casas sexagesimais seus calculos devem ter para obter a precisédo desejada,

al-Kashr afirma que os seus calculos serao precisos o suficiente prosseguindo seus

1
6018

célculos até a ordem no sistema sexagesimal, no entanto, na pratica, ele segue

1

até aordem
6019

apos a parte inteira no sistema sexagesimal, como pode-se observar

nas 28 tabelas dedicadas aos célculos das sucessivas cordas c,,.

3.4.2 Estudo do Excerto 9: Estimativa do comprimento do lado do poligono inscrito
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Esse é o caso se a circunferéncia for trezentos e sessenta. Se ela tiver
trezentos e sessenta. Se ela tem trezentos e setenta e sete com uma fracao,
entdo sua oitava € muito menor que quatro quintos da espessura de um
cabelo. (AL-KASHI. 1954, p. 333, traduc&o nossa).

No Trecho 1, al-Kasht expfe seu raciocinio para a circunferéncia de raio

unitario e também fornece um exemplo para circunferéncia de raio 60, assim, o

comprimento desta é de aproximadamente 2x60x31/7 = 377 % , € Seu oitavo sera

. A . 1 1
menor que na circunferéncia anterior, pois gy < 360’ segundo Rozenfeld (1954),
7

por engano, No manuscrito ao invés de 377 tem 366.
Apos explicitar o seu objetivo (calcular a circunferéncia do circulo 600 mil
vezes maior que a circunferéncia da Terra com precisao de largura de um cabelo de

cavalo), al-Kasht chega a um primeiro resultado:

Portanto, se definirmos os perimetros de dois poligonos de forma que a
diferenca entre eles ndo atinja uma oitava, entéo, a diferenca entre eles nédo
atingird um fio, além disso, essa é a diferenca entre cada um deles e a
circunferéncia real do circulo.58 (AL-KASHI, 1954, p. 333, tradug&o nossa).

Em outros termos, a diferenca entre os perimetros dos poligonos inscritos e
circunscritos a circunferéncia dada, ndo pode ser maior que um oitavo, pois um oitavo
da circunferéncia equivale a aproximadamente quatro quintos da largura do cabelo de
cavalo. Assim, tomando o perimetro do poligono inscrito (p) e o perimetro do poligono

circunscrito (P), a diferenca entre 0os seus perimetros ndo deve ser superior a uma

. 1 . A . .
oltava (ﬁ) da circunferéncia, ou seja.

1

P—p<609 1)

De acordo com Youschkevitch (1984, p.154, tradugcdo nossa), “Depois de

avaliar a diferenca dos perimetros, al-Kashi da uma estimativa do comprimento das

58 I'I03Tomy, €CInn Mbl onpegennmmv nepnMmeTpbl ABYX MHOIOYrofibHUKOB Takum o6pa30M, 4yTOObI Pa3HOCTb
mMexay HUMKU He OoCTuraet OAHOWN OKTaBbl, TO, CrieAoBaTENbHO, pa3HOCTb MeXay HMMU No4aBHO He
OOCTUrHET oHOro Bosoca 1 Tem bonee, TakoBa Pa3HOCTb MeXxay KaXxablM U3 HUX N OEeNncTBUTENBbHON
OKPY>XXHOCTbHI Kpyra.
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dimensdes do poligono inscrito e mostra um sentido muito apurado da precisdo

necessaria, desprezando as diferengas muito pequenas.”®

Como sabemos, o perimetro do poligono interno esta para o perimetro do
poligono externo, assim como a distancia do centro do circulo até o ponto
médio do lado [do poligono interno] estd para o seu complemento até a
metade do didmetro, isto é, para a distancia do ponto médio do arco, cuja
corda € o lado. Tal complemento ¢ a flecha deste arco. (AL-KASHI, 1954, p.
333, traducédo nossa).

Na Figura 23, temos que os triangulos AHEB e ALEK s&o semelhantes,

Figura 23 - Semelhanca dos triangulos HEB e LEK.

&

E
Fonte: Elaborado pela autora.

El HE : . ~
logo, —— T - Assim, pode-se estabelecer as seguintes proporcdes entre as

medidas dos tridangulos, onde P é o perimetro do poligono circunscrito, p € o perimetro

do poligono inscrito, h = EI (ap6tema do poligono inscrito ou altura do triangulo que
tem como base um dos lados do poligono), r = EF (raio do circulo)e s =IF =r —h

(flecha do segmento circular correspondente):

P P-p r—h S
-_—— > - == — 2
” = (2)

S

Sabe-se também que a relacdo da metade do didmetro para com a
circunferéncia é menor do que um sexto em menos que um terco de um
sétimo de um sexto. Portanto, precisamos tomar no circulo um poligono com
um ndmero tdo grande de lados que a relacéo da flecha do arco de cada lado
para com o complemento da flecha até metade do diametro seja menor do
gue a relacdo de um sexto de oitavo para com a unidade em um terco de um
sétimo deste sexto ou [ainda] maior, ou seja, para que tal relagéo seja igual
a oito nonas ou menos. Entéo a corda do complemento do arco de cada lado

59 Aprés avoir évalué la difference des périmetres, al-Kasi donne une estimation de la longueur des
c6tés du polygone inscrit dans laquelle il fait preuve din sens trés aigu de la précision nécessaire en
négligeant les tres petites différences.
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sera menor que o diametro por dezesseis nonas uma vez que dita corda é
igual a duas vezes a distancia especificada. (AL-KASHI, 1954, p. 333,
traducdo nossa).

Considerando a aproximagao de Arquimedes (287 a.E.C. - 212 a.E.C.) vista

na parte introdutoria do tratado, onde C € o comprimento da circunferéncia e r o seu
. C « 7 ~ N
raio, 6 < -< 6;, Sabe-se também que a relacdo da metade do diametro para com a

circunferéncia € menor do que um sexto em menos que um ter¢co de um sétimo de um

sexto”, ou seja, em notagdo moderna, temos que

r<1 1 1_ 1
C 3’76 126
Pois,
6<C<62 1>r>7 7<r<1
— — D -=->=>—5—< =<=->
r 7 767 C7 44 44 " C "6
Assim,
1 7 1 1 1
e e — = — (3)

c 6 44 132 3.7.6 126

Assim, conforme (1), (2) e (3), al-Kasht entende que o numero desejado de
lados do poligono inscrito pode ser determinado quando tal niGmero é suficientemente
grande, p € pouco diferente de C (p se aproxima de C) e s se torna pequeno, logo (2)

pode ser escrito assim:

Q
Slun

De acordo com (1) e (3):

P—p 1r 1(1 )

<———=x ——
c ~60°C " 60°\6 ©

1 1 8
Come<— e -—¢ = —, de forma que:
132 6 60
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E parar = 60:
s~ — 4)

Al-Kasht fornece entdo uma estimativa da corda c, considera que a corda c é

igual a duas vezes a altura do triangulo que tem por base o lado do poligono inscrito:

16
~2h~2(r—s)=2r—2s ~ 2r ———= =
c (r—ys) r— 258 r E

25 ~ — (5)

Portanto, a diferenca do quadrado do didmetro e seu quadrado é inferior a
aproximadamente quadruplo de dezesseis nonas elevado a uma casa, isto
€, menos de um sétimo e quatro oitavas. Portanto, a raiz deste, isto €, a
corda, ou seja, cada um dos lados, ndo excede oito quartas. (AL-KASHI,

1954, p. 333, traduc¢do nossa).

Considerando a,, = /4r2 — cZ, n = 0 e a equacdo (5), al-Kasht obtém a medida

do lado do poligono inscrito (a):

a = \/4r2 — (2r — 25)2

a ~\8rs =+v2.2r.2s

E no caso de um circulo de r = 60:

a<VZZrZs= [460. == |S=2 5 g< ©)

60°

Assim, a precisao desejada na medida do circulo sera obtida quando se inscreve

em um circulo de raio 60 um poligono regular cujo lado a ndo exceda oito quartas.

3.4.3 Estudo do Excerto 10: Célculo da medida do arco da circunferéncia menor que
oito quartas

Conforme a Figura 24, podemos estabelecer a seguinte relacdo, Quadro 10,

para o calculo da medida de cada arco a,,, n = 0:



Figura 24 - Sucessivas cordas cn.

A E

Fonte: Acervo da autora.

Quadro 10 - Calculo da medida do arco an.
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MEDIDA DE CADA ARCO

ay = arc(AC) = 60°

= 60° + 60° = 180° — 60° = 120°

arc(CB)
a, = arc(AD) = arc (AC) + —

o

= 150°

60
a, = arc(AG) = 60° + 60° + 30° = 180° — )

o o

=180° — 27 = 165°

60
@z = arc(A]) = 60° + 60° + 30° + 15° = 180° — —

o o

= 180° — —5 = 172,5°

6
a, = arc(AP) = 60° + 60° + 30° 4+ 15° 4+ 7,5° = 180° — 3

o

16

as = arc(AQ) = 60° + 60° + 30° + 15° + 7,5° 4+ 3,75° = 180° —

60
180° — = 176,25°

24

60° 360° 360°
2n-1 6.on1 - 180°— 300

a, = 180° —

Fonte: Elaborado pela autora.

1 . a .
Portanto, o arco BH corresponde a 37 da circunferéncia. Assim, desta

proposicao decorre que a circunferéncia deve ser dividida em 3. 2™ partes. Quando n

aumenta, o comprimento do lado do poligono inscrito diminui rapidamente por que o

n esta no expoente do denominador, 0 que nos da um processo interativo de

convergéncia rapida.

Se dividirmos o terco do circulo vinte e oito vezes, obtém-se um arco de cinco
guartas, quarenta e sete quintas, com fracdo naquelas partes onde todo o
circulo € igual a trezentos e sessenta, como fica claro na tabela: Sem duvida,
a corda deste arco € menor que oito quartas uma vez que a cada corda de
qualquer arco, dado que a circunferéncia é trezentos e sessenta e o didametro
€ cento e vinte, ndo excede o0 arco em um ter¢o de um sétimo dele. Por isso,
nés inscreveremos no circulo um tal poligono cujo nimero de lados € igual a
oitocentos e cinco milhfes e trezentos e sessenta e oito, e seu expoente [i.e.,
sua representacdo na base 60 é 1 2 8 16 12 48. (AL-KASHI, 1954, p. 335-

336, traducdo nossa).
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Assim, al-Kashr calcula a medida do arco da circunferéncia e a quantidade de
lados do poligono regular inscrito, tomando as metades sucessivas de um terco da
circunferéncia, obtemos arcos de tamanho 60; 30; 15; 7,5; etc., cujos poligonos
regulares inscritos tem, respectivamente 3 lados; 6 lados; 12 lados; 24 lados; 48 lados;
e assim sucessivamente. No vigésimo oitavo passo, al-Kashi chega ao arco de
medida 0; 0,0,0,5, 47, 36, 51, 26, 16, 45, 28 7, 30, que é menor que oito quartas, iSso
implica que sua corda também € menor que oito quartas, logo, para alcancar seu
objetivo, al-Kasht precisa executar apenas 28 iteracfes que corresponde ao poligono
de (128161248 )0 lados = 805306 368 = 3x22° lados em nimeros decimais. No

Anexo A temos as imagens da tabela de célculo de al-Kasht relativa ao manuscrito de

Mashhad e a tabela de calculos da traducéo russa.

3.5 A Quarta Parte: sobre as operacdes

3.5.1 Estudo do Excerto 11: Como os calculos foram feitos

N6s somamos o didmetro 2 0 ao lado 1 0 do hexagono, obtendo 3 O,
aumentamos este valor em uma ordem, obtendo 3 0 0. Extraimos a raiz,
adicionamos a ela [a raiz] 2 0 e escrevemos [0 resultado] na ordem e depois
tomamos a raiz deste mesmo valor; vamos fazer isso vinte e oito vezes. (AL-
KASHI, 1954, p. 335-336, traducdo nossa).

Sabendo que para vinte e oito interagdes o comprimento do lado do poligono
inscrito serA menor que oito quartas, no Trecho A, al-Kasht explica como fez os
calculos dos comprimentos das sucessivas cordas até a vigésima oitava iteracao,
dedicando uma tabela de calculo de pagina inteira para cada corda. A quarta parte é
a maior do al-Risala al-Muhitiyya e contém mais calculos do que as demais.

Entendemos que al-Kasht desenvolveu o que chamamos hoje de algoritmo
que pode ser representado pela férmula recursiva ¢, =+ r(2r + ¢,_,), para n =
1,2, ...,28. No Quadro 11 temos o comprimento de cada uma das vinte e oito cordas

em numeros decimais.

Quadro 11 - As sucessivas cordas cn; Co = 1.
n Cn

V3 = 1,7320508075688772935274463415059

/2 ++3 =1,9318516525781365734994863994578
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3 ,
2+ ’2 + /3 = 1,9828897227476208222891150538571
2+ ’2 + /2 + /3 =1,9957178464772070134761395825456

5 1,9957178464772070134761395825456
6 1,9997322758191235657254942981202
7 1,9999330678348022069152076211583
8
9

1,9999832668887012982951172411377
1,9999958167178003620833274486537
10 1,9999989541791766552221964749280
11 1,9999997385447770740971503103432
12 1,9999999346361932004174777442982
13 1,9999999836590482333476932760603
14 1,9999999959147620541646310504918
15 1,9999999989786905132803894957071
16 1,9999999997446726283037993572424
17 1,9999999999361681570749312132678
18 1,9999999999840420392686691391893
19 1,9999999999960105098171633057893
20 1,9999999999990026274542905777593
21 1,9999999999997506568635726288968
22 1,9999999999999376642158931562528
23 1,9999999999999844160539732890025
24 1,9999999999999961040134933222468
25 1,9999999999999990260033733305615
26 1,9999999999999997565008433326404
27 1,9999999999999999391252108331601
28 1,9999999999999999847813027082900
Fonte: Elaborado pela autora.

Percebemos que é dificil trabalhar com as partes fracionarias quando se
tornam cada vez menores, provavelmente esse foi 0 motivo que levou al-Kasht a optar
por trabalhar com as fracdes sexagesimais. No Quadro 12, apresentamos o0s titulos
das 28 tabelas dedicadas aos célculos de cada uma das 28 cordas, o valor de cada
corda e o respectivo resto, todos em numeros sexagesimais. Segundo o proéprio al-
Kashr, ele disponibiliza suas tabelas de calculos para que sirvam de modelo e um
meio pelo qual os interessados possam conferir seus calculos. Em al-Kasht (1954)
estdo as 12, 5%, 272 e 282 tabelas, que séo suficientes para compreender o raciocinio
empregado por al-Kashi para o célculo das sucessivas cordas c,. Em Hogendijk

(2009) estao disponiveis as 28 tabelas de calculos.
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Poligono de 6 lados

Titulo Calculo da corda de um sexto da circunferéncia
Comprimento da | 14355225827 5756 044253142156 2242485827
corda ¢,
Resto 316 27
Poligono de 12 lados
Titulo Metade da sexta parte da circunferéncia
Comprimentoda | 155543957 252416563839 1451434224446
corda c,
Resto 256544
Poligono de 24 lados
Titulo Um quarto de um sexto da circunferéncia
Comprimento da | 158 58 24 10 48 24 30 46 47 22 13 4 44 26 38 36 37 48 27
corda c;
Resto 1471341
Poligono de 48 lados
Titulo Corda do arco que é o quadragésimo oitavo da circunferéncia
Comprimentoda | 159 44 3531725142 631239 101028 334547 3216
corda c,
Resto 144821
Poligono de 96 lados
Titulo Corda do arco que é o nonagésimo sexto da circunferéncia
Comprimentoda | 159 56 8 42 6 26 3540 40 17 55 44 14 58 19 34 54 29 34
corda cs
Resto 2135138
Poligono de 192 lados
Titulo Corda do arco que é o cento e noventa e dois da circunferéncia
Comprimentoda | 15959210 17 40 37 118 16 54 32 35 27 38 48 41 50 24
corda cg
Resto 1352839
Poligono de 384 lados
Titulo Corda do arco que € um trezentos e oitenta e quatro da circunferéncia
Comprimento da | 159 59 45 32 33 32 54 15 45 140 16 50 27 35 53 38 54 49
corda ¢,
Resto 3174312
Poligono de 768 lados
Titulo Corda do arco que é um setecentos e sessenta e oito da circunferéncia
Comprimentoda | 15959562381957331731829641157131211
corda cg
Resto 43 14 37
Poligono de 1536 lados
Titulo Corda do arco que € um, mil e quinhentos e trinta e seis da circunferéncia
Comprimentoda | 1595959547 447829501557 232851401911 12
corda cq
Resto 262932
Poligono de 3072 lados
Titulo Corda do arco que é um, trés mil e setenta e dois da circunferéncia

Comprimento da
corda ¢y

1595959462646 11111514151142159 2504519
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Resto 1173536
Poligono de 6144 lados
Titulo Corda do arco que € um, seis mil cento e quarenta e quatro da circunferéncia
Comprimento da | 159 59 59 56 36 41 32 42 25 44 2552 26 2347 47 39 26 5
corda ¢y,
Resto 19 26 38
Poligono de 12288 lados
Titulo Corda do arco que € um, doze mil duzentos e oitenta e oito da circunferéncia.
Comprimentoda | 1595959599 10 2310254015524 24957491452
corda c;,
Resto 3285422
Poligono de 24576 lados
Titulo Corda do arco que é um, vinte e quatro mil, quinhentos e setenta e seis da

circunferéncia.

Comprimento da

15959595947 17 3547 3544 42 31553 31 50 28 28 25

corda ¢
Resto 139 26 43
Poligono de 49152 lados
Titulo Corda do arco que € um, quarenta e nove mil, cento e cinquenta e dois da

circunferéncia.

Comprimento da

1595959595649 23565353398383847224443

corda ¢y,
Resto 11149
Poligono de 98304 lados
Titulo Corda do arco que é um, noventa e oito mil, trezentos e quatro da

circunferéncia.

Comprimento da

1595959595912 205913281519313058128 1728

corda ¢
Resto 1511142
Poligono de 196608 lados
Titulo Corda do arco que é um, cento e noventa e seis mil, seiscentos e oito da

circunferéncia.

Comprimento da

15959595959485 14482231424 14414938327

corda c;¢
Resto 1494934
Poligono de 393216 lados
Titulo Corda do arco que é um, tezentos e hoventa e trés, duzentos e dezesseis da

circunferéncia.

Comprimento da

1595959595957 118425304623 11747 114230

corda c;,
Resto 2056 36
Poligono de 768432 lados
Titulo Corda do arco que é um, setecentos e sessenta e oito mil, quatrocentos e

trinta e dois da circunferéncia.

Comprimento da

1595959595959 1519403122412726253147733

corda c;g
Resto 2121424
Poligono de 1572864 lados
Titulo Corda do arco que é um, um milhdo quinhentos e setenta e dois mil,

oitocentos e sessenta e quatro da circunferéncia.
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Comprimento da

15959 59 59 59 59 48 49 55 7 50 40 21 20 25 30 45 28 53

corda ¢
Resto 3314148
Poligono de 3145728 lados
Titulo Corda do arco que é um, trés milhdes, cento e quarenta e cinco mil,

setecentos e vinte e oito da circunferéncia.

Comprimento da

159595959 5959571228 46 57 40 25 58 9 26 25 39 51.

corda c,,
Resto 3225456
Poligono de 6291456 lados
Titulo Corda do arco que é um, seis milhdes, duzentos e noventa e um mil e

quatrocentos e cinquenta e seis da circunferéncia.

Comprimento da

1595959595959591871144251192531448 34

corda c,;
Resto 2152210
Poligono de 12582912 lados
Titulo Corda do arco que é um, doze milhdes, quinhentos e oitenta e dois mil,

novecentos e doze da circunferéncia.

Comprimento da

1595959 5959595949 3147566 15195048 24 22 59

corda c,,
Resto 358123
Poligono de 25165824 lados
Titulo Corda do arco que é um, vinte e cinco milhdes, cento e sessenta e cinco mil

,€ oitocentos e vinte e quatro da circunferéncia.

Comprimento da

15959595959 595957225659 133495740231933

corda c,5
Resto 211455 Para a amostra por multiplicacdo 2 11 456
Poligono de 50331648 lados
Titulo Corda do arco que é um, cinquenta milhdes, trezentos e trinta e um mil

,seiscentos e quarenta e oito da circunferéncia.

Comprimento da

159 59 59 59 59 59 59 59 20 44 14 45 23 27 29 24 59 24 30

corda c,,
Resto 20249
Poligono de 100 663296 lados
Titulo Corda do arco que é um, cem milhfes, seiscentos e sessenta e trés e

duzentos e noventa e seis da circunferéncia.

Comprimento da

1595959595959 59595011. 3412051522114 27 2

corda c,5
Resto 091126
Poligono de 201326592 lados
Titulo Corda do arco que é um, duzentos e um milhdes, trezentos e vinte e seis mil,

guinhentos e noventa e dois da circunferéncia.

Comprimento da

15959595959595959573245552012585183515

corda c,¢
Resto 104158
Poligono de 402653184 lados
Titulo Corda do arco que é um, quatrocentos e dois milhfes, seiscentos e

cinquenta e trés mil, cento e oitenta e quatro da circunferéncia.

Comprimento da
corda c,,

15959 5959 59 59 59 59 59 23 11 28 50 3 14 31 19 38 43

Resto

252258
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Poligono de 805306368 lados
Titulo Corda do arco que é um, oitocentos e cinco milhdes, trezentos e seis mil,
trezentos e sessenta e oito da circunferéncia.
Comprimento da | 159 59 59 59 59 59 59 59 59 50 47 52 12 30 48 37 49 54 40
cordac,g
Resto 2413519
Fonte: al-Kasht (1953).

Portanto, o comprimento da corda c, de poligono de 805 306 368 lados,

inscrito em uma circunferéncia unitaria é:

28 = (1;59,59,59,59,59,59,59,59,59,50,47,52,12,30,48,37,49,54,40) (60)

Este ultimo resultado auxiliara no calculo do comprimento do lado a,g do
poligono inscrito:

Subtrair este quadrado do quadrado do didmetro, o seguinte permanece
como o quadrado do lado 0,0,0;0,0,0,0,0,0,0,36,48,31,9,56,45,28,40,21,17.
(AL-KASHI, 1954, p. 345, tradugao nossa).

Ou seja, em (2R)? = c,5% + ayg?, temos que, (2R)? — cyg% = a,g?, assim,
asg = 0,0,0;0,0,0,0,0,0,0,36,48,31,9,56,45,28,40,21,17 é o quadrado do lado do poligono
de 805 306 368 lados.

Passamos de um calculo para o seguinte depois de o refazermos duas ou
trés vezes. Além disso, nds nos asseguramos pela [verificacdo da conta],
multiplicando a raiz por si mesma, repetindo duas ou trés vezes e
acrescentando o resto da operacao a segunda multiplicacdo. [Entdo] se o
célculo estiver correto, a soma torna-se igual ao nimero. N6s verificamos e
nos asseguramos da correcao [dos célculos] porque, caso se cometa um erro,
ele iria aumentar mais e mais. Como existe uma grande quantidade de cifras,
nés ndo usamos cifras desnecessarias. O método de extracdo de raizes e
elevacdo da raiz ao quadrado — de nossa prépria invencdo € o método mais
facil neste assunto. Nesta sec¢do, incluimos as tabelas dos célculos para que
sirva de modelo para os calculistas e um caminho indicativo para aqueles que
guerem verificar a sua exatidao de céalculos. Estas séo as tabelas [ver. p. 338-
345]: (AL-KASHI, 1954, p. 337, tradug&o nossa).

Al-Kashi era extremamente meticuloso e ndo prosseguia para a etapa
seguinte se néo tivesse a certeza que aquele calculo estava correto, conferindo-o
diversas vezes. Faz questdo de explica o método de verificagdo utilizado em seus
calculos que é a multiplicacdo da raiz por ela mesma (feita duas ou trés vezes) e em
seguida soma o resto da extragéo a multiplicacéo, o calculo esta correto se o resultado

for igual ao namero original. Ele afirma que caso ndo tomasse o cuidado com a
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exatidao dos calculos o erro se tornaria cada vez maior, ou seja, ele tinha consciéncia
sobre a possibilidade do acumulo de erro. Al-Kasht diz que trabalha com uma grande
guantidade de cifras, mas afirma nao fazer a multiplicacéo da raiz pela raiz utilizando
todas as casas, apenas as necessarias para obter o quadrado. Segundo al-Kasht o
método de extracao de raizes e elevagdo ao quadrado € de sua invencédo e 0 mais

facil neste quesito.

3.6 A Quinta Parte: sobre a determinacédo de um lado do poligono de 1 2 8 16
42 48 lados inscrito na circunferéncia

3.6.1 Estudo do Excerto 13: Calculo do comprimento do lado do regular poligono de
805 306 368 lados.

Como o trecho do referido excerto € em sua maior parte uma tabela, o
ilustramos por meio do Quadro 13:

Quadro 13 — Tabela de célculo do lado do poligono regular de 805 306 368 lados.

O quadrado obtido no vigésimo oitavo célculo foi:

3 8 @ 8 a 0 8
o o n b o z 3
6 4 1 14 59 36 14
el 3 ol o ° 33 décimo
g % T = g o | E e primeiro
= | &|lg|l3|3|3|% g8 36 décimo
el A = - T T I segundo
o (@] (@] o o o o o o L, .
S| o| E|E|E|E|E|E|E|E|E 19 décimo
S1518181818 138181818138 terceiro
o|lz|loalaoalala|la|la|laol|laolo 25 décimo
36 |48 [ 319 [56 |45 |28 |40 | 2117 quarto
36
0
48 | 16
15
12 | 8 1
3 1 55
2 49 | 52 | 31 | 16
12 | 3 14 | 12
11 |55 |54 |26 |30 |1
7 19 | 46 | 10 | 20
7 16 |49 | 29 | 59 | 9 36
2 56 (40 |21 |7 24
2 49 | 32 | 34 | 59 | 48 | 51 | 16
6 47 | 46 | 7 35 | 8 44
6 40 | 25122 |29 | 33 | 51
7 20 145 | 5 34 | 53
7 16 | 49 | 29 | 59 | 31
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12 | 8 2 130
12 | 8 2 29 | 59
12 | 8 2 2 59 | 12
12 | 8 2 29 [ 29 |12 | 14
12 | 8 2 29 | 58 | 36

12 | 8 1
12 | 4
6
1 54
3 36 | 1 16
3 18 | 2 24 | 0 19
1 24 | 2 12 | O 36 |4 | 26
3 36 | 0 56 |0 |33 |8 24 | 19
5 54 | 2 24 |1 0 14 |7 |42 | 35|24
1 24 | 3 56 | 0 36 | 3 16 [ 32 |27 | 21
0 6 0 56 |0 |59 |8 24 | 13 | 46 | 19 | 48
0 24 10 |4 |0 14 |13 |46 |35 (24 | 8 24 | 8
24 | 7 34 |57 |51 |5 51 |9 55|10 | 34 | 26
24 | 7 34 |57 |51 |5 51 |9 55 110 | 34 | 26
036 |0 16 | O 1 3 16 |58 | 1 21 |36 |3 |16

03648 |31 ]9 56 | 45 128 |40 (21 |17 | O 0 |0
Fonte: al-Kasht (1954, p. 346, tradug&o nossa).

A quinta parte do Tratado da Circunferéncia consiste da menor de todas as
partes do tratado tendo apenas uma pagina. Nela, al-KashT calcula a raiz quadrada
de 0,0,0; 0,0,0,0,0,0,0,36,48,31,9,56,45,28,40,21,17, obtendo QAyg =
0;0,0,0,6,4,1,14,59,36,14,33,36,19,25, lado do poligono regular inscrito de 805 306 368

lados.

3.7 A Sexta Parte: determinacdo do perimetro, um poligono [regular] inscrito
um circulo e seu similar poligono [regular] circunscrito ao [mesmo] circulo,
onde cada poligono tem 805 306 368 lados

3.7.1 Estudo do Excerto 14: Calculo dos perimetros dos poligonos regulares inscrito
e circunscrito

Como o trecho do referido excerto é em sua maior parte uma tabela, o

ilustramos por meio do Quadro 14:

Quadro 14 — Tabela de calculo do perimetro do poligono regular inscrito de 805 306 368 LADOS.
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Multiplicamos a raiz obtida na quinta secao, que é o tamanho de um lado, pelo nimero de lados do
poligono especificado, isto € 1 2 8 16 12 48. Obtemos o perimetro do poligono inscrito em um circulo
nas partes em que o diametro é cento e vinte.
Multiplicando 6 | 4|1 |14]159|36|14|33|36|19 |25
o o
5| E1£]¢
S E| 2| 0| s
o = Q ) >
S 9 %] a 1% 8 g_ 2 ; g
S| S| 2|8|E|S|8|E|E|E|E|E
= I = S| = T c o o o o o
=] > S o) 0 = [e) N Nal ‘O R} O
=S| O|CO|lun|lun|lOo|lz|o|lo|laoa|ao|A
Elevado cinco vezes 1 6 | 4] 1 ]114[59|36[14|33]36]19]|25
Elevado quatro vezes 2 12| 8 | 2 |29 (59|12 |29 | 7 |12 | 38 | 50
Elevado trés vezes 8 0|48 0| 8| 7 |52 1|52 4 48| 3
0 |32 |1 52| 4 148| 4 24| 2 |32
Elevado duas vezes 16 1 (36| 0 |16|15|44| 3 |44 | 0 | 36
114 |3 |44|9 36| 8 48| 5
Elevado uma vez 12 1|12 0 |12 (11|48 | 2 |48 | 7
0 |48 | 2 |48 | 7 |12 | 6 |36
Grau 48 4 |48 | 0 |48 |47 |12 | 11|12
3 12|11 |12 28|48 |26
Produto 6 |16 |59 28| 1 |34 |51 |46 |14 |49 |46
N
(]
>
©
IS
2 3
o v | © 0 %) a )
S|z|2|2|2|8|E|S|E|&)|¢
2| 21 E|0|o| 3| 353|vl@|E|20o
| Ol =zl ||lO|COC|lwn|n|0O0|Z2

Fonte: al-Kasht (1954, p.348, traducdo nossa, grifo nosso).

No Trecho A do Excerto 14, al-Kasht calcula o perimetro do poligono regular
inscrito p,g multiplicando o comprimento do lado do poligono inscrito, a,s =
0;0,0,0,6,4,1,14,59,36,14,33,36,19,25, pela quantidade de lados, 3.2%% = 805 306 368(10) =

12816 12 4840y

P2s = 3.2%%.azg
p2s = (1281612 48;0).(0;0,0,0,6,4,1,14,59,36,14,33,36,19,25)
Obtendo:
p2s = 6,16;59,28,1,34,51,46,14,49,46

Também no Excerto 13, considerando o que foi desenvolvido na terceira parte

do tratado (Excerto 9 no Trecho B), temos que |, P"fp=%, onde h pode ser

considerado igual a 22, assim,
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C28
P2s 2

st—st_r—C%—S

Substituindo p,s e c,g, obtém-se P,g = 6,16;59,28,1,34,51,46,14,50,15 0

perimetro do poligono circunscrito, Quadro 15:

Quadro 15 — Perimetro do poligono regular circunscrito.

[72]

(@]
o S 5 S Q < = S € S o
s g3 |E |2 |S |S |35 |3 |5 |& |5
ws| o = ] [ 04 (@4 ] N (@) Z
6 16 59 28 1 34 51 46 14 50 15

Fonte: al-Kasht (1954, p.349, tradugéo nossa).

Al-Kashrt calcula a aproximacdo para a circunferéncia do circulo de raio 60

pela média aritmética entre p,g € P,g, Quadro 16:

Quadro 16 — Aproximagédo de al-Kasht para a circunferéncia do circulo de raio 60

Tamanho da circunferéncia,
guando o didmetro é cento e vinte
o N » 8 0 0 0 0
SO | 5 Q S g o) Q 3 o o
8>3 = £ S S £ S £ 3
210 = > ) S S5 Q N —
6 16 59 28 1 34 51 46 14 50

Fonte: al-Kash1 (1954, p.350, traducdo nossa).

Ou segja, ”ZBT"LPZB = 6,16; 59,28,1,34,51,46,14,50. Al-Kash1 ressalta que se for tomado
o raio igual a 1, os algarismos n&do se modificardo, somente as ordens, ficando a

aproximacao igual a:

6;16, 59, 28, 1, 34, 51, 46, 14, 50

Para garantir ainda mais o registro correto do seu feito, al-Kasht escreveu este
resultado em forma de um tipo de poema, o verso distico (aquele que possui dois
versos), Figura 25, segundo Rozenfeld e Youschkevitch (1954), a escolha de al-Kasht
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em registrar os digitos de sua aproximagdo em verso distico, vem do fato de os
simbolos que indicam os numeros serem representados por letras do alfabeto arabe,

0 gque resguardaria ainda mais o registro de sua aproximacao.

Figura 25 - Aproximacéo de al-Kashi em numeros sexagesimais em verso distico.
a uas nan ar a Jqaad na Ay (/‘/; i
wyrumyn reicy Hucdy yImpL il
6 16 09 28 1 34 o1 46 14 50

Fonte: al-Kasht (1954, p.350).

Ao final da Sexta Parte do Tratado da Circunferéncia, al-Kasht disponibiliza
em uma tabela os multiplos de sua aproximacéao, de 1 a 59, e novamente garante a
correcdo dos célculos, provavelmente ele fez isso para facilitar o acesso a esses

nameros para quem precisasse.
3.8 Da Sétima Parte até a Conclusao

Nesta secdo nao utilizamos excertos especificos do Tratado da Circunferéncia

de al-Kashrt, fizemos um estudo Unico para as partes 7,8,9,10 e conclusao.

3.8.1 Estudo 14: Arredondamento, multiplos, versos e retomadas

Na Parte Sete do tratado, al-Kasht argumenta e mostra detalhadamente que

0 seu método de arredondamento nao afetard o resultado final da aproximacéo, ndo
alcancando $ da circunferéncia. Na Parte Oito, Ele faz a conversdo de sua
aproximacdo do sistema sexagesimal 6;16,59,28,1,34,51,46,14,50 para o sistema
decimal, 6,2831853071795865, tomou este resultado e o multiplicou por 1 a 10 e

registrou seus resultados numa tabela, Quadro 17, pois, caso alguém precisasse,

poderia obter qualquer um desses valores com facilidade.
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Quadro 17 - Tabela de multiplos.

Tabela de multiplos da relacéo entre a circunferéncia e o diametro

g1 8,
9 | o | EE
S| Sg SS9
2 | 8§ o8| ¢ £ | o N £ | n £ | n
s |E9 52|38 &|5 |8 (8|5 8|&|58|&5|8|&|5
<] ] @ ol & <] 8 & o o] o g 8 o R%] 3
S18|8 |5/ |5 |5 |5 |& | |3 |58 |28c6|5]|8]|56
0|6 2 |8/ 3|1]|8|5|3|0]7]|1]|7]9/5]|]8|6]5 1
112 5 |6/6|3]|]7]0|6|1]4|3/5]912]7|3]0 2
1]8 8 |4/]9|5|5|]5]9]2]1|5/3|8]/7]|]5]|]9]5 3
2|5 1 |3/2]|7 4|12 ]2|8]|]7]/]1]|8/3|4]6]0 4
311 4 |1/5]9|2|6|5|3|51]89]7/9]3]2]5 5
317 6 |[9/9|1]1]1|8|4]3|0]7]7]/5]1]9]0 6
4 |3 9 |8/ 2|2]9]|]7|1|5]0|2|5]7]/12]0]|5]5 7
510 2 |6|5|4]|8|]2|4|5]|]7|4/3|6]/6]9]2]0 8
516 5 |4/ 8|6 |6 |7 |7|6|4|6]1]6]/2]|]7]|8]5 9
6 |2 8 |3]1|/8|5|]3|0|7]|]1|7/9|5/8]|]6|5]|]0]10

Fonte: al-KashTt (1954, p.358-359, tradu¢éo nossa).

Na Figura 26 temos o registro do seu resultado em numeros decimais em

forma de verso distico:

Figura 26 - Aproximacéo de al-Kashi em ndmeros decimais
em verso distico.

I3 s a ma G

3071 7
Fonte: al-Kasht (1954, p. 360).

Na Parte Nove, al-Kasht ensina como obter os multiplos do comprimento da
circunferéncia, seja em sexagesimal ou em decimal, utilizando as tabelas
desenvolvidas na Parte Sete e na Parte Oito do tratado. Explicou como calcular o
comprimento de uma circunferéncia, conhecido o seu diametro, e como calcular o
diametro de uma circunferéncia conhecido seu comprimento. Reforgcou mais ainda sua

explicacdo através de dois exemplos, no primeiro, calcula o comprimento da

. A . . 1 sy
circunferéncia de diametro 6508445 cubitos ou farsangs; e no segundo, calcula o

diametro da circunferéncia cujo comprimento é 650844% cubitos ou farsangs.
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Na Parte Dez, al-Kashi compara seu resultado em sexagesimal
6;16,59,28,1,34,51,46,14,50, com 0 mais comumente utilizado em seu contexto
6;17,8,34,12,8,34,17,8,34, calculado a diferenca entre eles 0;0,9,6,10,33,42,30,53,44

e mostra que, para uma circunferéncia de raio 3600 cubitos, a diferenca é de 9%

cubitos. Fornece ainda outro exemplo, mostrando que para o circulo das estrelas fixas
. ~ , . . , 1 ‘A .
(cinturdo do zodiaco) cujo raio & 7073§ do diametro da Terra, a diferenca entre as

duas circunferéncias obtidas usando as duas aproximacodes, € de mais de 177 vezes
o diametro da Terra. Através desses exemplos, al-Kasht mostra que sua aproximagao
para a relacao entre o comprimento da circunferéncia e o seu didmetro € muito mais
proximo do valor real do que o mais comumente utilizado.

Por dltimo, na conclusdo do tratado, al-Kashi continua suas consideragcdes
sobre as aproximacgdes de Abu’l-Wafa al-Buzjant e Abl Rayhan al-BirlinT que ele havia
iniciado na parte inicial do tratado. Al-Kasht calcula o comprimento da corda de um
arco de um grau e de meio grau através de teoremas do Almagesto de Ptolomeu e
proposicoes de os Elementos de Euclides. Ele compara seu resultado para a corda
de meio grau e compara com o que ele atribuiu a al-BdzjanT mostrando que o seu é
mais preciso. Em seguida, al-Kasht calcula a corda do arco de dois graus e o compara
com o valor obtido por al-Birint e, novamente, mostra que o seu era mais preciso e
encerra o tratado.

Vemos que al-Kashi segue uma légica muito bem estabelecida no
desenvolvimento de seu texto. Primeiro, ele faz um levantamento do que ja existia
sobre a aproximacao da relacdo entre o comprimento da circunferéncia e o seu
didmetro e aponta os possiveis erros, os exemplifica, explicita seu objetivo e
estabelece antecipadamente uma margem de erro (parte introdutoria). No segundo
passo (partes um e dois), comeca a construir um aparato matematico, reunindo as
condicdes para chegar ao seu objetivo, inclusive criando um teorema. No terceiro
passo (parte trés, quatro, cinco e seis), séo realizados os calculos necessarios e 0
objetivo € atingido. No quarto passo (partes 7, 8, 9 e 10), al-Kashi tem uma
preocupacado didatica, ele explica o método de arredondamento, a conversédo de
sexagesimal para decimal, da exemplos de utilizacdo da aproximacao obtida e a
compara com 0 que era antes utilizado, mostrando que o seu resultado era mais

preciso. Ao final do tratado, al-Kashi retoma o que ele falou na parte introdutoéria,
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consolidando sua demonstragdo de que sua aproximacao era a mais proxima do valor
real do que as aproximacdes obtidas por seus predecessores.
No Apéndice D disponibilizamos um quadro resumo do conteudo de cada uma

das partes do Tratado da Circunferéncia de al-Kashr.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Considerando a questédo de pesquisa: Quais conhecimentos matematicos,
contextuais e epistemoldgicos estdo incorporados no tratado da Circunferéncia
de al-Kashi que podem ser alinhados a questoes pedagogicas que favoregam
seu uso em sala de aula? E o objetivo geral: Analisar o Tratado da Circunferéncia
de al-Kashi relacionando aspectos matematicos, contextuais e epistemolégicos,
destacando suas potencialidades pedagdgicas, iniciamos nossa pesquisa com a
preparacao da versao de trabalho em portugués do tratado, que consistiu em auxiliar
a nossa orientadora nos trabalhos de traducao (digitacdo, normas, etc.). Obtida a
versao de trabalho, comecamos pela analise matematica e em seguida fizemos a
analise histdrica e epistemoldgica.

Na andlise matematica obtivemos o0s seguintes resultados: al-Kasht
trabalhava facilmente com aproximacdes e margens de erro; em sua busca pela sua
aproximacao da relacao entre o comprimento da circunferéncia e o seu diametro, al-
Kasht utilizou uma variedade grande recursos matematicos, demonstrando n&o
apenas conhecimento de saberes matematicos, mas também originalidade de
pensamento.

Como matematico, al-Kasht era minucioso e cuidadoso na obtencao de seus
resultados. Elevava ao quadrado os valores obtidos das raizes quadradas para ter
certeza de que foram aproximados de maneira satisfatoria para que nao houvesse um
acumulo de erro. O tratado possui uma tabela de multiplos da aproximacéo de al-
Kasht e dois exemplos de como utiliza-la, fato que demonstra uma preocupacao
didatica de seu autor com aqueles que consultassem a sua obra. Tudo isso revela o
lado minucioso de al-Kasht, preocupado em ndo somente chegar ao resultado, mas
mostrar como utiliza-lo.

Na analise histérica e epistemoldgica, orientada pelos trabalhos de Luis
Radford e Fumikazu Saito, os resultados obtidos foram: O Tratado da Circunferéncia
foi organizado meticulosamente de forma encadeada, de maneira que o resultado de
uma parte leva quase que naturalmente a parte seguinte O fato de trabalhar com uma
fonte historica, nos ajudou a mapear como as tradugdes viajaram pelo mundo, nisto,
obtivemos a localizacdo de algumas delas em bibliotecas. Além disso, diferente de

simplesmente ler um capitulo de um livro de histéria da matematica, o estudo de uma
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obra histérica de matematica nos permitiu, mergulhar em seu contexto e, com isso, vir
a conhecer os diversos aspectos da cultura em que a obra estava inserida.

O estudo do tratado e de outros textos relacionados a ele, nos fazem acreditar
gue os motivos que levaram al-Kasht a obter uma melhor aproximagao para a relagao
entre o comprimento da circunferéncia e o seu diametro foi a necessidade de tabelas
astronbmicas mais precisas, algo que n&o poderia ser alcancado com as
aproximacodes disponiveis na época.

No estudo do contexto da elaboracdo do tratado, pudemos compreender a
dindmica diéria de funcionamento da madraca e do observatério: como os professores
eram selecionados; quais livros eram estudados, por quem eram estudados e quem
ministrava as aulas sobre eles; e o grau de exigéncia em relacéo aos alunos. Também
percebemos que para receber essa educacéo ou fazer parte do corpo docente, era
necessario possuir um patrono.

Nesse processo, nos deparamos com as cartas de al-Kasht enderegada ao seu
pai, fontes preciosas de informacfes sobre o circulo de estudiosos da madraca, o
processo de construcao do Observatorio de Samarkanda e um pouco da vida pessoal
do autor. Outro elemento que merece ser destacado € a importancia dos
pesquisadores soviéticos para a historiografia da matemaética islamica medieval.

Assim, alcancamos nosso objetivo geral de analisar matematica, histérica e
epistemologicamente o Tratado da Circunferéncia de al-Kasht destacando suas
potencialidades pedagdgicas, logo, afirmamos que o referido tratado possui sim
potencialidades pedagdgicas que favorecam seu uso em sala de aula, exemplificamos
tal fato nas secdes 5.1 e 5.2 nas quais apresentamos a estrutura de duas propostas
de atividades conforme a TO. No Apéndice C apresentamos também uma simulacéo
da obtencdo da aproximacdo de al-Kasht para a relacdo entre o comprimento da
circunferéncia e o seu diametro, feita no programa matematico Geogebra, tal
aplicacao pode também ser util como ponto de apoio para a elaboracao de atividades
ou, a construcdo dela propria, pode ser a atividade.

Obviamente encontramos algumas dificuldades ao longo o desenvolvimento do
nosso trabalho entre as quais: o reduzido numero de literatura nacional relacionado
ao tema; a nossa néo proficiéncia em russo; a baixa qualidade da fotocopia do texto
russo. Também tivemos dificuldade em entender todas as tabelas de calculo de al-

Kashrt, algumas das quais compreendemos apenas o principio do seu funcionamento.
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O estudo de um tema do tipo que focalizamos aqui tem muitas camadas e
muitos aspectos e, portanto, as nossas pesquisas sobre al-Kasht e sobre a
matematica islamica medieval ndo acabam por aqui, e vislumbramos possiveis
continuagdes para o futuro: obter proficiéncia em russo; continuar nos estudos das
tabelas de al-Kashri; estudar outras obras de al-Kashrt; a aplicacdo das atividades
apresentadas nesta tese e sua analise conforme a TO, bem como o desenvolvimento
de outras atividades sobre o tratado aqui estudado.

N&o poderiamos terminar nosso texto sem dizer algumas palavras sobre o
ensino de matemética. Nossas pesquisas se situam dentro da &rea de ensino de
ciéncias e matematica e quando iniciamos nossa tese, foi com a intencdo esclarecer
relacfes entre a histéria da mateméatica com a educacdo matematica que redundasse
em contribuicdes para o ensino de matematica.

No entanto, o trabalho com o Tratado da Circunferéncia de al-Kashi revelou-se
de tal envergadura que tivemos de restringir a tese ao trabalho com a citada obra.
Mesmo assim, pudemos apontar algumas sugestdes de atividades para sala com
base nos autores Fumikazu Saito e Antonio Miguel. E assim, destacamos o Excertol
que corresponde aos paragrafos iniciais do Tratado da Circunferéncia que aqui consta

como Quadro 18.

Quadro 18 — Texto da Atividade 1
Texto 1: TRATADO SOBRE A CIRCUNFERENCIA

Louvemos a Ala, possuidor do conhecimento sobre a relacdo do didmetro com a circunferéncia,
sabedor da grandeza do simples e complexo, criador da terra e do céu, criador da luz nas trevas.
Graca e paz esteja com Muhammad Mustafa, centro do circulo dos profetas e circunferéncia cujo
didmetro é indicacdo do caminho da verdade e da justica, assim como a sua descendéncia e seus
amigos puros, desejamos o bem. (1) Depois [disso]: Jamshid ibn Mas’ad ibn Mahmd Tabib Kashanr,
médico de Kashan, chamado de Ghiyath, criacdo de Al4 o altissimo, [esperan¢oso] em seu perdao
e em que Al4 melhore seu destino, diz:

Arquimedes demonstrou que a circunferéncia supera o diametro triplo em menos que um
sétimo do didmetro e mais do que dez, setenta e um avos do didmetro. (2) (3) Referéncia ao
conhecimento matematico antigo A diferenca entre estas duas [fracdes] é um quatrocentos e
noventa e sete avos. (4) (Conferir os calculos) Por isso, no circulo de didmetro quatrocentos e
noventa e sete cubitos, juntas de bambu ou farsang, o comprimento da circunferéncia é
desconhecido e dubio nos limites de um cubito, uma junta de bambu ou um farsang (5) (6) e no maior
circulo da esfera terrestre, tal incognita se encontra nos limites de cinco farsangs, uma vez que seu
diametro é aproximadamente igual a cinco vezes tal quantidade de farsangs. (7) Ja no cinturdo do
zodiaco, a dita incégnita situa-se nos limites consideravelmente maiores do que cem mil farsangs.
Tais grandezas j& sdo grandes para a circunferéncia, maior ainda serdo para a medicao de areas.|[...]
Uma vez que tais operagdes levam a erros, queremos determinar a circunferéncia do circulo com a
suposicdo de que seu diametro € conhecido em termos de uma determinada medicdo de tal maneira
gue estariamos certos de que em um circulo que seu diametro é seiscentas mil vezes maior que o
diametro da esfera terrestre, a diferenca entre o resultado de nossos célculos e o valor real ndo
ultrapasse a largura de um fio de cabelo, ou seja, um sexto da largura de um gréo de cevada, de
modo que tal diferenca para um circulo menor que este seja ainda menor.
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Fonte: al-Kasht (1954, p.327, tradugdo grifo nosso).

A escolha do texto (excerto) e as etapas de sua preparacdo para seu uso em
sala de aula foram assim definidas. 1) Escolhemos o Excertol (Apéndice A) da
traducdo russa do Tratado da Circunferéncia de al-Kasht devido as referéncias de
aspectos religiosos, contextuais, matematicos e epistemoldgicos presentes no texto.
2) Definimos a intencionalidade com a qual queriamos trabalhar o texto determinando
0 publico-alvo, que seriam os professores de matematica em formacdo ou em
formacdo continuada; 3) com isso em mente, fizemos um tratamento didatico no texto,
traduzindo-o e colocando partes em negrito, como se pode ver no Quadro 18. Na
etapa seguinte, elaboramos problemas e acdes sempre pensando e repensando as
tarefas com vistas ao labor conjunto e incluimos na atividade um texto de apoio da
literatura secundaria com o objetivo de ampliar o entendimento do excerto
selecionado.

Vale lembrar que as atividades para sala elaboradas neste trabalho n&o foram
aplicadas e constam aqui apenas como indicacao e até certo ponto, como justificativa
de nossa posicdo quando dizemos que a obra Tratado da Circunferéncia tem
potencialidades pedagdgica, o que equivale a dizer que dela podem ser destacados
excertos potencialmente pedagdgicos para o trabalho na aula de matematica.

Por exemplo, o Excerto 1 possuem potencialidades pedagdgicas que podem
ser exploradas. Os numeros da lista abaixo descrevem os numeros destacados no
excerto.

(1) Oportunidade de observar uma forma culturalmente distinta de iniciar a escrita
de um livro;

(2) Referéncia ao conhecimento matematico antigo;

(3) Fazer o esboco correspondente para compreender a fala do autor;

(4) Conferir os célculos;

(5) Atentar para outro sistema de unidades de medida;

(6) Calcular as medidas da Terra conforme estimadas por al-Kashi;

(77  Explicar o raciocinio do autor do Tratado da Circunferéncia.

Desta forma, o conteudo das unidades teméaticas a serem trabalhadas nesta
secdo e sao: (1) elementos da cultura arabe/islamica: saudacéo a Ala e composicéo

do nome proprio; (2) aproximacao de Arquimedes para a circunferéncia do circulo e
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sua aplicacéo; (3) unidades de medida antigas; e (4) elementos de Astronomia:
circunferéncia terrestre e cinturdo do zodiaco.

Outros excertos foram destacados da obra com a mesma intencionalidade
pedagogica e se encontram no Apéndice A de nossa tese.

A titulo de concluséo de nosso trabalho podemos tecer as seguintes reflexdes:

Primeiro: € melhor (mais gratificante) estudar um livro de historia da matematica
ou estudar uma obra histérica? Porque?

O que pode gerar mais ideias de insercdo da HM na sala de aula, estudar um
livro de Histdria ou estudar uma obra? Por que?

E estudar um instrumento matematico antigo? Daria os mesmos resultados?

Como a pessoa que escreveu a tese, o que de novo e interessante lhe
surpreendeu durante seu trabalho?

Quais os caminhos de continuidade de exploracéo do seu tema doutoral

Quais as perspectivas foram abertas para seu trabalho como professor?
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APENDICE A — EXCERTOS DO TRATADO DA CIRCUNFERENCIA DE AL- KASHI

Excerto 1 - Parte introdutéria do Tratado da Circunferéncia de al-Kashr.

TRATADO SOBRE A CIRCUNFERENCIA [1]

Louvemos a Al4, possuidor do conhecimento sobre a relagdo do didmetro com a circunferéncia,
sabedor da grandeza do simples e complexo, criador da terra e do céu, criador da luz nas trevas.
Graga e paz esteja com Muhammad Mustafé, centro do circulo dos profetas e circunferéncia cujo
didmetro é indicacdo do caminho da verdade e da justica, assim como a sua descendéncia e seus
amigos puros, desejamos o bem.

Depois [disso]: Jamshid ibn Mas’ad ibn Mahmd Tabib Kashani, médico de Kashan, chamado de
Ghiyath, criacdo de Al4 o altissimo, [esperancoso] em seu perddo e em que Al4 melhore seu
destino, diz:

Arquimedes demonstrou que a circunferéncia supera o didmetro triplo em menos que um sétimo
do didmetro e mais do que dez, setenta e um avos do didmetro. A diferenca entre estas duas
[fracBes] é um quatrocentos e noventa e sete avos. Por isso, no circulo de didmetro quatrocentos
e noventa e sete cubitos, juntas de bambu ou farsang, o comprimento da circunferéncia é
desconhecido e dubio nos limites de um cudbito, uma junta de bambu ou um farsang e no maior
circulo da esfera terrestre, tal incognita se encontra nos limites de cinco farsangs, uma vez que seu
diametro é aproximadamente igual a cinco vezes tal quantidade de farsangs. Ja no cinturdo do
zodiaco, a dita incognita situa-se nos limites consideravelmente maiores do que cem mil farsangs.

Tais grandezas j& sé@o grandes para a circunferéncia, maior ainda serdo para a medi¢éo de areas.

Fonte: al-Kash1 (1954, p.327, tradugao nossa).

Excerto 2 - Comentario sobre a aproximac¢do de Arquimedes.

Na verdade, ele [Arquimedes] determinou o perimetro do poligono de noventa e seis lados inscrito
na circunferéncia, menor que a circunferéncia, uma vez que cada um de seus lados € menor que
0 arco do qual ela é corda e, portanto, a soma de todos os lados [do poligono] € menor que a
circunferéncia do circulo [no qual esté inscrito o poligono], e ele [Arquimedes] determinou também
o perimetro do poligono circunscrito de modo semelhante ao primeiro, e na primeira asser¢ao do
primeiro livro de sua composic¢ado ele demonstrou que tal perimetro é maior que a circunferéncia
do circulo, sendo que a diferenca entre eles [perimetro do poligono inscrito e circunscrito] € tal
como dada acima.

Fonte: al-Kasht (1954, p.327-328, tradu¢do nossa).

Excerto 3 - Comentério sobre a aproximacéo de Abu’l-Wafa Bazjanr.

Abu’l-Wafa Bizjant obteve, por meio de calculo aproximado, a corda de metade de um trezentos

e sessenta avos da circunferéncia em partes que o diametro € cento e vinte e, multiplicando isto
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por setecentos e vinte, obteve o perimetro do poligono inscrito. Ele determinou também o
perimetro do poligono circunscrito semelhante e afirmou que se o didmetro for cento e vinte,
entdo a circunferéncia serd 376 mais uma fracdo maior que 0;59,10,59 e menor que
0;59,23,54,12 onde a diferenca entre essas duas quantidades [fracdes] é 0;0,12,55,12. Para o
maior circulo da Terra isto seria mil cubitos. Sendo que ele se enganou ao considerar o tamanho
da corda de metade de um [360] partes igual a 0 31 23 55 54 55. Esta incorreto: o [valor] correto
€ 0 31 24 56 58 36, como mostraremos mais a frente.

Fonte: al-Kasht (1954, p.328).

Excerto 4 - Comentario sobre a aproximacéo de Abu Rayhan al-Birant

Abu Rayhan al-BirlinT obteve a corda de dois trezentos e sessenta avos da circunferéncia. Ele
obteve o perimetro do poligono de cento e oitenta lados inscrito [regular] igual a
6;16,59,10,48,0, enquanto que o perimetro do semelhante circunscrito [regular] era
6;17,1,58,19,6. Supondo a circunferéncia do circulo igual a metade da soma desses dois
perimetros, ele passou de fragdes com denominador [sexagesimal] para os nimeros indianos,
tomando o didmetro como a unidade. Isto faz com que para o circulo igual ao maior circulo da
Terra, seja aproximadamente igual a um farsang. Neste calculo ele enganosamente tomou a
corda de dois [trezentos e sessenta avos] partes como sendo 0;2,5,39,43,36, enquanto que o
correto seria 0;2,5,39,26,22. No entanto, na tabela de senos [incluida] no Canone Mas’dd, ele
tomou o seno de um [trezentos e sessenta avos], ou seja, metade da corda de duas partes,

como sendo 0;1,2,49,43, o que é correto, enquanto que no dobro se tem um erro.

Fonte: al-Kasht (1954, p.338).

Excerto 5 - Declaracdo do objetivo de al-Kashr.

Uma vez que tais operagfes levam a erros, queremos determinar a circunferéncia do circulo
com a suposicao de que seu diametro é conhecido em termos de uma determinada medicao
de tal maneira que estariamos certos de que em um circulo que seu diametro é seiscentas
mil vezes maior que o didmetro da esfera terrestre, a diferenca entre o resultado de nossos
célculos e o valor real ndo ultrapasse a largura de um fio de cabelo, ou seja, um sexto da
largura de um gréo de cevada, de modo que tal diferenca para um circulo menor que este seja

ainda menor.

Fonte: al-Kasht (1954, p.329, traducdo nossa, grifo nosso).
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Excerto 6 - A organizagdo do Tratado da Circunferéncia.

Compus o presente tratado contendo tal determinagdo, dei-lhe o titulo de Tratado sobre a
Circunferéncia e o dividi em dez partes e conclusdo. Rogo ao amado e generoso Ala que nos
conduza pelo caminho da verdade.

Fonte: Al-Kasht (1954, p.329, tradugao nossa).

Excerto 7 - Teorema de al-Kashr.

PRIMEIRA PARTE
SOBRE A DETERMINACAO DA CORDA DE UM ARCO, QUE E A SOMA DE UM ARCO
DE UMA CORDA CONHECIDA E DO ARCO QUE E A METADE DE SEU SUPLEMENTAR

Digo que: uma superficie [retangular] [construida] na soma do didmetro e da corda de
cada arco menor que o semicirculo e na metade do didmetro é igual ao quadrado da corda
do arco que é igual & soma do primeiro arco e a metade de seu suplemento ao semicirculo.
A fim de demonstrar, construamos o semicirculo ACB de centro E na linha AB; tragamos uma
corda arbitraria AC; [o arco] BC que é o suplemento de AC dividimos ao meio encontrando o
ponto D; ligamos A e D. Entéo a assercao [diz]: a superficie na metade do diametro e a soma
AB e AC é igual ao quadrado AD.

A £ &

Demonstracdo: Tracamos BD. Entdo o angulo ADB é reto pela proposicao trinta do terceiro

[livro] <<d’Os Elementos>>.

A seguir baixamos do ponto D a perpendicular DG a linha AB. Obtém-se os triangulos DBG e
DAG, semelhantes aos triangulo ADB pela oitava proposicdo do [livro] seis <<d'Os
Elementos>>. Por isso, o didmetro AB esta para AD assim como AD estd para AG e pela
proposicdo dezenove do [livro] sete <<dos Elementos>>, a superficie no diametro € igual ao
quadrado de AD.

A seguir, pelo ponto H tragamos a perpendicular HE ao segmento AC. Entdo H sera ponto

médio de AC pela proposicao trés do terceiro [livro] de <<Os Elementos>>. Ligamos 0s pontos

ED. Uma vez que a medida do angulo BAC é metade do arco CB, a mesma do angulo BED,
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estes dois angulos [BAC e DEG] séo iguais. Por isto o triangulo AHE e EGD séo iguais, uma
vez que eles tém os angulos retos H e G, &ngulos iguais em E, A e lados iguais AE e ED.
Portanto, o lado EG é igual ao lado AH, que é metade de AC e a superficie sobre AG, ou seja,
a soma da metade do diametro e EG é igual a metade de AC e sobre o diametro é igual ao
quadrado de AD. Uma vez que a superficie sobre uma linha e sobre a metade de outra é igual
superficie sobre a metade da primeira e sobre a outra inteira, entdo a superficie sobre a soma
do didmetro e o dobre de EG, i.e., sobre a soma do didmetro e AC e sobre a metade do
diametro é igual ao quadrado de AD. Isto é o queriamos [demonstrar].

Se AC é expresso nas partes em que a metade do diametro é sessenta, some o diametro
a ele e adicione um novo digito [sessenta]. Entédo o resultado sera o quadrado de AD.

Fonte: Al-Kasht (1954, p.329-330, tradugéo nossa).

Excerto 8 — Calculo do perimetro de poligonos inscrito e circunscrito a circunferéncia.

SEGUNDA PARTE
SOBRE A DETERMINAGCAO DO PERIMETRO DE UM POLIGONO QUALQUER, INSCRITO
NO CIRCULO E DO PERIMETRO DO SEMELHANTE CIRCUNSCRITO AO CIRCULO

Construamos no segmento AB o semicirculo ACB de centro E suponhamos que [0 arco] AC
seja um sexto da circunferéncia. Entao a corda AC sera a metade do diametro pela proposi¢céo
quinze do quarto [livro] <<d’Os Elementos>> . Em seguida dividamos ao meio [0 arco] CB, que
€ o suplemento [do arco] AC obtendo assim o ponto D. Dividamos [0 arco] DB ao meio, obtendo
0 ponto G. Depois, dividamos [0 arco] GB ao meio obtendo H, e assim por diante o quanto se
queira. Como ja dissemos na sessdo anterior, como conhecemos a corda AC, também

conheceremos a corda AD, de onde também sera conhecida a corda AG, AH, e assim por diante.

Agora, se temos a corda AH e queremos determinar a corda BH subtraimos o quadrado de AH
do quadrado do didmetro e o0 que resta € o quadrado da corda BH, pois, o angulo AHB é reto
pela proposigéo trinta do terceiro [livro] <<d’Os Elementos>> e, consequentemente, o quadrado
de AB é igual aos quadrados AH e HB pelo “teorema da noiva”. A seguir dividimos ao meio o
arco BH no ponto F e ligamos EF. Esta linha divide ao meio a corda BH em I. Tracamos a
tangente FLK ao circulo no ponto F levantando, por ambos os lados [do ponto F] duas

perpendiculares FK e FL, ligamos EH e continuamos até L, assim como [continuamos] EB até
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K. Entdo KL ser& paralela a BH, uma vez que BEH é um poligono inscrito no circulo, KEL sera
0 seu semelhante circunscrito. Sendo assim, os tridngulos EKF e ELF s&o iguais entre si, e 0s
triangulos EBI e EHI, por sua vez, sdo iguais entre si. Por isto, El esta para EF (que é metade
do didmetro) do mesmo modo que BH esta para KL. Portanto, El esta para IF, que a sobra do
Gltimo membro desta proporcéo em relacdo ao anterior, assim como, a corda BH esta para a
sobra de KL sobre BH, sendo esta relacdo a mesma relacdo da soma de todos os lados do
poligono inscrito no circulo, cujo lado é BH, com todas as sobras dos lados do poligono
circunscrito, cujo lado é KL sobre os primeiros lados. Logo, El € a metade da linha AH, uma
vez que os triangulos AHB e EIB s&o semelhantes em virtude de que, os angulos H e | séo
retos e 0 angulo A, na circunferéncia que acompanha o arco BH, é igual ao angulo central E,
que acompanha o arco BF, que é metade do arco BH, e EB que é metade de AB. Desse modo
El € metade de AH. Por isso, uma vez que El e BH ficardo conhecidos, as rela¢des apontadas
também serdo conhecidas e, do mesmo modo, o poligono inscrito no circulo e o poligono
circunscrito no circulo, também serdo conhecidos. Era ai que queriamos chegar.

Fonte: Al-Kasht (1954, p.330-332, tradu¢&o nossa).

Excerto 9 — Quantidade de partes em que a circunferéncia deve ser dividida e a quantidade de casas
sexagesimais para que o objetivo estabelecido por al-KashT seja atingido.

TERCEIRA PARTE
EM QUANTAS PARTES DEVE SER DIVIDIDA A CIRCUNFERENCIA E ATE QUANTAS
CASAS SEXAGESIMAIS SAO NECESSARIAS PARA EFETUAR AS OPERACOES PARA
QUE O PERIMETRO OBTIDO SEJA DISTINTO DO CIRCULO DADO NUMA GRANDEZA
MENOR DO QUE UM FIO DE CABELO.

Saiba que no circulo de didmetro 600 000 vezes maior que o didmetro da Terra, a
circunferéncia também é 600 000 vezes também é maior que a circunferéncia da Terra. Neste

circulo se verifica:

GRAU Mil, seiscentos e sessenta e seis e dois ter¢os da circunferéncia da

Terra, ou seja, 1666§C.

MINUTO | Aproximadamente vinte e sete e trés quartos do mesmo didmetro, ou

seja, 273¢.
4

SEGUNDA | Aproximadamente trés mil setecentos e quatro farsangs, se a

circunferéncia da Terra for tomada como oito mil farsangs.

TERCA | Aproximadamente 62 farsangs

QUARTA | Aproximadamente 1 farsang e trés décimos

QUINTA | Aproximadamente duzentos e seis cubitos

SEXTA Aproximadamente 3 e 1/3 de um cubitos
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SETIMA | Um e um terco de um dedo, isto €, 48 fios de cabelo

OITAVA | Quatro quintos da grossura de um cabelo de cavalo, ou ainda, menos.
[20]

Fonte: Al-Kasht (1954, p.332, tradugdo nossa).

Excerto 10 - Estimativa do comprimento do lado do poligono inscrito.

Esse € o caso se a circunferéncia for trezentos e sessenta. Se ela tiver trezentos e
sessenta. Se ela tem trezentos e setenta e sete com uma fragdo, entdo sua oitava € muito
menor que quatro quintos da espessura de um cabelo.

Portanto, se definirmos os perimetros de dois poligonos de forma que a diferenca
entre eles ndo atinja uma oitava, entdo a diferenca entre eles ndo atingira a largura de um
cabelo, além disso, essa € a diferenca entre cada um deles e a circunferéncia real do circulo.

Como sabemaos, o perimetro do poligono interno esta para o perimetro do poligono
externo, assim como a distancia do centro do circulo até o ponto médio do lado [do poligono
interno] esté para o seu complemento até a metade do didmetro, isto é, para a distancia do
ponto médio do arco, cuja corda é o lado. Tal complemento é a flecha deste arco.

Sabe-se também que a relagdo da metade do didmetro para com a circunferéncia é
menor do que um sexto em menos que um terco de um sétimo de um sexto. Portanto,
precisamos tomar no circulo um poligono com um namero tdo grande de lados que a relagao
da flecha do arco de cada lado para com o complemento da flecha até metade do diametro
seja menor do que a relacdo de um sexto de oitavo para com a unidade em um terco de um
sétimo deste sexto ou [ainda] maior, ou seja, para que tal relagdo seja igual a oito nonas ou
menos. Entdo a corda do complemento do arco de cada lado ser4 menor que o didametro por
dezesseis nonas uma vez que dita corda é igual a duas vezes a distancia especificada.

Portanto, a diferenca do quadrado do didmetro e seu quadrado é inferior a
aproximadamente quadruplo de dezesseis nonas elevado a uma casa, isto €, menos de um
sétimo e quatro oitavas. Portanto, a raiz deste, isto é, a corda, ou seja, cada um dos lados,

nao excede oito quartas.

Fonte: Al-Kasht (1954, p.333, traducao nossa).



125

Excerto 11 - Calculo da medida do arco da circunferéncia menor que oito quartas e a determinagéo
da quantidade de lados correspondente.

Se dividirmos o terco do circulo vinte e oito vezes, obtém-se um arco de cinco quartas, quarenta
e sete quintas, com fracdo naquelas partes onde todo o circulo é igual a trezentos e sessenta, como
fica claro na tabela [27]:
Sem duavida, a corda deste arco € menor que oito quartas uma vez que a cada corda de qualquer arco,
dado que a circunferéncia é trezentos e sessenta e o diametro € cento e vinte, ndo excede o arco em
um terco de um sétimo dele. Por isso, nés inscreveremos no circulo um tal poligono cujo nimero de
lados é igual a oitocentos e cinco milhdes e trezentos e sessenta e oito [28], e seu expoente [i.e., sua
representacdo na base 60] ¢ 12 8 16 12 48.

Duplicagéo repetida do nimero de lados

do poligono regular inscrito Diviséo sucessiva da metade do terco da circunferéncia

(comecando com o triangulo)

m m m m m I (0] < % = e} o (7] %] o z o g o o
gle|e|le|e|2e |8 |e|Z|&|%|s|5|8|2|s5|s5|8&|&|8&|8%
/2| 8|8|8|8]6e® a | g|S5S|8|=z|&8|8|2|s|8|3]|2)|3] 3
[ 5 5 5 o 5 @ =3 o o 2 o ] ) o )
°cle|e|lg|e g 7] T | 8|3

=3 > =3 «Q 3

S| 8|2 |B|¢" a3 | 5| ¢

sl <| 8|88 5| 8|8

N D @ N

[0} N » o >

2181328

S| =2 35|~

« [=) <

=~ <
0 3 120
1 6 60
2 12 30
3 24 15
4 48 7| 30
5 1 36 3 45
6 3 12 1 52 30
7 6 24 0| 56 | 15
8 12 48 28 7 30
9 25 | 36 14 3| 45
10 51 12 7 1 52 30
11 1 42 24 3 30 56 15
12 3 24 48 1 45 28 7 30
13 6 49 | 36 0| 52 | 44 3| 45
14 13 39 12 26 22 1 52 30
15 27 18 24 13 11 0 56 15
16 54 36 48 6 35 30 28 7 30
17 1 49 13 36 3 17 45 14 3 45
18 3 38 27 12 1 38 52 37 1 52 30
19 7 16 54 24 0 49 26 18 30 56 15
20 14 | 33 | 48 | 48 24 | 43 9| 15| 28 7| 30
21 29 7 37 36 12 21 34 37 44 3 45
22 1 58 15 15 12 6 10 47 18 52 1 52 30
23 56 | 30 | 30 | 24 3 5| 23| 39| 26 0| 5 | 15
24 3 53 |1 0 48 1| 32| 41| 49 | 43 0| 28 7| 30
25 7 46 2 1 36 0 46 20 54 51 30 14 3 45
26 15 32 4 3 12 23 10 27 25 45 7 1 52 30
27 31 | 4 8 6 24 11 | 35| 13 | 42 | 52 | 33 | 30 | 56 | 15
28 |1 2 8 16 | 12 | 48 5| 47| 36 | 51 | 26 | 16 | 45 | 28 7| 30

Fonte: al-Kasht (1954, p.333, traducdo nossa).



Excerto 12 - Explicacéo sobre como os célculos das tabelas foram feitos.
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QUARTA PARTE
SOBRE AS OPERAGOES

Nés somamos o diametro 2 0 ao lado 1 0 do hexagono, obtendo 3 0, aumentamos este valor
em uma ordem, obtendo 3 0 0. Extraimos a raiz, adicionamos a ela [a raiz] 2 0 e escrevemos
[o resultado] na ordem e depois tomamos a raiz deste mesmo valor; vamos fazer isso vinte e
oito vezes.

Passamos de um célculo para o seguinte depois de o refazermos duas ou trés vezes. Além
disso, nés nos asseguramos pela [verificacdo da conta], multiplicando a raiz por si mesma,
repetindo duas ou trés vezes e acrescentando o resto da operacédo a segunda multiplicacéo.
[Entao] se o calculo estiver correto, a soma torna-se igual ao nimero.

Nds verificamos e nos asseguramos da corre¢do [dos calculos] porque, caso se cometa um
erro, ele iria aumentar mais e mais.

Como existe uma grande quantidade de cifras, nds ndo usamos cifras desnecessérias. O
método de extracdo de raizes e elevacao da raiz ao quadrado — de nossa propria invencao é
o meétodo mais facil neste assunto. Nesta se¢do, incluimos as tabelas dos calculos para que
sirva de modelo para os calculistas e um caminho indicativo para aqueles que querem verificar

a sua exatiddo de calculos. Estas sao as tabelas [ver. pp. 338-345]:

Fonte: Al-Kasht (1954, p.336-337, tradugéo nossa).



Excerto 13 — Célculo do comprimento do lado do poligono de 3 x 228 lados.
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SOBRE A DETERMINAGAO DE UM LADO DO POLIGONO DE 1 2 8 16 42 48 LADOS

QUINTA PARTE

INSCRITO NA CIRCUNFERENCIA

O quadrado obtido no vigésimo oitavo célculo foi:

2| 8 g 2 S 3 £
S99 3 % 22| 8 5 g
o o n n @) zZ a)
6 4 1 14 59 36 14
°o 1 38| o
| S| 5|22l 8]¢ 33 décimo
El|lo|s8|lE|X|=|8 imai
S| o|l5| 3|3 3|®| = primeiro
o " — O O 7] ] (@]
(@] @] @] (@] @] (@] (@] @] (@] o
Sl e|E|E|E|E|E|E|E[E|E| |mam
= (@] ‘O ‘O ‘O ‘O ‘O N N ‘O N
o|lz|la|laoa|la|lalaoa|laoa|lao|laola ]
19 décimo
36 (48 31 |9 |56 |45 |28 |40 |21 |17 terceiro
36
0 25 décimo
48 | 16 quarto
15
12 | 8 1
3 1 55
2 49 |52 |31 | 16
12 | 3 14 | 12
11 |55 |54 |26 |30 |1
7 19 | 46 | 10 | 20
7 16 {49 |29 |59 | 9 36
2 56 |40 |21 |7 24
2 49 (32 |34 |59 |48 |51 | 16
6 47 |46 | 7 35 |8 44
6 40 |25 |22 |29 | 33|51
7 20 |45 | 5 34 | 53
7 16 |49 | 29 |59 | 31
3 55135 | 35| 22
3 50|32 |47 | 30
5 2 47 | 52
12 | 8 2 30
12 | 8 2 29 | 59
12 | 8 2 2 59 | 12
12 | 8 2 29 129 |12 | 14
12 | 8 2 29 | 58 | 36
12 | 8 2 28 | 59
12 | 8 2 4
12 | 8 1
12 | 4
6
1 54
3 36 | 1 16
3 18 | 2 24 |1 0 19
1 24 | 2 12 | O 36 | 4 26
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S |54 |2 |24 |0 |14 |7 |42 35|24

1 |24|3 |5 |0 |36 |3 |16 32 27|21

0O |6 |0 |56 |0 |59 |8 |24 |13 |46 |19 |48

0 [24]0 |4 |0 |14 |13 |46 35|24 |8 |24 8

24 |7 |34 |57 |51 |5 [51|9 |55|10 34|26

24 |7 |34 |57 |51 |5 |51|9 |55)10 34|26
0(36|0 |16|0 |1 |3 |16 |58 |1 |21 |36 |3 |16

Fonte: al-Kasht (1954, p.346, traducao nossa).

Excerto 14 — Calculo do perimetro de poligonos inscrito e circunscrito de 3 x 2?8 lados.

SEXTA PARTE
DETERMINACAO DO PERIMETRO, UM POLIGONO [REGULAR] INSCRITO UM CIRCULO E SEU
SIMILAR POLIGONO [REGULAR] CIRCUNSCRITO AO [MESMO] CIRCULO, ONDE CADA POLIGONO
TEM 805 306 368 LADOS

Multiplicamos a raiz obtida na quinta se¢&o, que é o tamanho de um lado, pelo nimero de lados do poligono
especificado, isto € 1 2 8 16 12 48. Obtemos o perimetro do poligono inscrito em um circulo nas partes em

que o diametro é cento e vinte.

Multiplicando 6 | 4 |1 1459|3614 [33|36]19]|25
o
_ AN
e E1858
S 2] ) Q () 8 g- 8 S g
s|l2|eg|8|E|s|8|lE|E|E|E|E
= © = g = T c o o o ) [5)
3 =] > v | o | 2 o | W || O | D )
= (@4 |l w n (@) P (a) o (a) o o
Cinco 1 6| 4 1/14|159|36|14|33|36| 19| 25
vezes
levantadas
Quatro 2 12 8 2129|5912 | 29 7112 | 38 | 50
vezes
aumentou
Trés 8 0| 48 0 8 7| 52 1|52 4|48 | 3
vezes 0] 32 1|52 4| 48 4| 24 2|32
aumentou
Duas 16 1| 36 0|16 | 15| 44 3|44 0|36
vezes 1 4 3| 44 9| 36 8| 48 5
levantadas
Uma vez 12 1|12 0|12 | 11| 48 2148 | 7
levantada 0| 48 2| 48 71 12 6 | 36
Grau 48 4| 48 0|48 |47 |12 | 11|12
3112|1112 | 28| 48| 26
produto 6| 16| 59 | 28 1|34 |51 |46 | 14| 49| 46
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Elevado uma vez levantada

Minutos
Segundos
Tercos
Quartos
Quintos
Sextos
Sétimos
Oitavos
Nonos

Grau

Este [perimetro] € menor do que a circunferéncia do circulo, e como demonstramos na Segunda Parte, a
razdo entre esse perimetro e o excesso da soma dos lados do poligono circunscrito semelhante é igual a

relacdo entre a da raiz do que se obteve na operacéo vinte e oito que é:

-% '§ 2lglele g S
18|82 8|8|g8|8|g8|E|g 5|22/ 88|53
Eg%ea.;;éég%gwgoogoo

= Q|3 = N
1518 °|c|5|5 8 5|2|8|E|2|E|E|E|5|E ¢

o N . . . N

g18(8/8|8/58|8|8
59 |59 |59 |59 5959|5959 |59|55|23|56| 6 |15|24|18 |54 |57 ]20
No passo seguinte, metade do didmetro 4 |36 | 3 |53|44 35|41 5 | 2 |40

dela:

S&o quatro nimeros que estdo em proporgdo, sendo o segundo deles desconhecido. A primeira ordem do
primeiro nimero — € elevado a um, a primeira ordem do quarto € nona (elevado a nove) e por isto a primeira
ordem de seu produto € oitava e [a primeira ordem do quociente da divisdo deste pelo terceiro [nimero] é
nona]. O que vem depois das nonas nés ndo utilizamos; portanto, omitimos a maioria das cifras e dizemos
que a razdo de 6 17 est4 para o valor desconhecido assim como sessenta esta para 4 36 décimas. Entéo
multiplicamos o primeiro [nimero] pelo quarto e diminuimos uma ordem, obtendo-se vinte e nove nonas. Se

adicionarmos isto ao perimetro do poligono inscrito, obtém-se o perimetro do poligono circunscrito:

[%2]

(@)
[e) n | © [ ) 20 7}
21885 8|2/ 2|8 E|S|8
e8| S|E| 2| 5|S|5|5|8|8|5
u|a|lS|o|B|o|lo|n|n|0|=2
6 |16 |59 |28 |1 |34 |51 |46 |14 |50 |15

Isto € maior que a circunferéncia do circulo e o valor da soma do excesso e o defeito é vinte e nove nonas
na suposicao de que o diametro é cento e vinte. Assim, onde a circunferéncia for trezentos e sessenta
partes, este valor sera certamente menor que vinte e nove nonas. Como ja provamos na Terceira Parte, 0
tamanho de uma oitava da circunferéncia de um circulo cujo didmetro é seiscentas mil vezes o didmetro da

Terra € menor do que quatro quintos da largura de um cabelo da crina de um cavalo, um sexto da largura
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de um grdo médio de cevada. Entdo, algo menor que vinte e nove nonas é menor que dois quintos da
largura de um fio de cabelo. Portanto, a diferenga entre os dois perimetros mencionados, um dos quais é
menor que a circunferéncia e o outro é maior que esta, ndo perfaz dois quintos da largura de um fio de
cabelo. Portanto, se somarmos metade da diferenca entre os perimetros dos dois poligonos ao menor e
subtrai-lo do maior, ou ainda melhor, se arredondarmos o que estiver na ordem nona no menor [perimetro],

ou seja, [adicionarmos] 14 nonas, e retirarmos nesta mesma ordem do maior, a saber, 15 nonas, entao

obtém-se [33]:

Tamanho da circunferéncia,
guando o diametro é cento e vinte

IS

S

¢ g

[e) %) S () %) 2] %)
S 5|S|5/8|S|eg|8|E|¢
s | S| E|2|S5|S|35|%|35)|8
w O = () | Ol CO|lwn | n | O
6 16 |59 |28 |1 34 |51 |46 |14 | 50

Portanto, a diferenca entre este e o valor real [da circunferéncia] ndo supera um quinto da largura de um fio
de cabelo da crina de cavalo de trabalho, ou seja, um sexto da largura de um grdo médio de cevada, e é

iSSO que queriamos provar.
Eu exprimi isto em versos numa estrofe distica (dois versos) abaixo:

Ba aB naT kax a nag na my da-nagmy

MYXUTYN XeNCy HUCMY-N-KyTpu cuny
616 59 28 1 34 51 46 14 50

- é a circunferéncia, contanto que metade do diametro seja 60. Assumindo metade do diametro igual a um,
a circunferéncia sera expressa por este mesmo namero, mas rebaixado em uma ordem, ou seja, 0 que é
elevado a um se torna partes, o que é parte se torna minutos, e assim por diante, até as oitavas que serao
nonas. Nesse caso a diferenca do verdadeiro [valor] ndo ultrapassa uma nona, ou melhor, serd menor que
um quarto de nona.

Nas operacfes anteriores nds tomamos a metade do didmetro valendo sessenta apenas para que
as cordas nao se diferenciem do que € usual e consta nas tabelas. Se, no entanto, adotarmos a metade do
didmetro valendo um, ent8o as cifras (os valores para as cordas) ndo sofrerdo altera¢cdes, mas mudaréo
apenas as suas ordens. Colocamos as multiplicag6es deste [valores das cordas] em todas as cifras de base

sessenta na tabela, para facilitar determinagdes da circunferéncia pelo diametro e vice-versa. A tabela é a

seguinte:
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50
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50
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39
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24
39

54

23
38
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23
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22
37

52

21
36

51

21
35
50

20
35

50
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53
39

26
12
58
44
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17

49

36

22

54
41

27
13
59
46
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18

51
37
23

56
42

28

14
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44

36
28
20
11

55
47

39
30
22
14

57
49

41

33
24
16

52
43

35
27
19
10

54
46
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35
10

45

20
55
29

39
14
49

24
59
53

43

18
53
28

38
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47

22
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42

16
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48

49
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57
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50
40
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20
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50
40

30
20
10

50
40

30
20
10

50
40

30
20
10

50
40

30
20
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14
29
44
59
14
29
43
58
13
28
43
58
12
27
42
57
12
27
41

56
11
26
41

56
10
25
40
55
10
25
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46
32
18

51

37
23

56
42
28
14

47
33
19

52
38
24
11
57
43
29
16

48
34

21
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51

43
35
27
18
10

54
45
37
29
21

13

56
48
40
31

23
15

58
50
42
34
36
17

53
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34

44

19
54
29

38
13

48

23
58
33

42

17
52

27

37

12
46

21

56
31
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16
51

25
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11
12
14
15
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23
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26
28
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34
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39

41
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24
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40
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44
12
40

36
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QUADRO DE MULTIPLOS DA PROPORCAO DE AMPLITUDE NA METADE DO DIAMETRO, SUPONDO QUE SEJA UM

sopunfas snas

59
58
58
57
57
56
56
55
55
54
54
53
53
52
52
51

50
50
49
49
48
48
47
47
46
46
45
45
44
44

sojnuiw snas

16
33
50

24
41

58
15
32
49

23
40
57
14
31

48

22
39
56
13
30
47

21

38
55
12
29

onj2WEIP Op dPEISW SIZAA SeUNW

12
18
25
31
37
43

50
56

15
21
27

34
40

16

53
59

11
18

24
30
37
43

49

55

BpeAd|d ZaA ewn

oJawinu op eunjod

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
27
28
29
30

Fonte: al-Kasht (1954, p.P.347-353, traducdo nossa, grifo nosso).
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APENDICE B — OUTRA DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE AL-KASHI

N&o ha uma unica demonstracdo para esta relacdo descrita por al-Kashr,
Azarian (2010) propde uma outra demonstragao para o que ele chama de “Teorema

Fundamental de al-Kasht”, Figura 27:

Teorema (Teorema Fundamental de al-Kasht): Se em um semicirculo com didmetro
AB = 2r e centro E considerarmos um arco arbitrario AC, e se denominarmos o ponto

médio do arco CB de ponto D, e tracarmos a corda AD, entdo, r(2r + AC) = AD>.

Figura 27 - llustracdo da demonstracdo do Teorema de
al-Kasht conforme Azarian (2010).

c D

q

A E B

Fonte: Elaborado pela autora.

Para essa demonstracéo, tracemos os segmentos BC e DE, logo F € o ponto
de intersecéo entre eles, e BC e DE sao perpendiculares. Do triangulo retangulo BFD
obtemos:

BD? = BF? + (r — EF)? (1)
De maneira semelhante, a partir do triangulo ADB, obtemos:
(2r)? = AD? + BD?
Assim,

BD? = 4r? — AD? (2)

De (1) e (2), temos que:
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BF? + (r —EF)? = 4r? — AD? (3)

Como os triangulos ACB e EFB sédo semelhantes e E é ponto médio de AB,
temos que:

BF=2C e FF=%
2 2
Logo, a partir de (lll), temos:
BC\? ac)? 2 _ P2
(&) +(r-%) =4?-4D (4)

Além disso,

BC? = 4r? — AC? (5)
Substituindo (2) em (4), finalmente, temos:

BC* __ Ac’ _
T +T2—T.AC+T = 4r% — AD?

BC? + 4r2 — 4r. AC + AC? = 161% — 4AD?
412 — AC? + 41?2 — 4r. AC + AC? = 161% — 4AD?
8r2 —4r.AC = 1612 — 4AD?
8r2 + 4r.AC = 4AD?
r(2r + AC) = AD?

Em Azarian (2010), vemos uma aplicacdo imediata deste teorema hoje
conhecido como Identidade de Lambert®9, no entanto, al-Kasht a havia demonstrado

346 anos antes.

& Para mais informacdes: Acessar: < https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lambert/ >.
Acesso em 16 jul.2022.



https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lambert/
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A partir de seu teorema, escrevendo na linguagem matemética atual, al-Kasht

deduziu que em um semicirculo unitario se o arco AC € igual a 2¥ radianos, entédo

—_ y N ,
AD = 2sen G + ;), e substituindo esses valores em seu teorema, obtém-se:

sen (g+ %) = /HS:W (onde ¥ < g) (6)

Na Figura 28 temos um circulo unitario de diametro AB, se o arco AC = 26 rad,

entdo no triangulo retangulo AACB, temos que ABC = 6 rad e AC = 2 sen 6. Por outro

n—26
2

lado, temos que o arco AD = (29 + ) rad, logo, no triangulo retangulo AADB,

n—26
2

BAD = %(29 + ) rad = (g + %) rad. Assim, AD = 2sen (g + E) )

4

Figura 28 - llustracdo da demonstracdo do Teorema de
al-Kasht conforme Azarian (2010).

c D

E

=
o €

Fonte: Elaborado pela autora.

Substituindo os valores de AC, AD e raio um no Teorema Fundamental de al-
Kashi, obtemos sua forma trigonométrica hoje conhecida como Identidade de

Lambert, logo:

6 =w
2+ 2 0 =4 2(— —)
+ 2sen sen 2—|—4

Assim,

6 /1+ ) )
sen(—+£)= skl ,como < -
2 4 2 2
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APENDICE C - SIMULACAO DA APROXIMACAO DE AL-KASHI PARA A

RELAGCAO ENTRE O COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA E O SEU
DIAMETRO NO SOFTWARE MATEMATICO GEOGEBRA

Considerando as varias

possiblidades relativas

potencialidades

pedagdgicas do Tratado da Circunferéncia de al-Kasht e a nossa preocupagao

durante a pesquisa em trazer um elemento visual mais rico e dindmico que pudesse

ilustrar de forma concreta o trabalho de al-Kashi, encontramos como alternativa,

construir no software matematico Geogebra, uma simulacdo da aproximacdo da

relacdo entre o comprimento da circunferéncia e o seu diametro. Esta simulacéo tanto

pode ser desenvolvida pelos estudantes dentro de uma proposta de atividade ou pode

ser utilizada como ferramenta para a realiza¢do de uma outra atividade. Abaixo, temos

imagens de alguns resultados para os poligonos regulares inscritos e circunscritos de

3,6, 12,24, 48 e 96 lados. Considere nas figuras seguintes Ps o perimetro do poligono

circunscrito a circunferéncia, Pi o perimetro do poligono inscrito e Pc 0 perimetro da

circunferéncia.

Figura 29 - Simulacdo para os poligonos inscrito e circunscrito de 3 lados.

n=3

*

Ps = 62.3538290724796

P, = 37.6991118430776

Pi = 31.1769145362398

Fonte: Elaborado pela autora via software Geogebra.
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Figura 30 - Simulagédo para os poligonos inscrito e circunscrito de 6 lados.

12

=
1}
D

P = 41.5692193816531

P. = 37.6991118430776

P; = 36.0000000000000

-8

Fonte: Elaborado pela autora via software Geogebra.

Figura 31 - Simulacdo para os poligonos inscrito e circunscrito de 12 lados.

10

P, = 38.5846837100817

P. = 37.6991118430776

Py = 37.2699424947630

Fonte: Elaborado pela autora via software Geogebra.
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Figura 32 - Simulagao para os poligonos inscrito e circunscrito de 24 lados.

8

n=24

P, = 37.9159193051700
P. = 37.6991118430776
P; = 37.5915433593749

:\
J s |

Fonte: Elaborado pela autora via software Geogebra.

Figura 33 - Simulacdo para os poligonos inscrito e circunscrito de 48 lados.

n=48

‘..‘.6.‘... ®

P, = 37.7530345815773
P. = 37.6991118430776
P; = 37.6722024365624

?\
’/ 8 | |

-8

Fonte: Elaborado pela autora via software Geogebra.
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Figura 34 - Simulacao para os poligonos inscrito e circunscrito de 48 lados (detalhe).

n=48
3.9

Ps = 37.7530345815773

38
P. = 37.6991118430776

P, = 37.6722024365624 A

36
3.5

34

3:3

5.7 5.6 -5.5 -5.4 -6.3 -5.2 6.1

Fonte: Elaborado pela autora via software Geogebra.

Figura 35 - Simulacdo para os poligonos inscrito e circunscrito de 96 lados.

P, = 37.7125751957445
P. = 37.6991118430776

P; = 37.6923834106861

-8

Fonte: Elaborado pela autora via software Geogebra.
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Figura 36 - Simulacao para os poligonos inscrito e circunscrito de 96 lados (detalhe).

2.45

24
Py = 37.7125751957445 235
P. = 37.6991118430776

P, = 37.6923834106861 I

2:25
22
215

-5.9 -5.85 =58 =575 =57 -5.65 =64 =5.35 =63 =5.25

Fonte: Elaborado pela autora via software Geogebra.
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APENDICE D - SINOPSE DO CONTEUDO DO TRATADO DO

CIRCUNFERENCIA DE AL-KASHI

Abaixo, disponibilizamos um quadro com o resumo dos conteudos de cada uma

das partes do Tratado da Circunferéncia de al-Kashi com vistas a facilitar consultas

rapidas.

Quadro 19 — Resumo do contetdo de cada uma das partes do Tratado da Circunferéncia.

Partes do CONTEUDO
Tratado
Parte e Comega com uma saudagao a Ala (Unico conhecedor da relagdo entre o

Introdutéria

comprimento da circunferéncia e o seu diametro);

N&o possui dedicatoria;

Expde as aproximacdes de predecessores e faz criticas (revisao de literatura):
Arquimedes (287 a.E.C. - 212 a.E.C.), Abu’l-Wafa al-Bizjant (940-998), Abu
Rayhan al-Birant (973-1048);

Exposicdo do objetivo do tratado;

Explica como esta divida a obra.

Primeira |e Teorema de al-Kashi r(2r + AC) = AD? (articulacdo de diversas proposi¢des
Parte dos Elementos de Euclides);
e Proposi¢éo 30 do 3° livro;
e Proposi¢éo 8 do 6° livro;
e Proposicéo 19 do 7° livro;
e Proposicéo 3 do 3° livro;
Segunda |e Desenvolvimento de um método iterativo com base no teorema desenvolvido na
Parte Primeira Parte, para o célculo de sucessivas cordas: ¢, = +/R. (2R + ¢p_1);
e Obtencédo do comprimento do lado do poligono circunscrito por semelhanca de
tridngulos;
Terceira |o Chega & conclusdo que o comprimento do lado deve ser a < % ;
Parte 60
Quarta e Mais da metade do tratado;
Parte e Célculo de sucessivas cordas ¢, ..., c,g (Método iterativo);
e 28 tabelas: extracdo das sucessivas raizes;
e Sistema de numeracéo sexagesimal (sistema de numeracdo dos astrbnomos).
Quinta e Com o comprimento da corda da vigésima oitava iteracao c,g, através do
Parte Teorema de Pitdgoras (Teorema da Noiva), calcula o lado a,g do poligono
inscrito.
Sexta e Al-Kasht multiplica a,g por 805.306.368 para obter o perimetro do poligono
Parte inscrito;
¢ Por semelhanca de triangulos obtida no capitulo 2, calcula o lado do poligono
circunscrito e também multiplicando por 805.306.368 e obtém o seu perimetro;
e O perimetro da circunferéncia é a média aritmética desses dois valores;
e 6,16;59, 28,1, 34,51, 46, 14, 50 (9 casas sexagesimais de precisdo).
Sétima e Aqui al-Kasht explica que ignorar os ultimos digitos das fracdes sexagesimais
Parte ndo vai alterar o valor final do célculo;
e Afirma que seu erro ndo ultrapassa é da circunferéncia.
Oitava e Para que ndo astrénomos possam compreender a obra e possivelmente, aplicar
Parte seus resultados;

Usa com habilidade fracdes decimais;
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Comprimento da circunferéncia: 6.2831853071795865 (16 casas decimais de
precisdo);

Fez uma tabela de multiplicacdo desse valor por 1 até 10, para auxiliar que fosse
usar seu resultado e ndo perder precisao;

Também registrou esse resultado em forma de distico (estrofe que contém
apenas dois versos);

Consciéncia de al-Kasht da importancia do seu trabalho, tentando de toda forma
preserva-lo.

Nona Parte

Como utilizar as tabelas das partes 7 e 8;

Ele mostrou como calcular a circunferéncia de um circulo se seu diametro for
conhecido, e como calcular o didmetro desde que a circunferéncia seja fornecida;
Para esclarecer, deu dois exemplos.

Décima Al-Kasht compara o resultado para a aproximagao da circunferéncia do circulo
Parte gue ele obteve com os dos seus predecessores;
Mostra com exemplos que a sua aproximacgao estd muito mais proxima do valor
real da circunferéncia do circulo.
Concluséo Al-Kasht retoma sua discussao sobre os erros de Abu’l-Wafa al-Biizjant e Abu

Rayhan al-Birdnr;

No inicio da concluséo aplicou o teorema do Livro | do Almagesto de Ptolomeu
para calcular a corda de um arco de um grau e a corda de um arco de trinta
minutos;

Em seguida, ele comparou o valor que ele mesmo obteve para a corda do arco
de trinta minutos ao valor que ele atribuiu a al-Bizjant para a corda de um arco
de trinta minutos, e ele mostrou que o resultado de seu célculo foi mais preciso;
Segundo Woepcke (1822, p.284), o erro atribuido a al-Bazjant foi cometido por
Nasir al-Din al-TasT (1201-1274) em seu Taksir al-D&’ird que € uma tradugao
arabe da Divisao do Circulo de Arquimedes. Al-TasT na verdade calculou o seno
da metade de um grau;

Al-Blzjan1 obteve o valor correto para a corda da metade de um grau em seu
Kitab al-Kamil (“Livro Completo”), que é uma versao simplificada do Almagesto
de Ptolomeu;

Entéo o erro seria de al-TUsT, ndo de al-Blzjanr;

Na segunda parte da conclusao al-Kasht calculou a corda de um arco de dois
graus e comparou seu resultado com o valor obtido por al-BiranT;

Mostrou que seu calculo da corda de um arco de dois graus era muito mais
preciso do que o valor incorreto de al-BirinT, cuja aproximagéo para a metade da
circunferéncia do circulo (entre 3,141742 e 3,141744) era maior que a conhecida
por gregos e indianos (3,14166).

Fonte: al-Kasht (1954).
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ANEXO A — TABELAS DE CALCULO DO MANUSCRITO DE MASHHAD E DA

TRADUCAO RUSSA

Figura 37 - Tabela do céalculo de um terco da circunferéncia. Fotocépia do manuscrito de Mashhad.
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Fonte: Hogendijk (2009).
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Figura 38 - Tabela de célculo de um terco da circunferéncia. Tradugao russa.

Fonte: al-KashT (1954).



