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Resumo

Nesta dissertacao, abordamos o problema de testar hipéteses em modelos de regressao
beta-prime em amostras de tamanho pequeno e moderado. Focamos no teste de razao
de verossimilhancas, o qual pode nao ser confiavel quando o tamanho da amostra nao
é grande o suficiente para garantir uma boa aproximacao entre a distribuicao exata da
estatistica de teste e a correspondente distribuicao assintética qui-quadrado. As correcoes
de Bartlett, Skovgaard e Bartlett-bootstrap tradicionalmente atenuam a distor¢do do
tamanho do teste. Neste trabalho, derivamos a correcao de Bartlett e um ajuste de
Skovgaard para o teste de razao de verossimilhangas em modelos de regressao beta-
prime. Comparamos numericamente os testes usual, corrigidos e bootstrap por meio de
simulagoes de Monte Carlo. Nossos resultados sugerem que os testes corrigidos e o teste
bootstrap exibem uma probabilidade de erro do tipo I mais préxima do nivel nominal
estabelecido. Os testes corrigidos analiticamente apresentam a vantagem de nao exigir
calculos computacionalmente intensos. Apresentamos uma aplicacao a dados reais para

ilustrar a utilidade dos testes modificados.

Palavras-chave: Modelos de regressao beta-prime. Teste da razao de verossimilhancas.

Correcao de Bartlett. Ajuste de Skovgaard. Correcao de Bartlett bootstrap.



Abstract

This paper deals with the issue of testing hypotheses in beta-prime regression models in
small and moderate-sized samples. We focus on the likelihood ratio test, which is unreliable
when the sample size is not large enough to guarantee a good approximation between
the exact distribution of the test statistic and the corresponding chi-squared asymptotic
distribution. Bartlett, Skovgaard and Bartlett-bootstrap corrections typically attenuate
the size distortion of the test. Here, we derive a Bartlett correction and a Skovgaard
adjustment for the likelihood ratio test on beta-prime regression models. We numerically
compare the usual, corrected and bootstrapped tests, through simulations. Our results
suggest that the corrected and bootstrapped tests exhibit type I probability error closer
to the chosen nominal level. The analytically corrected tests perform with the advantage
of not requiring computationally intensive calculations. We present a real data application

to illustrate the usefulness of the modified tests.

Keywords: Beta-prime regression models. Likelihood ratio test. Bartlett correction.

Skovgaard adjustment. Bartlett bootstrap correction.
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1 Introducao

Em modelos de regressao, geralmente é de interesse testar hipdteses sobre os
parametros do modelo. Considere o problema de testar a hipétese de que um sub-vetor
de pardmetros da regressdo é igual a um vetor de valores constantes (Ho; hipétese
nula) contra a hipétese de que esse sub-vetor é diferente do vetor de valores constantes
(H1; hipétese alternativa). Uma forma de testar essas hipéteses é considerar o teste
da razao de verossimilhancas (Wilks, 1938), que, sob a hipdtese nula, tem distribuicao
assintotica qui-quadrado. Entretanto, em amostras de tamanho pequeno ou moderado, essa
aproximagao qui-quadrado para a distribuicdo da estatistica da razdo de verossimilhancas

pode apresentar resultados distorcidos, como, por exemplo, no tamanho do teste.

A fim de corrigir possiveis distor¢des no teste da razao de verossimilhangas, podemos
aplicar a corre¢ao de Bartlett (Bartlett; Lawley, 1937, 1956), cuja formula é composta de
cumulantes de até quarta ordem do logaritmo da funcao de verossimilhanca. Essa correcao
foi amplamente estudada na literatura em diversos modelos. Por exemplo: Medeiros, Ferrari
e Lemonte (2017) analisaram, dentre outros tipos de corregao, a corregao de Bartlett em
modelos de dispersao; Medeiros e Lemonte (2021) compararam as corre¢oes de Bartlett
com outros tipos de correcao em modelos exponenciais na presenca de censura; Melo
et al. (2022) desenvolveram a corregdo de Bartlett para o modelo de regressao Dirichlet
multivariado; Araijo, Cysneiros e Cysneiros (2022) derivaram a correcao de Bartlett em
modelos lineares simétricos heteroscedasticos; e Carneiro et al. (2023) desenvolveram uma

correcao para os modelos de regressao Kumaraswamy.

Outra forma de corrigir as distor¢oes é a partir da aproximacgao do ajuste de
Skovgaard (Skovgaard, 2001), cuja férmula é menos complicada do que a corregao de
Bartlett, ja que utiliza cumulantes de até segunda ordem. Essa correcao também ja foi
amplamente estudada na literatura. Ferrari e Pinheiro (2011) e Bayer e Cribari-Neto
(2013) derivaram o ajuste de Skovgaard para o modelo de regressao beta; Perette (2019)
implementaram computacionalmente o ajuste para os modelos elipticos; Rauber, Cribari-
Neto e Bayer (2020) derivaram o ajuste para o modelo de regressao beta em que a fungao
de ligagdo para o pardmetro da média depende de um parametro adicional; Guedes,
Cribari-Neto e Espinheira (2020) desenvolveram, dentre outras corregoes, a corregao de
Skovgaard para o modelo gama; e Melo et al. (2022) desenvolveram uma corregio de

Skovgaard para os modelos Dirichlet.

Uma terceira alternativa para reduzir as distor¢oes é a partir da correcao de
Bartlett-bootstrap (Rocke, 1989). Esse método de corre¢ao é computacionalmente mais

intensivo que os demais, porém é tao preciso quanto a corre¢ao de Bartlett e de Skovgaard,
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o que pode ser mais pratico quando o calculo dos cumulantes é muito complexo, uma vez
que nao necessita dessas quantidades. Essa corre¢ao também ja foi amplamente considerada
na literatura (ver Loose, Bayer e Pereira (2017), Loose, Valenca e Bayer (2018), Aratjo,
Cysneiros e Montenegro (2020), Canepa (2020) e Carneiro et al. (2023)).

No entanto, nao encontramos na literatura corregoes para o teste da razao de
verossimilhangas no modelo de regressao beta-prime (Bourguignon, Santos-Neto e Castro,
2018), em que a variavel resposta segue uma distribuicao beta-prime (Keeping; McDonald,
1962, 1984), uma distribui¢ao com suporte positivo que pode ser ttil no contexto de andlise
de sobrevivéncia, como uma alternativa a modelos tradicionais, como o modelo gama ou
Weibull (ver Kosmidis e Firth (2019), Korkmaz e Gokgoz (2020), Zhang, Wang e Peng
(2021)). Portanto, no nosso trabalho, desenvolvemos as corregoes de Bartlett, de Skovgaard
e de Bartlett-bootstrap nos modelos de regressao beta-prime e realizamos simulagoes de
Monte Carlo para compararmos numericamente a probabilidade do erro de tipo I (tamanho
do teste) e o poder do teste da razao de verossimilhangas com os testes corrigidos. Este
trabalho sera util para obter conclusdes mais precisas quando a distribui¢ao da variavel
resposta ¢ beta-prime e nao é possivel aumentar o tamanho da amostra, como, por exemplo,

por falta de recursos ou de tempo.

No Capitulo 2, apresentamos a distribui¢do beta-prime e os modelos de regressao
beta-prime. No Capitulo 3, apresentamos o teste da razao de verossimilhangas e desenvolve-
mos as corre¢oes de Bartlett, Skovgaard e Bartlett-bootstrap. No Capitulo 4, apresentamos
as simulagoes de Monte Carlo para avaliar o desempenho de cada teste e, por fim, no

Capitulo 5, consideramos uma aplicacao a um conjunto de dados reais.
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2 Modelos de regressao beta-prime

2.1 Distribuicao beta-prime

Seja X uma variavel aleatoria que segue uma distribuigdo beta-prime (Keeping;
McDonald, 1962, 1984) de pardmetros « e 3, denotada por BP(a, ). A sua fungao de
densidade de probabilidade é dada por

2711 + x)*a*ﬁ
B(a, B)

em que « e [3 sao valores positivos que representam os parametros de forma e B(a, ) =

fx(z) =

, x>0,

fol t*=1(1 — )P~ 1dt representa a funcdo beta. O valor esperado e a varidncia de X sdo

dados, respectivamente, por:

B(X) = a 7paraﬁ>1eVar(X):(;é(_a;)—(gill))y

51 para 3 > 2.

Essa distribui¢ao pode ser obtida pela chance de uma distribui¢ao beta (Johnson, Kotz e
Balakrishnan, 1995), isto é, se Z ~ Beta(a, ), entao

Z

Bourguignon, Santos-Neto e Castro (2018) propuseram uma reparametrizagao da
distribuicao beta-prime em func¢ao da média, com funcao densidade de probabilidade dada

por:

yH(S+D=1(] 4 )~ l(e+D)+6+2]
B(u(¢+1),¢0+2)

em que os parametros pu > 0 e ¢ > 0 representam, respectivamente, a média e a precisao,

fY<y>: , ¥y >0,

0 que torna essa reparametrizacado mais interpretavel em termos dos parametros. Se
Y ~ BP(u, ¢), entao

EY)=p e Var(Y)= M

¢

Além disso, a sua funcao de distribuicao acumulada igual a

1
(1l +1),¢+2)

Fy(y) = T (@ +1), 6+ 2) = /O+ O (1 — )"+ 2t
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E possivel associar os pardmetros de Y ~ BP(u,¢) com os pardmetros de X ~

BP(«a, 5) a partir das seguintes relagoes

. o

e ¢o=p-2

Na Figura 1 apresentamos os graficos das fungoes densidade de probabilidade e
fungoes de distribuicao acumulada da distribuigdo beta-prime para diferentes valores de u
e ¢. E possivel perceber que, em geral, a distribuicdo beta-prime é assimétrica & esquerda,
porém, quando ¢ — oo, a distribuicao tende a ficar simétrica. Além disso, maiores valores

de p podem afetar a curtose, deixando-a mais platictrtica.

1.0
10

08
I
08
I

frly)
0.6

fuly)
0.6

04
04

00
00

(a) Fungdo densidade de probabilidade. (b) Fungéo de distribui¢ao acumulada.

Figura 1 — Funcao densidade de probabilidade e funcao de distribuicao acumulada da
distribuicao beta-prime.

2.2 Modelos de regressao beta-prime

Seja y = (y1,..., ¥,)' um vetor de dimensdo n formado por varidvel aleatérias
independentes, y; ~ BP(u;,¢), parai=1,..., n,e x; = (1, z;1,..., Tjpp_1) um vetor
de dimensao p (p < n), de varidveis explicativas relacionadas ao i-ésimo individuo e
)‘I’

X = (x1,..., ®,)' uma matriz de dimensao n X p, de posto(X) = p. Podemos relacionar

a média das observagoes com as variaveis explicativas a partir da seguinte relacao

g1(ps) = = B =1, (2.1)

em que B = (Bo, Bi,.--, Bp_1)' é um vetor de pardmetros desconhecidos de dimensdo p e
g1(+) é uma funcao estritamente mondtona, continua, inversivel e diferencidvel pelo menos
duas vezes, denominada de funcao de ligagao. Nesse caso, essa func¢ao possui dominio
positivo e imagem real. Alguns exemplos de func¢oes de ligagao sao apresentados na Tabela

1. Alem disso, consideramos uma funcao de ligacao para o parametro ¢, isto é, ga(p) = 1.
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Tabela 1 — Exemplos de funcao de ligagao.

Funcao Férmula Inversa
Identidade i = M1 i = M

Logaritmica log(i) = mi i = exp(n;)

Raiz quadrada  /pt; = ny; i = 1

O logaritmo da fun¢@o de verossimilhancga é dado por:

n

00;y) = > i 43 9i), (2.2)

=1

em que @ = (BT, ¢)", é um vetor de dimensdo k com k =p+1e

Uiy &3 yi) = (i1 + @) — logy; — (1 + @) + ¢ + 2] log(1 + yi) — log[I'(ui(1 + ¢))]
— log[I'(¢ + 2)] — log[I'(ks(1 4 @) + ¢ +2)].

O vetor escore de 0 ¢ dada por U(0) = (Ug(0)", Uy(0))", com

* * * * a
Us(6) = (1L+ )X Duly" ) e Uy(6) =17 (" ~ )5
em que,
vi = log <1 iy) : pi =90 (w1 + ) = ¢ (14 ¢) + 6 +2),
* — 1o y27uz * — T+i<¢(0)(¢+2)_
D, = diag [ =—, ... O (1 (1 2
1 lag <87711’ ) 3771”) ) ¢ (M1< + Qb) + gb + ))) )
y*:<yia'”a y:L)T7 #’*:<:U’>lk7’”7 /’L:L)T7
Y =) o=y, )"

Mais detalhes sobre essas quantidades estao presentes no Apéndice A e casos mais

gerais podem ser encontrados em Bourguignon, Santos-Neto e Castro (2018).

Os estimadores de méaxima verossimilhanca (EMV) de B e ¢, denotados por B e QAS,
sao encontrados a partir da solugao simultanea das equagoes Ug(0) = 0 e Uy(0) = 0. Como
esses estimadores nao possuem uma forma analitica fechada, uma maneira de determina-los

¢é partir de métodos numéricos, como os algoritmos de otimizacao nao linear de Newton
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ou quase-Newton (ver Press et al. (1992)). Para calculd-los computacionalmente, pode-se
utilizar o pacote BPmodel (Santos-Neto et al., 2022), implementado no software R (R
Core Team, 2021), um pacote que, além de conter fungdes para obtermos os quantis, as
probabilidades, as func¢oes densidade e nimeros aleatorios da distribuicao beta-prime,
também contém fungoes para ajustarmos os modelos de regressao beta-prime na mesma
sintaxe do pacote GAMLSS (Rigby e Stasinopoulos, 2005).

As matrizes Hessiana e de informacao de Fisher sao dadas, respectivamente, por

X"D;X X'Ds;1 % XTE;:X XTE:sl
e g
1"D;X 1'D,1 1"TE;: X 1TE;1

Mais detalhes sobre essas matrizes podem ser encontrados no Apéndice A. Sob

condigoes de regularidade (Cox e Hinkley, 1979), tem-se que

/i (f;—_ i) 2,3 (0.K).

D a e~ 1 : .
em que — representa a convergéncia em distribuicao e KK~ representa a inversa da matriz

de informacao de Fisher.
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3 Teste da razao de verossimilhancas

Considere o modelo paramétrico descrito em (2.1) e o logaritmo da fungao de
verossimilhanca apresentado em (2.2). O vetor de pardmetros desconhecidos € pode ser
particionado em 6 = (0, 6,)", em que 6; é um vetor de dimensdo ¢, que representa os
parametros de interesse, e 8 é um vetor de dimensao (k — ¢), que representa os pardmetros

de perturbacao. Para testar a hipétese nula

Ho : 01 :00,

contra a hipotese alternativa

7—[1 : 01 %007

sendo @y um vetor de dimensao ¢ contendo valores conhecidos, podemos utilizar a estatistica

da razao de verossimilhancas (Wilks, 1938), definida por

LR = 2[¢(8:y) - ¢(6: )] .

em que 0 = (OOT, 9~2T>T e = (élT, 5;)T representam, respectivamente, os EMV de 6
sob a hipdtese nula e sob a hipdtese alternativa. Sob a hipétese nula, quando n — oo, a
distribuicao da estatistica LR é aproximadamente xi com erro de aproximagao O(n™!).
Logo, rejeitamos Hy, a um nivel de significancia « fixado, se o valor observado de LR for

maior que X2, _,, €m que xa,_, € tal que P(x2 < x&;_,) =1 — a.

Entretanto, em amostras de tamanho pequeno ou moderado, essa aproximacao
pode apresentar distor¢oes no tamanho do teste. Para corrigir essas possiveis distorgoes,
podemos utilizar algumas corregdes, como, por exemplo, a corre¢ao de Bartlett (Bartlett;
Lawley, 1937, 1956), a aproximagao de Skovgaard (Skovgaard, 2001) ou a corregao de
Bartlett-bootstrap (Rocke; Efron, 1989, 1979). A distribuigdao assintética de todas as
estatisticas corrigidas é XZ, com erro de aproximacido de ordem O(n~2) e o critério de
rejeicao da hipdtese nula é analogo ao teste usual, isto é, rejeitamos Hy se o valor da
estatistica corrigida for maior do que o quantil da distribuicao qui-quadrado para um nivel

de significancia fixado.
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3.1 Correcao de Bartlett

A correcao de Bartlett, proposta por Bartlett (1937) e generalizada por Lawley
(1956), tem uma férmula polinomial, em que a estatistica LR é multiplicada por um fator,
denominado de fator de correcao de Bartlett, tal que o teste corrigido possui um nivel de
distorgao no tamanho do teste menor do que o teste usual (Bartlett; Rocke, 1937, 1989).

Trés possiveis versoes da estatistica da razao de verossimilhangas corrigidas por Bartlett

sao
LR
LRy = ——
bl 1 + C’
LRy = LR exp(—c),
LRy3 = LR(1 — ¢),
Ek — Ek—q
em que c = —— €
q

€k = Z()\rstu - Arstuvw)a
6

K
rs tu rstu (u) (su)
>\7"stu =K R < — — Kyt + Ky s

4
Kt (ngw — /ﬁéﬁj}) + Kyt <szw — /48{3) + /@5?/1&2 + m&?)kagﬁ’g )

_.rs tu, vw
)\rstuvw =K R K

Os indices r, s, t, u, v e w percorrem os indices do vetor 8. Os k’s sao chamados
de cumulantes e sdao definidos por k., = E (9%0(0)/(00,00,)), k%) = 0k,/00;, K.q =
E(9°0(6)/(96,00,00,)) , K1) = 061, [(06,00,), k(s = Oirst/ 00w, Kpsru = E(9°(6)/
(00,005,00,00,,)) e assim por diante. Além disso, k" representa o elemento de ordem (r, s)
da inversa da matriz de informagao de Fisher. O mesmo calculo deve ser utilizado para

encontrar €;_, dentre os indices do vetor 6,.

Obter o fator de correcao de Bartlett a partir desses somatérios pode ser muito
trabalhoso, ja que a matriz de informacao de Fisher nao é bloco diagonal. Com o objetivo
de simplificar e reduzir o tempo de calculo, podemos utilizar as expressdes matriciais

propostas por Cordeiro (1993).

Defina as matrizes A®™, P® e Q™ de ordem k x k para t,u = 1, ..., k. Os

elementos de ordem (r,s) dessas matrizes sao definidos, respectivamente, por

A(tu) _ Rrstu . K;(u) + H(su)

rSs 4 rst rt

P(t) = Rrst)

rs

QY = K.

su
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Além disso, defina as matrizes L, My, M,, Ms, Ny, Ny e N3, também de ordem

k x k, em que seus elementos de ordem (r, s) sdo dados por

em que tr(.) é o operador traco. Dessa forma, £, pode ser escrito na forma matricial como

ep = tr[K (L — M — N)],

sendo M = —%Ml + My —Mze N = —iNl + Ny — N3. Nesse trabalho, apés uma algebra
exaustiva, conseguimos encontrar as formas fechadas dos cumulanttes e estdao presentes no
Apéndice B.

Um script para gerar a correcao de Bartlett do modelo de regressao beta na
linguagem de programagao R (R Core Team, 2021) é apresentado em Bayer (2011), o
que serviu de ponto inicial para a implementacao computacional do fator de correcao de

Bartlett nos modelos de regressao beta-prime.

3.2 Ajuste de Skovgaard

Outra maneira de corrigir a estatistica da razao de verossimilhangas é encontrada
em Skovgaard (2001), denominada de ajuste de Skovgaard. Essa corregao surge a partir
do teste de sinais modificado de Barndorff-Nielsen (Barndorff-Nielsen; Barndorff-Nielsen,
1986, 1991) e pode ser dificil de ser calculada numericamente. Entretanto, sua aproximagao
possui uma féormula mais simples que a correcao de Bartlett, pois s6 necessitamos de

cumulantes até segunda ordem e, ainda assim, pode apresentar resultados semelhantes.

Ha duas maneiras equivalentes de corrigir a estatistica LR por meio do ajuste de

Skovgaard, sao elas

l 2
LRy = LR — 2log¢ e LRys = LR (1 - iﬁf) ,
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a quantidade & é tal que

(| K| K| ot KF TR0

- }1/2
= |T|HKT*1j§*1T}H‘W LR/2-1UTY-1%

)

em que J = J(0), J =J(0), K = K(8) c K = K(0) ¢ a notagio .;; representa uma
sub-matriz cujos indices sdo os indices dos parametros de interesse. As quantidades Y
e U sdo dadas por ¥ = Eg[U(0)U " (0,)] e v = Eg[U(0)(£(0) — £(03))], substituindo os
valores de 8 e 6y por e 0~, respectivamente. Apds uma algebra tediosa, obtivemos essas

quantidades nesse trabalho para os modelos de regressao beta-prime

T:

(1+¢)(1+¢)X D \V,D\ X (14 &)X Dy(ViM + C)1h)
(14 )17 (ViM + C)D, Xby), 17 [ViMM + C(M + M) + Va| 1hu)bg

o (1+ @)X Dy [Vi (1 + M~ (1+ M)+ (- $)C|1
1T [(ViM+C) (1 + M= (1+6)M) + (6 — ) (CM + Vo - C)| 1byy |
em que D; = diag(g—%, ey %), D, = diag(%, ce g%”) Vv, = —diag(cigo’Q), ce @10,2)),
Vi = —diag(F®?,. .., 700) — V; + C, C = —ding(i*?,. .., i0?), M = diag(ju, ...
fn), M = diag(fi, ..., [in), 5(1) = é% o3 © bay = é% e A distribuicao assinto-

tica de LRy e LRgo pode ser aproximada pela distribuigao xi (Skovgaard, 2001). O

desenvolvimento de como encontrar esses resultados pode ser visto no Apéndice C.

3.3 Correcao de Bartlett-bootstrap

Uma alternativa para a correcao de Bartlett analitica foi desenolvida por Rocke
(1989) usando o método bootstrap (Efron, 1979). O método bootstrap paramétrico funciona
da seguinte maneira: B amostras sao geradas com o modelo sob a hipotese nula, digamos
(y*L, ..., y*B), substituindo @ por 6. Em seguida, a estatistica LR ¢ calculada para cada

pseudo-amostra y**, b=1,..., B., chamadas de LR®, b=1,..., B, tal que

LR*® = 2 [E(é*b, y*b> i E(GN*b; y*b)] :

em que 0" e 6" sdo, respectivamente, os EMV sob a hipdtese nula e sob a hipdtese
alternativa, para cada pseudo-amostra b =1, ..., B. Seja LR~ a média das B amostras
bootstrap, isto é, LR = % P LR*. A estatistica da razio de verossimilhancas corrigida

por Bartlett-bootstrap é definida por
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LR
LRboot = qr

* -

Assim como nas demais estatisticas corrigidas abordadas neste capitulo, a distri-

buicao assintotica da LRy ¢ aproximadamente Xg com erro de aproximacgao da ordem

O(n2).
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4 Simulacoes

Realizamos algumas simulagoes de Monte Carlo para avaliar o tamanho do teste,
ou seja, a taxa de rejeicao da hipotese nula quando esta é verdadeira, e o poder do teste, o
qual ¢é a taxa de rejeicao da hipdétese nula quando esta ¢ falsa, da razao de verossimilhangas
(LR) e dos testes corrigidos LRy1, LRpg, LRp3, LRsg1, LRsk2 € LRpoot. As simulagoes foram
realizadas no software R (R Core Team, 2021) e com o auxilio dos pacotes BPmodel (Santos-
Neto et al., 2022) e GAMLSS (Rigby e Stasinopoulos, 2005). Os cddigos e resultados desses

experimentos estdo disponiveis no github !.

4.1 Tamanho do teste

O seguinte modelo foi considerado nos experimentos da simulacao:
log(pi) = Bo + Brxni + oo + B+ o + BpaTp1i, =1, ...,n,

em que Zy;, ... Tp_y1; foram extraidas de uma distribuicdo uniforme no intervalo (0, 1);
= (uy,..., ,)" representa o vetor de médias de y = (y1,..., ¥,)', um vetor aleatério
em que cada termo é independente e y; ~ BP(u;, ). Testamos as hipdteses Ho : B = 0
contra H; : By # 0, sendo By = (B, ..., B,)". A reparametrizagio para o ¢ foi a

logaritmica, isto é, ny = log ¢.

Para o tamanho da amostra (n), os valores escolhidos foram n = 20, 30 e 40; para
o pardmetro de precisao (¢), os valores escolhidos foram ¢ = 0,5, 1 e 10; para o tamanho
do vetor B (p), foram escolhidos os valores p = 3, 4 e 5 e, por fim, para a quantidade de
restrigoes sob a hipétese nula (¢), as quantidades escolhidas foram ¢ = 1, 2 e 3. Foram
realizadas 10000 réplicas Monte Carlo para cada combinacao de valores escolhidos e 600
réplicas bootstrap (B = 600). Além disso, fixamos os valores de 5; =0, parai =1, ... g e

Bi=1parai=0,q+1, ... p—1.

Na Tabela 2 ¢é possivel observar as taxas de rejeicao da hipdtese nula Hy : 51 =0
com p = 3 para cada estatistica. Como esperado, o teste da razao de verossimilhancas
usual apresentou uma taxa mais distorcida que os demais. Por exemplo, para ¢ = 0,5, n =
20 e « = 10%, o teste usual tem uma taxa de rejeicao de 14,19%. Por outro lado, os
testes corrigidos tiveram as seguintes taxas: 10,23% ( LRy1), 11,20% (LRy2), 10,17%
(LRp3), 9,52% (LRax1), 12,93% (LRaka) € 9,47% (LRpoor).

Ainda na Tabela 2, podemos perceber que, dentre as estatisticas corrigidas por

Bartlett, a estatistica LRy; apresenta um valor empirico mais proximo do nivel nominal

L https://github.com/IvoSilvestre/bpcorrection
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que a estatistica LRz, como em ¢ = 0,5, n = 20 e a = 1%, a taxa de rejeicao empirica da
LRy, foi de 0,94% contra 1,67% da LR;3. Esse cendrio se inverte para valores maiores de
¢, por exemplo: para ¢ = 10, n = 20 e a = 10%, as taxas dos dois testes foram iguais a
11,06% e 9, 98%, respectivamente. Em relacio a estatistica LRys, esta apresentou taxas, no
geral, piores que as demais estatisticas de Bartlett, exceto com valores maiores de ¢ e, em
um caso, pior que a estatistica LR usual (2,25% na usual e 2,49% na LRy, com o = 1%).
Em relagao aos testes corrigidos pelo ajuste de Skovgaard, a estatistica LR apresentou
um nivel de corre¢ao préximo do nominal e, em alguns casos, até mais proximo do que as
correcoes de Bartlett e de Bartlett-bootstrap, como em ¢ = 1, n = 20 e a = 10%, em que
a LRy e a LRy tiveram taxas de rejeicao iguais a 10,22% e 9, 72%, respectivamente, e a
estatistica LR,y teve taxa igual a 9,91%. Ja a estatistica LRo teve o pior desempenho
dentre as corrigidas em todos os cenarios e, em alguns casos, pior que a estatistica LR

(1,68% na usual, contra 3,87% na LR para ¢ = 0,5, n =30 e o = 1%).

Para valores diferentes de p e ¢, as taxas de rejeicao da hipétese nula no teste da
razao de verossimilhancas foi maior. Entretanto, encontramos alguns comportamentos
similares dentre as corrigidas. Nas Tabelas 3 e 4, os mesmo padroes de aumento na taxa
de rejeicdo quando o valor ¢ aumenta para o teste LRy (10,86%, 10,89% e 11,48%
para « = 10%, n =20 e ¢ = 0,5, 1 e 10, respectivamente, na Tabela 3), o teste LR s
apresentando o pior desempenho dentre os testes corrigidos por Bartlett para valores
menores de ¢ (como 2,00% na taxa de rejeigao para a = 1%, n = 20 e ¢ = 1, na Tabela
4) e o teste LR tendo, em geral, um desempenho melhor que o teste LRg (na Tabela
3, a taxa de rejeicao para a = 10%, n = 30 e ¢ = 10 para a LRy foi de 9,98% contra
10,16% para a LRg2). Nesses casos, entretanto, o teste LRgro nio ultrapassou a taxa de

rejeicao do teste da razao de verossimilhancas usual.

Em resumo, a taxa de rejeicao do teste da razao de verossimilhancas em amostras
de tamanho pequeno geralmente aumenta quando o nimero de parametros da regressao
(p) e o nimero de pardmetros a serem testados (¢) aumentam. Entretanto, nos testes

corrigidos, em geral, essa taxa de rejeicao se mantém préxima do nivel nominal.
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Tabela 2 — Taxa de rejeigao (%) da hipdtese nula para Ho : 3 = 0 com p = 3.

a=10% a=5% a=1%
n 20 30 40 20 30 40 20 30 40
¢  Estatistica
LR 14,19 13,42 12,25 790 7,25 6,58 2,25 1,68 1,35
LRy 10,23 10,54 10,26 5,01 5,29 5,20 1,21 1,08 0,94
LRy 11,20 11,46 11,33 6,13 6,21 6,22 249 2,12 2,00
0,5 LRy3 10,17 11,01 10,99 5,29 574 5,89 1,96 1,78 1,67
LRx1 9,52 10,39 10,38 4,80 5,07 5,11 1,09 0,99 0,97
LRk 12,93 13,86 13,77 7,78 8,33 8,24 3,80 3,87 3,77
LRpoot 9,47 10,04 9,95 4,64 5,02 5,09 1,06 0,97 0,87
LR 14,31 13,30 12,25 7,83 7,44 6,53 2,30 1,87 1,80
LRy 10,22 10,69 10,47 524 546 5,13 1,29 1,09 1,29
LRps 10,27 10,73 10,62 5,52 5,55 5,35 1,67 1,28 1,53
1 LR 9,60 10,43 10,40 5,15 5,31 5,20 1,41 1,16 1,38
LRgx1 991 10,65 10,26 5,09 5,26 5,11 1,16 1,10 1,27
LRgko 12,77 13,56 13,38 7,65 7,93 8.08 3,42 3,54 384
LRpoot 9,72 10,61 10,27 4,84 528 5,02 1,06 1,06 1,18
LR 14,87 12,48 12,02 8,44 6,55 6,41 229 1,71 1,32
LRy 11,06 9,95 10,09 5,62 4,82 5,17 1,09 1,02 0,87
LRy 10,60 9,84 10,02 5,32 4,73 5,08 1,02 1,00 0,87
10 LRss 9,98 9,58 9,92 4,96 4,58 5,02 0,90 0,96 0,85
LRsk1 10,19 9,50 9,98 5,14 4,56 5,04 0,97 0,95 0,85
LRk 11,18 10,66 11,24 595 5,64 6,23 1,59 1,85 191
LRpoot 10,18 9,69 10,04 5,12 4,69 5,05 0,93 1,00 0,92
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Tabela 3 — Taxa de rejeigao (%) da hipétese nula para Hy : f; = 2 = 0 com p = 4.

a=10% a=5% a=1%
n 20 30 40 20 30 40 20 30 40
¢  Estatistica
LR 17,10 14,36 12,75 10,29 8,21 7,26 297 2,08 1,67
LRy 10,86 10,56 9,84 5,52 5,34 5,09 1,38 1,26 1,02
LRy 11,36 11,47 10,92 6,26 6,41 6,10 247 235 213
0,5 LRy3 10,21 10,91 10,56 545 5,82 583 2,00 1.13 1,93
LRx1 9,80 10,16 9,64 4,74 4,94 490 1,09 0,96 0,96
LRk 10,45 10,47 9,82 5,12 5,10 5,08 1,32 1,12 1,05
LRpoot 9,71 9,89 9,66 4,75 4,80 4,98 1,10 1,02 0,95
LR 17,39 1429 13,38 10,33 8,15 7,00 294 205 181
LRy 10,89 10,25 10,16 5,63 527 490 1,27 0,96 1,07
LRy2 10,67 10,38 10,11 5,56 5,40 4,96 1,65 1,29 1,15
1 LR 9,65 10,02 9,90 4,98 512 4,84 1,44 1,16 1,09
LRgx1 9,86 10,03 10,14 4,86 5,14 491 1,01 0,88 1,06
LRk 10,42 10,27 10,36 5,24 531 5,07 1,22 0,99 1,15
LRpoor 9,59 9,92 998 4,82 500 4,86 1,05 0,85 1,06
LR 17,50 14,56 14,07 10,63 8,08 7,61 3,10 2,26 2,04
LRy 11,48 10,46 10,94 5,75 5,27 5,59 1,38 1,056 1,20
LRy2 10,78 10,26 10,77 5,30 5,09 5,47 1,24 1,02 1,17
10 LRss 9,88 9,89 10,59 4,71 4,85 5,36 1,10 0,89 1,11
LRsk1 10,04 9,98 10,65 4,85 486 5,35 1,10 0,95 1,14
LRk 10,60 10,16 10,74 5,11 5,04 5,44 1,16 0,99 1,17
LRpoot 10,08 10,08 10,63 4,75 4,83 540 1,10 0,95 1,24
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Tabela 4 — Taxa de rejeigao (%) da hip6tese nula para Hg : 1 = 52 = 3 =0 com p = 5.

a=10% a=5% a=1%
n 20 30 40 20 30 40 20 30 40
¢  Estatistica
LR 20,99 16,90 14,45 1294 9,71 8,01 4,10 2,74 1,93
LRy 11,24 10,86 10,22 5,85 5,89 527 1,45 1,20 0,99
LRy 11,72 11,59 11,11 6,63 6,75 6,17 2,67 2,30 2,07
0,5 LRus 9,97 10,89 10,66 5,73 6,24 5,86 2,07 2,07 1,77
LRx1 10,14 10,44 10,09 5,04 539 5,11 0,98 1,00 0,85
LRk 10,82 10,62 10,22 5,40 5,59 5,25 1,06 1,06 0,88
LRpoot 9,81 10,24 9,87 4,84 527 4,89 1,18 0,91 0,79
LR 20,63 16,20 14,81 13,00 9,56 8,38 4,29 277 2,25
LRy 12,04 10,83 10,63 6,43 5,52 5,52 1,62 1,11 1,22
LRy2 11,56 10,70 10,53 6,31 5,60 5,47 2,00 1,32 1,26
1 LR 10,19 10,12 10,22 5,33 5,26 5,30 1,47 1,18 1,19
LRgx1 10,55 10,25 10,53 5,32 524 541 1,21 0,98 1,16
LRk 11,29 10,56 10,68 5,72 540 5,53 1,36 1,07 1,20
LRpoor 10,30 10,16 10, 45 521 5,15 5,34 1,19 1,01 1,17
LR 21,60 16,43 14,89 13,67 9,86 8,11 4,52 2,78 2,10
LRy 12,91 11,28 10,66 6,87 5,50 5,37 1,63 1,31 1,00
LRy 11,98 10,90 10,34 6,30 5,25 5,19 1,28 1,26 0,97
10 LRss 10,59 10,33 10,06 5,30 4,79 4,95 1,03 1,12 0,91
LRsk1 10,62 10,52 10,20 5,561 4,94 5,05 1,00 1,22 0,95
LRk 11,47 10,87 10,39 6,00 5,18 5,17 1,17 1,24 0,98
LRpoot 10,73 10,39 10,23 5,60 4,99 5,13 1,08 1,13 0,98

Uma medida para analisar graficamente a diferenca entre as distribui¢oes empi-
ricas das estatisticas de teste e a distribuicao qui-quadrado de referéncia é a partir das

discrepancias relativas, cuja expressao é dada por

Est(a) — x2(«)
X2 ()

DR(FEst;a) =

em que Est representa a estatistica de interesse, Fst(«) é o quantil amostral de ordem
1000% e Xg(oz) simboliza o quantil teérico de ordem 100a% da distribui¢ao qui-quadrado
com q graus de liberdade. Valores mais préoximos de zero indicam uma melhor aproximagcao

da distribuicao empirica pela distribuicao qui-quadrado.

As Figuras 2 e 3 exibem os graficos das discrepancias relativas por quantis assinto-
ticos para n = 30, ¢ = 10 e diferentes valores de p e . Como esperado, o teste da razao de
verossimilhancas apresentou uma discrepancia relativa maior que todos os testes corrigidos

em ambos o0s casos.
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Figura 2 — Discrepancias relativas por quantis assintéticos para n = 30, ¢ = 10, p =

deq=2.
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Figura 3 — Discrepancias relativas por quantis assintéticos para n = 30, ¢ = 10, p =
5eq=3.
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A Figura 4 mostra os boxplots dos valores das estatisticas de teste para diferentes
tamanhos amostrais com p = 5 e ¢ = 2. Como esperado, em amostras de tamanho pequeno,
a distribuicao das estatisticas de teste sao assimétricas, indicando uma boa aproximacao

pela distribuicao qui-quadrado de referéncia.
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Figura 4 — Boxplot do valor das estatisticas de teste para ¢ =1, p=5e ¢ = 2.
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4.2 Poder do teste

Em relacao ao poder do teste, consideramos as seguintes hipoteses:

H0351:52:0>

contra

7'[1351:52257

com ¢ variando entre —2 e 2 em intervalos de 0, 5. Consideramos o cenario em que q = 2,
p =5 en = 30 para realizar as simulagoes. Previamente, calculamos os quantis empiricos
de ordem 0,95 gerados a partir de 500000 réplicas de Monte Carlo de cada estatistica,
para que todos os testes tenham um nivel de significAncia de aproximadamente 5%. Com
os quantis calculados, consideremos 10000 réplicas de Monte Carlo e o teste rejeita Hg se

o valor da estatistica for maior que o quantil empirico previamente calculado.

Na Tabela 5, podemos perceber que a taxa de crescimento do poder do teste é
maior para maiores valores do parametro ¢. Por exemplo, com ¢ = 10, todas as estatisticas
alcancaram 100% de rejeicao da hipdtese nula com § = 1,5, ja com ¢ = 0,5 ainda nao
foi alcancada a rejeicao com 0 = 2 ou § = —2. Além disso, podemos perceber que para
maiores valores de ¢, o poder do teste foi parecido em todos os testes. No entanto, em
valores menores de ¢, o teste LR apresentou o poder um pouco maior que os demais,
mas, ainda assim, nao deve ser escolhido em relagao aos demais devido aos resultados
encontrados na Secao 4.1. Também podemos mencionar que o teste Bartlett-bootstrap
apresentou resultados similares aos do teste LR e que os testes de Skovgaard tiveram

resultados inferiores que os de Bartlett.
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Tabela 5 — Taxa de rejeigao (%) da hipétese nula para Hy : 1 = 2 =4

) -2 -1,5 -1 -=0,5 0 0,5 1 1,5 2
¢  Estatistica
LR 97,90 91,00 66,14 22,73 4,91 2517 76,35 97,46 99,61
LRy 93,00 84,87 61,40 21,65 4,91 24,34 71,71 93,99 96,41
LRy 95,37 86,83 60,03 20,04 5,03 22,63 71,07 95,09 97,98
0,5 LRss 95,03 86,55 60,24 20,35 5,01 23,11 71,30 94,86 97,74
LR1 91,36 82,46 57,58 19,98 4,74 24,69 70,76 91,20 94,22
LRko 91,19 82,23 57,40 19,84 4,84 2433 70,25 90,97 93,97
LRpoot 97,76 90,40 65,21 22,41 4,94 2497 7591 97,34 99,32
LR 98,76 94,28 73,10 25,80 5,03 29,77 82,90 98,94 100
LRy 94,27 89,44 70,19 25,19 4,96 29,63 79,48 9540 100
LRy 98,10 93,18 71,81 25,06 4,99 29,43 81,80 98,49 100
1 LR 97,90 92,93 71,82 25,13 4,92 29,46 81,83 98,41 100
LRsk1 96,53 90,54 69,20 24,21 4,95 30,56 81,22 97,16 100
LRx2 96,53 90,46 69,15 24,06 4,94 30,26 80,91 97,04 100
LRboot 98,72 93,99 72,71 25,72 5,00 29,58 82,46 98,84 100
LR 100 100 99,75 77,53 4,78 82,53 99,97 100 100
LRy 100 99,93 99,74 7743 4,78 82,51 99,96 100 100
LRy 100 99,98 99,74 77,40 4,78 82,51 99,96 100 100
10 LRss 100 99,98 99,74 77,38 4,79 82,50 99,96 100 100
LRsk1 100 100 99,74 76,97 4,81 83,14 99,97 100 100
LRk 100 100 99,74 76,99 4,82 83,05 99,97 100 100
LRpoot 100 100 99,74 7754 4,89 82,773 99,96 100 100
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5 Aplicacao

Para ilustrar os resultados obtidos nesse trabalho, consideramos um conjunto de
dados analisado por Rosillo, Martin e Egido (2010) e Medeiros, Ferrari e Lemonte (2017),
sobre o tempo de vida de 14 observagoes sobre lampadas fluorescentes. Segundo os autores,

podemos estabelecer a seguinte relacao funcional:

T24

2
T2 .
logﬂizni:50+51$1i+ﬁ2x2' +ﬁ3( ) ) 2217 R 147

3i T3
em que as covariaveis xi, xs € x3 representam o brilho no tempo inicial, a voltagem e a
voltagem nominal, respectivamente, e a variavel resposta, y, representa o tempo de vida
das ldmpadas. Medeiros, Ferrari e Lemonte (2017) propuseram um modelo de regressao
log-gama para esse conjunto de dados, entretanto, como pode ser visto na Figura 5, os
wormplots (Buuren e Fredriks, 2001) de ambos os modelos. O wormplot é um grafico
que compara o quantil da distribuigdo padrao (eixo x) com a diferenga entre o residuo
quantilico (Dunn e Smyth, 1996) e o quantil da normal padrao (eixo y). Valores préximos
a zero no eixo y indicam um bom ajuste do modelo, as parabolas funcionam como limites
de confianga e a linha de tendéncia pode indicar se ha problemas na média (segmento de
reta paralela ao eixo das abscissas), varidncia (segmento de reta inclinado), assimetria
(curva em formato de U) ou curtose (curva em formato de S) do modelo ajustado. Como o
modelo de regressao beta-prime apresentou seus desvios proximos ao do eixo das abscissas,
assim como o modelo log-gama, entao a distribuicao beta-prime pode ser utilizada como

distribuicao da variavel resposta.

Deviation
Deviation

Unit normal quantile Unit normal quantile

(a) Modelo log-gama (b) Modelo beta-prime

Figura 5 — Wormplots dos modelos ajustados

Apébs ajustarmos o modelo de regressao beta-prime com pardmetro de precisao

desconhecido, os EMV, os desvios-padrao, as estatisticas da razao de verossimilhancas dos
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testes Ho : B =0, j =1, 2, 3, e seus respectivos p-valores sao apresentados na Tabela 6.
Os dados foram ajustados a partir do software livre R (R Core Team, 2021) e com o auxilio
dos pacotes BPmodel (Santos-Neto et al., 2022) e GAMLSS (Rigby e Stasinopoulos, 2005).

Tabela 6 — Estimativas de maxima verossimilhanga (EMV), desvios-padrao (DP), estatis-
tica da razao de verossimilhancas (LR) e p-valor do modelo ajustado.

Estimadores EMV DP LR p-valor
Bo —18,354 1,485 — —
B —7,426 3,623 3,8413 0, 0500
By 35,247 3,059 35,0131 < 0,0001
By —16,713 1,575 33,2267 < 0,0001
o 4,802 0,384 — —

A um nivel de significAncia de 5%, nao ha fortes evidéncias para rejeitar Ho : 51 = 0,
j& que seu p-valor foi 0,0500. Portanto, por se tratar de uma amostra de tamanho pequeno,
o valor da estatistica pode sofrer alteragoes relevantes ao aplicarmos as corre¢oes. Na
Tabela 7, todas as corre¢oes diminuiram o valor da estatistica de teste, aumentando seus
p-valores. Logo, com as estatisticas corrigidas, nao rejeitamos a hipétese nula a um nivel
de 5% com maior seguranca. Por exemplo, com a estatistica LRy3, o valor da estatistica foi
de 2,6590, com p-valor de 0,1030, o que gera mais segurancga para a rejeicao da hipdtese

nula.

Tabela 7 — Estatisticas de teste e p-valores para testar Hg : 1 = 0 contra Hg : 51 # 0.

Estatistica valor p-valor

LR 3,8413  0,0500
LRy, 2,9373  0,0866
LRy 2,8237 0,0929
LRy3 2,6590 0,1030
LRy 2,5191 0,1125
LR 2 2,6320 0,1047

LRpoot 2,7280 0,0986
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6 Consideracoes Finais

Nesse trabalho, derivamos um fator de correcao de Bartlett e o ajuste de Skovgaard
para o teste da razao de verossimilhangas em modelos de regressao Beta-prime. Além
disso, comparamos numericamente, a partir de simulagoes de Monte Carlo, o teste da
razao de verossimilhancas usual com os trés testes corrigidos por Bartlett, com os dois
testes corrigidos por Skovgaard e o teste corrigido por Bartlett-bootstrap. Por fim, também

realizamos uma aplicagdo com dados reais.

Como resultados, podemos mencionar que, como esperado, o teste da razao de
verossimilhancas teve uma taxa de rejeicao empirica superior ao nivel nominal. Entretanto,
nos testes corrigidos, essa taxa de rejeicao se mostrou mais préxima do nivel nominal, com
destaque para as estatisticas LRy3, LRg1 € LRpoor. Também podemos destacar que, na
aplicagao, ao usar o teste da razao de verossimilhancas, um dos parametros da regressao
apresentou um p-valor muito préximo do nivel de significincia. Entretanto, ao utilizar os

testes corrigidos, o p-valor aumentou consideravelmente.

Como projetos futuros, pode-se pensar em: desenvolver fatores de correcao Bartlett
e de Skovgaard do teste da razao de verossimilhancas para modelos de regressao beta-prime
com precisao variada; derivar outros tipos de correcao, como de viés a matriz de variancia
de segunda ordem ou de coeficiente de assimetria, e aprimoramento de outros testes, como

o escore e gradiente, com o fator de correcao tipo-Bartlett.
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APENDICE A — Vetor escore, matriz

Hessiana e matriz de informagcao de Fisher

Definimos, ap6s algumas analises, as quantidades

8’”% am(b

Qi (m) = o ) b(m) = o’
yl * (071)
_ 1 , - _d’b 5

Y; og (1 n y@-> Hy
1 yzﬂl * (1,1)
YT\ gt ) o=l
em que
A = d(k,m i, 8) = (14 0)" (07 (114 0) + 6 +2) = 7Y (1 + ).

i) r(k,m,pi, @) = (14 ) 0D ((1+ ¢) + ¢+ 2) — b (i(1 4 9))
— 9" (9 +2)
5™ = 4k, m, g, 9) = (1+ 9) 0™ (1 + ) + 6 +2),

d"logT'(z)

Vk > 0em > 1. Em que 9™ Y = y
xm

desenvolvemos podem ser resolvidas como

. As derivadas dessas funcgoes que

od"™ m od"™ im . .
i :dlgkﬂ, +1)7 i :k‘dgk 1, )_{_md(k, +1)+t(k’ +1)

COm 99 ( (k1)
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Além disso, define-se

D1 = diag (CLl’(l), ey an,(l)) s
)T *

)

Y =i 0
v =i )

)
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Logo, os componentes do vetor escore sao dadas por:

Us(6) = (1+¢)X " Di(y" — i),
Us(0) = 17 (y" — )b

Além disso, define-se as matrizes

E3 = dlag (d(1272)a/i(1), ey dSZZ’Q)aZ’(l)) s

Dy = By +diag (1 +¢)(y] — p})ar), -, (1+6) (U5 — 1)an) »
E, = diag (r§2’2)b%1), cee T£L2’2)b%1)) ,
D, = E, + diag ((yi — p}bey, - (U — 13)bez )

Es = diag [(jud"” + 1) ax by, (nd? + 102 an b
D; = E; + diag ((y{ — py)ay,mybay, -, (Y — ui)an,a)b(n) :

entdo, as matrizes Hessiana e de informacgao de Fisher sao dadas respectivamente por

X"D;X X'Ds;1 % XTE;X XTE:sl
1"D;X 1'D,1 1"TE;: X 1TE;1



40

APENDICE B - Cumulantes

Com as fungoes presentes no Apéndice A, os cumulantes de até quarta ordem, apds

uma algebra exaustiva, sao dados por

n
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t(‘174)53 y(1+ 3 + 3u8) + £V bybeay (3 + 6p1;) + 1V b+
" ‘”b(l)(:% +6p11) + 66 b(1ybea) ) @i 1) Tir,

n

4.4 3,3 2,2
Fooso = D [ri" bty + 6r 00 by + 1D (360 + 4bay b))

Krst = — Zn: {dz@’maiy(l)ai,@)xwmismit} ,

frns = =3 [P 1) s bains)
I e

s = — 30 [0 107 by

Kegr = — En: :(dEI’Q)M + tEI’Q)) ai,(l)bi,(Q)xir} ;
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Krsu = — 12::1 {dEM)a?,(z)xirxisxitxm} + KrshKtu,
Krsitp = —i [dl(-l’mai,(l)ai’(g)b(l)a:irxisxit} + KrsKig,
ot = — 3 [40Da2 W i) + v,
rsiso = = 3 [(@02 s+ 102 a1 oybioy ] + st
wrass = = 30 [(00 74 107 o] + o
rovsn = = [Pt +nd
ot = _z 402 as )00 015100
rsto = — 3 [(@2 s + 102 a1 pbeayatisi]
oo = —Z 48?0, 0y by Zarioz
Frass = —z (a0 +107) 0, @by i)
Krgg,s = — Zn: {dz(172)az‘2,(1)b(2)xirxis] 7
Krgg,p = —i :(dEO’Q)/u + tgo’z)) az‘,(l)b(l)b@)xir} ,

Repgr = — an :(dz(l’z)#i + 752('1’2)> %(1)5(3)%4 )

T (2,2
Fooss = =2 |11 bba)
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T— [d§3’3)ai(1)ai7(2)xi,,xisxitxiu} — ek,

ot = _z [(d%9 s+ 822 as 1y aopboywintisie] — g
bnsto = — 30 [PV 4 by isi] — g

e = — 30 [(d02 109 (14 21) o)y i) — Fration.
s = = 3 (@915 809 a2 tis] — Krotine

Krsgp = — zn: :(d52’3)m + t§2’3)) a?,(1)b(2)$z'rxz‘s} — Krshge,

Koprs = —i (a2 + 109 (1 + 2m) ) a5, bF i | — Frghiv,
Frpp = —i [(d 02 + 6 (14 200) ) a5 (1) bbayir| = Frokigs,
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APENDICE C — Ajuste de Skovgaard

Utilizando as fungoes do Apéndice A, desenvolvemos as seguintes quantidades:

E(yz) = Wy, Va?”(@/:) = _dEO 2)7
B(y;) = i, Var(y;) = —r{?,
Couy; i) = — (A" + %) | Cou(Y_yi, > ui) = Y. Var(y;),
COU(Z y;7 Z y:) = Z Var(y;% COU(Z yja Z y:) = Z COU(y;, y;)7
=1 =1 =1 =1 =1 =1
Cov(y,log(1 +y;)) = "7 Cov(>_yi > log(1+y:)) =Y Cou(y;,log(1+u;)),
=1 =1 =1
Var(log(1 + ;) = dZ(O,Q) - TZ(0,2)7 Var (Z log(1 4+ yz)> = Z Var(log(1+ y;)).

=1 =1

Além disso, defina as quantidades

"™ = d(k,m, fi;, §), ™ = d(k,m, fis, §),
ﬁ’“m = t(k,m, fii, §), 15 = t(k,m, fiz, 0),
T(k m :U“la )7 ?ik’m) = T<k7m7 /jia gg),
i,(1) = i(1) = )
87711 Wi=1s 87}1@ i =H
~ 0¢ ~ 0o
bay = =— boyy= —|
O s ] P
e as matrizes
b\l = diag(al,(1)7 SRR an,(l))a 51 = diag(&l,(l)a SRR an,(l)))
ﬂ:diag(ﬁla'--a lan>7 M:diag(ﬁla'--a /jTL)?
‘/1 = _diag(d\g()’z% SRR 622(1072))7 C = _diag@(lo’z)a R 51072))7

V, = —diag(?§0’2), B L N ol

Seja Up, (0) o i-ésimo elemento do sub-vetor escore Ug(@). Entao
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Eg [Us, (0)Us,(02)]lg_5 6,5 = Cov (Us,(0),Up,(02))lg_g0,_5

= Cov (Z(l +o)iaimzi| Y (14 d)yiaia)is

i=1 0=0 =1

Z(l + ¢)( + ¢) COU(yz v Yi )’ ( )CLZ 1) TirLis

i=1

=—(1+ @(1 + &) Z ggm)az’,(l)ai,(l)%r%s,

Ey [UBT(0>U¢(02)]|9 0.0.=0 ( U¢> 02))'9;@9226

(Z 1+ ¢) Y; @ (1) Tir

I
M:

CO’U(yZ ‘9 o Yi ‘92 )a@',(1)b(1)$ir
1

—(1+¢) Z (67(0 i @(0’2)> as (1)b) Tirs

-
Il

s
Il
R

M3 II>

(14 @)y; ai, )i

92=5)

- Z( ¢)00v(yz ‘0 0> Yi ‘02 )al (l)b ) Lir

9=0 i=1

= —(1+9) Z (@O’z)ﬁi + a(o,z)) ai,(1)5(1)ﬂU¢r,

Eg [Us(0)Us(82)]]g_59,-5 = Cov (Us(0),Us(02)|g_5 4,5

= Cov (Z yrbay| L D yrbay

9—0 i=1

92:5)

n

_ZCOU yz|0 0>yz|02 ) 1)b

"N [5(0,2) 2 02)17
= Z{ci( (,uz,uz_].)"’%\( )(MZ+M1+1)+( }b(1)b(1)

=1

Matricialmente,

92=5>
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Eo [Us(0)Up(6,)] |, — (1+¢)(1+¢) X D,ViD, X,
Eq [Uﬁw)%(ez)f sios = 1+ DX Di(ViM + C)1hq),
Eo [Us(0)Up(82)" ]|, 5, 5= (1+)1T(ViM + C) D1 Xy
Ep [Us(0)Us(62)"| oioi =1 [ViMM + C(M + M) + Vz] 1b1)b().
Logo,
5 _ | A+ a0+ aXTDVIDX (1+¢)X T Di(ViM + C)1bg

(1 + ¢7)1T(V1.//\\/l + C)ﬁlXB(l) 17 {‘/1.//\\4.7\71 + C(.//\/\l + .7\71) + Vé] 15(1)5(1)

Além disso,

Eg [Us, (0)(£(8) — £(62))]lg_5 6,5 = Cov (Us.(0),£(0) — £(62))ly_54,5

= Cov (Z(l + Q)Y (1)Tir

=1

=1

(149 (Z Var(y?) (@l + 8) — (1 + 3))—

=1

3™ Cou (47 log(1 + 1)) (3 — qs))

=1

> [5G+ ) ~ i1+ 3) ~ og(1 + )G - )]

0=

0
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= Cov <é yib),
Z 7 (A(1+ 6) — Fis(1 + ¢)) — log(1 + ) (¢ ¢>]) .
= Cov (i(ﬂiyf —log(1 — y:)b).
>[50+ ) 71+ 3) ~ og(1 + )6~ 5)}) ;
= 3 [Var(i (i1 +8) = 71 +9)-

Cov(y:, log(1 + 1) (7 (1 + ¢) — (1 + @) + (¢ — )+
Var(log(1 +4:)(6 — &) b, 5

-~

= Z[ ~d" (i1 + 6) — (1 + )~

*“WH@ fii(1+ @) + (6 — 6))+
(4" =7 - 9)] b

= 3 [~ — B @1+ B) - a1+ ) +
=1
(d? — 7% — P06 — QE)] by

St

.

S

Matricialmente,

Ep [Us(0)(€(0) = £(0:))ly_g4,5 = 1+ &)X Dy [Vi (1 + 9)M — (1+HM) + (6 - $)C| 1,
Ep [Us(0)(U(8) — L(0:)ly_gg,5=1" [(ViM+C) (1 + )M~ (1+ M)+
(¢ —0) (CM + V= C)| 1b).

Logo, apos essa algebra tediosa,

5 (1+ )X D [Vi ((1+6)M - (1+)M) + (6 - 9)C] 1
1T [(ViM +C) (14 OM — (1+ M) + (6~ &) (CM + V5 — C)] 1y,
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