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Resumo
Nesta dissertação, abordamos o problema de testar hipóteses em modelos de regressão
beta-prime em amostras de tamanho pequeno e moderado. Focamos no teste de razão
de verossimilhanças, o qual pode não ser confiável quando o tamanho da amostra não
é grande o suficiente para garantir uma boa aproximação entre a distribuição exata da
estatística de teste e a correspondente distribuição assintótica qui-quadrado. As correções
de Bartlett, Skovgaard e Bartlett-bootstrap tradicionalmente atenuam a distorção do
tamanho do teste. Neste trabalho, derivamos a correção de Bartlett e um ajuste de
Skovgaard para o teste de razão de verossimilhanças em modelos de regressão beta-
prime. Comparamos numericamente os testes usual, corrigidos e bootstrap por meio de
simulações de Monte Carlo. Nossos resultados sugerem que os testes corrigidos e o teste
bootstrap exibem uma probabilidade de erro do tipo I mais próxima do nível nominal
estabelecido. Os testes corrigidos analiticamente apresentam a vantagem de não exigir
cálculos computacionalmente intensos. Apresentamos uma aplicação a dados reais para
ilustrar a utilidade dos testes modificados.

Palavras-chave: Modelos de regressão beta-prime. Teste da razão de verossimilhanças.
Correção de Bartlett. Ajuste de Skovgaard. Correção de Bartlett bootstrap.



Abstract
This paper deals with the issue of testing hypotheses in beta-prime regression models in
small and moderate-sized samples. We focus on the likelihood ratio test, which is unreliable
when the sample size is not large enough to guarantee a good approximation between
the exact distribution of the test statistic and the corresponding chi-squared asymptotic
distribution. Bartlett, Skovgaard and Bartlett-bootstrap corrections typically attenuate
the size distortion of the test. Here, we derive a Bartlett correction and a Skovgaard
adjustment for the likelihood ratio test on beta-prime regression models. We numerically
compare the usual, corrected and bootstrapped tests, through simulations. Our results
suggest that the corrected and bootstrapped tests exhibit type I probability error closer
to the chosen nominal level. The analytically corrected tests perform with the advantage
of not requiring computationally intensive calculations. We present a real data application
to illustrate the usefulness of the modified tests.

Keywords: Beta-prime regression models. Likelihood ratio test. Bartlett correction.
Skovgaard adjustment. Bartlett bootstrap correction.
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1 Introdução

Em modelos de regressão, geralmente é de interesse testar hipóteses sobre os
parâmetros do modelo. Considere o problema de testar a hipótese de que um sub-vetor
de parâmetros da regressão é igual a um vetor de valores constantes (H0; hipótese
nula) contra a hipótese de que esse sub-vetor é diferente do vetor de valores constantes
(H1; hipótese alternativa). Uma forma de testar essas hipóteses é considerar o teste
da razão de verossimilhanças (Wilks, 1938), que, sob a hipótese nula, tem distribuição
assintótica qui-quadrado. Entretanto, em amostras de tamanho pequeno ou moderado, essa
aproximação qui-quadrado para a distribuição da estatística da razão de verossimilhanças
pode apresentar resultados distorcidos, como, por exemplo, no tamanho do teste.

A fim de corrigir possíveis distorções no teste da razão de verossimilhanças, podemos
aplicar a correção de Bartlett (Bartlett; Lawley, 1937, 1956), cuja fórmula é composta de
cumulantes de até quarta ordem do logaritmo da função de verossimilhança. Essa correção
foi amplamente estudada na literatura em diversos modelos. Por exemplo: Medeiros, Ferrari
e Lemonte (2017) analisaram, dentre outros tipos de correção, a correção de Bartlett em
modelos de dispersão; Medeiros e Lemonte (2021) compararam as correções de Bartlett
com outros tipos de correção em modelos exponenciais na presença de censura; Melo
et al. (2022) desenvolveram a correção de Bartlett para o modelo de regressão Dirichlet
multivariado; Araújo, Cysneiros e Cysneiros (2022) derivaram a correção de Bartlett em
modelos lineares simétricos heteroscedásticos; e Carneiro et al. (2023) desenvolveram uma
correção para os modelos de regressão Kumaraswamy.

Outra forma de corrigir as distorções é a partir da aproximação do ajuste de
Skovgaard (Skovgaard, 2001), cuja fórmula é menos complicada do que a correção de
Bartlett, já que utiliza cumulantes de até segunda ordem. Essa correção também já foi
amplamente estudada na literatura. Ferrari e Pinheiro (2011) e Bayer e Cribari-Neto
(2013) derivaram o ajuste de Skovgaard para o modelo de regressão beta; Perette (2019)
implementaram computacionalmente o ajuste para os modelos elípticos; Rauber, Cribari-
Neto e Bayer (2020) derivaram o ajuste para o modelo de regressão beta em que a função
de ligação para o parâmetro da média depende de um parâmetro adicional; Guedes,
Cribari-Neto e Espinheira (2020) desenvolveram, dentre outras correções, a correção de
Skovgaard para o modelo gama; e Melo et al. (2022) desenvolveram uma correção de
Skovgaard para os modelos Dirichlet.

Uma terceira alternativa para reduzir as distorções é a partir da correção de
Bartlett-bootstrap (Rocke, 1989). Esse método de correção é computacionalmente mais
intensivo que os demais, porém é tão preciso quanto a correção de Bartlett e de Skovgaard,
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o que pode ser mais prático quando o cálculo dos cumulantes é muito complexo, uma vez
que não necessita dessas quantidades. Essa correção também já foi amplamente considerada
na literatura (ver Loose, Bayer e Pereira (2017), Loose, Valença e Bayer (2018), Araújo,
Cysneiros e Montenegro (2020), Canepa (2020) e Carneiro et al. (2023)).

No entanto, não encontramos na literatura correções para o teste da razão de
verossimilhanças no modelo de regressão beta-prime (Bourguignon, Santos-Neto e Castro,
2018), em que a variável resposta segue uma distribuição beta-prime (Keeping; McDonald,
1962, 1984), uma distribuição com suporte positivo que pode ser útil no contexto de análise
de sobrevivência, como uma alternativa a modelos tradicionais, como o modelo gama ou
Weibull (ver Kosmidis e Firth (2019), Korkmaz e Gökgöz (2020), Zhang, Wang e Peng
(2021)). Portanto, no nosso trabalho, desenvolvemos as correções de Bartlett, de Skovgaard
e de Bartlett-bootstrap nos modelos de regressão beta-prime e realizamos simulações de
Monte Carlo para compararmos numericamente a probabilidade do erro de tipo I (tamanho
do teste) e o poder do teste da razão de verossimilhanças com os testes corrigidos. Este
trabalho será útil para obter conclusões mais precisas quando a distribuição da variável
resposta é beta-prime e não é possível aumentar o tamanho da amostra, como, por exemplo,
por falta de recursos ou de tempo.

No Capítulo 2, apresentamos a distribuição beta-prime e os modelos de regressão
beta-prime. No Capítulo 3, apresentamos o teste da razão de verossimilhanças e desenvolve-
mos as correções de Bartlett, Skovgaard e Bartlett-bootstrap. No Capítulo 4, apresentamos
as simulações de Monte Carlo para avaliar o desempenho de cada teste e, por fim, no
Capítulo 5, consideramos uma aplicação a um conjunto de dados reais.
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2 Modelos de regressão beta-prime

2.1 Distribuição beta-prime

Seja X uma variável aleatória que segue uma distribuição beta-prime (Keeping;
McDonald, 1962, 1984) de parâmetros α e β, denotada por BP (α, β). A sua função de
densidade de probabilidade é dada por

fX(x) = xα−1(1 + x)−α−β

B(α, β) , x > 0,

em que α e β são valores positivos que representam os parâmetros de forma e B(α, β) =∫ 1
0 t

α−1(1 − t)β−1dt representa a função beta. O valor esperado e a variância de X são
dados, respectivamente, por:

E(X) = α

β − 1 , para β > 1 e V ar(X) = α(α + β − 1)
(β − 2)(β − 1)2 , para β > 2.

Essa distribuição pode ser obtida pela chance de uma distribuição beta (Johnson, Kotz e
Balakrishnan, 1995), isto é, se Z ∼ Beta(α, β), então

X = Z

1 − Z
∼ BP (α, β).

Bourguignon, Santos-Neto e Castro (2018) propuseram uma reparametrização da
distribuição beta-prime em função da média, com função densidade de probabilidade dada
por:

fY (y) = yµ(ϕ+1)−1(1 + y)−[µ(ϕ+1)+ϕ+2]

B(µ(ϕ+ 1), ϕ+ 2) , y > 0,

em que os parâmetros µ > 0 e ϕ > 0 representam, respectivamente, a média e a precisão,
o que torna essa reparametrização mais interpretável em termos dos parâmetros. Se
Y ∼ BP (µ, ϕ), então

E(Y ) = µ e V ar(Y ) = µ(1 + µ)
ϕ

.

Além disso, a sua função de distribuição acumulada igual a

Fy(y) = I y
1+y

(µ(ϕ+ 1), ϕ+ 2) = 1
B(µ(ϕ+ 1), ϕ+ 2)

∫ y
1+y

0
tµ(ϕ+1)(1 − t)ϕ+2dt
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É possível associar os parâmetros de Y ∼ BP (µ, ϕ) com os parâmetros de X ∼
BP (α, β) a partir das seguintes relações

µ = α

β − 1 e ϕ = β − 2.

Na Figura 1 apresentamos os gráficos das funções densidade de probabilidade e
funções de distribuição acumulada da distribuição beta-prime para diferentes valores de µ
e ϕ. É possível perceber que, em geral, a distribuição beta-prime é assimétrica à esquerda,
porém, quando ϕ → ∞, a distribuição tende a ficar simétrica. Além disso, maiores valores
de µ podem afetar a curtose, deixando-a mais platicúrtica.

(a) Função densidade de probabilidade. (b) Função de distribuição acumulada.

Figura 1 – Função densidade de probabilidade e função de distribuição acumulada da
distribuição beta-prime.

2.2 Modelos de regressão beta-prime

Seja y = (y1, . . . , yn)⊤ um vetor de dimensão n formado por variável aleatórias
independentes, yi ∼ BP (µi, ϕ), para i = 1, . . . , n, e xi = (1, xi1, . . . , xip−1)⊤ um vetor
de dimensão p (p < n), de variáveis explicativas relacionadas ao i-ésimo indivíduo e
X = (x1, . . . , xn)⊤ uma matriz de dimensão n× p, de posto(X) = p. Podemos relacionar
a média das observações com as variáveis explicativas a partir da seguinte relação

g1(µi) = x⊤
i β = η1i, (2.1)

em que β = (β0, β1, . . . , βp−1)⊤ é um vetor de parâmetros desconhecidos de dimensão p e
g1(·) é uma função estritamente monótona, contínua, inversível e diferenciável pelo menos
duas vezes, denominada de função de ligação. Nesse caso, essa função possui domínio
positivo e imagem real. Alguns exemplos de funções de ligação são apresentados na Tabela
1. Alem disso, consideramos uma função de ligação para o parâmetro ϕ, isto é, g2(ϕ) = η2.
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Tabela 1 – Exemplos de função de ligação.

Função Fórmula Inversa
Identidade µi = η1i µi = η1i

Logarítmica log(µi) = η1i µi = exp(η1i)

Raiz quadrada √
µi = η1i µi = η2

1i

O logaritmo da função de verossimilhança é dado por:

ℓ(θ; y) =
n∑

i=1
ℓ(µi, ϕ; yi), (2.2)

em que θ = (β⊤, ϕ)⊤, é um vetor de dimensão k com k = p+ 1 e

ℓ(µi, ϕ; yi) = [µi(1 + ϕ) − 1] log yi − [µi(1 + ϕ) + ϕ+ 2] log(1 + yi) − log[Γ(µi(1 + ϕ))]

− log[Γ(ϕ+ 2)] − log[Γ(µi(1 + ϕ) + ϕ+ 2)].

O vetor escore de θ é dada por U(θ) = (Uβ(θ)⊤, Uϕ(θ))⊤, com

Uβ(θ) = (1 + ϕ)X⊤D1(y∗ − µ∗) e Uϕ(θ) = 1⊤(y⋆ − µ⋆) ∂ϕ
∂η2

,

em que,

y∗
i = log

(
yi

1 + yi

)
, µ∗

i = ψ(0) (µi(1 + ϕ)) − ψ(0) (µi(1 + ϕ) + ϕ+ 2) ,

y⋆
i = log

(
yµi

i

(1 + yi)1+µi

)
, µ⋆

i = µi

(
µ∗

i + 1
µi

(
ψ(0) (ϕ+ 2) −

D1 = diag
(
∂µ1

∂η11
, . . . ,

∂µn

∂η1n

)
, ψ(0) (µi(1 + ϕ) + ϕ+ 2)

))
,

y∗ = (y∗
1, . . . , y

∗
n)⊤, µ∗ = (µ∗

1, . . . , µ
∗
n)⊤,

y⋆ = (y⋆
1, . . . , y

⋆
n)⊤, µ⋆ = (µ⋆

1, . . . , µ
⋆
n)⊤.

Mais detalhes sobre essas quantidades estão presentes no Apêndice A e casos mais
gerais podem ser encontrados em Bourguignon, Santos-Neto e Castro (2018).

Os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) de β e ϕ, denotados por β̂ e ϕ̂,
são encontrados a partir da solução simultânea das equações Uβ(θ) = 0 e Uϕ(θ) = 0. Como
esses estimadores não possuem uma forma analítica fechada, uma maneira de determiná-los
é partir de métodos numéricos, como os algoritmos de otimização não linear de Newton
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ou quase-Newton (ver Press et al. (1992)). Para calculá-los computacionalmente, pode-se
utilizar o pacote BPmodel (Santos-Neto et al., 2022), implementado no software R (R
Core Team, 2021), um pacote que, além de conter funções para obtermos os quantis, as
probabilidades, as funções densidade e números aleatórios da distribuição beta-prime,
também contém funções para ajustarmos os modelos de regressão beta-prime na mesma
sintaxe do pacote GAMLSS (Rigby e Stasinopoulos, 2005).

As matrizes Hessiana e de informação de Fisher são dadas, respectivamente, por

J =
X⊤D3X X⊤D51

1⊤D5X 1⊤D41

 e K =
X⊤E3X X⊤E51

1⊤E5X 1⊤E41

 .
Mais detalhes sobre essas matrizes podem ser encontrados no Apêndice A. Sob

condições de regularidade (Cox e Hinkley, 1979), tem-se que

√
n

β̂ − β

ϕ̂− ϕ

 D−−→ Nk

(
0,K−1

)
,

em que D−→ representa a convergência em distribuição e K−1 representa a inversa da matriz
de informação de Fisher.



17

3 Teste da razão de verossimilhanças

Considere o modelo paramétrico descrito em (2.1) e o logaritmo da função de
verossimilhança apresentado em (2.2). O vetor de parâmetros desconhecidos θ pode ser
particionado em θ = (θ⊤

1 , θ⊤
2 )⊤, em que θ1 é um vetor de dimensão q, que representa os

parâmetros de interesse, e θ2 é um vetor de dimensão (k−q), que representa os parâmetros
de perturbação. Para testar a hipótese nula

H0 : θ1 = θ0,

contra a hipótese alternativa

H1 : θ1 ̸= θ0,

sendo θ0 um vetor de dimensão q contendo valores conhecidos, podemos utilizar a estatística
da razão de verossimilhanças (Wilks, 1938), definida por

LR = 2
[
ℓ(θ̂; y) − ℓ(θ̃; y)

]
,

em que θ̃ =
(
θ⊤

0 , θ̃⊤
2

)⊤
e θ̂ =

(
θ̂⊤

1 , θ̂⊤
2

)⊤
representam, respectivamente, os EMV de θ

sob a hipótese nula e sob a hipótese alternativa. Sob a hipótese nula, quando n → ∞, a
distribuição da estatística LR é aproximadamente χ2

q com erro de aproximação O(n−1).
Logo, rejeitamos H0, a um nível de significância α fixado, se o valor observado de LR for
maior que χ2

q;1−α, em que χ2
q;1−α é tal que P (χ2

q < χ2
q;1−α) = 1 − α.

Entretanto, em amostras de tamanho pequeno ou moderado, essa aproximação
pode apresentar distorções no tamanho do teste. Para corrigir essas possíveis distorções,
podemos utilizar algumas correções, como, por exemplo, a correção de Bartlett (Bartlett;
Lawley, 1937, 1956), a aproximação de Skovgaard (Skovgaard, 2001) ou a correção de
Bartlett-bootstrap (Rocke; Efron, 1989, 1979). A distribuição assintótica de todas as
estatísticas corrigidas é χ2

q, com erro de aproximação de ordem O(n−2) e o critério de
rejeição da hipótese nula é análogo ao teste usual, isto é, rejeitamos H0 se o valor da
estatística corrigida for maior do que o quantil da distribuição qui-quadrado para um nível
de significância fixado.



Capítulo 3. Teste da razão de verossimilhanças 18

3.1 Correção de Bartlett

A correção de Bartlett, proposta por Bartlett (1937) e generalizada por Lawley
(1956), tem uma fórmula polinomial, em que a estatística LR é multiplicada por um fator,
denominado de fator de correção de Bartlett, tal que o teste corrigido possui um nível de
distorção no tamanho do teste menor do que o teste usual (Bartlett; Rocke, 1937, 1989).
Três possíveis versões da estatística da razão de verossimilhanças corrigidas por Bartlett
são

LRb1 = LR
1 + c

,

LRb2 = LR exp(−c),

LRb3 = LR(1 − c),

em que c = εk − εk−q

q
e

εk =
∑

θ

(λrstu − λrstuvw),

λrstu = κrsκtu
(
κrstu

4 − κ
(u)
rst + κ

(su)
rt

)
,

λrstuvw = κrsκtuκvw
[
κrtv

(
κsuw

6 − κ(u)
sw

)
+ κrtu

(
κsvw

4 − κ(v)
sw

)
+ κ

(v)
rt κ

(u)
sw + κ

(u)
rt κ

(v)
sw

]
.

Os índices r, s, t, u, v e w percorrem os índices do vetor θ. Os κ’s são chamados
de cumulantes e são definidos por κrs = E (∂2ℓ(θ)/(∂θr∂θs)) , κ(t)

rs = ∂κrs/∂θt, κrst =
E (∂3ℓ(θ)/(∂θr∂θs∂θt)) , κ(tu)

rs = ∂2κrs/(∂θt∂θu), κ(u)
rst = ∂κrst/∂θu, κrstu = E (∂4ℓ(θ)/

(∂θr∂θs∂θt∂θu)) e assim por diante. Além disso, κrs representa o elemento de ordem (r, s)
da inversa da matriz de informação de Fisher. O mesmo cálculo deve ser utilizado para
encontrar εk−q dentre os índices do vetor θ2.

Obter o fator de correção de Bartlett a partir desses somatórios pode ser muito
trabalhoso, já que a matriz de informação de Fisher não é bloco diagonal. Com o objetivo
de simplificar e reduzir o tempo de cálculo, podemos utilizar as expressões matriciais
propostas por Cordeiro (1993).

Defina as matrizes A(tu), P (t) e Q(u) de ordem k × k para t, u = 1, . . . , k. Os
elementos de ordem (r, s) dessas matrizes são definidos, respectivamente, por

A(tu)
rs = κrstu

4 − κ
(u)
rst + κ

(su)
rt ,

P (t)
rs = κrst,

Q(u)
rs = κ(r)

su .
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Além disso, defina as matrizes L, M1, M2, M3, N1, N2 e N3, também de ordem
k × k, em que seus elementos de ordem (r, s) são dados por

Lrs = tr
(
K−1A(rs)

)
,

M1(rs) = tr
(
K−1P (r)K−1P (s)

)
,

M2(rs) = tr
(
K−1P (r)K−1Q(s)⊤

)
,

M3(rs) = tr
(
K−1Q(r)K−1Q(s)

)
,

N1(rs) = tr
(
K−1P (r)

)
tr
(
K−1P (s)

)
,

N2(rs) = tr
(
K−1P (r)

)
tr
(
K−1Q(s)

)
,

N3(rs) = tr
(
K−1Q(r)

)
tr
(
K−1Q(s)

)
.

em que tr(.) é o operador traço. Dessa forma, εk pode ser escrito na forma matricial como

εk = tr[K−1(L−M −N)],

sendo M = −1
6M1 +M2 −M3 e N = −1

4N1 +N2 −N3. Nesse trabalho, após uma álgebra
exaustiva, conseguimos encontrar as formas fechadas dos cumulanttes e estão presentes no
Apêndice B.

Um script para gerar a correção de Bartlett do modelo de regressão beta na
linguagem de programação R (R Core Team, 2021) é apresentado em Bayer (2011), o
que serviu de ponto inicial para a implementação computacional do fator de correção de
Bartlett nos modelos de regressão beta-prime.

3.2 Ajuste de Skovgaard

Outra maneira de corrigir a estatística da razão de verossimilhanças é encontrada
em Skovgaard (2001), denominada de ajuste de Skovgaard. Essa correção surge a partir
do teste de sinais modificado de Barndorff-Nielsen (Barndorff-Nielsen; Barndorff-Nielsen,
1986, 1991) e pode ser difícil de ser calculada numericamente. Entretanto, sua aproximação
possui uma fórmula mais simples que a correção de Bartlett, pois só necessitamos de
cumulantes até segunda ordem e, ainda assim, pode apresentar resultados semelhantes.

Há duas maneiras equivalentes de corrigir a estatística LR por meio do ajuste de
Skovgaard, são elas

LRsk1 = LR − 2 log ξ e LRsk2 = LR
(

1 − log ξ
LR

)2

,
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a quantidade ξ é tal que

ξ =

[
|K̃||K̂||J̃11|

]1/2

|Ῡ|
∣∣∣{K̃Ῡ−1ĴK̂−1Ῡ

}
11

∣∣∣1/2

[
Ũ⊤Ῡ−1K̂Ĵ−1ῩK̃−1Ũ

]q/2

LRq/2−1Ũ⊤Ῡ−1ῡ
,

em que Ĵ = J(θ̂), J̃ = J(θ̃), K̂ = K(θ̂) e K̃ = K(θ̃) e a notação .11 representa uma
sub-matriz cujos índices são os índices dos parâmetros de interesse. As quantidades Ῡ
e ῡ são dadas por Υ = Eθ[U(θ)U⊤(θ2)] e υ = Eθ[U(θ)(ℓ(θ) − ℓ(θ2))], substituindo os
valores de θ e θ2 por θ̂ e θ̃, respectivamente. Após uma álgebra tediosa, obtivemos essas
quantidades nesse trabalho para os modelos de regressão beta-prime

Ῡ =
 (1 + ϕ̂)(1 + ϕ̃)X⊤D̂1V1D̃1X (1 + ϕ̂)X⊤D̂1(V1M̃ + C)1b̃(1)

(1 + ϕ̃)1⊤(V1M̂ + C)D̃1X b̂(1), 1⊤
[
V1M̂M̃ + C(M̂ + M̃) + V2

]
1b̂(1)b̃(1)



ῡ =
 (1 + ϕ̂)X⊤D̂1

[
V1
(
(1 + ϕ̂)M̂ − (1 + ϕ̃)M̃

)
+ (ϕ̂− ϕ̃)C

]
1

1⊤
[(

V1M̂ + C
) (

(1 + ϕ̂)M̂ − (1 + ϕ̃)M̃
)

+ (ϕ̂− ϕ̃)
(
CM̂ + V2 − C

)]
1b̂(1)

 ,

em que D̂1 = diag(∂µ̂1
∂η̂1
, . . . , ∂µ̂n

∂η̂n
), D̃1 = diag(∂µ̃1

∂η̃1
, . . . , ∂µ̃n

∂η̃n
) V1 = −diag(d̂(0,2)

1 , . . . , d̂(0,2)
n ),

V2 = −diag(r̂(0,2)
1 , . . . , r̂(0,2)

n ) − V1 + C, C = −diag(t̂(0,2)
1 , . . . , t̂(0,2)

n ), M̂ = diag(µ̂1, . . . ,

µ̂n), M̃ = diag(µ̃1, . . . , µ̃n), b̂(1) = ∂ϕ
∂η2

∣∣∣
ϕ=ϕ̂

e b̃(1) = ∂ϕ
∂η2

∣∣∣
ϕ=ϕ̃

. A distribuição assintó-
tica de LRsk1 e LRsk2 pode ser aproximada pela distribuição χ2

q (Skovgaard, 2001). O
desenvolvimento de como encontrar esses resultados pode ser visto no Apêndice C.

3.3 Correção de Bartlett-bootstrap

Uma alternativa para a correção de Bartlett analítica foi desenolvida por Rocke
(1989) usando o método bootstrap (Efron, 1979). O método bootstrap paramétrico funciona
da seguinte maneira: B amostras são geradas com o modelo sob a hipótese nula, digamos
(y∗1, . . . ,y∗B), substituindo θ por θ̃. Em seguida, a estatística LR é calculada para cada
pseudo-amostra y∗b, b = 1, . . . , B., chamadas de LR∗b, b = 1, . . . , B, tal que

LR∗b = 2
[
ℓ(θ̂∗b; y∗b) − ℓ(θ̃∗b; y∗b)

]
,

em que θ̃∗b e θ̂∗b são, respectivamente, os EMV sob a hipótese nula e sob a hipótese
alternativa, para cada pseudo-amostra b = 1, . . . , B. Seja LR∗ a média das B amostras
bootstrap, isto é, LR∗ = 1

B

∑B
b=1 LR∗b. A estatística da razão de verossimilhanças corrigida

por Bartlett-bootstrap é definida por
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LRboot = q
LR
LR∗ .

Assim como nas demais estatísticas corrigidas abordadas neste capítulo, a distri-
buição assintótica da LRboot é aproximadamente χ2

q com erro de aproximação da ordem
O(n−2).
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4 Simulações

Realizamos algumas simulações de Monte Carlo para avaliar o tamanho do teste,
ou seja, a taxa de rejeição da hipótese nula quando esta é verdadeira, e o poder do teste, o
qual é a taxa de rejeição da hipótese nula quando esta é falsa, da razão de verossimilhanças
(LR) e dos testes corrigidos LRb1, LRb2, LRb3, LRsk1, LRsk2 e LRboot. As simulações foram
realizadas no software R (R Core Team, 2021) e com o auxílio dos pacotes BPmodel (Santos-
Neto et al., 2022) e GAMLSS (Rigby e Stasinopoulos, 2005). Os códigos e resultados desses
experimentos estão disponíveis no github 1.

4.1 Tamanho do teste

O seguinte modelo foi considerado nos experimentos da simulação:

log(µi) = β0 + β1x1i + . . . + βqxqi + . . . + βp−1xp−1i, i = 1, . . . , n,

em que x1i, . . . xp−1i foram extraídas de uma distribuição uniforme no intervalo (0, 1);
µ = (µ1, . . . , µn)⊤ representa o vetor de médias de y = (y1, . . . , yn)⊤, um vetor aleatório
em que cada termo é independente e yi ∼ BP (µi, ϕ). Testamos as hipóteses H0 : β1 = 0
contra H1 : β1 ̸= 0, sendo β1 = (β1, . . . , βq)⊤. A reparametrização para o ϕ foi a
logarítmica, isto é, η2 = log ϕ.

Para o tamanho da amostra (n), os valores escolhidos foram n = 20, 30 e 40; para
o parâmetro de precisão (ϕ), os valores escolhidos foram ϕ = 0, 5, 1 e 10; para o tamanho
do vetor β (p), foram escolhidos os valores p = 3, 4 e 5 e, por fim, para a quantidade de
restrições sob a hipótese nula (q), as quantidades escolhidas foram q = 1, 2 e 3. Foram
realizadas 10000 réplicas Monte Carlo para cada combinação de valores escolhidos e 600
réplicas bootstrap (B = 600). Além disso, fixamos os valores de βi = 0, para i = 1, . . . , q e
βi = 1 para i = 0, q + 1, . . . p− 1.

Na Tabela 2 é possível observar as taxas de rejeição da hipótese nula H0 : β1 = 0
com p = 3 para cada estatística. Como esperado, o teste da razão de verossimilhanças
usual apresentou uma taxa mais distorcida que os demais. Por exemplo, para ϕ = 0, 5, n =
20 e α = 10%, o teste usual tem uma taxa de rejeição de 14, 19%. Por outro lado, os
testes corrigidos tiveram as seguintes taxas: 10, 23% ( LRb1), 11, 20% (LRb2), 10, 17%
(LRb3), 9, 52% (LRsk1), 12, 93% (LRsk2) e 9, 47% (LRboot).

Ainda na Tabela 2, podemos perceber que, dentre as estatísticas corrigidas por
Bartlett, a estatística LRb1 apresenta um valor empírico mais próximo do nível nominal
1 https://github.com/IvoSilvestre/bpcorrection
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que a estatística LRb3, como em ϕ = 0, 5, n = 20 e α = 1%, a taxa de rejeição empírica da
LRb1 foi de 0, 94% contra 1, 67% da LRb3. Esse cenário se inverte para valores maiores de
ϕ, por exemplo: para ϕ = 10, n = 20 e α = 10%, as taxas dos dois testes foram iguais a
11, 06% e 9, 98%, respectivamente. Em relação à estatística LRb2, esta apresentou taxas, no
geral, piores que as demais estatísticas de Bartlett, exceto com valores maiores de ϕ e, em
um caso, pior que a estatística LR usual (2, 25% na usual e 2, 49% na LRb2, com α = 1%).
Em relação aos testes corrigidos pelo ajuste de Skovgaard, a estatística LRsk1 apresentou
um nível de correção próximo do nominal e, em alguns casos, até mais próximo do que as
correções de Bartlett e de Bartlett-bootstrap, como em ϕ = 1, n = 20 e α = 10%, em que
a LRb1 e a LRboot tiveram taxas de rejeição iguais a 10, 22% e 9, 72%, respectivamente, e a
estatística LRsk1 teve taxa igual a 9, 91%. Já a estatística LRsk2 teve o pior desempenho
dentre as corrigidas em todos os cenários e, em alguns casos, pior que a estatística LR
(1, 68% na usual, contra 3, 87% na LRsk2 para ϕ = 0, 5, n = 30 e α = 1%).

Para valores diferentes de p e q, as taxas de rejeição da hipótese nula no teste da
razão de verossimilhanças foi maior. Entretanto, encontramos alguns comportamentos
similares dentre as corrigidas. Nas Tabelas 3 e 4, os mesmo padrões de aumento na taxa
de rejeição quando o valor ϕ aumenta para o teste LRb1 (10, 86%, 10, 89% e 11, 48%
para α = 10%, n = 20 e ϕ = 0, 5, 1 e 10, respectivamente, na Tabela 3), o teste LRsk2

apresentando o pior desempenho dentre os testes corrigidos por Bartlett para valores
menores de ϕ (como 2, 00% na taxa de rejeição para α = 1%, n = 20 e ϕ = 1, na Tabela
4) e o teste LRsk1 tendo, em geral, um desempenho melhor que o teste LRsk2 (na Tabela
3, a taxa de rejeição para α = 10%, n = 30 e ϕ = 10 para a LRsk1 foi de 9, 98% contra
10, 16% para a LRsk2). Nesses casos, entretanto, o teste LRsk2 não ultrapassou a taxa de
rejeição do teste da razão de verossimilhanças usual.

Em resumo, a taxa de rejeição do teste da razão de verossimilhanças em amostras
de tamanho pequeno geralmente aumenta quando o número de parâmetros da regressão
(p) e o número de parâmetros a serem testados (q) aumentam. Entretanto, nos testes
corrigidos, em geral, essa taxa de rejeição se mantém próxima do nível nominal.
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Tabela 2 – Taxa de rejeição (%) da hipótese nula para H0 : β1 = 0 com p = 3.

α = 10% α = 5% α = 1%
n 20 30 40 20 30 40 20 30 40

ϕ Estatística
LR 14,19 13,42 12,25 7,90 7,25 6,58 2,25 1,68 1,35
LRb1 10,23 10,54 10,26 5,01 5,29 5,20 1,21 1,08 0,94
LRb2 11,20 11,46 11,33 6,13 6,21 6,22 2,49 2,12 2,00

0,5 LRb3 10,17 11,01 10,99 5,29 5,74 5,89 1,96 1,78 1,67
LRsk1 9,52 10,39 10,38 4,80 5,07 5,11 1,09 0,99 0,97
LRsk2 12,93 13,86 13,77 7,78 8,33 8,24 3,80 3,87 3,77
LRboot 9,47 10,04 9,95 4,64 5,02 5,09 1,06 0,97 0,87

LR 14,31 13,30 12,25 7,83 7,44 6,53 2,30 1,87 1,80
LRb1 10,22 10,69 10,47 5,24 5,46 5,13 1,29 1,09 1,29
LRb2 10,27 10,73 10,62 5,52 5,55 5,35 1,67 1,28 1,53

1 LRb3 9,60 10,43 10,40 5,15 5,31 5,20 1,41 1,16 1,38
LRsk1 9,91 10,65 10,26 5,09 5,26 5,11 1,16 1,10 1,27
LRsk2 12,77 13,56 13,38 7,65 7,93 8.08 3,42 3,54 3,84
LRboot 9,72 10,61 10,27 4,84 5,28 5,02 1,06 1,06 1,18

LR 14,87 12,48 12,02 8,44 6,55 6,41 2,29 1,71 1,32
LRb1 11,06 9,95 10,09 5,62 4,82 5,17 1,09 1,02 0,87
LRb2 10,60 9,84 10,02 5,32 4,73 5,08 1,02 1,00 0,87

10 LRb3 9,98 9,58 9,92 4,96 4,58 5,02 0,90 0,96 0,85
LRsk1 10,19 9,50 9,98 5,14 4,56 5,04 0,97 0,95 0,85
LRsk2 11,18 10,66 11,24 5,95 5,64 6,23 1,59 1,85 1,91
LRboot 10,18 9,69 10,04 5,12 4,69 5,05 0,93 1,00 0,92
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Tabela 3 – Taxa de rejeição (%) da hipótese nula para H0 : β1 = β2 = 0 com p = 4.

α = 10% α = 5% α = 1%
n 20 30 40 20 30 40 20 30 40

ϕ Estatística
LR 17,10 14,36 12,75 10,29 8,21 7,26 2,97 2,08 1,67
LRb1 10,86 10,56 9,84 5,52 5,34 5,09 1,38 1,26 1,02
LRb2 11,36 11,47 10,92 6,26 6,41 6,10 2,47 2,35 2,13

0,5 LRb3 10,21 10,91 10,56 5,45 5,82 5,83 2,00 1.13 1,93
LRsk1 9,80 10,16 9,64 4,74 4,94 4,90 1,09 0,96 0,96
LRsk2 10,45 10,47 9,82 5,12 5,10 5,08 1,32 1,12 1,05
LRboot 9,71 9,89 9,66 4,75 4,80 4,98 1,10 1,02 0,95

LR 17,39 14,29 13,38 10,33 8,15 7,00 2,94 2,05 1,81
LRb1 10,89 10,25 10,16 5,63 5,27 4,90 1,27 0,96 1,07
LRb2 10,67 10,38 10,11 5,56 5,40 4,96 1,65 1,29 1,15

1 LRb3 9,65 10,02 9,90 4,98 5,12 4,84 1,44 1,16 1,09
LRsk1 9,86 10,03 10,14 4,86 5,14 4,91 1,01 0,88 1,06
LRsk2 10,42 10,27 10,36 5,24 5.31 5,07 1,22 0,99 1,15
LRboot 9,59 9,92 9,98 4,82 5,00 4,86 1,05 0,85 1,06

LR 17,50 14,56 14,07 10,63 8,08 7,61 3,10 2,26 2,04
LRb1 11,48 10,46 10,94 5,75 5,27 5,59 1,38 1,05 1,20
LRb2 10,78 10,26 10,77 5,30 5,09 5,47 1,24 1,02 1,17

10 LRb3 9,88 9,89 10,59 4,71 4,85 5,36 1,10 0,89 1,11
LRsk1 10,04 9,98 10,65 4,85 4,86 5,35 1,10 0,95 1,14
LRsk2 10,60 10,16 10,74 5,11 5,04 5,44 1,16 0,99 1,17
LRboot 10,08 10,08 10,63 4,75 4,83 5,40 1,10 0,95 1,24
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Tabela 4 – Taxa de rejeição (%) da hipótese nula para H0 : β1 = β2 = β3 = 0 com p = 5.

α = 10% α = 5% α = 1%
n 20 30 40 20 30 40 20 30 40

ϕ Estatística
LR 20,99 16,90 14,45 12,94 9,71 8,01 4,10 2,74 1,93
LRb1 11,24 10,86 10,22 5,85 5,89 5,27 1,45 1,20 0,99
LRb2 11,72 11,59 11,11 6,63 6,75 6,17 2,67 2,30 2,07

0,5 LRb3 9,97 10,89 10,66 5,73 6,24 5,86 2,07 2,07 1,77
LRsk1 10,14 10,44 10,09 5,04 5,39 5,11 0,98 1,00 0,85
LRsk2 10,82 10,62 10,22 5,40 5,59 5,25 1,06 1,06 0,88
LRboot 9,81 10,24 9,87 4,84 5,27 4,89 1,18 0,91 0,79

LR 20,63 16,20 14,81 13,00 9,56 8,38 4,29 2,77 2,25
LRb1 12,04 10,83 10,63 6,43 5,52 5,52 1,62 1,11 1,22
LRb2 11,56 10,70 10,53 6,31 5,60 5,47 2,00 1,32 1,26

1 LRb3 10,19 10,12 10,22 5,33 5,26 5,30 1,47 1,18 1,19
LRsk1 10,55 10,25 10,53 5,32 5,24 5,41 1,21 0,98 1,16
LRsk2 11,29 10,56 10,68 5,72 5,40 5,53 1,36 1,07 1,20
LRboot 10,30 10,16 10, 45 5,21 5,15 5,34 1,19 1,01 1,17

LR 21,60 16,43 14,89 13,67 9,86 8,11 4,52 2,78 2,10
LRb1 12,91 11,28 10,66 6,87 5,50 5,37 1,53 1,31 1,00
LRb2 11,98 10,90 10,34 6,30 5,25 5,19 1,28 1,26 0,97

10 LRb3 10,59 10,33 10,06 5,30 4,79 4,95 1,03 1,12 0,91
LRsk1 10,62 10,52 10,20 5,51 4,94 5,05 1,00 1,22 0,95
LRsk2 11,47 10,87 10,39 6,00 5,18 5,17 1,17 1,24 0,98
LRboot 10,73 10,39 10,23 5,60 4,99 5,13 1,08 1,13 0,98

Uma medida para analisar graficamente a diferença entre as distribuições empí-
ricas das estatísticas de teste e a distribuição qui-quadrado de referência é a partir das
discrepâncias relativas, cuja expressão é dada por

DR(Est;α) =
Est(α) − χ2

q(α)
χ2

q(α) ,

em que Est representa a estatística de interesse, Est(α) é o quantil amostral de ordem
100α% e χ2

q(α) simboliza o quantil teórico de ordem 100α% da distribuição qui-quadrado
com q graus de liberdade. Valores mais próximos de zero indicam uma melhor aproximação
da distribuição empírica pela distribuição qui-quadrado.

As Figuras 2 e 3 exibem os gráficos das discrepâncias relativas por quantis assintó-
ticos para n = 30, ϕ = 10 e diferentes valores de p e q. Como esperado, o teste da razão de
verossimilhanças apresentou uma discrepância relativa maior que todos os testes corrigidos
em ambos os casos.
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Figura 2 – Discrepâncias relativas por quantis assintóticos para n = 30, ϕ = 10, p =
4 e q = 2.

Figura 3 – Discrepâncias relativas por quantis assintóticos para n = 30, ϕ = 10, p =
5 e q = 3.
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A Figura 4 mostra os boxplots dos valores das estatísticas de teste para diferentes
tamanhos amostrais com p = 5 e q = 2. Como esperado, em amostras de tamanho pequeno,
a distribuição das estatísticas de teste são assimétricas, indicando uma boa aproximação
pela distribuição qui-quadrado de referência.

Figura 4 – Boxplot do valor das estatísticas de teste para ϕ = 1, p = 5 e q = 2.
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4.2 Poder do teste

Em relação ao poder do teste, consideramos as seguintes hipóteses:

H0 : β1 = β2 = 0,

contra

H1 : β1 = β2 = δ,

com δ variando entre −2 e 2 em intervalos de 0, 5. Consideramos o cenário em que q = 2,
p = 5 e n = 30 para realizar as simulações. Previamente, calculamos os quantis empíricos
de ordem 0, 95 gerados a partir de 500000 réplicas de Monte Carlo de cada estatística,
para que todos os testes tenham um nível de significância de aproximadamente 5%. Com
os quantis calculados, consideremos 10000 réplicas de Monte Carlo e o teste rejeita H0 se
o valor da estatística for maior que o quantil empírico previamente calculado.

Na Tabela 5, podemos perceber que a taxa de crescimento do poder do teste é
maior para maiores valores do parâmetro ϕ. Por exemplo, com ϕ = 10, todas as estatísticas
alcançaram 100% de rejeição da hipótese nula com δ = 1, 5, já com ϕ = 0, 5 ainda não
foi alcançada a rejeição com δ = 2 ou δ = −2. Além disso, podemos perceber que para
maiores valores de ϕ, o poder do teste foi parecido em todos os testes. No entanto, em
valores menores de ϕ, o teste LR apresentou o poder um pouco maior que os demais,
mas, ainda assim, não deve ser escolhido em relação aos demais devido aos resultados
encontrados na Seção 4.1. Também podemos mencionar que o teste Bartlett-bootstrap
apresentou resultados similares aos do teste LR e que os testes de Skovgaard tiveram
resultados inferiores que os de Bartlett.
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Tabela 5 – Taxa de rejeição (%) da hipótese nula para H1 : β1 = β2 = δ

δ −2 −1, 5 −1 −0, 5 0 0, 5 1 1, 5 2
ϕ Estatística

LR 97,90 91,00 66,14 22,73 4,91 25,17 76,35 97,46 99,61
LRb1 93,00 84,87 61,40 21,65 4,91 24,34 71,71 93,99 96,41
LRb2 95,37 86,83 60,03 20,04 5,03 22,63 71,07 95,09 97,98

0,5 LRb3 95,03 86,55 60,24 20,35 5,01 23,11 71,30 94,86 97,74
LRsk1 91,36 82,46 57,58 19,98 4,74 24,69 70,76 91,20 94,22
LRsk2 91,19 82,23 57,40 19,84 4,84 24,33 70,25 90,97 93,97
LRboot 97,76 90,40 65,21 22,41 4,94 24,97 75,91 97,34 99,32

LR 98,76 94,28 73,10 25,80 5,03 29,77 82,90 98,94 100
LRb1 94,27 89,44 70,19 25,19 4,96 29,63 79,48 95,40 100
LRb2 98,10 93,18 71,81 25,06 4,99 29,43 81,80 98,49 100

1 LRb3 97,90 92,93 71,82 25,13 4,92 29,46 81,83 98,41 100
LRsk1 96,53 90,54 69,20 24,21 4,95 30,56 81,22 97,16 100
LRsk2 96,53 90,46 69,15 24,06 4,94 30,26 80,91 97,04 100
LRboot 98,72 93,99 72,71 25,72 5,00 29,58 82,46 98,84 100

LR 100 100 99,75 77,53 4,78 82,53 99,97 100 100
LRb1 100 99,93 99,74 77,43 4,78 82,51 99,96 100 100
LRb2 100 99,98 99,74 77,40 4,78 82,51 99,96 100 100

10 LRb3 100 99,98 99,74 77,38 4,79 82,50 99,96 100 100
LRsk1 100 100 99,74 76,97 4,81 83,14 99,97 100 100
LRsk2 100 100 99,74 76,99 4,82 83,05 99,97 100 100
LRboot 100 100 99,74 77,54 4,89 82,73 99,96 100 100
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5 Aplicação

Para ilustrar os resultados obtidos nesse trabalho, consideramos um conjunto de
dados analisado por Rosillo, Martin e Egido (2010) e Medeiros, Ferrari e Lemonte (2017),
sobre o tempo de vida de 14 observações sobre lâmpadas fluorescentes. Segundo os autores,
podemos estabelecer a seguinte relação funcional:

log µi = ηi = β0 + β1x1i + β2
x2i

x3i

+ β3

(
x2i

x3i

)2
, i = 1, . . . , 14,

em que as covariáveis x1, x2 e x3 representam o brilho no tempo inicial, a voltagem e a
voltagem nominal, respectivamente, e a variável resposta, y, representa o tempo de vida
das lâmpadas. Medeiros, Ferrari e Lemonte (2017) propuseram um modelo de regressão
log-gama para esse conjunto de dados, entretanto, como pode ser visto na Figura 5, os
wormplots (Buuren e Fredriks, 2001) de ambos os modelos. O wormplot é um gráfico
que compara o quantil da distribuição padrão (eixo x) com a diferença entre o resíduo
quantílico (Dunn e Smyth, 1996) e o quantil da normal padrão (eixo y). Valores próximos
a zero no eixo y indicam um bom ajuste do modelo, as parábolas funcionam como limites
de confiança e a linha de tendência pode indicar se há problemas na média (segmento de
reta paralela ao eixo das abscissas), variância (segmento de reta inclinado), assimetria
(curva em formato de U ) ou curtose (curva em formato de S) do modelo ajustado. Como o
modelo de regressão beta-prime apresentou seus desvios próximos ao do eixo das abscissas,
assim como o modelo log-gama, então a distribuição beta-prime pode ser utilizada como
distribuição da variável resposta.

(a) Modelo log-gama (b) Modelo beta-prime

Figura 5 – Wormplots dos modelos ajustados

Após ajustarmos o modelo de regressão beta-prime com parâmetro de precisão
desconhecido, os EMV, os desvios-padrão, as estatísticas da razão de verossimilhanças dos
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testes H0 : βj = 0, j = 1, 2, 3, e seus respectivos p-valores são apresentados na Tabela 6.
Os dados foram ajustados a partir do software livre R (R Core Team, 2021) e com o auxílio
dos pacotes BPmodel (Santos-Neto et al., 2022) e GAMLSS (Rigby e Stasinopoulos, 2005).

Tabela 6 – Estimativas de máxima verossimilhança (EMV), desvios-padrão (DP), estatís-
tica da razão de verossimilhanças (LR) e p-valor do modelo ajustado.

Estimadores EMV DP LR p-valor
β̂0 −18, 354 1, 485 − −
β̂1 −7, 426 3, 623 3, 8413 0, 0500
β̂2 35, 247 3, 059 35, 0131 < 0, 0001
β̂3 −16, 713 1, 575 33, 2267 < 0, 0001
ϕ̂ 4, 802 0, 384 − −

A um nível de significância de 5%, não há fortes evidências para rejeitar H0 : β1 = 0,
já que seu p-valor foi 0, 0500. Portanto, por se tratar de uma amostra de tamanho pequeno,
o valor da estatística pode sofrer alterações relevantes ao aplicarmos as correções. Na
Tabela 7, todas as correções diminuíram o valor da estatística de teste, aumentando seus
p-valores. Logo, com as estatísticas corrigidas, não rejeitamos a hipótese nula a um nível
de 5% com maior segurança. Por exemplo, com a estatística LRb3, o valor da estatística foi
de 2, 6590, com p-valor de 0, 1030, o que gera mais segurança para a rejeição da hipótese
nula.

Tabela 7 – Estatísticas de teste e p-valores para testar H0 : β1 = 0 contra H0 : β1 ̸= 0.

Estatistica valor p-valor
LR 3, 8413 0, 0500
LRb1 2, 9373 0, 0866
LRb2 2, 8237 0, 0929
LRb3 2, 6590 0, 1030
LRsk1 2, 5191 0, 1125
LRsk2 2, 6329 0, 1047
LRboot 2, 7280 0, 0986
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6 Considerações Finais

Nesse trabalho, derivamos um fator de correção de Bartlett e o ajuste de Skovgaard
para o teste da razão de verossimilhanças em modelos de regressão Beta-prime. Além
disso, comparamos numericamente, a partir de simulações de Monte Carlo, o teste da
razão de verossimilhanças usual com os três testes corrigidos por Bartlett, com os dois
testes corrigidos por Skovgaard e o teste corrigido por Bartlett-bootstrap. Por fim, também
realizamos uma aplicação com dados reais.

Como resultados, podemos mencionar que, como esperado, o teste da razão de
verossimilhanças teve uma taxa de rejeição empírica superior ao nível nominal. Entretanto,
nos testes corrigidos, essa taxa de rejeição se mostrou mais próxima do nível nominal, com
destaque para as estatísticas LRb3, LRsk1 e LRboot. Também podemos destacar que, na
aplicação, ao usar o teste da razão de verossimilhanças, um dos parâmetros da regressão
apresentou um p-valor muito próximo do nível de significância. Entretanto, ao utilizar os
testes corrigidos, o p-valor aumentou consideravelmente.

Como projetos futuros, pode-se pensar em: desenvolver fatores de correção Bartlett
e de Skovgaard do teste da razão de verossimilhanças para modelos de regressão beta-prime
com precisão variada; derivar outros tipos de correção, como de viés a matriz de variância
de segunda ordem ou de coeficiente de assimetria, e aprimoramento de outros testes, como
o escore e gradiente, com o fator de correção tipo-Bartlett.
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APÊNDICE A – Vetor escore, matriz
Hessiana e matriz de informação de Fisher

Definimos, após algumas análises, as quantidades

ai,(m) = ∂mµi

∂ηm
1i

, b(m) = ∂mϕ

∂ηm
2
,

y∗
i = log

(
yi

1 + yi

)
, µ∗

i = −d(0,1)
i ,

y⋆
i = log

(
yµi

i

(1 + yi)1+µi

)
, µ⋆

i = −r(1,1)
i ,

em que

d
(k,m)
i = d(k,m, µi, ϕ) = (1 + ϕ)k

(
ψ(m−1) (µi(1 + ϕ) + ϕ+ 2) − ψ(m−1) (µi(1 + ϕ))

)
,

r
(k,m)
i = r(k,m, µi, ϕ) = (1 + µi)kψ(m−1) (µi(1 + ϕ) + ϕ+ 2) − µk

iψ
(m−1) (µi(1 + ϕ)) ,

− ψ(m−1) (ϕ+ 2)

t
(k,m)
i = t(k,m, µi, ϕ) = (1 + ϕ)kψ(m−1) (µi(1 + ϕ) + ϕ+ 2) ,

∀k > 0 e m > 1. Em que ψ(m−1) = dm log Γ(x)
dxm

. As derivadas dessas funções que
desenvolvemos podem ser resolvidas como

∂d
(k,m)
i

∂µi

= d
(k+1,m+1)
i ,

∂d
(k,m)
i

∂ϕ
= kd

(k−1,m)
i + µid

(k,m+1)
i + t

(k,m+1)
i ,

∂t
(k,m)
i

∂µi

= t
(k+1,m+1)
i ,

∂t
(k,m)
i

∂ϕ
= kt

(k−1,m)
i + (1 + µi)t(k,m+1)

i ,

∂r
(k,m)
i

∂ϕ
= r

(k+1,m+1)
i ,

∂r
(k,m)
i

∂µi

= kµk−1
i d

(0,m)
i + k

[
(1 + µi)k−1 − µk−1

i

]
t
(0,m)
i +

µk
i d

(1,m+1)
i +

[
(1 + µi)k − µk

i

]
t
(1,m+1)
i .

Além disso, define-se

D1 = diag
(
a1,(1), . . . , an,(1)

)
,

y∗ = (y∗
1, . . . , y

∗
n)⊤, µ∗ = (µ∗

1, . . . , µ
∗
n)⊤,

y⋆ = (y⋆
1, . . . , y

⋆
n)⊤, µ⋆ = (µ⋆

1, . . . , µ
⋆
n)⊤.
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Logo, os componentes do vetor escore são dadas por:

Uβ(θ) = (1 + ϕ)X⊤D1(y∗ − µ∗),

Uϕ(θ) = 1⊤(y⋆ − µ⋆)b(1).

Além disso, define-se as matrizes

E3 = diag
(
d

(2,2)
1 a2

1,(1), . . . , d
(2,2)
n a2

n,(1)

)
,

D3 = E3 + diag
(
(1 + ϕ)(y∗

1 − µ∗
1)a1,(2), . . . , (1 + ϕ)(y∗

n − µ∗
n)an,(2)

)
,

E4 = diag
(
r

(2,2)
1 b2

(1), . . . , r
(2,2)
n b2

(1)

)
,

D4 = E4 + diag
(
(y⋆

1 − µ⋆
1)b(2), . . . , (y⋆

n − µ⋆
n)b(2)

)
,

E5 = diag
[(
µ1d

(1,2)
1 + t

(1,2)
1

)
a1,(1)b(1), . . . ,

(
µnd

(1,2)
n + t(1,2)

n

)
an,(1)b(1)

]
,

D5 = E5 + diag
(
(y∗

1 − µ∗
1)a1,(1)b(1), . . . , (y∗

n − µ∗
n)an,(1)b(1)

)
,

então, as matrizes Hessiana e de informação de Fisher são dadas respectivamente por

J =
X⊤D3X X⊤D51

1⊤D5X 1⊤D41

 e K =
X⊤E3X X⊤E51

1⊤E5X 1⊤E41

 .
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APÊNDICE B – Cumulantes

Com as funções presentes no Apêndice A, os cumulantes de até quarta ordem, após
uma álgebra exaustiva, são dados por

κrs =
n∑

i=1
d

(2,2)
i a2

i,(1)xirxis,

κrϕ =
n∑

i=1

[
d

(1,2)
i µiai,(1) + t

(1,2)
i ai,(1)

]
b(1)xir,

κϕϕ =
n∑

i=1
r

(2,2)
i b2

(1),

κ(t)
rs =

n∑
i=1

[
d

(3,3)
i a3

i,(1) + 2d(2,2)
i ai,(1)ai,(2)

]
xirxisxit,

κ(ϕ)
rs =

n∑
i=1

(
d

(2,3)
i µi + 2d(1,2)

i + t
(2,3)
i

)
b(1)a

2
i,(1)xirxis,

κ
(s)
rϕ =

n∑
i=1

[
d

(2,3)
i µia

2
i,(1) + d

(1,2)
i (µiai,(2) + a2

i,(1)) + t
(2,3)
i a2

i,(1) + t
(1,2)
i ai,(2)

]
b(1)xirxis,

κ
(ϕ)
rϕ =

n∑
i=1

(
d

(1,3)
i µ2

i b
2
(1) + d

(1,2)
i µib(2) + d

(0,2)
i µib

2
(1)+

t
(1,3)
i (1 + 2µi)b2

(1) + t
(1,2)
i b(2) + t

(0,2)
i b2

(1)

)
ai,(1)xir,

κ
(r)
ϕϕ =

n∑
i=1

(
d

(1,3)
i µ2

i + 2d(0,2)
i µi + t

(1,3)
i (1 + 2µi) + 2t(0,2)

i

)
ai,(1)b

2
(1)xir,

κ
(ϕ)
ϕϕ =

n∑
i=1

[
r

(3,3)
i b3

(1) + 2r(2,2)
i b(1)b(2)

]
,

κrst =
n∑

i=1

[
d

(3,3)
i a3

i,(1) + 3d(2,2)
i ai,(1)ai,(2)

]
xirxisxit,

κrsϕ =
n∑

i=1

[
d

(2,3)
i µia

2
i,(1) + d

(1,2)
i (µiai,(2) + 2a2

i,(1)) + t
(2,3)
i a2

i,(1) + t
(1,2)
i ai,(2)

]
b(1)xirxis,

κrϕϕ =
n∑

i=1

(
d

(1,3)
i µ2

i b
2
(1) + d

(1,2)
i µib(2) + 2d(0,2)

i µib
2
(1)+

t
(1,3)
i (1 + 2µi)b2

(1) + t
(1,2)
i b(2) + 2t(0,2)

i b2
(1)

)
ai,(1)xir,

κϕϕϕ =
n∑

i=1

[
r

(3,3)
i b3

(1) + 3r(2,2)
i b(1)b(2)

]
,



APÊNDICE B. Cumulantes 41

κ(tu)
rs =

n∑
i=1

[
d

(4,4)
i a4

i,(1) + 5d(3,3)
i a2

i,(1)ai,(2) + 2d(2,2)
i (a2

i,(2) + ai,(1)ai,(3))
]
xirxisxitxiu,

κ(tϕ)
rs =

n∑
i=1

(
d

(3,4)
i µia

3
i,(1) + d

(2,3)
i ai,(1)(3a2

i,(1) + 2µiai,(2)) + 4d(1,2)
i ai,(1)ai,(2)+

t
(3,4)
i a3

i,(1) + 2t(2,3)
i ai,(1)ai,(2)

)
b(1)xirxisxit,

κ(ϕϕ)
rs =

n∑
i=1

(
d

(2,4)
i µ2

i b
2
(1) + d

(2,3)
i µib(2) + 4d(1,3)

i µib
2
(1) + 2d(1,2)

i b(2) + 2d(0,2)
i b2

(1)+

t
(2,4)
i (1 + 2µi)b2

(1) + t
(2,3)
i b(2) + 4t(1,3)

i b2
(1)

)
a2

i,(1)xirxis,

κ
(st)
rϕ =

n∑
i=1

[
d

(3,4)
i µia

3
i,(1) + d

(2,3)
i (3µiai,(1)ai,(2) + 2a3

i,(1)) + d
(1,2)
i (µiai,(3) + 3ai,(1)ai,(2))+

t
(3,4)
i a3

i,(1) + 3t(2,3)
i ai,(1)ai,(2) + t

(1,2)
i ai,(3)

]
b(1)xirxisxit,

κ
(sϕ)
rϕ =

n∑
i=1

(
d

(2,4)
i µ2

i a
2
i,(1)b

2
(1) + d

(2,3)
i µia

2
i,(1)b(2) + d

(1,3)
i µib

2
(1)(3a2

i,(1) + µiai,(2))+

d
(1,2)
i b(2)(µiai,(2) + a2

i,(1)) + d
(0,2)
i b2

(1)(µiai,(2) + a2
i,(1))+

t
(2,4)
i (1 + 2µi)a2

i,(1)b
2
(1) + t

(2,3)
i a2

i,(1)b(2) + t
(1,3)
i b2

(1)(3a2
i,(1) + (1 + 2µi)ai,(2))+

t
(1,2)
i ai,(2)b(2) + t

(0,2)
i ai,(2)b

2
(1)

)
xirxis,

κ
(ϕϕ)
rϕ =

n∑
i=1

(
d

(1,4)
i b3

(1)µ
3
i + 3d(1,3)

i b(1)b(2)µ
2
i + d

(1,2)
i b(3)µi+

2d(0,3)
i b3

(1)µ
2
i + 3d(0,2)

i b(1)b(2)µi+

t
(1,4)
i b3

(1)(1 + 3µi + 3µ2
i ) + t

(1,3)
i b(1)b(2)(3 + 6µi) + t

(1,2)
i b(3)+

t
(0,3)
i b3

(1)(2 + 4µi) + 3t(0,2)
i b(1)b(2)

)
ai,(1)xir,

κ
(rs)
ϕϕ =

n∑
i=1

(
d

(2,4)
i µ2

i a
2
i,(1) + d

(1,3)
i µi(4a2

i,(1) + µiai,(2)) + 2d(0,2)
i (a2

i,(1) + µiai,(2))+

t
(2,4)
i (1 + 2µi)a2

i,(1) + t
(1,3)
i (4a2

i,(1) + (1 + 2µi)ai,(2)) + 2t(0,2)
i ai,(2)

)
b2

(1)xirxis,

κ
(rϕ)
ϕϕ =

n∑
i=1

(
d

(1,4)
i µ3

i b
3
(1) + 2d(1,3)

i µ2
i b(1)b(2) + 3d(0,3)

i µ2
i b

3
(1) + 4d(0,2)

i µib(1)b(2)+

t
(1,4)
i (1 + 3µi + 3µ2

i )b3
(1) + 2t(1,3)

i (1 + 2µi)b(1)b(2) + 3t(0,3)
i (1 + 2µi)b3

(1)+

4t(0,2)
i b(1)b(2)

)
ai,(1)xir,

κ
(ϕϕ)
ϕϕ =

n∑
i=1

[
r

(4,4)
i b4

(1) + 5r(3,3)
i b2

(1)b(2) + 2r(2,2)
i (b2

(2) + b(1)b(3))
]
,
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κ
(u)
rst =

n∑
i=1

[
d

(4,4)
i a4

i,(1) + 6d(3,3)
i a2

i,(1)ai,(2) + 3d(2,2)
i (a2

i,(2) + ai,(1)ai,(3))
]
xirxisxitxiu

κ
(ϕ)
rst =

n∑
i=1

(
d

(3,4)
i µia

3
i,(1) + 3d(2,3)

i ai,(1)(a2
i,(1) + µiai,(2)) + 6d(1,2)

i ai,(1)ai,(2)+

t
(3,4)
i a3

i,(1) + 3t(2,3)
i ai,(1)ai,(2)

)
b(1)xirxisxit,

κ
(t)
rsϕ =

n∑
i=1

[
d

(3,4)
i µia

3
i,(1) + 3d(2,3)

i (µiai,(1)ai,(2) + a3
i,(1)) + d

(1,2)
i (µiai,(3) + 5ai,(1)ai,(2))+

t
(3,4)
i a3

i,(1) + 3t(2,3)
i ai,(1)ai,(2) + t

(1,2)
i ai,(3)

]
b(1)xirxisxit,

κ
(ϕ)
rsϕ =

n∑
i=1

(
d

(2,4)
i µ2

i a
2
i,(1)b

2
(1) + d

(2,3)
i µia

2
i,(1)b(2) + d

(1,3)
i µib

2
(1)(4a2

i,(1) + µiai,(2))+

d
(1,2)
i b(2)(µiai,(2) + 2a2

i,(1)) + d
(0,2)
i b2

(1)(µiai,(2) + 2a2
i,(1))+

t
(2,4)
i (1 + 2µi)a2

i,(1)b
2
(1) + t

(2,3)
i a2

i,(1)b(2) + t
(1,3)
i b2

(1)(4a2
i,(1) + (1 + 2µi)ai,(2))+

t
(1,2)
i ai,(2)b(2) + t

(0,2)
i ai,(2)b

2
(1)

)
xirxis,

κ
(s)
rϕϕ =

n∑
i=1

(
d

(2,4)
i µ2

i a
2
i,(1)b

2
(1) + d

(2,3)
i µia

2
i,(1)b(2) + d

(1,3)
i µib

2
(1)(4a2

i,(1) + µiai,(2))+

d
(1,2)
i b(2)(µiai,(2) + a2

i,(1)) + 2d(0,2)
i b2

(1)(µiai,(2) + a2
i,(1))+

t
(2,4)
i (1 + 2µi)a2

i,(1)b
2
(1) + t

(2,3)
i a2

i,(1)b(2) + t
(1,3)
i b2

(1)(4a2
i,(1) + (1 + 2µi)ai,(2))+

t
(1,2)
i ai,(2)b(2) + 2t(0,2)

i ai,(2)b
2
(1)

)
xirxis,

κ
(ϕ)
rϕϕ =

n∑
i=1

(
d

(1,4)
i b3

(1)µ
3
i + 3d(1,3)

i b(1)b(2)µ
2
i + d

(1,2)
i b(3)µi+

3d(0,3)
i b3

(1)µ
2
i + 5d(0,2)

i b(1)b(2)µi+

t
(1,4)
i b3

(1)(1 + 3µi + 3µ2
i ) + t

(1,3)
i b(1)b(2)(3 + 6µi) + t

(1,2)
i b(3)+

t
(0,3)
i b3

(1)(3 + 6µi) + 5t(0,2)
i b(1)b(2)

)
ai,(1)xir,

κ
(r)
ϕϕϕ =

n∑
i=1

(
d

(1,4)
i µ3

i b
3
(1) + 3d(1,3)

i µ2
i b(1)b(2) + 3d(0,3)

i µ2
i b

3
(1) + 6d(0,2)

i µib(1)b(2)+

t
(1,4)
i (1 + 3µi + 3µ2

i )b3
(1) + 3t(1,3)

i (1 + 2µi)b(1)b(2) + 3t(0,3)
i (1 + 2µi)b3

(1)+

6t(0,2)
i b(1)b(2)

)
ai,(1)xir,

κ
(ϕ)
ϕϕϕ =

n∑
i=1

[
r

(4,4)
i b4

(1) + 6r(3,3)
i b2

(1)b(2) + 3r(2,2)
i (b2

(2) + b(1)b(3))
]
,
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κrstu =
n∑

i=1

[
d

(4,4)
i a4

i,(1) + 6d(3,3)
i a2

i,(1)ai,(2) + d
(2,2)
i (3a2

i,(2) + 4ai,(1)ai,(3))
]
xirxisxitxiu,

κrstϕ =
n∑

i=1

[
d

(3,4)
i µia

3
i,(1) + 3d(2,3)

i (µiai,(1)ai,(2) + a3
i,(1)) + d

(1,2)
i (µiai,(3) + 6ai,(1)ai,(2))+

t
(3,4)
i a3

i,(1) + 3t(2,3)
i ai,(1)ai,(2) + t

(1,2)
i ai,(3)

]
b(1)xirxisxit

κrsϕϕ =
n∑

i=1

(
d

(2,4)
i µ2

i a
2
i,(1)b

2
(1) + d

(2,3)
i µia

2
i,(1)b(2) + d

(1,3)
i µib

2
(1)(4a2

i,(1) + µiai,(2))+

d
(1,2)
i b(2)(µiai,(2) + 2a2

i,(1)) + 2d(0,2)
i b2

(1)(µiai,(2) + a2
i,(1))+

t
(2,4)
i (1 + 2µi)a2

i,(1)b
2
(1) + t

(2,3)
i a2

i,(1)b(2) + t
(1,3)
i b2

(1)(4a2
i,(1) + (1 + 2µi)ai,(2))+

t
(1,2)
i ai,(2)b(2) + 2t(0,2)

i ai,(2)b
2
(1)

)
xirxis,

κrϕϕϕ =
n∑

i=1

(
d

(1,4)
i b3

(1)µ
3
i + 3d(1,3)

i b(1)b(2)µ
2
i + d

(1,2)
i b(3)µi+

3d(0,3)
i b3

(1)µ
2
i + 6d(0,2)

i b(1)b(2)µi+

t
(1,4)
i b3

(1)(1 + 3µi + 3µ2
i ) + t

(1,3)
i b(1)b(2)(3 + 6µi) + t

(1,2)
i b(3)+

t
(0,3)
i b3

(1)(3 + 6µi) + 6t(0,2)
i b(1)b(2)

)
ai,(1)xir,

κϕϕϕϕ =
n∑

i=1

[
r

(4,4)
i b4

(1) + 6r(3,3)
i b2

(1)b(2) + r
(2,2)
i (3b2

(2) + 4b(1)b(3))
]
,

κrs,t = −
n∑

i=1

[
d

(2,2)
i ai,(1)ai,(2)xirxisxit

]
,

κrs,ϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(1,2)
i µi + t

(1,2)
i

)
ai,(2)bi,(1)xirxis

]
,

κrϕ,s = −
n∑

i=1

[
d

(1,2)
i a2

i,(1)bi,(1)xirxis

]
,

κrϕ,ϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(0,2)
i µi + t

(0,2)
i

)
ai,(1)b

2
i,(1)xir

]
,

κϕϕ,r = −
n∑

i=1

[(
d

(1,2)
i µi + t

(1,2)
i

)
ai,(1)bi,(2)xir

]
,

κϕϕ,ϕ = −
n∑

i=1

[
r

(2,2)
i b(1)b(2)

]
,
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κrs,tu = −
n∑

i=1

[
d

(2,2)
i a2

i,(2)xirxisxitxiu

]
+ κrsκtu,

κrs,tϕ = −
n∑

i=1

[
d

(1,2)
i ai,(1)ai,(2)b(1)xirxisxit

]
+ κrsκtϕ,

κrϕ,sϕ = −
n∑

i=1

[
d

(0,2)
i a2

i,(1)b
2
(1)xirxis

]
+ κrϕκsϕ,

κrs,ϕϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(1,2)
i µi + t

(1,2)
i

)
ai,(2)b(2)xirxis

]
+ κrsκϕϕ,

κrϕ,ϕϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(0,2)
i µi + t

(0,2)
i

)
ai,(1)b(1)b(2)xir

]
+ κrϕκϕϕ,

κϕϕ,ϕϕ = −
n∑

i=1

[
r

(2,2)
i b2

(2)

]
+ κ2

ϕϕ,

κrst,u = −
n∑

i=1

[
d

(2,2)
i ai,(1)ai,(3)xirxisxitxiu

]
,

κrst,ϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(1,2)
i µi + t

(1,2)
i

)
ai,(3)b(1)xirxisxit

]
,

κrsϕ,t = −
n∑

i=1

[
d

(1,2)
i ai,(1)ai,(2)b(1)xirxisxit

]
,

κrsϕ,ϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(0,2)
i µi + t

(0,2)
i

)
ai,(2)b

2
(1)xirxis

]
,

κrϕϕ,s = −
n∑

i=1

[
d

(1,2)
i a2

i,(1)b(2)xirxis

]
,

κrϕϕ,ϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(0,2)
i µi + t

(0,2)
i

)
ai,(1)b(1)b(2)xir

]
,

κϕϕϕ,r = −
n∑

i=1

[(
d

(1,2)
i µi + t

(1,2)
i

)
ai,(1)b(3)xir

]
,

κϕϕϕ,ϕ = −
n∑

i=1

[
r

(2,2)
i b(1)b(3)

]
,
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κr,s,tu = −
n∑

i=1

[
d

(3,3)
i a2

i,(1)ai,(2)xirxisxitxiu

]
− κrsκtu,

κr,ϕ,st = −
n∑

i=1

[(
d

(2,3)
i µi + t

(2,3)
i

)
ai,(1)a(2)b(1)xirxisxit

]
− κrϕκst,

κr,s,tϕ = −
n∑

i=1

[
d

(2,3)
i a3

i,(1)b(1)xirxisxit

]
− κrsκtϕ,

κϕ,ϕ,rs = −
n∑

i=1

[(
d

(1,3)
i µ2

i + t
(1,3)
i (1 + 2µi)

)
ai,(2)b

2
(1)xirxis

]
− κrsκϕϕ,

κr,ϕ,sϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(1,3)
i µi + t

(1,3)
i

)
a2

i,(1)b
2
(1)xirxis

]
− κrϕκsϕ,

κr,s,ϕϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(2,3)
i µi + t

(2,3)
i

)
a2

i,(1)b(2)xirxis

]
− κrsκϕϕ,

κϕ,ϕ,rϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(0,3)
i µ2

i + t
(0,3)
i (1 + 2µi)

)
ai,(1)b

3
(1)xir

]
− κrϕκϕϕ,

κr,ϕ,ϕϕ = −
n∑

i=1

[(
d

(1,3)
i µ2

i + t
(1,3)
i (1 + 2µi)

)
ai,(1)b(1)b(2)xir

]
− κrϕκϕϕ,

κϕ,ϕ,ϕϕ = −
n∑

i=1

[
r

(3,3)
i b2

(1)b(2)
]

− κ2
ϕϕ.
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APÊNDICE C – Ajuste de Skovgaard

Utilizando as funções do Apêndice A, desenvolvemos as seguintes quantidades:

E(y∗
i ) = µ∗

i , V ar(y∗
i ) = −d(0,2)

i ,

E(y⋆
i ) = µ⋆

i , V ar(y⋆
i ) = −r(2,2)

i ,

Cov(y∗
i , y

⋆
i ) = −

(
d

(0,2)
i µi + t

(0,2)
i

)
, Cov(

n∑
i=1

y∗
i ,

n∑
i=1

y∗
i ) =

n∑
i=1

V ar(y∗
i ),

Cov(
n∑

i=1
y⋆

i ,
n∑

i=1
y⋆

i ) =
n∑

i=1
V ar(y⋆

i ), Cov(
n∑

i=1
y∗

i ,
n∑

i=1
y⋆

i ) =
n∑

i=1
Cov(y∗

i , y
⋆
i ),

Cov(y∗
i , log(1 + yi)) = t

(0,2)
i , Cov(

n∑
i=1

y∗
i

n∑
i=1

log(1 + yi)) =
n∑

i=1
Cov(y∗

i , log(1 + yi)),

V ar(log(1 + yi)) = d
(0,2)
i − r

(0,2)
i , V ar

(
n∑

i=1
log(1 + yi)

)
=

n∑
i=1

V ar(log(1 + yi)).

Além disso, defina as quantidades

d̂
(k,m)
i = d(k,m, µ̂i, ϕ̂), d̃

(k,m)
i = d(k,m, µ̃i, ϕ̃),

t̂
(k,m)
i = t(k,m, µ̂i, ϕ̂), t̃

(k,m)
i = t(k,m, µ̃i, ϕ̃),

r̂
(k,m)
i = r(k,m, µ̂i, ϕ̂), r̃

(k,m)
i = r(k,m, µ̃i, ϕ̃),

âi,(1) = ∂µi

∂η1i

∣∣∣∣∣
µi=µ̂i

, ãi,(1) = ∂µi

∂η1i

∣∣∣∣∣
µi=µ̃i

,

b̂(1) = ∂ϕ

∂η2

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

, b̃(1) = ∂ϕ

∂η2

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ̃

,

e as matrizes

D̂1 = diag(â1,(1), . . . , ân,(1)), D̃1 = diag(ã1,(1), . . . , ãn,(1)),

M̂ = diag(µ̂1, . . . , µ̂n), M̃ = diag(µ̃1, . . . , µ̃n),

V1 = −diag(d̂(0,2)
1 , . . . , d̂(0,2)

n ), C = −diag(t̂(0,2)
1 , . . . , t̂(0,2)

n ),

V2 = −diag(r̂(0,2)
1 , . . . , r̂(0,2)

n ) − V1 + C.

Seja Uβi
(θ) o i-ésimo elemento do sub-vetor escore Uβ(θ). Então
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Eθ [Uβr(θ)Uβs(θ2)]|θ=θ̂,θ2=θ̃
= Cov (Uβr(θ), Uβs(θ2))|θ=θ̂,θ2=θ̃

= Cov

 n∑
i=1

(1 + ϕ)y∗
i ai,(1)xir

∣∣∣∣∣
θ=θ̂

,
n∑

i=1
(1 + ϕ)y∗

i ai,(1)xis

∣∣∣∣∣
θ2=θ̃


=

n∑
i=1

(1 + ϕ̂)(1 + ϕ̃) Cov(y∗
i , y

∗
i )|

θ=θ̂
âi,(1)ãi,(1)xirxis

= −(1 + ϕ̂)(1 + ϕ̃)
n∑

i=1
d̂

(0,2)
i âi,(1)ãi,(1)xirxis,

Eθ [Uβr(θ)Uϕ(θ2)]|θ=θ̂,θ2=θ̃
= Cov (Uβr(θ), Uϕ(θ2))|θ=θ̂,θ2=θ̃

= Cov

 n∑
i=1

(1 + ϕ)y∗
i ai,(1)xir

∣∣∣∣∣
θ=θ̂

,
n∑

i=1
y⋆

i b(1)

∣∣∣∣∣
θ2=θ̃


=

n∑
i=1

(1 + ϕ̂)Cov(y∗
i |

θ=θ̂
, y⋆

i |
θ2=θ̃

)âi,(1)b̃(1)xir

= −(1 + ϕ̂)
n∑

i=1

(
d̂

(0,2)
i µ̃i + t̂

(0,2)
i

)
âi,(1)b̃(1)xir,

Eθ [Uϕ(θ)Uβr(θ2)]|θ=θ̂,θ2=θ̃
= Cov (Uϕ(θ), Uβr(θ2))|θ=θ̂,θ2=θ̃

= Cov

 n∑
i=1

y⋆
i b(1)

∣∣∣∣∣
θ=θ̂

,
n∑

i=1
(1 + ϕ)y∗

i ai,(1)xir

∣∣∣∣∣
θ2=θ̃


=

n∑
i=1

(1 + ϕ̃)Cov(y⋆
i |

θ=θ̂
, y∗

i |
θ2=θ̃

)ãi,(1)b̂(1)xir

= −(1 + ϕ̃)
n∑

i=1

(
d̂

(0,2)
i µ̂i + t̂

(0,2)
i

)
ãi,(1)b̂(1)xir,

Eθ [Uϕ(θ)Uϕ(θ2)]|θ=θ̂,θ2=θ̃
= Cov (Uϕ(θ), Uϕ(θ2)|θ=θ̂,θ2=θ̃

= Cov

 n∑
i=1

y⋆
i b(1)

∣∣∣∣∣
θ=θ̂

,
n∑

i=1
y⋆

i b(1)

∣∣∣∣∣
θ2=θ̃


=

n∑
i=1

Cov(y⋆
i |

θ=θ̂
, y⋆

i |
θ2=θ̃

)b̂(1)b̃(1)

= −
n∑

i=1

[
d̂

(0,2)
i (µ̂iµ̃i − 1) + t̂

(0,2)
i (µ̂i + µ̃i + 1) + r̂

(0,2)
i

]
b̂(1)b̃(1).

Matricialmente,
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Eθ

[
Uβ(θ)Uβ(θ2)⊤

]∣∣∣
θ=θ̂,θ2=θ̃

= (1 + ϕ̂)(1 + ϕ̃)X⊤D̂1V1D̃1X,

Eθ

[
Uβ(θ)Uϕ(θ2)⊤

]∣∣∣
θ=θ̂,θ2=θ̃

= (1 + ϕ̂)X⊤D̂1(V1M̃ + C)1b̃(1),

Eθ

[
Uϕ(θ)Uβ(θ2)⊤

]∣∣∣
θ=θ̂,θ2=θ̃

= (1 + ϕ̃)1⊤(V1M̂ + C)D̃1X b̂(1),

Eθ

[
Uϕ(θ)Uϕ(θ2)⊤

]∣∣∣
θ=θ̂,θ2=θ̃

= 1⊤
[
V1M̂M̃ + C(M̂ + M̃) + V2

]
1b̂(1)b̃(1).

Logo,

Ῡ =
 (1 + ϕ̂)(1 + ϕ̃)X⊤D̂1V1D̃1X (1 + ϕ̂)X⊤D̂1(V1M̃ + C)1b̃(1)

(1 + ϕ̃)1⊤(V1M̂ + C)D̃1X b̂(1) 1⊤
[
V1M̂M̃ + C(M̂ + M̃) + V2

]
1b̂(1)b̃(1)

 .
Além disso,

Eθ [Uβr(θ)(ℓ(θ) − ℓ(θ2))]|θ=θ̂,θ2=θ̃
= Cov (Uβr(θ), ℓ(θ) − ℓ(θ2))|θ=θ̂,θ2=θ̃

= Cov

(
n∑

i=1
(1 + ϕ̂)y∗

i âi,(1)xir,

n∑
i=1

[
y∗

i (µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃)) − log(1 + yi)(ϕ̂− ϕ̃)
])∣∣∣∣∣

θ=θ̂

= (1 + ϕ̂)
(

n∑
i=1

V ar(y∗
i )(µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃))−

n∑
i=1

Cov (y∗
i , log(1 + yi)) (ϕ̂− ϕ̃)

)
âi,(1)xir

∣∣∣∣∣
θ=θ̂

= −(1 + ϕ̂)
n∑

i=1

(
d

(0,2)
i (µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃))+

t
(0,2)
i (ϕ̂− ϕ̃)

)
âi,(1)xir,
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Eθ [Uϕ(θ)(ℓ(θ) − ℓ(θ2))]|θ=θ̂,θ2=θ̃
= Cov (Uϕ(θ), ℓ(θ) − ℓ(θ2))|θ=θ̂,θ2=θ̃

= Cov

(
n∑

i=1
y⋆

i b̂(1),

n∑
i=1

[
y∗

i (µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃)) − log(1 + yi)(ϕ̂− ϕ̃)
])∣∣∣∣∣

θ=θ̂

= Cov

(
n∑

i=1
(µ̂iy

∗
i − log(1 − yi))b̂(1),

n∑
i=1

[
y∗

i (µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃)) − log(1 + yi)(ϕ̂− ϕ̃)
])∣∣∣∣∣

θ=θ̂

=
n∑

i=1

[
V ar(y∗

i )µ̂i(µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃))−

Cov(y∗
i , log(1 + yi))(µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃) + µ̂i(ϕ̂− ϕ̃))+

V ar(log(1 + yi))(ϕ̂− ϕ̃)
]
b̂(1)

∣∣∣
θ=θ̂

=
n∑

i=1

[
(−d̂(0,2)

i )µ̂i(µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃))−

t̂
(0,2)
i (µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃) + µ̂i(ϕ̂− ϕ̃))+

(d̂(0,2)
i − r̂

(0,2)
i )(ϕ̂− ϕ̃)

]
b̂(1)

=
n∑

i=1

[
(−d̂(0,2)

i µ̂i − t̂
(0,2)
i )(µ̂i(1 + ϕ̂) − µ̃i(1 + ϕ̃)) +

(d̂(0,2)
i − r

(0,2)
i − t

(0,2)
i µ̂i)(ϕ̂− ϕ̃)

]
b̂(1),

Matricialmente,

Eθ [Uβ(θ)(ℓ(θ) − ℓ(θ2))]|θ=θ̂,θ2=θ̃
= (1 + ϕ̂)X⊤D̂1

[
V1
(
(1 + ϕ̂)M̂ − (1 + ϕ̃)M̃

)
+ (ϕ̂− ϕ̃)C

]
1,

Eθ [Uϕ(θ)(ℓ(θ) − ℓ(θ2))]|θ=θ̂,θ2=θ̃
= 1⊤

[(
V1M̂ + C

) (
(1 + ϕ̂)M̂ − (1 + ϕ̃)M̃

)
+

(ϕ̂− ϕ̃)
(
CM̂ + V2 − C

)]
1b̂(1).

Logo, após essa álgebra tediosa,

ῡ =
 (1 + ϕ̂)X⊤D̂1

[
V1
(
(1 + ϕ̂)M̂ − (1 + ϕ̃)M̃

)
+ (ϕ̂− ϕ̃)C

]
1

1⊤
[(

V1M̂ + C
) (

(1 + ϕ̂)M̂ − (1 + ϕ̃)M̃
)

+ (ϕ̂− ϕ̃)
(
CM̂ + V2 − C

)]
1b̂(1)

 .
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