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“Contrariwise, if it was so, it might be;
and if it were so, it would be;

but as it isn’t, it ain’t. That’s logic.”
(Lewis Carroll)



Resumo
Neste trabalho, estabelecemos a existência de soluções positivas para uma classe de
equações estacionárias do tipo Kirchhoff-Schrödinger definida em todo o R3 com não
linearidade com crescimento crítico no sentido de Sobolev e potencial não negativo que
pode decair para zero no infinito. Para tanto, usamos o método variacional da teoria dos
pontos críticos, que consiste em associar as soluções da equação aos pontos críticos de
um funcional adequado. Além disso, a não linearidade é geral e não satisfaz a conhecida
condição de Ambrosetti-Rabinowitz, o que torna o estudo da compacidade associada ao
problema e da limitação das sequências de Palais-Smale mais sofisticado. Nesse contexto,
as principais ferramentas utilizadas para atingir os nossos principais resultados foram o
uso do teorema do passo da montanha e o princípio de compacidade de Lions, além da
base que comum que consiste em resultados básicos de teoria de medida e integração de
Lebesgue, análise funcional e análise funcional não linear.

Palavras-chave: Equações de Kirchhoff-Schrödinger; Crescimento crítico de Sobolev;
Potencial que decai para zero no infinito.



Abstract
In this work, we establish the existence of positive solutions for a class of stationary
Kirchhoff-Schrödinger equations defined in the whole R3 with nonlinearity with critical
growth in the Sobolev sense and nonnegative potential that can decay to zero at infinity.
For this purpose, we use the variational method of critical point theory, which consists
of associating the solutions of the equation to the critical points of a suitable functional.
Furthermore, the nonlinearity is general and does not satisfy the well-known Ambrosetti-
Rabinowitz condition, which makes the study of the compactness associated with the
problem and the boundedness of Palais-Smale sequences more sophisticated. In this context,
the main tools used to achieve our main results were the use of the mountain pass theorem
and the Lions’ compactness principle, in addition to the common basis which consists of
basic results of measure theory and Lebesgue integration, functional analysis and nonlinear
functional analysis.

Keywords: Kirchhoff-Schrödinger equations; Critical Sobolev growth; Potential vanishing
at infinity.



Lista de símbolos

V ⊂⊂ U V,U ⊆ RN abertos e V ⊂ V ⊂ U com V compacto. Dizemos que V
está compactamente contido em U .

Br(a) Bola aberta de raio r e centro a.

Br Bola aberta de raio r e centro 0.

|Ω| Medida do conjunto Ω ⊆ RN Lebesgue mensurável.

supp(u) = {x ∈ U : u(x) ̸= 0}, para u : U → V .

χE(x) Função característica para o conjunto E.

∂U Fronteira do conjunto U ⊆ RN .

∂u

∂xi

(x) É a i-ésima derivada parcial de u em x, de valor lim
h→0

u(x+ hei) − u(x)
h

.

∂iu Denota a derivada fraca da função u ∈ L1
loc(RN ). Que se refere a função

∂iu = v tal que∫
U
u
∂φ

∂xi

(x)dx = −
∫

U
vφdx, ∀φ ∈ C∞

0 (U).

∂ij É a derivada fraca ∂j(∂iu).

Dαu = ∂|α|u

∂xα1
1 ...∂xαn

n

, em que α = (α1, α2, ..., αn) e |α| = α1 + α2 + ...+ αn.

Dαu Também denota a αth-derivada parcial fraca de u ∈ L1
loc(U). Que se

refere a função Dαu = v ∈ L1
loc(U) tal que∫

U
uDαφdx = (−1)|α|

∫
U
vφdx, ∀φ ∈ C∞

0 (U).

∇u Denota o gradiente ou gradiente fraco da função u : RN → R, definido
por (∂1u, ∂2u, ..., ∂Nu).

∇u∇v Denota o produto interno canônico entre ∇u ∈ RN e ∇v ∈ RN .

∥∇u∥ = ∥|∇u|∥, com |∇u| sendo a norma Euclidiana do RN do ∇u.

C(U) = {u : U → R : u é contínua em U}.

C(U) = {u : U → R : u é uniformemente contínua em subconjuntos de U}.

Ck(U) = {u : U → R : u é k-vezes continuamente diferenciável}.



C∞(U) = {u : U → R : u é infinitamente continuamente diferenciável}.

C∞
0 (U) = {u ∈ C∞(U) : u possui suporte supp(u) compacto}.

C0,γ(U) = {u ∈ C(U) : ∃C > 0, |u(x) − u(y)| ⩽ C|x − y|γ,∀x, y ∈ U}. Em
que 0 < γ ⩽ 1.

Ck,γ(U) Espaço de Hölder. Definido como o conjunto das funções u ∈ C(U) com
∑

|α|<k

sup
x∈U

|Dαu(x)| < ∞ e
∑

|α|=k

sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|Dαu(x) −Dαu(y)|
|x− y|α

< ∞,

em que α = (α1, α2, ..., αn) e |α| = α1 + α2 + ...+ αn.

L(U) Conjunto das funções u : U → R Lebesgue mensuráveis.

Lp(U) = {u ∈ L(U) :
∫

U
|u|pdx < ∞}, para p < ∞.

L∞(U) = {u ∈ L(U) : ∃C > 0 tal que |u(x)| ⩽ C q.t.p. em U}.

Lp(U) Conjunto cociente Lp(U)/ ∼, em que, u ∼ v ⇔ u = v q.t.p. em U .

Lp
loc(U) = {u : U → R : u ∈ Lp(V ) para todo V ⊂⊂ U}.

W k,p(U) = {u ∈ Lp(U) : Existem Dαu e Dαu ∈ Lp(U) para todo |α| ≤ k}.

Hk(U) = W k,2(U).

Dk,p(U) =
{
u ∈ Lp∗(U) : Existem Dαu e Dαu ∈ Lp(U) para todo |α| ≤ k

}
.

p∗ Expoente crítico de Sobolev, definido por pN

N − p
, quando N > p.

| · | Denota a norma euclidiana do RN .

∥ · ∥C Denota a norma usual no conjunto dos números complexos.

∥ · ∥Lp(U) Denota a norma usual do espaço Lp(U) em que ∥u∥p =
(∫

U
|u|pdx

) 1
p

.

∥ · ∥L∞(U) Denota a norma usual do espaço L∞(U) em que

∥u∥L∞(U) = inf {M ⩾ 0 : µ({x ∈ Ω : |f(x)| > M}) = 0} .

∥ · ∥p = ∥ · ∥Lp(RN ).

∥ · ∥∞ = ∥ · ∥L∞(RN ).

∥ · ∥W k,p(U) Denota a norma usual do espaço W k,p(U) em que

∥u∥W k,p(U) =
 ∑

0⩽|α|⩽k

∫
U

|Dαu(x)|p dx
 1

p

.



∥ · ∥Dk,p(U) Denota a norma usual do espaço Dk,p(U) em que

∥u∥Dk,p(U) =
 ∑

|α|=k

∫
U

|Dαu(x)|p dx
 1

p

.

∥ · ∥Ck,γ(U) Denota a norma no espaço Ck,γ(U) em que

|u|Ck,γ(U) =
∑

|α|⩽k

sup
x∈U

|Dαu(x)| +
∑

|α|=k

sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|Dαu(x) −Dαu(y)|
|x− y|γ

E∗ Dual topológico do espaço vetorial E.

∗ Se u : U → Rm, escrevemos u(x) = (u1(x), u2(x), ..., um(x)) para x ∈ U .
Dizemos que a função uk é a k − ésima componente da função u.

∗ Escrevemos lim
r→R

ϕk(r) = 0 uniformemente em k ⩾ k0 para indicar que
dado ε > 0 existe rε > 0 tal que

r ⩾ rε ⇒ |Φk(r)| < ε,∀k ∈ N, k ⩾ k0.
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1 Introdução

O estudo das Equações Diferenciais Parciais (EDP), datam do século XV III

ganhando notoriedade nos trabalhos pioneiros dos matemáticos Leonhard Euler, Jean
D’Alembert, Joseph-Louis Lagrange e Pierre-Simon de Laplace que foram instigados pelo
estudo analítico de modelos da física, temática qual, atualmente, ainda é a principal fonte
de excitação na busca por métodos de soluções de sistemas que envolvem EDP’s específicas.
Já no século XIX, os trabalhos de Augustin-Louis Cauchy, Bernhard Riemann e Johann
Dirichlet norteiam o papel protagonista das EDP’s como instrumento fundamental no
progresso e criação de outros ramos da matemática, exaltando a significância desta área da
matemática para além de sua aplicabilidade nas Ciências Naturais (BREZIS; BROWDER,
1998). Com respeito aos supracitados matemáticos, concerne ressaltar:

[...] a construção dos conceitos envolvendo as Equações Diferenciais deu-se de-

vido às contribuições de diversos matemáticos em diferentes períodos históricos.

Cada matemático, ao seu tempo, desenvolveu novas ideias e aperfeiçoou métodos

para o estudo e a aplicação das Equações Diferenciais nas mais diversas áreas do

conhecimento. Assim, mesmo que o mérito e reconhecimento de algumas desco-

bertas matemáticas recaiam, em muitos momentos, sobre alguns grandes nomes,

faz-se necessário reconhecer que esta teoria é resultante de uma construção de

ideias e resultados obtidos por muitos personagens [...] (PAULA, 2019).

Como exemplo do fomento que o avanço teórico nos estudos das EDP’s durante
o século XIX proporcionou a outros ramos da matemática, destacamos os estudos de
Riemann no desenvolvimento da teoria das funções analíticas de uma variável complexa e
a teoria de superfícies de Riemann. Conforme mencionado que os resultados matemáticos
decorrem de uma acumulação de conhecimento que envolvem o esforço coletivo de diversos
personagens, tem-se que a teoria de superfícies de Riemann é a extensão (começando com a
Teoria de Hodge) de ferramentas comparáveis no estudo da Geometria Algébrica em várias
variáveis, ainda, ocasionando a desenvolvimentos como o Teorema de Riemann-Roch e o
Teorema do Índice de Atiyah-Singer (BREZIS; BROWDER, 1998). Igualmente, o avanço
revolucionou o campo da geometria diferencial nas últimas décadas do século XX (BREZIS;
BROWDER, 1998). Destacamos a interação entre a teoria dos sistemas que envolvem
EDP’s e Teoria de Lie. A interação entre as duas teorias, iniciada pelos trabalhos de de
S. Lie na década de 1870 e posteriormente ampliada por E. Cartan na década de 1890,
cominou, após a introdução da teoria dos feixes por Leray em 1945, na união de ideias e
técnicas provenientes de várias áreas, tais como teoria de variedades, topologia algébrica,
geometria diferencial, álgebra homológica e análise (BREZIS; BROWDER, 1998).
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Por uma definição inicial, se entende que as soluções de EDP’s possui classe de
diferenciabilidade idêntica a ordem da EDP, isto é, suas derivadas parciais até a ordem em
questão têm que ser contínuas, a essas soluções atribuímos o nome de soluções clássicas. Na
busca por uma solução clássica, é comum, proferir funções candidatas que, por vezes, não
possui a mesma classe de diferenciabilidade desejada. A essas candidatas, denominamos
de soluções fracas, que é essencialmente um conceito que envolve identidades integrais.
Para introduzirmos o conceito, considere o problema−∆u = h(u),

u > 0, u ∈ D1,2(RN).
(P)

Com h : R → R contínua. Suponha que exista u ∈ C2(RN ) solução para o problema acima
de modo que dado φ ∈ C∞

0 (RN ) cada parcela da expressão abaixo é integrável sobre o RN ,

(−∆u)φ = h(u)φ,

ou seja, em que faz sentido a equação

−
∫
RN

(∆u)φdx =
∫
RN
h(u)φdx, ∀φ ∈ C∞

0 (RN).

Desse modo, ao considerar a bola BR ⊆ RN tal que supp(φ) ⊂ BR de forma estrita, a
igualdade acima se torna

−
∫

BR

(∆u)φdx =
∫
RN
h(u)φdx.

Pois supp(φ) ⊂ BR, daí fazendo uso da Primeira Identidade de Green (Teorema A.1.9),
obtemos

−
∫

∂BR

∂u

∂ν
φdx+

∫
BR

∇u∇φdx =
∫
RN
h(u)φdx.

Novamente, por supp(φ) ⊂ BR estritamente, então
∫

∂BR

∂u

∂ν
φdx = 0 e

∫
BR

∇u∇φdx =∫
RN

∇u∇φdx. Da igualdade acima, obtemos
∫
RN

∇u∇φdx =
∫
RN
h(u)φdx, ∀φ ∈ C∞

0 (RN). (1.1)

Notemos que mesmo que tenhamos utilizado a hipótese de u ∈ C2(RN), a equação (1.1)
faz sentido para u ∈ D1,2(RN), a hipótese do problema (P). De fato,∫

RN
|∇u∇φ|dx =

∫
RN

∣∣∣∣∣
N∑

i=1
∂iu∂iφ

∣∣∣∣∣ dx =
∫

supp(φ)

∣∣∣∣∣
N∑

i=1
∂iu∂iφ

∣∣∣∣∣ dx ⩽
∫

supp(φ)

N∑
i=1

|∂iu∂iφ| dx,

como as funções ∂iφ são contínuas em RN então, via Teorema de Weierstrass (Teorema
A.1.5), ∂iφ são limitadas no compacto supp(φ) por uma constante M > 0,∫

RN
|∇u∇φ|dx ⩽

∫
supp(φ)

M
N∑

i=1
|∂iu| dx = M

N∑
i=1

∫
supp(φ)

|∂iu| dx. (1.2)
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Como ∂iu ∈ L2(RN) então ∂iu ∈ L2(supp(φ)) ⊆ L1(supp(φ)), portanto, da equação (1.2),
obtemos ∫

RN
|∇u∇φ|dx < +∞

Além disso, se u ∈ D1,2(RN), que implica em u ∈ L6(supp(φ)) e, consequentemente, u
limitada em supp(φ) então, da continuidade da função h em todo RN , segue que h(u) é
limitada em supp(φ). Portanto,∫

RN
h(u)φdx ⩽ C

∫
RN
φdx < +∞.

O que sugere a seguinte definição

Definição 1.0.1. (Solução Fraca) Dizemos que u ∈ D1,2(RN) é solução fraca do
problema (P) se satisfaz a equação∫

RN
∇u∇φdx =

∫
RN
h(u)φdx, ∀φ ∈ C∞

0 (RN).

Além disso, vamos considerar utilizar resultados provenientes da teoria dos pontos
críticos.

Definição 1.0.2. (Funcional Energia) Dizemos que J : D1,2(RN) → R é o funcional
energia associado ao problema se sua derivada é tal que

J ′(u)φ =
∫
RN

∇u∇φdx−
∫
RN
h(u)φdx, ∀φ ∈ C∞

0 (RN).

Isto implica que seus pontos críticos ser soluções fracas para o problema. Na Física,
tal funcional pode vir a representar a energia total distribuída no campo físico ao qual a
equação está associada. A título de exemplo, consideremos a equação de Schrödinger

− ℏ2

2m∆u(x, t) + V (x)u(x, t) = iℏ
∂u(x, t)
∂t

,

em que u : RN × [0,∞) → C é a equação da onda, com x ∈ RN (N = 1, 2, 3) representando
a posição da partícula no sistema de coordenadas e t ⩾ 0 o tempo. Além disso, m
representa a massa, ℏ é a constante de Planck e V : RN → R está relacionada ao
comportamento da partícula com a interferência externa do meio. Enquanto que u(x, t)
não possui nenhum sentido físico direto, o valor ∥u(x, t)∥2

C representa a densidade de
probabilidade de encontrar a partícula em uma posição x no momento t. Em chamados
estados estacionários da partícula, que se estuda níveis de energias definidos invariantes
no tempo obtemos a equação de Schrödinger independente do tempo

− ℏ2

2m∆u(x) + V (x)u(x) = Eu(x), (1.3)
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em que E é um valor real relacionado a energia total do sistema. Desse modo, trabalhamos
com a equação da onda como uma função real u : RN → R. E consideramos o funcional
energia associado,

I(u) =
∫
RN

(
ℏ2

2m |∇u(x)|2 + V (x)|u(x)|2 + Eu2(x)
)

dx, (1.4)

Em que a parcela ℏ2

2m |∇u(x, t)|2 representa a contribuição da energia cinética e V (x)|u(x, t)|2

a contribuição da energia potencial. Ainda, em generalização a equação (1.3) nascem as
equações do tipo Kirchhoff-Schrödinger. No modelo, ao incorporar o funcional de Kichhorff,
originalmente da forma M0

(
∥∇u∥2

L2(Ω)

)
=
(
1 + a∥∇u∥L2(Ω)

)
, atribuímos um efeito não

local na variação da energia cinética global, pois é um termo que não está aplicado a um
ponto de Ω ⊆ RN tornando a equação estacionária de Schrödinger da forma

−M0
(
∥∇u∥2

L2(Ω)

)
∆u+ V (x)u = h(u),

em que h : R → R é uma não linearidade e representa interações não lineares das partículas.
É nesse contexto que nasce o problema a ser estudado neste trabalho−M

(
∥∇u∥2

2

)
∆u+ Vλ(x)u = u2∗−1 + γf(u),

u > 0, u ∈ D1,2(R3).

Em que a não linearidade f : R → R não satisfaz a conhecida condição de Ambrosetti-
Rabinowitz com propriedades a serem detalhadas no capítulo seguinte. Tendo como
principal objetivo provar o seguinte resultado,

Teorema 1.0.1. Suponha que (V1) − (V3), (M1) − (M3) e (f1) − (f5) são satisfeitos e
p ∈ (4, 6). Então, existe γ∗ > 0 tal que para todo γ ⩾ γ∗ existe λ∗ = λ∗(γ) > 0 tal que
Pλ,γ possui solução para todo λ ⩾ λ∗.

Para tanto, no Capítulo 2, apresentamos com maiores detalhes o problema além de
propriedades preliminares das funções envolvidas. No Capítulo 3, estabelecemos a estrutura
variacional sob a qual definiremos e trabalharemos em busca das soluções fracas descritas
no teorema, além de fornecermos as principais estimativas para o problema, sendo crucial
o uso do Teorema do Passo da Montanha (Teorema A.3.13). Já no Capítulo 4, com uso
do APÊNDICE C - Princípio de Compacidade de Lions, determinamos a convergência
da sequência de Cerami estabelecida no Capítulo 3 juntando com uma estimativa tipo
L∞ − uniforme para o problema auxiliar, o qual é crucial no nosso argumento na prova
do Teorema 1.0.1.
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2 Preliminares

2.1 Descrição da classe de problemas elípticos não lineares

Motivados pelo recente trabalho de Ó, Souto e Ubilla (2020), o presente trabalho
tem como principal objetivo apresentar resultados de existência de solução para uma classe
de problemas do tipo Kirchhoff-Schröndinger,−M

(
∥∇u∥2

2

)
∆u+ Vλ(x)u = u5 + γf(u),

u > 0.
(Pλ,γ)

Onde Vλ(x) = Z(x) + λV (x), parâmetros λ, γ ∈ (0,∞) e p ∈ (4, 2∗), satisfazendo

(V1) Z e V são funções contínuas e não negativas;

(V2) V ≡ 0 em alguma bola BR∗(x∗) ⊆ R3;

(V3) lim inf
|x|→∞

|x|p−2V (x) > 0;

(M1) A função de Kirchhoff M : [0,+∞) → [0,+∞) é contínua;

(M2) M é não decrescente no intervalo [0,+∞) e M(0) =: M0 > 1/p;

(M3) A função t 7→ M(t)/t é não crescente no intervalo (0,∞).

A não linearidade f : R → R é uma função de classe C1 satisfazendo

(f1) f(s) ⩾ 0, ∀s ∈ R;

(f2) s 7→ s2∗−1 + f(s)
s

é crescente em (0,+∞);

(f3) Existe C > 0 tal que

|f(s)| ⩽ C
(
1 + |s|p−1

)
,∀s ∈ R;

(f4) lims→0
f(s)
s

= 0;

(f5) Existe C > 0 tal que F (s) =
∫ s

0 f(τ)dτ ⩾ C|s|p.

Nossa principal contribuição para trabalhos recentes é a possibilidade de que o potencial
Vλ possa decair para zero no infinito, além da inserção da não linearidade f : R → R que
não satisfaz a célebre condição de Ambrosetti-Rabinowitz. Destacamos que em Ó, Souto
e Ubilla (2020) é provado o Teorema 1.0.1 no caso em que f(s) = sp−2|s|. A função f
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replica a função presente em Alves, Souto e Soares (2011), mas ao invés da hipótese f5,
no mencionado artigo, ela possui a hipótese lim

(
F (s)

s4

)
= +∞, qual pode ser vista como

consequência da hipótese

(f ∗
5 ) Existe θ > 4 e C > 0 tais que F (s) > |s|θ.

A nossa hipótese (f5) seria o caso quando θ é o próprio p na hipótese (f ∗
5 ).

Exemplo 2.1.1. Considere V : R3 → R dada por

V (x) =

0, se |x| ⩽ |x1|,
1

|x|p−2φ
(

|x|−|x∗|
R1

)
, se |x| > |x∗|.

Onde φ : R → [0, 1] de classe C1(R) tal que

(i) φ(s) = 0 para s ⩽ 1;

(ii) φ(s) = 1 para s ⩾ 2;

(ii) φ varia de 0 a 1 para 1 < s < 2.

Por exemplo, podemos considerar

φ(s) =


0, se s ≤ 1,

3(s− 1)2 − 2(s− 1)3, se 1 < s < 2,

1, se s ≥ 2.

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

φ(s)

Figura 1 – Gráfico da função φ(s).

Essa construção garante que φ : R → [0, 1] seja de classe C1(R). Desse modo, a função
V (x) se torna contínua por se tratar do produto e composição de funções contínuas, além de
que V (x) ⩾ 0. Quando x ∈ BR∗(x1) temos que |x|−|x1|

R1
⩽ |x−x1|

R1
⩽ 1 então φ

(
|x|−|x1|

R1

)
= 0,

portanto, V (x) = 0 em BR1(x1). Ainda, para valores suficientemente grandes de |x|, temos
que φ

(
|x|−|x1|

R1

)
= 1 e, portanto,

lim inf
|x|→∞

|x|p−2V (x) = lim inf
|x|→∞

|x|p−2 1
|x|p−2 = 1 > 0.

A função V : R3 → R indicada satisfaz as propriedades (V1), (V2) e (V3).
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Exemplo 2.1.2. Quanto a um exemplo para o funcional M : [0,+∞) → [0,+∞) que
satisfaça (M1)-(M3), podemos considerar M(t) = a+ bt com a >

1
p

e b ⩾ 0. Quando a = 1
e b = 0 recaímos ao Laplaciano M(∥∇u∥2

2)∆u = ∆u.

Lema 2.1.1. As seguintes propriedades envolvendo M e sua primitiva M̂(s) =
∫ s

0
M(τ)dτ

são válidas:

a) M̂(s) ⩾M0s, para todo s > 0;

b) As condições (M2)-(M3) implicam que s 7→ 2M̂(s) − sM(s) é não decrescente para
s > 0;

c) Se q > 4, as condições (M2)-(M3) implicam em

qM̂(s) − 2sM(s) ⩾M0(q − 4)s, para todo s > 0.

Demonstração. a) De fato, como M uma função não decrescente em [0,∞), segue de
imediato que

M̂(s) =
∫ s

0
M(τ)dτ ⩾

∫ s

0
M0dx = M0s, para todo s > 0.

Logo, a) vale.

b) Ainda, defina A(s) = 2M̂(s) − sM(s). Para 0 ⩽ t ⩽ s, segue

A(s) − A(t) = 2
∫ s

0
M(τ)dτ − 2

∫ s

0

M(s)
s

τdτ −
[
2
∫ t

0
M(τ)dτ − 2

∫ t

0

M(t)
t

τdτ
]

= 2
∫ s

t
M(τ)dτ + 2

[∫ t

0

M(t)
t

τdτ −
∫ s

0

M(s)
s

τdτ
]

= 2
∫ s

t

M(τ)
τ

τdτ + 2
[∫ t

0

M(t)
t

τdτ −
∫ t

0

M(s)
s

τdτ −
∫ s

t

M(s)
s

τdτ
]

= 2
∫ s

t

(
M(τ)
τ

− M(s)
s

)
τdτ + 2

∫ t

0

(
M(t)
t

− M(s)
s

)
τdτ

por (M3), M(τ)
τ

⩾ M(s)
s

> 0 para todo 0 < τ ⩽ s, incluindo τ = t. Portanto,
A(s) − A(t) ⩾ 0 e b) vale.

c) Desse modo, quando q > 4, para todo s > 0,

qM̂(s) − 2sM(s) = (q − 4)M̂(s) + 2(2M̂(s) − sM(s))
⩾ (q − 4)M̂(s)
⩾M0(q − 4)s.
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Lema 2.1.2. Se f satisfaz (f3) e (f4), então, dado ε > 0, existe Cε > 0 tal que |f(s)| ⩽
ε|s| + Cε|s|q−1 para todo s ⩾ 0 e q ⩾ p.

Demonstração. De fato, dado ε > 0, por (f4), existe δε > 0 tal que∣∣∣∣∣f(s)
s

∣∣∣∣∣ < ε ⇒ |f(s)| ⩽ ε|s|, ∀|s| ∈ (0, δε). (2.1)

Ainda, defina h : [−1,−δε] ∪ [δε, 1] → R dada por

h(s) = f(s) − εs

sq−1 .

Sendo h uma função contínua definida em um compacto, existe Ĉε em que |h(s)| ⩽ Ĉε

para todo s ∈ [δε, 1], o que implica em,

|f(s)| − ε|s|
|s|q−1 ⩽

∣∣∣∣∣f(s) − εs

sq−1

∣∣∣∣∣ = |h(s)| ⩽ Ĉε,

logo,

|f(s)| ⩽ ε|s| + Ĉε|s|q−1, ∀s ∈ [δε, 1]. (2.2)

Por fim, para |s| > 1, por (f3), existe C > 0 tal que

|f(s)| ⩽ C
(
1 + |s|p−1

)
⩽ C

(
|s|p−1 + |s|p−1

)
= 2C|s|p−1 ⩽ 2C|s|q−1, ∀|s| > 1. (2.3)

Portanto, ao considerar Cε = max{1, 2C, Ĉε}, por (2.1), (2.2) e (2.3), temos

|f(s)| ⩽


ε|s| ⩽ ε|s| + Cε|s|q−1, se s ∈ [0, δε),

ε|s| + Ĉε|s|p−1 ⩽ ε|s| + Cε|s|q−1, se s ∈ [δε, 1],

2C|s|q−1 ⩽ ε|s| + Cε|s|q−1, se s ∈ (1,∞).

Ou seja,

|f(s)| ⩽ ε|s| + Cε|s|q−1, ∀s ∈ R.

Observação 2.1.1. Note que f(0) = 0 e que, conforme estabelecido pelo resultado anterior,
ao considerar ε0 = 1 e q = 2∗ = 6, existe uma constante Cε0 tal que

|f(s)| ⩽ |s| + Cε0|s|5.
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3 Estrutura variacional

3.1 O Problema Auxiliar

Como o funcional Vλ : R3 → R pode decair para zero, é dificultoso a busca de
soluções para a equação −M (∥∇u∥2

2) ∆u + Vλ(x)u = u5 + γf(u) no clássico Espaço de
Sobolev W 1,2(R3), por não conseguirmos reproduzir um espaço normado adequado em que
o funcional energia para o problema esteja bem definido. Por esse motivo, a investigação
para soluções levará em conta o espaço

D1,2 =
{
u ∈ L2∗ : Existem ∂iu e ∂iu ∈ L2(R3) para todo i = {1, 2, 3}

}
.

Assim, nosso problema passará a ser descrito como−M
(
∥∇u∥2

2

)
∆u+ Vλ(x)u = u5 + γf(u),

u > 0, u ∈ D1,2(R3).
(Pλ,γ)

Com finalidade de aplicarmos a teoria dos pontos críticos para o problema (Pλ,γ), vamos
considerar o espaço

E =
{
u ∈ D1,2(R3);

∫
R3
Vλ(x)u2 < +∞

}
, (3.1)

o qual, munido da operação ⟨ , ⟩ : E ×E → R, de regra ⟨u, v⟩ =
∫
R3

∇u · ∇v+ Vλ(x)uvdx,
induz em E uma estrutura de Espaço de Hilbert. No próximo passo vamos mostrar que

a função ∥u∥ =
(∫

R3
|∇u|2 + Vλ(x)u2dx

)1/2
é de fato uma norma em E. No que segue,

vamos supor que as condições (V1)-(V3), (M1)-(M3) e (f1)-(f3) sejam válidas.

Proposição 3.1.1. A estrutura (E, ∥ · ∥) acima definida, é um espaço de Hilbert.

Demonstração. De fato, dados u, v ∈ E ⊆ D1,2(R3), escrevendo Vλ = V
1/2

λ V
1/2

λ , pela
Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1) temos

|⟨u, v⟩| = |⟨u, v⟩D1,2(R3)| +
∣∣∣∣∫

R3
Vλ(x)uvdx

∣∣∣∣ .
O que garante a boa definição de ⟨ , ⟩. Quanto a bilinearidade e simetria de ⟨ , ⟩ segue da
linearidade de ∇ e da bilinearidade e simetria do produto interno canônico do R3. Além
disso, dados u, v ∈ E observe que

⟨u, u⟩ =
∫
R3

|∇u|2 + Vλ(x)u2dx ⩾ 0,
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pois Vλ(x) ⩾ 0. Além disso,

⟨u, u⟩ = 0 ⇔
∫
R3

|∇u|2 + Vλ(x)u2dx = ∥u∥2
D1,2(R3) +

∫
R3
Vλ(x)u2dx

⇔ ∥u∥D1,2(R3) = 0 e
∫
R3
Vλ(x)u2dx = 0

⇔ u = 0.

Logo, ⟨ , ⟩ é um produto interno. Consequentemente, ∥ · ∥ : E → R dada por

∥u∥ = (⟨u, u⟩)1/2 =
(∫

R3
|∇u|2 + Vλ(x)u2dx

)1/2

é uma norma em E. Isto mostra que (E, ∥ · ∥) é um espaço normado cuja a norma provém
de um produto interno. Em posse deste fato, seja (un) ⊆ E uma subsequência Cauchy em
E, ou seja, uma sequência tal que para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

n,m ⩾ n0 ⇒ ∥un − um∥ < ε (3.2)

Como ∥u∥D1,2(R3) = ∥∇u∥2 ⩽ ∥u∥, para todo u ∈ E, então (un) é uma sequência de Cauchy
no espaço de Hilbert D1,2(R3), donde segue

un → u em D1,2(R3) para algum u ∈ D1,2(R3), (3.3)

da imersão contínua D1,2(R3) ↪→ L2∗(R3), então un → u em L2∗(R3). Pela Recíproca
Parcial do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), dado uma
subsequência (unk

) ⊆ (un) qualquer, existe (unk,1) ⊆ (unk
) subsequência, em que

unk,1(x) → u(x) q.t.p. em R3. (3.4)

Como
∫
R3
Vλ(x)v2dx ⩽ ∥v∥, para v ∈ E, de (3.2) segue que para todo ε, existe nk0,1 tal

que

nk,1, nh,1 ⩾ nk0,1 ⇒
∫
R3
Vλ(x)(unk,1 − unh,1)2dx =

∫
R3

(Vλ(x)1/2unk,1 − Vλ(x)1/2unh,1)2 < ε.

Portanto, (V 1/2
λ (x)unk,1) é uma sequência de Cauchy em L2(R3), consequentemente,

V
1/2

λ (x)unk,1 → û em L2(R3),

para algum û em L2(R3). Em particular, novamente pela Recíproca Parcial do Teorema
da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), V 1/2

λ (x)unk,2(x) → û(x) q.t.p.
em R3 para alguma subsequência (unk,2) ⊆ (unk,1) ⊆ (unk

), ainda, por (3.4),

V
1/2

λ (x)unk,2 → V
1/2

λ (x)u q.t.p. em R3.

Portanto, pela unicidade do limite q.t.p., segue û(x) = V
1/2

λ (x)u(x) q.t.p. em R3, donde

V
1/2

λ (x)unk,2 → V
1/2

λ (x)u em L2(R3). (3.5)
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Segue que existe M > 0 tal que

∥V 1/2
λ (x)unk,2∥2 =

∫
R3
V

1/2
λ (x)u2

nk,2
⩽M, ∀k ∈ N.

Como Vλ(x)u2
nk,2

→ Vλu
2 q.t.p. em R3 e Vλ(x)u2

nk,2
⩾ 0, pelo Lema de Fatou (Teorema

A.2.3), ∫
R3
Vλ(x)u2 =

∫
R3

lim inf Vλu
2
nk,2

⩽ lim inf
∫
R3
Vλ(x)u2

nk,2
⩽M,

logo, u ∈ E e por (3.3) e (3.5),

∥unk,2 − u∥2 = ∥unk,2 − u∥2
D1,2(R3) +

∫
R3
Vλ(x)(unk,2 − u)2dx

= ∥unk,2 − u∥2
D1,2(R3) + ∥V 1/2

λ (x)unk,2 − V
1/2

λ (x)u∥2
2 → 0.

Por fim, pelo Princípio da subsequência (Lema A.1.1),

un → u em E.

Portanto, toda sequência de Cauchy em (E, ∥ · ∥) é convergente. Portanto, (E, ∥ · ∥) é um
espaço de Hilbert.

Motivados pela Definição 1.0.1, diremos que u ∈ E é solução fraca do problema
(Pλ,γ), com as hipóteses (M1)-(M3), (V1)-(V3), (f1)-(f5) anteriormente estabelecidas, se
satisfaz

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇vdx+
∫
R3
Vλ(x)uvdx =

∫
R3
u5v + λf(u)vdx, ∀v ∈ E.

Observação 3.1.1. Suponha que u0 ∈ E, com u0 ⩾ 0 q.t.p. em R3, (V1)-(V3) satisfaz a
seguinte identidade variacional

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇vdx+
∫
R3
V (x)uvdx =

∫
R3
u5v + αf(u)vdx, ∀v ∈ E, (3.6)

onde V λ(x) é dado por V λ(x) = Vλ(x+ x1), ou seja, verifica

• (V ′
2): V ≡ 0 em BR1(0) ⊆ R3,

que ocorre se, e somente se, a hipótese (V2) vale para Vλ. Para toda função v ∈ E,
escolhendo v(x) = v(x+ x1) ∈ E, como função teste em (3.6), obtemos

M(∥∇u0∥2
2)
∫
R3

∇u0∇vdx+
∫
R3
V λ(x)u0vdx =

∫
R3
u5v + αf(u0)vdx. (3.7)

Por outro lado, definindo u(x) = u0(x+ x1), temos que∫
R3
u0∂iφdx =

∫
R3

(∂iu0)φdx, ∀φ ∈ C∞
0 (R3),
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Em particular, para φ(x) = φ(x+ x1) ∈ C∞
0 (R3),∫

R3
u0∂iφdx = −

∫
R3

(∂iu0)φdx, ∀φ ∈ C∞
0 (R3),

pelo Teorema da Mudança de Variável (Teorema A.1.2),∫
R3
u0(x− x1)∂iφ(x− x1)dx = −

∫
R3

(∂iu0(x− x1))φ(x− x1)dx, ∀φ ∈ C∞
0 (R3),

Daí, ∫
R3
u(x)∂iφ(x)dx = −

∫
R3

(∂iu0(x− x1))φ(x)dx, ∀φ ∈ C∞
0 (R3).

Ou seja, ∂iu(x) = ∂iu0(x − x1), analogamente, ∂iiu(x) = ∂iiu0(x − x1). Que implica em
∇u(x) = ∇u0(x − x1), ainda, como a integral de Lebesgue é invariante por translação,
concluímos ∥∇u∥2

2 = ∥∇u0∥2
2. Então, pela equação (3.7) segue que

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u0∇vdx+
∫
R3
V (x)u0vdx =

∫
R3
u5

0v + αf(u0)vdx. (3.8)

com v(x) = v(x+ x1) para toda v ∈ C∞
0 (RN). Novamente, pelo Teorema da Mudança de

Variável (Teorema A.1.2), concluímos

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇vdx+
∫
R3
V λ(x− x1)uvdx =

∫
R3
u5v + αf(u)vdx, ∀v ∈ C∞

0 (R3).

Como V λ(x) = Vλ(x+ x1), vemos que u(x) = u0(x− x1) a identidade (3.6). Em resumo,
obtemos soluções, no sentido fraco, para o problema sob a hipótese (V ′

2), garantimos a
existência de soluções para BR1(x1) qualquer na hipótese (V2).

Por causa da Observação 3.1.1, sem perda de generalidade, vamos considerar
BR1(x1) = BR1 na hipótese (V2). No intuito de obtermos propriedades suficientes para a
convergência de solução, iremos reformular o problema (Pλ,γ) para um problema auxiliar,
como segue. Seja hγ(s) = s5 + γf(s), considere R ⩾ R1 e defina

g(x, s) =



hγ(s), se x ∈ BR ou hγ(s) ⩽ Vλ(x)s
p

para s > 0,
Vλ(x)s
p

, se x ∈ Bc
R e hγ(s) > Vλ(x)s

p
para s > 0,

0, se s ⩽ 0.

(3.9)

Considere o problema auxiliar

−M(∥∇u∥2
2)∆u+ Vλ(x)u = g(x, u). (APλ,γ)

Definição 3.1.1. A função u ∈ E é solução fraca do problema auxiliar se satisfaz

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇vdx+
∫
R3
Vλ(x)uvdx =

∫
R3
g(x, u)vdx, ∀v ∈ E.
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No próximo passo listaremos as principais propriedades que a não linearidade
g : R3 × R → R satisfaz dentro do espaço do nossos métodos.

Proposição 3.1.2. A função g : R3 × R → R satisfaz:

(g1) A função g é Carathéodory;

(g2) sg(x, s) ⩽ shγ(s) = s6 + sfγ(s), ∀(x, s) ∈ R3 × R

(g3) sg(x, s) ⩽ Vλ(x)
p

s2, ∀(x, s) ∈ Bc
R × R

(g4) g(x, s) ⩽ |hγ(s)| ⩽ |s|5 + |fγ(s)|, ∀(x, s) ∈ R3 × R

(g5) g(x, s) ⩽ Vλ(x)
p

|s|, ∀(x, s) ∈ Bc
R × R

(g6) sg(x, s) − pG(x, s) ⩾
[

1
p

− 1
2

]
Vλ(x)s2,∀s ∈ R

Demonstração. De fato, dado s ∈ R\{0}, considere

ωs =
{
x ∈ R3;hα(s) ⩽ Vλ(x)s

p

}
.

Este é um conjunto mensurável, pois Vλ : R3 → R é uma função mensurável. Note que

g(·, s) = hγ(s)χBR
χωs + hγ(s)χBR

χωc
s

+ hγ(s)χBc
R
χωs + Vλ

p
χBc

R
χωc

s
(3.10)

em que χA denota a função característica. Observe que a equação (3.10) expressa a função
g(·, s) : R3 → R como uma combinação de funções mensuráveis, portanto, g(·, s) é uma
função mensurável. por outro lado, a partir de (f5), temos

F (s) ⩾ C|s|p ⇒ F (s)
s2 ⩾ C|s|p−2

⇒ lim
|s|→∞

F (s)
s2 = +∞.

Daí, pela regra de L’Hopital, lim
s→∞

f(s)
s

= +∞. Disso, combinado com (f4), segue que

lim
s→+∞

hγ(s)
s

= +∞ e lim
s→0

hγ(s)
s

= 0

Agora, fixado x ∈ R3, como Vλ(x)
p

⩾ 0 e, por (f2), a função q(s) = hγ(s)
s

é uma função

contínua crescente em s > 0, supondo Vλ(x)
p

> 0, pelo Teorema do Valor Intermediário
(Teorema A.1.6), existe sx > 0 tal que

hγ(sx)
sx

= Vλ(x)
p

,
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O que implica, por q : R+ → R+ ser crescente, em
q(s) = hγ(s)

s
⩽
Vλ(x)
p

, se s ∈ (0, sx] ,

q(s) = hγ(s)
s

>
Vλ(x)
p

, se s ∈ (sx,∞) .
(3.11)

Com essas observações vamos considerar que a função g(x, ·) é contínua para todo x ∈ R3.
Se x ∈ BR, então

g(x, s) =

hγ(s), se s ∈ [0,∞],

0, se s ∈ [−∞, 0].

é uma função contínua pois hγ o é, e hγ(0) = 0. Para o caso em que x ∈ Bc
r, por (3.11),

segue que

g(x, s) =


hγ(s), se s ∈ (0, sx] ,
Vλ(x)
p

s, se s ∈ (sx,∞) ,

0, se s ∈ (−∞, 0].

(3.12)

Desse modo, a continuidade de g(x, ·) em R, com x ∈ Bc
R, depende da interação das

funções contínuas hγ e s 7→ Vλ(x)
p

s em 0 e sx. Como,

lim
s→s+

x

g(x, s) = lim
s→s+

x

Vλ(x)
p

s = Vλ(x)
p

sx = h(sx) = lim
s→s−

x

h(s) = lim
s→s−

k

g(x, s),

lim
s→0+

g(x, s) = lim
s→0

h(s) = h(0) = 0

A continuidade de g(x, ·) é garantida para x ∈ Bc
R e Vλ(x)

p
> 0. Caso Vλ(x)

p
= 0, segue da

definição, g(x, ·) = 0. Logo, a função g(x, ·) : R 7→ R é contínua para todo x ∈ R3 fixado.
Consequentemente a função g : R3 × R → R é uma função Carathéodory. Isto prova (g1).
Pelo o que foi discutido, por (3.12), podemos reescrever a função g : R3 → R da seguinte
maneira,

g(x, s) =



hγ(s), se (x, s) ∈ BR × R,

hγ(s), se (x, s) ∈ Bc
R × (0, sx] ,

Vλ(x)
p

s, se (x, s) ∈ Bc
R × (sx,∞) ,

0, se (x, s) ∈ R3 × (−∞, 0].

(3.13)

Mas por (3.11), observe que
hγ(s)
s

⩽
Vλ(x)
p

⇒ hγ(s)
s

s2 ⩽
Vλ(x)
p

s2

⇒ shγ(s) ⩽ Vλ(x)
p

s2, ∀(x, s) ∈ R3 × (0, sx] (3.14)
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Além disso,
hγ(s)
s

>
Vλ(x)
p

⇒ hγ(s)
s

s2 >
Vλ(x)
p

s2

⇒ shγ(s) > V (x)
p

s2, ∀(x, s) ∈ R3 × (sx,∞) (3.15)

Observando a função g : R3 → R, como redefinida em (3.13), juntamente com o exposto
em (3.14) e (3.15), concluímos que (g2) e (g3) valem. Como g(x, s) = 0 para s ∈ (−∞, 0],
segue que (g2) e (g3) implica em (g4) e (g5). Seja (x, s) ∈ R3 × (0, sx], então

sg(x, s) − pG(x, s) −
[(

1
p

− 1
2

)
Vλ(x)s2

]
= sh(s) − p

∫ s

0
h(τ)dτ − 1

p
Vλ(x)s2 + Vλ(x)s2

2

= 2
∫ s

0

h(s)
s
τdτ − p

∫ s

0

h(τ)
τ

τdτ

− 2
∫ s

0

Vλ(x)
p

τdτ + p
∫ s

0

Vλ(x)
p

τdτ,

disso, já que τ 7→ h(τ)
τ

é crescente em (0, s], segue

sg(x, s) − pG(x, s) −
[(

1
p

− 1
2

)
Vλ(x)s2

]
⩾ 2

∫ s

0

h(s)
s
τdτ − p

∫ s

0

h(s)
s
τdτ

− 2
∫ s

0

Vλ(x)
p

τdτ + p
∫ s

0

Vλ(x)
p

τdτ

= (p− 2)
∫ s

0

(
Vλ(x)
p

− h(s)
s

)
τdτ,

como p− 2 > 0 e Vλ(x)
p

− h(s)
s

⩾ 0 para (x, s) ∈ R3 × (0, sx], a diferença é não negativa,
então:

sg(x, s) − pG(x, s) ⩾
(

1
p

− 1
2

)
Vλ(x)s2, ∀(x, s) ∈ R3 × (0, sx] (3.16)

Agora vamos supor que (x, s) ∈ BR × (sx,∞), como τ 7→ h(τ)
τ

crescente em τ > 0, segue

sg(x, s) − pG(x, s) = sh(s) − p
∫ s

0
h(τ)dτ

= 2
∫ s

0

h(s)
s
τdτ − p

∫ s

0

h(τ)
τ

τdτ

⩾ 2
∫ s

0

h(s)
s
τdτ − p

∫ s

0

h(s)
s
τdτ

= (2 − p)h(s)
s

s2

2

Mas h(s)
s

⩾
h(sx)
sx

= Vλ(x)
p

e já que s ∈ (sx,∞) com τ 7→ h(τ)
τ

crescente em τ ⩾ 0, temos

sg(x, s) − pG(x, s) ⩾ (2 − p)Vλ(x)
p

s2

2

=
(

1
p

− 1
2

)
Vλ(x)s2. (3.17)
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Agora, suponha (x, s) ∈ Bc
r × (sx,∞),

sg(x, s) − pG(x, s) = Vλ(x)
p

s2 − p
∫ s

0
g(x, τ)dτ

= Vλ(x)
p

s2 − p
[∫ sx

0
g(x, τ)dτ +

∫ s

sx

g(x, τ)dτ
]
,

como g(x, τ) = hγ(τ) ⩽
Vλ(x)
p

τ em τ ∈ (0, sx) e g(x, τ) = Vλ(x)
p

τ em τ ∈ [sx,∞) para
x ∈ Bc

R,

sg(x, s) − pG(x, s) ⩾ Vλ(x)
p

s2 − p

[∫ sx

0

Vλ(x)
p

τdτ +
∫ s

sx

Vλ(x)
p

τdτ

]

= Vλ(x)
p

s2 − p
∫ s

0

Vλ(x)
p

τdτ

= Vλ(x)
p

s2 − Vλ(x)
2 s2. (3.18)

Logo, por (3.16), (3.17) e (3.18), concluímos

sg(x, s) − pG(x, s) ⩾
(

1
p

− 1
2

)
Vλ(x)s2, ∀(x, s) ∈ R3 × (0,∞). (3.19)

O que prova (g6) e finaliza a demonstração da Proposição 3.1.2.

3.2 Regularidade do funcional Energia associado

Nesta seção vamos estudar o problema auxiliar (APλ,γ), provando algumas estru-
turas básicas que o funcional energia associado deve satisfazer.

J(u) = 1
2M̂(∥∇u∥2

2) + 1
2

∫
R3
Vλu

2dx−
∫
R3
G(x, u)dx,∀u ∈ E,

De fato, vamos verificar que J é de classe C1(E,R) com derivada

J ′(u)v = M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇vdx+
∫
R3
Vλuvdx−

∫
R3
g(x, u)vdx,∀u, v ∈ E,

e os pontos críticos são soluções fracas para o problema auxiliar. Para tanto, definimos os
funcionais auxiliares, J1 : E → R, J2 : E → R e J3 : E → R, dados por J1(u) = ∥∇u∥2

2,
J2(u) =

∫
R3
Vλ(x)u2dx e J3(u) =

∫
R3
G(x, u)dx. A seguir, demonstraremos que estes são

de classe C1(E) e apresentaremos suas respectivas derivadas.

Lema 3.2.1. O funcional J1 : E → R, em que J1(u) = ∥∇u∥2
2 = ∥u∥2

D1,2(R3), é de classe
C1(E) com sua derivada dada por

J ′
1(u)v = 2⟨u, v⟩D1,2(R3) =

∫
R3

∇u∇vdx.
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Demonstração. De fato, J1 está bem definido uma vez que E ⊆ D1,2(R3). Desse modo,
sejam u, v ∈ E, então segue,

lim
t→0

J1(u+ tv) − J1(u)
t

=
∥u+ tv∥2

D1,2(R3) − ∥u∥2
D1,2(R3)

t

=
∥u∥2

D1,2(R3) + 2⟨u, tv⟩D1,2(R3) + ∥tv∥2
D1,2(R3) − ∥u∥2

t

=
2t⟨u, v⟩D1,2(R3) + t2∥v∥2

D1,2(R3)

t

= 2⟨u, v⟩D1,2(R3) + t∥v∥2
D1,2(R3) → 2⟨u, v⟩D1,2(R3).

Desse modo, J1 é diferenciável no sentido de Gâteaux, com sua derivada dada por

dGJ1(u)v = 2⟨u, v⟩D1,2(R3) = 2
∫
R3

∇u · ∇vdx.

Para concluir que esta função também representa a derivada de Fréchet, conforme o
Teorema A.1.1, resta demonstrarmos a continuidade da função derivada de Gâteaux
J1 : E → E∗. Para tanto, considere (un) ⊆ E e u ∈ E tais que un → u em E. Como
(E, ∥ · ∥) é um espaço métrico, para garantirmos a continuidade da função derivada de
Gâteaux, é suficiente demonstrarmos dGJ1(un) → dGJ1(u) em E∗. Para tanto, observe,

∥dGJ1(un) − dGJ1(u)∥∗ = sup
∥v∥=1

|dGJ1(un)v − dGJ1(u)v|

= sup
∥v∥=1

|2⟨un, v⟩D1,2(R3) − 2⟨un, v⟩D1,2(R3)|

= sup
∥v∥=1

|2⟨un − u, v⟩D1,2(R3)|.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz (Teorema A.3.1), e como ∥w∥D1,2(R3) ⩽ ∥w∥ para
todo w ∈ E, obtemos,

∥dGJ1(un) − dGJ1(u)∥∗ ⩽ sup
∥v∥=1

2∥un − u∥2
D1,2(R3)∥v∥2

D1,2(R3)

⩽ sup
∥v∥=1

2∥un − u∥∥v∥

= 2∥un − u∥ → 0.

Portanto, pelo Teorema A.1.1, J1 é Fréchet diferenciável, sendo sua derivada dada por

J ′
1(u)v = 2⟨u, v⟩D1,2(R3) = 2

∫
R3

∇u∇vdx.

Lema 3.2.2. O funcional J2 : E → R, dado por J2(u) =
∫
R3
Vλ(x)u2dx, é de classe

C1(E), com derivada J ′
2(u)v = 2

∫
R3
Vλ(x)uvdx.
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Demonstração. De fato, observa-se que, pela definição de E, o funcional J2 está bem
definido. Além disso, de modo análogo como no resultado anterior, substituindo o produto
interno e norma de D1,2(R3) pelos respectivos do espaço (E, ∥ · ∥), podemos provar que
a função f(u) = ∥u∥2 é derivável, com derivada dada por f ′(u)v = 2⟨u, v⟩. Assim, para
u, v ∈ E, segue que J2 é diferenciável com derivada dada por

J2(u) = ∥u∥2 − J1(u) ⇒ J ′
2(u)v = 2⟨u, v⟩ − 2

∫
R3

∇u∇vdx

= 2
∫
R3
Vλ(x)uvdx.

Lema 3.2.3. O funcional J3 : E → R, dado por J3(u) =
∫
R3
G(x, u)dx, é de classe

C1(E), com derivada J ′
3(u)v =

∫
R3
g(x, u)vdx.

Demonstração. De fato, por (g4) e (g5),

|g(x, s)| ⩽ |hγ(s)|χBR
(x) + Vλ(x)

p
|s|χBc

R
(x). (3.20)

Assim, desde que

|G(x, s)| =
∣∣∣∣∫ s

0
g(x, τ)dτ

∣∣∣∣ ⩽ ∫ s

0
|g(x, τ)|dτ

⩽
∫ s

0
|hγ(τ)|χBR

(x) + Vλ(x)
p

|τ |χBc
R
(x)dτ,

em combinação ao Lema 2.1.2, resulta

|G(x, s)| ⩽
[
|s|6 + εγ|s| + Cεγ|s|p

]
χBR

(x) + Vλ(x)
2p |s|2χBc

R
(x).

Daí, dado u ∈ E, segue que∫
R3

|G(x, u)|dx ⩽
∫

BR

|u|6 + εγ|u| + Cεγ|u|pdx+
∫

Bc
R

Vλ(x)
2p |u|2dx.

Desse modo,

u ∈ E ⊆ D1,2(R3) ⇒ u|Br ∈ L6(BR) ⊆ Lq(BR), ∀q ⩽ 6,

pois |BR| < ∞, e, além disso, se u ∈ E então
∫

Bc
R

Vλ(x)
2p u2dx ⩽

∫
R3

Vλ(x)
p

u2dx < ∞.

Consequentemente, dessas considerações, conclui-se que∫
R3

|G(x, u)|dx < ∞,
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que implica na boa definição de J3. Desse modo, sejam u, v ∈ E,

J3(u+ tv) − J3(u)
t

=
∫
R3

G(x, u+ tv) −G(x, u)
t

dx,

fixado x ∈ R3, defina

ξx : [−1, 1] → R

t 7→ ξx(t) = G(x, u(x) + tv(x)).

Dado que G(x, ·) é diferenciável, pois g(x, ·) é contínua para x ∈ R3 (já que g é Caratheo-
dory), ainda, que ξ∗

x : [−1, 1] → R, definida por ξ∗
x(t) = u(x) + tv(x), é diferenciável, segue

que ξx também o é. Portanto, pelo Teorema do Valor Médio (Teorema A.1.7), para todo
t ∈ [0, 1] existe t0 ∈ (−t, t) tal que

ξ′
x(t0) = ξx(t) − ξx(0)

t− 0 = G(x, u+ tv) −G(x, u)
t

,

dessa forma, pela Regra da Cadeia (Teorema A.1.3),

g(x, u+ t0v)v = G(x, u+ tv) −G(x, u)
t

.

Assim, para cada t ∈ [0, 1], considere αt tal que αtt = t0 dado pelo Teorema do Valor
Médio (Teorema A.1.7), com isso,

G(x, u+ tv) −G(x, u)
t

= g(x, u+ αttv)v,

note que t → 0 ⇒ αt → 0 em certo sentido pois t0 ∈ (−t, t). Com essas colocações, observe
que

• G(·, u+ tv) −G(·, u)
t

= g(·, u + αttv)v é mensurável, pois g(x, ·) é contínua em R
para todo x ∈ R3.

Ainda, por (g4) e (g5), considerando o conjunto de funções mensuráveis {g(·, u+ αttv)}t∈R,
obtemos,

|g(·, u+ αttv)v| ⩽ |hλ(u+ αttv)v|χBR
+ Vλ

p
|(u+ αttv)v|χBc

R
. (3.21)

Trabalharemos isoladamente em cada parcela do lado direito da desigualdade acima,
para demonstrarmos que as funções {g(·, u+ αttv)}t∈R são dominadas por uma função
w ∈ L1(R3), assim, satisfazendo as hipóteses do Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue (Teorema A.2.4). Note que pelo Teorema A.2.2 e, considerando q = p e
C = max{ε, Cε} no Lema 2.1.2,

|hλ(u+ αttv)v|χBR
=
[
|u+ αttv|5 + γ|f(u+ αttv)|

]
|v|χBR

⩽
[
24(|u|5 + |αttv|5) + γC(|u| + αtt|v| + 2p−2(|u|p−1 + |αttv|p−1))

]
|v|χBR
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Como |αtt| = |t0| ⩽ 1, segue

|hλ(u+ αttv)v|χBR
⩽ C∗

[
|u|5 + |v|5 + |u| + |v| + |u|p−1 + |v|p−1

]
|v|χBR

, ∀t ∈ R,

com C∗ = max{γC, 2p−2}. Observe que, na desigualdade acima, o lado direito é uma
função que pertence a L1(R3), uma vez que, a integral∫

R3

[
|u|5 + |v|5 + |u| + |v| + |u|p−1 + |v|p−1

]
|v|χBR

dx,

equivalente à ∫
BR

[
|u|5 + |v|5 + |u| + |v| + |u|p−1 + |v|p−1

]
|v|dx,

que pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1), denotando 6′ = 6
6−1 , é menor ou igual à

(∫
Br

(
|u|5 + |v|5 + |u| + |v| + |u|p−1 + |v|p−1

)6′

dx
) 1

6′
∥v∥L6(BR),

um valor finito, visto que (p− 1)6′ ⩽ 5 · 6′ = 5 · 6
6 − 1 = 6 = 2∗ e

u, v ∈ E ↪→ D1,2(R3)(R3) ⊆ L2∗(R3) ⇒ u|BR
, v|BR

∈ L2∗(BR) ⊆ Lq(BR),

para todo q ⩽ 2∗, pois |BR| < ∞. Ou seja, concluímos que existe uma função w1 ∈ L1(R3)
tal que

|hλ(u+ αttv)v|χBR
⩽ w1, ∀t ∈ R. (3.22)

Agora, considerando Vλ(x)
p

|(u+ αttv)v|χBc
R
, presente na desigualdade (3.21), uma vez que

|αtt| ⩽ 1, obtemos,

Vλ

p
|(u+ αttv)v|χBc

R
⩽

1
p

(|Vλuv| + |αtt||Vλv
2|)χBc

R

⩽
1
p

(|Vλuv| + |Vλv
2|)χBc

R
.

Para todo t ∈ R3. Observe que lado direito da desigualdade é uma função pertencente a
L1(R3), uma vez que,

∫
R3

|Vλ(x)uv|χBc
R
dx =

(∫
[u⩽v]∩Bc

r

|Vλuv|dx+
∫

[v<u]∩Bc
r

|Vλ(x)uv|dx
)

=
∫

[u⩽v]∩Bc
r

Vλ(x)v2dx+
∫

[v<u]∩Bc
r

Vλ(x)u2dx

⩽
∫
R3
Vλ(x)u2dx+

∫
R3
Vλ(x)v2dx,

e, conforme a definição de E, ∫
R3
Vλ(x)u2dx < ∞, ∀u ∈ E.
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Ou seja, existe uma função w2 ∈ L1(R3) tal que∣∣∣∣∣Vλ

p
(u+ αttv)v

∣∣∣∣∣χBc
R
⩽ w2,∀t ∈ R. (3.23)

Portanto, por (3.22) e (3.23), combinados a desigualdade (3.21),∣∣∣∣∣G(x, u+ tv) −G(x, u)
t

∣∣∣∣∣ = |g(·, u+ αttv)v| ⩽ w1 + w2,∀t > 0. (3.24)

Donde w1 + w2 =: w ∈ L1(R3). Além disso, para todo u, v ∈ E fixados,

g(x, u(x) + αttv(x)) → g(x, u(x)) q.t.p. em R3. (3.25)

quando t → 0, pois αt → 0 se t → 0, que implica em u(x) + αttv(x) → u(x), além de
g(x, ·) : R → R ser contínua. Consequentemente, por (3.24) e (3.25), através do Teorema
da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

dGJ3(u)v = lim
t→0

J3(u+ tv) − J3(u)
t

= lim
t→0

∫
R3

G(x, u+ tv) −G(x, u)
t

dx

= lim
t→0

∫
R3
g(x, u+ αttv)vdx =

∫
R3

lim
t→0

g(x, u+ αttv)vdx

=
∫
R3
g(x, u)vdx.

Demonstrando que J3 é diferenciável no sentido de Gateaux. Para utilizarmos o Teorema
A.1.1 e obtermos o resultado desejado, resta demonstrarmos a continuidade da função
derivada de Gateaux u 7→ dGJ3(u). Para tanto, considere (un) ⊆ E e u ∈ E tais que
un → u em E. Como E ↪→ D1,2(R3) ↪→ L2∗(R3) continuamente, então un → u em L2∗(R3).
Considere (unk

) uma subsequência qualquer de (un), nela, ainda vale a propriedade unk
→ u

em L2∗(R3), assim, pela Recíproca Parcial do Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue (Teorema A.2.5), existe unk,1 ⊆ (unk

) subsequência tal que

• unk,1 → u em L2∗(R3);

• unk,1(x) → u(x) q.t.p. em R3;

• Existe w ∈ L2∗(R3) tal que |unk
| ⩽ w q.t.p. em R3, para todo ∀k ∈ N.

Como

∥dG(J3(unk,1)) − dG(J3(u))∥∗ = sup
∥v∥=1

|(dG(J3(unk,1)) − dG(J3(u)))v|

= sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, unk,1) − g(x, u))v|dx

⩽ sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, unk,1) − g(x, u))v|χBR
dx

+ sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, unk,1) − g(x, u))v|χBc
R
dx. (3.26)

Demonstraremos a continuidade de dG pela convergência dos termos
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• sup∥v∥=1
∫
R3 |(g(x, unk,1) − g(x, u))v|χBR

dx;

• sup∥v∥=1
∫
R3 |(g(x, unk,1) − g(x, u))v|χBc

R
dx.

Para o termo sup∥v∥=1
∫
R3 |(g(x, unk,1) − g(x, u))v|χBR

dx, considerando q = p e C =
max{ε, Cε} no Lema 2.1.2, observe

|g(·, unk,1)|χBR
= |u5

nk
+ γf(unk

)|χBR

⩽
[
|unk,1|5 + γC(|unk,1| + |unk

|p−1)
]
χBR

⩽
[
|w|5 + γC(|w| + |w|p−1)

]
χBR

.

As funções do lado direito da desigualdade pertence a L6′(R3), uma vez que, pelo Lema
A.2.2,∫

R3

[
|w|5 + γC(|w| + |w|p−1)

]6′

χBR
dx ⩽ C∗

∫
BR

[
|w|5·6′ + |w|6′ + |w|(p−1)6′] dx,

para alguma constante C∗ > 0, devido a (p− 1)6′ ⩽ 5 · 6′ = 5 · 6
6 − 1 = 6 = 2∗ e

w ∈ L2∗(R3) ⇒ w|BR
∈ L2∗(Br) ⊆ Lq(Br), ∀q ∈ [1, 2∗],

pois |BR| < ∞. Ou seja, existe w∗ = (|w|5 + λc(|w| + |w|p−1)) ∈ L6′(Br) tal que

|g(·, unk
)| ⩽ w∗ q.t.p. em R3, ∀k ∈ N. (3.27)

Além disso, dado que unk
(x) → u(x) q.t.p. em R3 e g(x, ·) : R → R é uma função contínua

para todo x ∈ R3, segue que

g(x, unk
) → g(x, u) q.t.p. em R3. (3.28)

Logo, a partir de (3.27) e (3.28), segue do Teorema da convergência Dominada de Lebesgue
(Teorema A.2.4),

∥g(x, unk
) − g(x, u)∥L6′ (BR) → 0.

Ainda, note que pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1)

sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, unk
) − g(x, u))v|χBR

dx = sup
∥v∥=1

∫
BR

|(g(x, unk
) − g(x, u))v|dx

⩽ sup
∥v∥=1

∥g(x, unk
) − g(x, u)∥L6′ (BR)∥v∥L2∗ (BR).

Assim, como E ↪→ L2∗ , existe C > 0, que não depende de nk e R, tal que

sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, unk
) − g(x, u))v|χBR

dx ⩽ sup
∥v∥=1

∥g(x, unk
) − g(x, u)∥L6(Br)C∥v∥

= C∥g(x, unk
) − g(x, u)∥L6′ (BR).
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Consequentemente, do exposto acima,

sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, unk
) − g(x, u))v|χBR

dx → 0. (3.29)

Agora, vamos analisar o termo sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, unk
) − g(x, u))v|χBc

R
dx, como unk

→ u em

E, segue ∫
R3
Vλ(x)(unk

− u)2dx =
∫
R3

(
V

1/2
λ (x)unk

− V
1/2

λ (x)u
)2

dx → 0,

ou seja,

V
1/2

λ (x)unk
→ V

1/2
λ (x)u em L2(R3).

Logo, pela Recíproca Parcial do Teorema da Convergência Dominada (Teorema A.2.5),
existe (Vλun′

k
) ⊆ (Vλunk

) subsequência com a seguinte propriedade,

• Vλun′
k
(x) → V

1/2
λ u q.t.p em R3,

• Existe w ∈ L2(R3) tal que |un′
k
| ⩽ w para todo k ∈ N.

Como unk
(x) → u(x) q.t.p em R3 então un′

k
(x) → u(x) q.t.p em R3. Assim, já que

g(x, ·) : R → R é uma função contínua para todo x ∈ R3, podemos inferir

g(x, unk
) → g(x, u) q.t.p. em R3. (3.30)

Ainda, considerando

Ωλ =
{
x ∈ R3;Vλ(x) ̸= 0

}
, (3.31)

um conjunto mensurável, pois Vλ : R → R é uma função mensurável. Note que, devido a
hipótese (V3), temos Ωλ ̸= ∅. Segue por (g2), para x ∈ Ωλ,

|g(x, un′
k
) − g(x, u)|2

Vλ(x) χBc
R
⩽

[
|g(x, un′

k
)|2

Vλ(x) + |g(x, u)|2
Vλ(x)

]
χBc

R

⩽
|Vλ(x)un′

k
|2

Vλ(x) + |Vλ(x)u|2

Vλ

= (V 1/2
λ (x)un′

k
)2 + (Vλ(x)u2)

⩽ w2 + Vλ(x)u2. (3.32)

Como w ∈ L2(R3) e u ∈ E,∫
Ωλ

w2 + Vλ(x)u2dx ⩽
∫
R3
w2dx+

∫
R3
Vλ(x)u2dx < ∞

⇒
(
w2 + Vλ(x)u2

)
∈ L1(Ωλ).
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Daí, por (3.30) e (3.32), pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema
A.2.4),

∫
Ωλ

|g(x, un′
k
) − g(x, u)|2

Vλ(x) χBc
R
dx → 0. (3.33)

Ou seja, ∥∥∥∥∥ |g(x, un′
k
) − g(x, u)|

V
1/2

λ (x)
χBc

R

∥∥∥∥∥
L2(Ωλ)

→ 0. (3.34)

Assim, pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1),

sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, un′
k
) − g(x, u))v|χBc

R
dx = sup

∥v∥=1

∫
Ωλ

|(g(x, un′
k
) − g(x, u))v|χBc

R
dx

= sup
∥v∥=1

∫
Ωλ

|(g(x, un′
k
) − g(x, u))|
V

1/2
λ

χBc
R
V

1/2
λ |v|dx

⩽

∥∥∥∥∥ |g(x, un′
k
) − g(x, u)|2

V 1
λ /2(x) χBc

R

∥∥∥∥∥
L2(Ωλ)

∥V 1/2
λ v∥L2(Ωλ).

Como

∥V 1/2
λ (x)v∥2

L2(Ωλ) =
∫

Ωλ

(V 1/2
λ (x)v)2dx =

∫
Ωλ

Vλ(x)v2dx ⩽ ∥v∥,

então,

sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, un′
k
) − g(x, u))v|χBc

R
dx ⩽ sup

∥v∥=1

∥∥∥∥∥ |g(x, un′
k
) − g(x, u)|

V
1/2

λ (x)
χBc

R

∥∥∥∥∥
L2(Ωλ)

∥v∥

⩽

∥∥∥∥∥ |g(x, un′
k
) − g(x, u)|

V
1/2

λ (x)
χBc

R

∥∥∥∥∥
L2(Ωλ)

,

disso, por (3.34), segue que

sup
∥v∥=1

∫
R3

|(g(x, un′
k
) − g(x, u))v|χBc

R
dx → 0. (3.35)

Portanto, combinando (3.29) e (3.35) com a desigualdade (3.26), concluísse que existe
(un′

k
) subsequência da subsequência (umk

) ⊆ (un) tal que

∥dGJ3(un′
k
) − dGJ3(u)∥∗ → 0.

Consequentemente, pelo Princípio da Subsequência (Lema A.1.1),

∥dGJ3(un) − dGJ3(u)∥∗ → 0.

Portanto, como E é um Espaço de Banach, a função derivada de Gateuax dGJ3 : E → E∗

é contínua. A luz do Teorema A.1.1, concluímos que J3 é diferenciável de derivada dada
por J ′

3(u)v =
∫
R3
g(x, u)vdx.
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Pelo Lema 3.2.1, juntamente com a Regra da Cadeia (Teorema A.1.3), o funcional
(M̂ ◦ J1)(u) = M̂(∥∇u∥2

2) é diferenciável em E com derivada dada por

(M̂ ◦ J1)(u)′v = 2M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇vdx

Portanto, do que vimos acima, dos Lema 3.2.2 e Lema 3.2.3, segue que o funcional energia
associado ao problema auxiliar (APλ,γ),

J(u) = 1
2M̂(∥∇u∥2

2) + 1
2

∫
R3
Vλ(x)u2dx−

∫
R3
G(x, u)dx,∀u ∈ E,

está bem definido e de classe C1(E) com derivada

J ′(u)v = M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇vdx+
∫
R3
Vλ(x)u2dx−

∫
R3
g(x, u)vdx,∀u, v ∈ E.

3.3 Geometria do Passo da Montanha

No intuito de obtermos um ponto crítico do funcional energia associado ao problema
auxiliar (APλ,γ), o qual pode fornecer soluções fracas do problema inicial (Pλ,γ), nesta
seção, demonstraremos que o funcional energia cumpre a geometria do passo da montanha.

Lema 3.3.1. O funcional J : E → R satisfaz

a) Existem r, β > 0 = J(0) tais que para todo u ∈ E com ∥u∥ = r vale

J(u) ⩾ β > 0 = J(0),

b) Existe u0 ∈ E com ∥u0∥ > r tal que J(u0) ⩽ 0.

Demonstração. De fato, pelo item a) do Lema 2.1.1,

J(u) = M̂(∥∇u∥2
2)

2 + 1
2

∫
R3
Vλ(x)u2dx−

∫
R3
G(x, u)dx

⩾
1
2M0∥∇u∥2

2 + 1
2

∫
R3
Vλ(x)u2dx−

∫
BR

G(x, u)dx−
∫

Bc
R

G(x, u)dx. (3.36)

Observe, que pela propriedade (g5),

1
2

∫
R3
Vλ(x)u2dx−

∫
Bc

R

G(x, u)dx ⩾
1
2

∫
R3
Vλ(x)u2dx−

∫
Bc

R

Vλ(x)|u|2

2p dx

⩾

(
1
2 − 1

2p

)∫
R3
Vλ(x)u2dx,

daí, ao considerar k1 = min
{

M0
2 ,

1
2 − 1

2p

}
> 0, de (3.36) juntamente com a definição da

função g, obtemos

J(u) ⩾ k1∥u∥2 −
∫

BR

G(x, u)dx = k1∥u∥ −
∫

BR

1
6 |u|6 + γF (u)dx.



Capítulo 3. Estrutura variacional 38

Desse modo, pela Lema 2.1.2,

J(u) ⩾ k1∥u∥2 −
∫

BR

1
6 |u|6 + Cγ(ε|u|2 + Cε|u|p)dx,

Como u ∈ E ↪→ D1,2(R3) ↪→ L2∗(R3), da imersão L2∗(BR) ↪→ Lq(BR), para todo 1 ⩽ q ⩽

2∗, pois |BR| < +∞ (ver Corolário A.2.1), segue que para algum k2 > 0 e γ > 1,

J(u) ⩾ k1∥u∥2 − k2γ
[
∥u∥6 + ε∥u∥2 + Cε∥u∥p

]
Daí, supondo ∥u∥ < 1, obtemos

J(u) ⩾ k1∥u∥2 − k2γ
[
∥u∥4 + ε∥u∥2 + Cε∥u∥4

]
⩾
[
(k1 − k2γε) − k2γ(1 + Cε)∥u∥2

]
∥u∥2. (3.37)

Logo, considerando ε > 0 tal que (k1 − k2γε) > 0 e considerando r > 0 tal que

r < min
1,

(
k1 − k2γε

k2γ(1 + Cε)

)1/2
 , (3.38)

segue que se ∥u∥ = r, então

J(u) ⩾
[
(k1 − k2γε) − k2γ(1 + Cε)r2

]
r2 > 0.

Portanto, a primeira afirmação fica estabelecida ao definirmos

β =
[
(k1 − k2γε) − k2γ(1 + Cε)r2

]
r2.

Ainda, seja v0 ∈ C∞
0 (R3) com 0 < v0 ⩽ 1, defina

a0 := ∥∇v0∥2
2;

b0 :=
∫
R3
Vλ(x)v2

0dx;

c0 :=
∫

BR

v6
0dx;

d0 :=
∫

BR

vp
0dx.

Considere h0(t) = J(tv0), desse modo, como M : R → R é uma função não decrescente,

M̂(s) =
∫ s

0
M(τ)dτ ⩽

∫ s

0
M(s)dx = M(s)s. (3.39)

Ainda, pela definição da função g : R3 × R → R,

G(x, s) =
∫ s

0
g(x, τ)dτ =

∫ s

0
hγ(τ)dτ = 1

6s
6 + γF (s), ∀(x, s) ∈ BR × R (3.40)

Assim, devido (f5), G(x, s) ⩾ 0 para todo (x, s) ∈ R3 × R, e pelo o que foi visto acima,
obtemos

h(t) = J(tv0) = 1
2M̂(∥∇(tv0)∥2

2) + 1
2

∫
R3
Vλ(x)(tv0)2dx−

∫
R3
G(x, tv0)dx

⩽
1
2M(a0t

2)a0t
2 + b0t

2

2 −
∫

BR

G(x, tv0)dx

= 1
2M(a0t

2)a0t
2 + b0t

2

2 −
∫

BR

1
6(tv0)6 + γF (tv0)dx, (3.41)
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daí, pela propriedade (f5),

h(t) ⩽ 1
2M(a0t

2)a0t
2 + b0t

2

2 − 1
6t

6c0 − γCtpd0

= 1
2
M(a0t

2)
at2

a2
0t

4 + b0t
2

2 − 1
6t

6c0 − γCtpd0

= a2
0t

4
[

1
2
M(a0t

2)
a0t2

+ b0

2a2
0
t−2 − 1

6a2
0
t2 − γC

a2
0
tp−4

]
.

Portanto, como por (M3), temos que M(at2)
at2

é não crescente, segue que h(t) → −∞
quando t → ∞. Consequentemente, obtemos o descrito em b) ao considerar u0 = tv0 para
t suficientemente grande.

Munidos do Lema 3.3.1, concluímos que o funcional J : E → R satisfaz as hipóteses
do Teorema do Passo da Montanha (Teorema A.3.13). Portanto, fica bem definido o nível
do passo da montanha

cλ,γ = inf
φ∈ΓJ

max
0⩽t⩽1

J(φ(t)).

Em que

ΓJ = {φ ∈ C([0, 1], E); φ(0) = 0, ∥φ(1)∥ > r e J(φ(1)) < 0} ,

sendo r > 0 dado pela Geometria do Passo da Montanha. O teorema nos garante a
existência de uma sequência, dita Sequência de Cerami, (un) ⊆ E caracterizada por

J(un) → cλ,γ e (1 + ∥un∥)J ′(un) → 0.

Ainda, uma vez que, dado v ̸= 0 em E, ao considerar φ(t) = tv, segue que lim
t→∞

J(φ(t)) =
−∞. Logo, existe tv > 0 tal que h(t) = J(φ(t)) < 0 para todo t ⩾ tv e ∥φ(tv)∥ > r. Além
disso, ∥tρv∥ = ρ > 0 para tρ = ρ

∥v∥ , logo, pelo item a), segue que J(φ(tρ)) > 0 e, portanto,

max
0⩽t⩽tv

J(φ(t)) = max
t⩾0

J(tv) > 0.

Então, definindo φ̂ em t ∈ [0, 1] por φ̂(t) = φ(ttv), segue que φ̂ ∈ ΓJ . Daí,

cλ,γ ⩽ max
0⩽t⩽1

J(φ̂(t)) = max
0⩽t⩽tv

J(φ(t)) = max
t⩾0

J(tv), ∀v ∈ E\{0}.

Consequentemente,

cλ,γ ⩽ inf
v∈E\{0}

max
t⩾0

J(tv). (3.42)
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3.4 Estimativa nível minimax

O objetivo desta seção é obter uma estimativa adequado de nível minimax cλ,γ, o
qual é crucial na prova do resultado principal desta dissertação. A estimativa é feita por
meio do estudo do seguinte problema,

−M
(
||∇u||22

)
∆u+ Z(x)u = γf(u), u ∈ H1

0 (BR1), (Qλ,γ)

Observando que Vλ(x) = Z(x) para x ∈ BR1 (ver (V2)). O funcional energia associado,
I0 : H1

0 (BR1) → R, é dado por

I0(u) = 1
2M̂

(
∥∇u∥2

L2(BR1 )

)
+ 1

2

∫
BR1

Z(x)u2dx− γ
∫

B1
F (u)dx,

o qual está bem definido, pois, sendo Z contínua em todo R3,∫
BR1

Z(x)u2dx ⩽

(
max

x∈BR1

Z(x)
)∫

BR1

u2dx < ∞, ∀u ∈ H1
0 (BR1),

além de que, pelo Lema 2.1.2,∫
BR1

F (u)dx ⩽
∫

B1
ε|u|2 + Cε|u|pdx,

e, pela imersão H1
0 (BR1) ↪→ Lp(BR1),

∫
BR1

|u|pdx ⩽ C

(∫
BR1

|∇u|2dx
)p/2

< +∞,

assim, concluímos a boa definição do funcional I0 : H1
0 (BR1) → R. Além disso, consideremos

H1
0 (BR1) espaço de Hilbert munido do produto interno ⟨u, v⟩H1

0 (BR1 ) =
∫

BR1

∇u∇vdx de

norma ∥u∥H1
0 (BR1 ) = ∥∇u∥L2(BR1 ) equivalente a norma usual u 7→ ∥u∥2

L2(Ω) + ∥∇u∥2
L2(Ω) de

W 1,2(Ω) = H1(Ω), em vista da Desigualdade de Poincaré (Teorema A.3.14). Em diante,
demonstramos que I0 é de classe C1(H1

0 (BR1),R) com derivada dada por

I ′
0(u)v = M

(
∥∇u∥2

L2(BR1 )

) ∫
BR1

∇u∇vdx+
∫

BR1

Z(x)uvdx− γ
∫

BR1

f(u)vdx.

Para tanto, definimos os operadores auxiliares, I1 : H1
0 (BR1) → R, I2 : H1

0 (BR1) → R
e I3 : H1

0 (BR1) → R, de regras I1(u) = ∥∇u∥2
L2(BR1 ), I2(u) =

∫
BR1

Z(x)u2dx e I3(u) =∫
BR1

F (u)dx. A seguir, demonstraremos que estes são de classe C1(H1
0 (BR1)) e apresenta-

remos suas respectivas derivadas.

Lema 3.4.1. O funcional I1 : H1
0 (BR1) → R, de regra I1(u) = ∥∇u∥2

L2(BR1 ), é de classe

C1(H1
0 (BR1)) com derivada I ′

1(u)v = 2⟨u, v⟩H1
0 (BR1 ) = 2

∫
BR1

∇u∇vdx.

Demonstração. De fato, conforme destacado na demonstração do Lema 3.2.2, ao definir
o funcional f(x) = ∥x∥2

H , no espaço de Hilbert (H; ⟨ , ⟩H), este é de classe C1(H) com
derivada f ′(u)v = 2⟨u, v⟩H .
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Lema 3.4.2. O funcional I2 : H1
0 (BR1) → R, de regra I2(u) =

∫
BR1

Z(x)u2dx, é de classe

C1(H1
0 (BR1)) com derivada I ′

2(u)v = 2
∫

BR1

Z(x)uvdx.

Demonstração. De fato, sejam u, v ∈ H1
0 (BR1), observe que

I2(u+ tv) − I2(u)
t

= 1
t

∫
BR1

Z(x)
[
(u+ tv)2 − u2

]
dx

= 1
t

∫
BR1

Z(x)
[
2tuv + (tv)2

]
dx

=
∫

BR1

Z(x)
[
2uv + tv2

]
dx → 2

∫
BR1

Z(x)uvdx.

Desse modo, I2 é derivável no sentido de Gâteaux, com derivada dada por

dGI2(u)v = 2
∫

BR1

Z(x)uvdx.

Para concluir que esta função também representa a derivada de Fréchet, conforme o
Teorema A.1.1, resta demonstrarmos a continuidade da função derivada de Gâteaux
dGI2 : H1

0 (BR1) → (H1
0 (BR1))∗. Para tanto, considere (un) ⊆ H1

0 (BR1) e u ∈ H1
0 (BR1) tais

que un → u em H1
0 (BR1), ou seja, ∥∇(un − u)∥L2(BR1 ) → 0. Como (H1

0 (BR1), ∥ · ∥H1
0 (BR1 ))

é um Espaço de Banach, para garantirmos a continuidade da função derivada de Gâteaux,
é suficiente demonstrarmos dGI1(un) → dGI1(u) em (H1

0 (BR1))∗. Para tanto, considerando
M = 2 max

x∈BR1

Z(x), observe,

∥dGI2(un) − dGI2(u)∥∗ = sup
∥∇v∥L2(BR1 )=1

|dGI2(un)v − dGI2(u)v|

= sup
∥∇v∥L2(BR1 )=1

∣∣∣∣∣2
∫

BR1

Z(x)(un − u)vdx
∣∣∣∣∣

⩽ sup
∥∇v∥L2(BR1 )=1

M
∫

BR1

|(un − u)v| dx.

Pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1) e Desigualdade de Poincaré (Teorema
A.3.14), respectivamente,

∥dGI2(un) − dGI2(u)∥∗ ⩽ sup
∥∇v∥L2(BR1 )=1

M∥un − u∥L2(BR1 )∥v∥L2(BR1 )

⩽ sup
∥∇v∥L2(BR1 )=1

M∥∇(un − u)∥L2(BR1 )∥∇v∥L2(BR1 )

⩽M∥∇(un − u)∥L2(BR1 ) → 0.

Portanto, pelo Teorema A.1.1, I2 é Fréchet diferenciável, sendo sua derivada dada por
I ′

2(u)v = 2
∫

BR1

Z(x)uvdx.
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Lema 3.4.3. O funcional I3 : H1
0 (BR1) → R, de regra I3(u) =

∫
BR1

F (u)dx, é de classe

C1(H1
0 (BR1)) com derivada I ′

3(u)v =
∫

BR1

f(u)vdx.

Demonstração. De fato, sejam u, v ∈ H1
0 (BR1), Desse modo, sejam u, v ∈ E,

I3(u+ tv) − I3(u)
t

=
∫

BR1

F (u+ tv) − F (u)
t

dx,

fixado x ∈ R3, defina ξx : [−1, 1] → R por ξx(t) = ξx(t) = F (u(x) + tv(x)). Dado que
F (·) é diferenciável, pois f é contínua em R, ainda, que ξ∗

x : [−1, 1] → R, definida por
ξ∗

x(t) = u(x) + tv(x), é diferenciável, segue que ξx também o é. Portanto, pelo Teorema do
Valor Médio (Teorema A.1.7), para todo t ∈ [0, 1] existe t0 ∈ (−t, t) tal que

ξ′
x(t0) = ξx(t) − ξx(0)

t− 0 = F (u+ tv) − F (u)
t

,

dessa forma, pela Regra da Cadeia (Teorema A.1.3),

f(u+ t0v)v = F (u+ tv) − F (u)
t

.

Assim, para cada t ∈ [0, 1], considere αt tal que αtt = t0 dado pelo Teorema do Valor
Médio (Teorema A.1.7), com isso,

F (u+ tv) − F (u)
t

= f(u+ αttv)v,

note que t → 0 ⇒ αt → 0, em certo sentido, pois t0 ∈ (−t, t). Com essas colocações,
observe que

F (u+ tv) − F (u)
t

= f(u+ αttv)v,

é mensurável, pois f é contínua enquanto que u e v são mensuráveis. Ainda, pelo Lema
2.1.2 e Lema A.2.2, obtemos,

|f(u+ αttv)v| ⩽ C
(
|u+ αttv| + |u+ αttv|p−1

)
|v|

⩽ C1
(
|u| + |αttv| + 2p−1

(
|u|p−1 + |αtt|p−1|v|p−1

))
|v|

Como |αtt| = |t0| ⩽ 1, segue

|f(u+ αttv)v| ⩽ C2
(
|u| + |v| + |u|p−1 + |v|p−1

)
|v|, ∀t ∈ R,

com C2 = max{C1, 2p−1}. Observe que, na desigualdade acima, o lado direito é uma função
que pertence a L1(R3), uma vez que, a integral∫

BR1

[
|u| + |v| + |u|p−1 + |v|p−1

]
|v|dx,



Capítulo 3. Estrutura variacional 43

pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1), denotando 6′ = 6
6−1 , é menor ou igual à

(∫
Br

(
|u| + |v| + |u|p−1 + |v|p−1

)6′

dx
) 1

6′
∥v∥L6(BR),

um valor finito, visto que (p− 1)6′ ⩽ 5 · 6′ = 5 · 6
6 − 1 = 6 = 2∗ e, pelo Teorema A.3.5 e

Corolário A.2.1,

u, v ∈ H1
0 (BR1) ↪→ L2∗(BR) ⊆ Lq(BR), (3.43)

para todo q ∈ [1, 2∗], pois |BR| < ∞. Ou seja, concluímos que existe uma função w1 ∈
L1(R3) tal que

|f(u(x) + αttv(x))| ⩽ w1, ∀t ∈ R. (3.44)

Além disso, para todo u, v ∈ H1
0 (BR1) fixados,

f(u(x) + αttv(x)) → f(u(x)) q.t.p. em R3. (3.45)

quando t → 0, pois αt → 0 se t → 0, que implica em u(x) + αttv(x) → u(x), além
de f : R → R ser contínua. Consequentemente, através do Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

lim
t→0

I3(u+ tv) − I3(u)
t

= lim
t→0

∫
BR1

F (u+ tv) − F (u)
t

dx

= lim
t→0

∫
BR1

f(u+ αttv)vdx =
∫

BR1

lim
t→0

f(u+ αttv)vdx

=
∫

BR1

f(u)vdx.

Demonstrando que I3 é diferenciável no sentido de Gateaux. Para utilizarmos o Teorema
A.1.1 e obtermos o resultado desejado, resta demonstrarmos a continuidade da função
derivada de Gateaux u 7→ dGI3(u). Para tanto, considere (un) ⊆ H1

0 (BR1) e u ∈ H1
0 (BR1)

tais que un → u em H1
0 (BR1). Como H1

0 (BR1) ↪→ L2∗(BR1) continuamente, então un →
u em L2∗(BR1). Considere (unk

) uma subsequência qualquer de (un), nela, ainda vale
a propriedade unk

→ u em L2∗(BR1), assim, pela Recíproca Parcial do Teorema da
Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), existe unk,1 ⊆ (unk

) subsequência
tal que

• unk,1 → u em L2∗(BR1);

• unk,1(x) → u(x) q.t.p. em R3;

• ∃w2 ∈ L2∗(BR1) tal que |unk,1| ⩽ w q.t.p. em R3, ∀k ∈ N .
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considerando q = p no Lema 2.1.2, observe

|f(unk,1)| ⩽ ε|unk,1| + Cε|unk,1|p−1

⩽ ε|w2| + Cε|w2|p−1.

O lado direito da desigualdade pertence a L6′(BR1), já que, pelo Lema A.2.2∫
BR1

[
ε|w2| + Cε|w2|p−1

]6′

dx ⩽ C3

∫
BR1

|w2|6
′ + |w2|(p−1)6′dx,

para C3 = max{ε, Cε, 26′}. Integral finita, pois vale 3.43. Ou seja, existe

w∗ =
(
ε|w2| + Cε|w2|p−1

)
∈ L6′(BR1)

tal que

|f(unk,1)| ⩽ w∗, q.t.p. em R3.

Além disso, dado que unk,1(x) → u(x) q.t.p. em R3 e f : R → R é uma função contínua,
segue que

f(unk,1) → f(u) q.t.p. em R3.

Logo, segue do Teorema da convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

∥f(unk,1) − f(u)∥L6′ (BR1 ) → 0.

Ainda, note que pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1)∫
BR1

|(f(unk,1) − f(u))v|dx =
∫

Br

|(f(unk,1) − f(u))v|dx

⩽∥f(unk,1) − f(u)∥L6′ (BR1 )∥v∥L2∗ (BR1 ).

Assim, como H1
0 (BR1) ↪→ L2∗(B(R1)) continuamente (Teorema A.3.5), existe C > 0 tal que∫

BR1

|(f(unk,1) − f(u))v|dx ⩽ C∥f(unk,1) − f(u)∥L6′ (BR1 )∥∇v∥L2(BR1 ).

Consequentemente, do exposto acima,

sup
∥∇v∥L2(BR1 )=1

∫
R3

|(f(unk
) − f(u))v|dx ⩽ C∥f(unk,1) − f(u)∥L6′ (BR1 ) → 0.

Portanto, a função derivada de Gateuax dGI3 : H1
0 (BR1) → (H1

0 (BR1))∗ é contínua. A
luz do Teorema A.1.1, concluímos que I3 é diferenciável de derivada dada por I ′

3(u)v =∫
BR1

f(u)vdx.
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Pelo Lema 3.4.1, fundamentado na Regra da Cadeia (Teorema A.1.3), o funcional
(M̂ ◦ I1)(u) = M̂(∥∇u∥2

2) é diferenciável em H1
0 (BR1) com derivada dada por

(M̂ ◦ I1)(u)′v = 2M(∥∇u∥2
2)
∫

BR1

∇u∇vdx

Portanto, do que foi visto, dos Lema 3.4.2 e Lema 3.4.3, segue que o funcional energia
associado ao problema (Qλ,γ),

I0(u) = 1
2M̂

(
∥∇u∥2

L2(BR1 )

)
+ 1

2

∫
BR1

Z(x)u2dx− γ
∫

BR1

F (u)dx,

está bem definido e de classe C1(E,R) com derivada

I ′
0(u)v = M

(
∥∇u∥2

L2(BR1 )

) ∫
BR1

∇u∇vdx+
∫

BR1

Z(x)uvdx− γ
∫

BR1

f(u)vdx.

O lema a seguir nos fornece as hipóteses para o uso do Teorema do Passo da Montanha
(Teorema A.3.13) para o funcional I0. Disso, iremos relacionar os níveis da montanha
referentes aos funcionais I0 e J , donde estabeleceremos importantes estimativas para o
nosso objetivo.

Lema 3.4.4. O funcional I0 satisfaz

a) Existem r, β > 0 = I0(0) tais que para todo u ∈ H1
0 (BR1) com ∥u∥ = r vale

I0(u) ⩾ β > 0 = I0(0),

b) Existe u0 ∈ H1
0 (BR1) com ∥u0∥H1

0 (BR1 ) > r tal que I(u0) ⩽ 0.

Demonstração. De fato, pelo Lema 2.1.1 e Lema 2.1.2,

I0(u) = 1
2M̂

(
∥∇u∥2

L2(BR1 )

)
+ 1

2

∫
BR1

Z(x)u2dx− γ
∫

BR1

F (x)dx

⩾
1
2M0∥∇u∥2

L2(BR1 ) − γ
∫

BR1

ε|u|2 + Cε|u|pdx.

Como, pelo Teorema A.3.5, H1
0 (BR1) ↪→ L2∗(BR1) continuamente e |BR1| < ∞, então

H1
0 (BR1) ↪→ Lq(BR1) continuamente para q ∈ [1, 2∗], segue

I0(u) ⩾ 1
2M0∥∇u∥2

L2(BR1 ) − γ
∫

BR1

εk1∥∇u∥2
L2(BR1 ) + Cεk2∥∇u∥p

L2(BR1 )

⩾
((

M0

2 − εk1

)
− Cεk2∥∇u∥p−2

L2(BR1 )

)
∥∇u∥2

L2(BR1 ).

Logo, considerando ε > 0 de modo que
(

M0
2 − εk1

)
> 0, para

0 < r <

(
M0
2
ck2

) 1
p−2
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segue que se ∥∇u∥L2(BR1 ) = r, então,

I0(u) ⩾
((

M0

2 − εk1

)
− Cεk2r

p−2
)
r2 > 0.

Fazendo valer o item a) ao considerar

β =
((

M0

2 − εk1

)
− Cεk2r

p−2
)
r2 > 0.

Agora considere v ∈ H1
0 (BR1), defina a0 := ∥∇v∥L2(BR1 ), b0 :=

∫
BR1

Z(x)v2dx e c0 :=
C∥v∥p

Lp(BR1 ), em que C é dado pela propriedade (f5). Observe que, como M : R → R é
não decrescente,

M̂(at2) =
∫ at2

0
M(τ)dτ ⩽

∫ at2

0
M(at2)dτ = M(at2)at2.

Então, por (f5), para t > 0,

I0(tv) = 1
2M̂

(
∥∇(tv)∥2

L2(BR1 )

)
+ 1

2

∫
BR1

Z(x)(tv)2dx− γ
∫

BR1

F (tv)dx

⩽
1
2M̂

(
t2a0

)
t2a0 + t2

2 b0 − γ
∫

BR1

F (tv)dx

⩽
1
2
M(t2a0)
t2a0

t4a2
0 + t2

2 b0 − γtpc0

= t4
[

1
2
M(t2a0)
t2a0

a2
0 + t−2

2 b0 − γtp−4c0

]
.

Daí, como, pela propriedade (M3), t 7→ M(t2a0)
t2a0

é não crescente, segue,

I0(tv) → −∞.

Consequentemente, obtemos o descrito em b) ao considerar u0 = tv para t suficientemente
grande.

Portanto, I0 : H1
0 (BR1) → R satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha

(Teorema A.3.13). Assim, fica bem definido o chamado nível da montanha para I0,

cγ = inf
φ∈ΓI0

max
0⩽t⩽1

I0(φ(t)) > 0,

com

ΓI0 =
{
φ ∈ C([0, 1], H1

0 (BR1));φ(0) = 0, ∥φ(1)∥H1
0 (BR1 ) > r e I0(φ(1)) < 0

}
.

Sendo r dado pelo Lema 3.4.4. Ainda, prosseguindo da mesma maneira que em (3.42),

cγ ⩽ max
0⩽t⩽1

I0(φ̂(t)) = max
t⩾0

I(tv), ∀v ∈ H1
0 (BR1)\{0}.

Assim, defina

dγ := inf
v∈H1

0 (BR1 )\{0}
max
t>0

I0(tv) ⩾ cγ > 0.



Capítulo 3. Estrutura variacional 47

Proposição 3.4.1. Existe Cp > 0 e γ0 > 0 tais que para todo γ ⩾ γ0,

0 < dγ ⩽
Cp

γ
2

p−2
,

Em particular dγ → 0, quando γ → +∞.

Demonstração. De fato, seja v0 ∈ C∞
0 (BR1) ⊆ H1

0 (BR1)\{0} com v0 ⩾ 0 e considere
a0 = ∥∇v0∥L2(BR1 ), b0 =

∫
BR1

Z(x)v2
0dx e c0 = C∥v0∥p

Lp(BR1 ), em C é dado em (f5).
Considere a função h0(t) = I0(tv0), ou seja,

h(t) = I0(tv0) = 1
2M̂

(
∥∇(tv0)∥2

L2(BR1 )

)
+ 1

2

∫
BR1

Z(x)(tv)2dx− γ
∫

BR1

F (tv0)dx

= 1
2M̂(a0t

2) + t2

2 b0 − γ
∫

BR1

F (tv0)dx

Assim, por (f5),

h(t) ⩽ 1
2M̂(a0t

2) + t2

2 b0 − γc0t
p.

Dessa forma, considerando t0 ponto de máximo da função h, em particular, h(t0) ⩾ dγ > 0,
das condições de continuidade e crescimento em (M1) e (M2), concluímos

M̂(a0t
2
0) =

∫ a0t2
0

0
M(τ)dτ ⩽

∫ a0t2
0

0
M(a0t

2
0)dτ = M(a0t

2
0)a0t

2
0,

Com isso,

max
t>0

h(t) = h(t0) ⩽
1
2M̂(a0t

2
0) + t20

2 b0 − γc0t
p
0

⩽
1
2M(a0t

2
0)a0t

2
0 + t20

2 b0 − γc0t
p
0

⩽
1
2
[
M(a0t

2
0)a0 + b0

]
t20 − γc0t

p
0

⩽ max
t>0

H0(t), (3.46)

Em que

H0(t) = A

2 t
2 − γc0t

p,

com A = M(a0t
2
0)a0 + b0. Observe que para t > 0,

H ′
0(t) = 0 ⇔

(
A− γpc0t

p−2
)
t = 0

⇔ t = tM :=
(

A

γpc0

) 1
p−2

,
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além disso, como H ′
0(t) > 0 se t ∈ (0, tM) e H ′

0(t) < 0 se t < tM , segue que tM é o ponto
de máximo de H0 em (0,∞). Portanto,

max
t>0

H0(t) = H0(tM) = A

2

(
A

γpc0

) 2
p−2

− γc0

(
A

γpc0

) p
p−2

= γ− 2
p−2

1
2

 A
p

p−2

(pc0)
2

p−2

− γ− 2
p−2

 A
p

p−2

p(pc0)
2

p−2


= γ− 2

p−2A
p

p−2 (pc0)− 2
p−2

[
1
2 − 1

p

]
. (3.47)

Consequentemente, ao definirmos

Cp := A
p

p−2 (pc0)− 2
p−2

[
1
2 − 1

p

]
> 0,

a proposição fica estabelecida ao verificar, por (3.46) e (3.47), que

dγ = inf
v∈H1

0 (BR1 )
max
t>0

I0(tv) ⩽ max
t>0

I0(tv0) ⩽ max
t>0

H0(t) = H0(tM) = Cp

γ
2

p−2

Em posse da Proposição 3.4.1, podemos considerar γ∗ > 0 de modo que para todo
γ ⩾ γ∗ seja válido

2p
M0(p− 4)dγ < min

{
1, (M0S)3/2

M(1) ,M
1/2
0 S3/2

}
, (3.48)

em que S = inf {∥∇v∥2
2; v ∈ D1,2(R3), ∥v∥6 = 1} e Cε0 é estabelecido na Observação 2.1.1.

Mais ainda, requisitaremos que γ ⩾ γ∗ é tal que(
2p

M0(p− 4)

)2

d
6−p

2
γ <

M0S3

C
p−2

2
p (1 + Cε0)

.

Consequentemente, pela proposição anterior,(
2p

M0(p− 4)dγ

)2

=
(

2p
M0(p− 4)

)2

d
6−p

2
γ d

p−2
2

γ <
M0S3

C
p−2

2
p (1 + Cε0)

C
p−2

2 γ−1

= M0S3

1 + Cε0

γ−1. (3.49)

estimativa de extrema significância, e a usaremos na prova da Proposição 4.2.1. Relembre-
mos que

J(u) = 1
2M̂(∥∇u∥2

2) + 1
2

∫
R3
Vλ(x)u2dx−

∫
R3
G(x, u)dx,

I0(u) = 1
2M̂

(
∥∇u∥2

L2(BR1 )

)
+ 1

2

∫
BR1

Z(x)u2dx− γ
∫

BR1

F (u)dx,

cλ,γ ⩽ inf
v∈E\{0}

max
t>0

J(tv)

dγ = inf
v∈H1

0 (BR1 )\{0}
max
t>0

I0(tv) > 0.
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Agora, para todo v ∈ H1
0 (BR1)\{0}, considere

v(x) =

v(x), se x ∈ BR1

0, se x ∈ Bc
R1 .

Desse modo, pela Proposição A.3.4, e da imersão em Corolário A.3.1, v ∈ H1(R3) ↪→
L2∗(R3), portanto, v ∈ D1,2(R3). Além disso, pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1)

∫
R3
Vλ(x)v2dx =

∫
BR1

Vλ(x)vdx ⩽

(∫
BR1

V 2
λ (x)dx

)1/2 (∫
BR1

v4(x)dx
)1/2

< ∞.

Pois Vλ(x) é contínua em todo R3 e v ∈ L2(BR1) ↪→ L4(BR1) (ver Corolário A.2.1).
Portanto, v ∈ E\{0}. Além disso, Note que por (V2), ao considerar x ∈ BR1 , segue que
Vλ(x) = Z(x), e, pela definição da função g : R3 × R → R,

G(x, s) =
∫ s

0
τ 5 + γf(τ)dτ = s6 + γF (s) ⩾ γF (s), ∀(x, s) ∈ BR1 × R.

Consequentemente, J(tv) ⩽ I0(tv) para todo v ∈ H1
0 (BR1)\{0}. SejaW0 := {v}v∈H1

0 (BR1 )\{0}

formando um subconjunto de E\{0}, que implica em

cλ,γ ⩽ inf
v∈E\{0}

max
t>0

J(tv) ⩽ inf
v∈W0

max
t>0

J(tv) ⩽ inf
v∈H1

0 (BR1 )\{0}
max
t>0

I0(tv) = dγ, (3.50)

nos fornecendo uma importante estimativa em relação ao nível cλ,γ, tendo em vista a
Proposição 3.4.1.
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4 Existência de solução para a classe de pro-
blemas considerado

4.1 Compacidade do funcional energia auxiliar

Nesta seção, consideraremos a sequência de Cerami (un) ⊆ E, anteriormente
apresentada, que possui a característica

J(un) → cλ,γ e (1 + ∥un∥)J ′(un) → 0.

E desta, buscamos extrair uma subsequência convergente em E, com propriedades ade-
quadas a produzir pontos críticos do funcional energia J : E → R associado ao problema
auxiliar (APλ,γ). Sendo o uso do 2º Lema de Compacidade de Lions (Teorema C.0.3) e
resultados relacionados, de grande valia para o objetivo, resultados quais, são discutidos
no APÊNDICE C - Princípio de Compacidade de Lions. Para tanto, estabelecemos

Lema 4.1.1. A sequência (un) é limitada em E e ∥∇un∥2 ⩽ 1 para n grande.

Demonstração. Observe que
1
p
J ′(un)un ⩽ ∥J ′(un)∥∗∥un∥ ⩽ ∥J ′(un)∥∗(∥un∥ + 1) → 0,

portanto,

J(un) − 1
p
J ′(un)un → cλ,γ. (4.1)

Note ainda que, pelo item c) do Lema 2.1.1 e (g6), temos

J(un) − 1
p
J ′(un)un =

[
M̂(∥∇un∥2

2)
2 − ∥∇un∥2

2M(∥∇un∥2
2)

p

]

+
(

1
2 − 1

p

)∫
R3
Vλ(x)u2

ndx+
∫
R3

[
1
p
g(x, un)un −G(x, un)

]
dx

⩾
M0(p− 4)

2p ∥∇un∥2
2 +

(
1
2 − 1

p

)(
1 − 1

p

)∫
R3
Vλ(x)u2

ndx (4.2)

Considerando M̃ = min
{(

1
2 − 1

p

) (
1 − 1

p

)
, M0(p−4)

2p

}
, obtemos

J(un) − 1
p
J ′(un)un ⩾ M̃∥un∥,

garantido a limitação de (un) em E devido a convergência (4.1) e do fato que toda sequência
convergente é limitada. Ainda, de (4.2),

M0(p− 4)
2p ∥∇un∥2

2 ⩽ J(un) − 1
p
J ′(un)un,
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que implica em

∥∇un∥2
2 ⩽

2p
M0(p− 4)

(
J(un) − 1

p
J ′(un)un

)
→ 2p

M0(p− 4)cλ,γ, (4.3)

como, por (3.48) e (3.50),
2p

M0(p− 4)cλ,γ ⩽
2p

M0(p− 4)dλ < 1,

segue que para n suficientemente grande,

∥∇un∥2
2 ⩽ 1.

Concluindo a demonstração do lema.

Lema 4.1.2. Existe uma subsequência (unk
) de (un) e u ∈ L6(R3) tais que unk

→ u em
L6(R3).

∥∇unk
∥2

2 ⩽ 1, ∀k ∈ N.

Demonstração. De fato, como, pelo Lema 4.1.1, (un) é uma sequência limitada no espaço
de Hilbert E ↪→ D1,2(R3) para n grande, pelo Teorema A.3.4 podemos supor a existência
de (unk

) subsequência de (un) tal que unk
⇀ u em D1,2(R3) e, além disso, do lema anterior,

a vista do Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema A.1.4), podemos ainda considerar a
subsequência (unk

) de modo que

lim
k

∥∇unk
∥2

2 = a ⩽ 1 (4.4)

além de

∥∇unk
∥2

2 ⩽ 1, ∀k ∈ N. (4.5)

Portanto, pela continuidade da função M : R → R, exigida em (M2), M(∥∇unk
∥2

2) converge
para algum m0 ∈ [M0,M(1)]. Nesses termos, conforme Proposição A.3.7 e Proposição
A.3.8, podemos considerar unk

→ u em Lq
loc(R3), para todo q ∈ [1, 6) e unk

(x) → u(x)
q.t.p. em R3. Ainda, do discutido em APÊNDICE C - Princípio de Compacidade de Lions,
podemos supor que µn(E) =

∫
E

|∇un|2dx e νn(E) =
∫

E
|un|6dx converge no sentido de

medida para medidas mensuráveis limitadas e não negativas µ e ν, respectivamente. Pelo
2º Lema de Concentração de Compacidade de Lions (Teorema C.0.3), segue

i) existem sequências (νj) ⊆ R+ e (ξj) ⊆ R3 tais que

ν = u6 +
∑
j∈N

νjδξj
;

ii) ainda,

µ ⩾ |∇u|2 + S
∑
j∈N

ν
1
3
j δξj

.
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Para darmos prosseguimento, considere ϕ ∈ C∞
0 (R3, [0, 1]) tal que ϕ(x) = 1, se |x| ⩽ 1

2 e
ϕ(x) = 0 se |x| ⩾ 1. Ainda, para cada ε ∈ (0, 1) consideraremos

ϕε,j(x) = ϕ

(
x− ξj

ε

)
,

Como ϕ é de suporte compacto e unk
→ u em Lq

loc(R3), para todo q ∈ [2, 6), temos que

lim
k∈N

∫
R3
ϕε,j|unk

|rdx =
∫
R3
ϕε,j|u|rdx := Bε,j,r, (4.6)

onde 2 ⩽ r ⩽ 6. Também |ϕε,j|u|r| ⩽ |u|r ∈ L1(R3), além disso, por ϕ ser de suporte
compacto,

lim
ε→0

(ϕε,j(x)|u(x)|r) = 0, x ∈ R3.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

lim
ε→0

Bε,j,r = 0. (4.7)

Igualmente, como |Vλ(x)u2ϕε,j| ⩽ |Vλ(x)u2|, por (g2) e Lema 2.1.2,∣∣∣∣∫
R3

(unk
ϕε,j)(g(x, unk

))dx
∣∣∣∣ ⩽ γ

∫
R3
ϕε,j|unk

|f(unk
)dx+

∫
R3
ϕε,ju

6
nk

dx

⩽ εγ
∫
R3
ϕε,j|unk

|2dx+ Cεγ
∫
R3
ϕε,j|unk

|pdx+
∫
R3
ϕε,ju

6
nk

dx

Logo, por (4.6),

lim sup
n

∣∣∣∣∫
R3

(unk
ϕε,j)(g(x, unk

))dx
∣∣∣∣ ⩽ γεBε,j,2 + γCεBε,j,p +

∫
R3
ϕε,jdν.

Denote,

h(x) = x− ξj

ε
=
(
x1 − ξ1

j

ε
,
x2 − ξ2

j

ε
,
x3 − ξ3

j

ε

)
= (h1(x1), h2(x2), h3(x3))

⇒ ∂hi

∂xj

= 1
ε
δij,

Logo, pela Regra da Cadeia (Teorema A.1.3),

∂ϕε,j

∂xj

(x) = ∂

∂xj

(ϕ ◦ h)(x) =
3∑

k=1

∂ϕ

∂xk

(h(x))∂hk

∂xi

(x) = ∂ϕ

∂xi

(h(x))1
ε

⇒ |∇ϕε,j(x)| ⩽ 1
ε

∥∇ϕ∥∞. (4.8)

Como supp(ϕ) ⊆ B1(0) segue que supp(ϕε,j) ⊆ Bε(ξj), portanto∣∣∣∣∫
R3
unk

∇ϕε,j∇unk
dx
∣∣∣∣ ⩽ ∫

R3
|unk

∇ϕε,j∇unk
|dx =

∫
Bε(ξj)

|unk
∇ϕε,j∇unk

|dx,
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pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema A.3.1), por (4.8) e Desigualdade de Holder
(Teorema A.2.1),∣∣∣∣∫

R3
unk

∇ϕε,j∇unk
dx
∣∣∣∣ ⩽ ∫

Bε(ξj)
|unk

||∇ϕε,j||∇unk
|dx

⩽
1
ε

∥∇ϕ∥∞

∫
Bε(ξj)

|unk
||∇un|dx

⩽
1
ε

∥∇ϕ∥∞

(∫
Bε(ξj)

|unk
|2dx

)1/2 (∫
Bε(ξj)

|∇unk
|2dx

)1/2

.

Pelo Lema 4.1.1, (un) é uma sequência limitada em E ↪→ D1,2(R3), e para algum C > 0,

∣∣∣∣∫
R3
unk

∇ϕε,j∇unk
dx
∣∣∣∣ ⩽ 1

ε
C

(∫
Bε(ξj)

|unk
|2dx

)1/2

= 1
ε
C∥unk

∥L2(Bε(ξj)),

de modo que

lim sup
n

∣∣∣∣∫
R3
unk

∇ϕε,j∇unk
dx
∣∣∣∣ ⩽ 1

ε
C∥u∥L2(Bε(ξj)).

Ainda, pelo Corolário A.2.1, sabendo que |Bε(ξj))| = ωNε
N , com ωN = |B1(0)|, observe

∥u∥L2(Bε(ξj)) ⩽ |Bε(ξj))|
2∗−2
2∗2 ∥u∥L2∗ (Bε(ξj))

=
(
ωNε

N
) 1

N ∥u∥L2∗ (Bε(ξj))

= (ωN) 1
N ε∥u∥L2∗ (Bε(ξj)).

Consequentemente,

lim sup
n

∣∣∣∣∫
R3
unk

∇ϕε,j∇unk
dx
∣∣∣∣ ⩽ C̃∥u∥L2∗ (Bε(ξj)),

em que C̃ = C(ωN) 1
N . Portanto, podemos concluir que

lim
ε→0

(
lim sup

n

∣∣∣∣∫
R3
unk

∇ϕε,j∇unk
dx
∣∣∣∣) = 0. (4.9)

Por outro lado,

0 ⩽ ∥J ′(un)∥∗ ⩽ ∥J ′(un)∥∗(1 + ∥un∥) → 0, (4.10)

ou seja, a sequência de Cerami é uma sequência Palais-Smale. Como ϕε,j ∈ C∞
0 (R3; [0, 1]),

segue que ϕε,jun, un∂iϕε,j ∈ L1
loc(R3). Além de, para K compacto, pela Desigualdade de

Hölder (Teorema A.2.1)∫
K
ϕε,j∂iundx ⩽ ∥ϕε,j∥L2(K)∥∂iun∥L2(K) < ∞,

pelo Teorema A.2.8, existem as derivadas fracas ∂i(ϕε,jun), além de que

|∂i(ϕε,jun)| = |un∂iϕε,j + ϕε,j∂iun| ⩽ |∂i(ϕε,j)un| + |∂i(un)|.
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Como ∂iϕε,j possui suporte compacto e un ∈ E ↪→ D1,2(R3), que implica em un ∈ Lq
loc(R3)

para todo 1 ⩽ q ⩽ 6 (ver Corolário A.2.1) e concluímos que ∂i(ϕε,jun) ∈ L2(R3). Segue
que |∇(ϕε,jun)| ∈ L2(R3), além de que ϕε,jun ∈ L2∗(R3), pois |ϕε,jun|2∗

⩽ |un|2∗ . Também,∫
R3
Vλ(x)(ϕε,jun)2dx ⩽

∫
R3
Vλ(x)u2

ndx < +∞.

Portanto, (ϕε,jun) ⊆ E. Além disso, pelo Lema A.2.2∫
R3

|∇(ϕε,jun)|2dx =
∫
R3

|∇ϕε,jun + ϕε,j∇un|2dx ⩽ 2
∫
R3

|∇ϕε,j|2|un|2 + |ϕε,j|2|∇un|2dx

⩽ 2
∫
R3

|∇ϕε,j|2|un|2 + |∇un|2dx.

Sendo Kε,j ⊆ Bε(ξj) o suporte da função ϕε,j, obtemos,
∫
R3

|∇(ϕε,jun)|2dx ⩽ 2
[
∥∇ϕε,j∥2

∞

∫
Kε,j

|un|2dx+ ∥∇un∥2
2

]
. (4.11)

Além de ∫
R3
Vλ(x)|ϕε,jun|2dx ⩽

∫
Kε,j

Vλ(x)|un|2dx. (4.12)

Daí, ao considerar a bola Kε,j ⊆ BRj
, (ε < 1) da imersão H1(BRj

) ↪→ L2(BRj
),

∥un∥L2(Kε,j) ⩽ ∥un∥L2(BRj
) ⩽ Cj,1∥un∥H1(BRj

) = Cj,1

(
∥∇un∥2

L2(BRj
) + ∥un∥2

L2(BRj
)

) 1
2
,

pelo Corolário A.2.1 e imersão D1,2(R3) ↪→ L6(R3),

∥un∥L2(Kε,j) ⩽ Cj,1

(
∥∇un∥2

L2(BRj
) + Cj,2∥un∥2

L2∗ (BRj
)

) 1
2
⩽ Cj,1

(
∥∇un∥2

2 + Cj,2∥un∥2
2∗

) 1
2

⩽ Cj,1
(
∥∇un∥2

2 + Cj,3∥∇un∥2
2

) 1
2 ⩽ Cj,4∥∇un∥2

Logo, como (un) é uma sequência limitada em E ↪→ D1,2(R3) e Vλ contínua em todo R3,
consequentemente, limitada no compacto Kε,j, segue por (4.11) e (4.12) que

(ϕε,jun) é uma sequência limitada em E. (4.13)

Mas |J ′(un)(ϕε,jun)| ⩽ ∥J ′(un)∥∗∥ϕε,jun∥, então, por (4.10), on(1) = J ′(un)(ϕε,jun), ou
seja,

on(1) = J ′(un)(ϕε,jun) =M(∥∇un∥2
2)
∫
R3

∇un∇(ϕε,jun)dx+
∫
R3
Vλ(x)un(ϕε,jun)dx

−
∫
R3
g(x, un)(unϕε,j)dx (4.14)

que implica, por Vλ(x)u2
nϕε,j ⩾ 0, em

M(∥∇un∥2
2)
∫
R3

∇un∇(ϕε,jun)dx−
∫
R3
g(x, un)(unϕε,j)dx ⩽ on(1).
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Uma vez que ∇un∇(ϕε,jun) = |∇un|2ϕε,j + un∇un∇ϕε,j, por (g2)

M(∥∇un∥2
2)
∫
R3

|∇un|2ϕε,jdx ⩽ on(1) −M(∥∇un∥2
2)
∫
R3
un∇un∇ϕε,jdx

+
∫
R3

[
u6

n + γunf(un)
]
ϕε,jdx.

A esse fato, acrescido do Lema 2.1.2, obtemos

M(∥∇un∥2
2)
∫
R3

|∇un|2ϕε,jdx−
∫
R3
u6

nϕε,jdx ⩽ on(1) −M(∥∇un∥2
2)
∫
R3
un∇un∇ϕε,jdx

+ γ
(
ε
∫
R3
u2

nϕε,jdx+ Cε

∫
R3

|un|pϕε,jdx
)
.

Por (M2) e do Lema 4.1.1, a vista do Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema A.1.4),
podemos supor que M(∥∇unk

∥2
2) converge para algum m0 ∈ [M0,M(1)]. Portanto, de

(4.6), passando o lim sup
k

, obtemos

m0

∫
R3
ϕε,jdµ−

∫
R3
ϕε,jdν ⩽ −m0

(
lim sup

k

∫
R3
unk

∇unk
∇ϕε,jdx

)
+ γ (εBε,u,2 + CεBε,u,p) . (4.15)

Observe que, para x ̸= ξj, como ϕ é uma função de suporte compacto

|x− ξj|
ε

ε→0−→ +∞ ⇒ ϕε,j(x) ε→0−→ 0,

para x = ξj,

|x− ξj|
ε

= 0 ⇒ ϕε,j = 1 ε→0−→ 1,

logo,

ϕε,j(x) ε→0−→ χ{ξj}(x), ∀x ∈ R3.

Todavia, pelo Teorema C.0.4,

µ(RN) ⩽ lim inf µn(RN) = lim inf
∫
RN

|∇un|pdx < +∞.

Logo, µ(RN) é uma medida finita, então

|ϕε,j(x)| ⩽ 1 ∈ L1(R3, µ).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

lim
ε→0

∫
R3
ϕε,jdµ =

∫
R3

lim
ε→0

ϕε,jdµ =
∫
R3
χ{ξj}dµ = µ({ξj})

Analogamente,

lim
ε→0

∫
R3
ϕε,jdν = ν({ξj}).
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Consequentemente, fazendo ε → 0 em (4.15), e usando (4.7) e (4.9),

m0µ({ξj}) − ν({ξj}) ⩽ 0 ⇒ m0µ({ξj}) ⩽ ν({ξj}) = νj.

Desse modo, observe que por ii),

µ({ξj}) ⩾
∫

{ξj}
|∇u|2dx+ S

∑
i∈N

ν
1/3
j δξi

(ξj) = Sν1/3
j ,

logo,

νj ⩾ m0µ({ξj}) ⩾ m0Sν1/3
j ⩾M0Sν1/3

j .

Note que se considerarmos a existência de algum νj > 0, segue

ν
2/3
j ⩾M0S ⇒ ν

1/3
j ⩾ (M0S)1/2.

Disso, novamente por ii),

µ ⩾ S
∑
i∈N

ν
1/3
i δξi

⇒ µ(R3) ⩾ Sν1/3
j ⩾M

1/2
0 S3/2.

Mas, então, pelo Teorema C.0.4,

lim inf
n

∥∇un∥2
2 ⩾ µ(R3) ⩾M

1/2
0 S3/2.

Ainda, pela desigualdade (4.2),

J(un) − 1
p
J ′(un)un ⩾

M0(p− 4)
2p ∥∇un∥2

2.

Portanto, ao considerar νj > 0 para algum j ∈ N, obtemos

lim inf
n

[
J(un) − 1

p
J ′(un)un

]
⩾ lim inf

n

[
M0(p− 4)

2p ∥∇un∥2
2

]

⩾
M0(p− 4)

2p M
1/2
0 S3/2,

isto é,

cλ,γ ⩾
M0(p− 4)

2p M
1/2
0 S3/2,

como dλ ⩾ cλ,γ, então
2p

M0(p− 4)dλ ⩾M
1/2
0 S3/2,

contradizendo a desigualdade (3.48) estabelecida inicialmente. Portanto, νj = 0 para todo
j ∈ N e, consequentemente, por i),

ν(R3) =
∫
R3
u6dx,

portanto,

unk
→ u em L6(R3).

Como queríamos demonstrar.
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O lema seguinte servirá para demonstrarmos uma lista de limites importantes
válidos para a subsequência dada pelo Lema 4.1.2,

Lema 4.1.3. Considere (unk
) a subsequência dada pelo lema anterior, então

lim
r→∞

∫
|x|⩾r

[
|∇unk

|2 + Vλ(x)u2
nk

]
dx = 0, uniformemente em k.

Demonstração. De fato, para tanto, considere uma função α ∈ C∞
0 (R; [0, 1]) em que

α(s) =

0, se |s| ⩽ 1,

1, se |s| ⩾ 2.

A partir disso, para r>0, podemos definir η(x) = α (|x|2/r2). Assim, temos η ∈ C∞
0 (R; [0, 1])

e

η(x) =

0 se |x| ⩽ r,

1 se |x| ⩾ 2r.

Consequentemente,

∇η(x) = 2xα′
(

|x|2

r2

)
⇒ |∇η| ⩽ 2∥α′∥∞

|x|
r2 ,

portanto, se r ⩽ |x| ⩽ 2r,

|∇η| ⩽ 4∥α′∥∞
1
r
.

Sendo η ∈ C∞
0 (R; [0, 1]), conforme (4.13), segue que (ηun) é uma sequência limitada em E.

Como J ′(un)(ηun) ⩽ ∥J ′(un)∥∗∥ηun∥, então, on(1) = J ′(un)(ηun), ou seja,

M(∥∇un∥2
2)
∫
R3

∇un∇(ηun)dx+
∫
R3
Vλ(x)un(ηun)dx =

∫
R3
g(x, un)(ηun)dx+ on(1).

Como,

∇un∇(ηun) = ∇un(η∇un + un∇η) = η|∇u|2 + un∇un∇η,

e η(x) = 0 para |x| < r, podemos reescrever a igualdade anterior como

M(∥∇un∥2
2)
∫

|x|⩾r
η|∇un|2dx+

∫
|x|⩾r

ηVλ(x)u2
ndx =

−M(∥∇un∥2
2)
∫

|x|⩾r
un∇un∇ηdx+

∫
|x|⩾r

g(x, un)(ηun)dx+ on(1),

Desse modo, ao considerar r > R, em que R é dado na definição da função g : R3 → R em
(3.9), por (g3), obtemos

M(∥∇un∥2
2)
∫

|x|⩾r
η|∇un|2dx+

∫
|x|⩾r

ηVλ(x)u2
ndx ⩽

−M(∥∇un∥2
2)
∫

|x|⩾r
un∇un∇ηdx+ 1

p

∫
|x|⩾r

ηVλ(x)u2
ndx+ on(1),
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ou seja,

M(∥∇un∥2
2)
∫

|x|⩾r
η|∇un|2dx+

(
p− 1
p

)∫
|x|⩾r

ηVλ(x)u2
ndx ⩽

−M(∥∇un∥2
2)
∫

|x|⩾r
un∇un∇ηdx+ on(1).

Observando que 1
p
⩽ p−1

p
e, por (M2), 1

p
⩽M(∥∇un∥), temos

1
p

∫
|x|⩾r

η
[
|∇un|2 + Vλ(x)u2

ndx
]
⩽ −M(∥∇un∥2

2)
∫

|x|⩾r
un∇un∇ηdx+ on(1),

com isso,

1
p

∫
|x|⩾r

η
[
|∇un|2 + Vλ(x)u2

ndx
]
⩽

∣∣∣∣∣−M(∥∇un∥2
2)
∫

|x|⩾r
un∇un∇ηdx

∣∣∣∣∣+ on(1)

⩽M(∥∇un∥2
2)
∫

|x|⩾r
|un∇un∇η| dx+ on(1).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, supondo que ∥∇unk
∥2 ⩽ 1 e observando a

hipótese (M2),

1
p

∫
|x|⩾r

η
[
|∇un|2 + Vλ(x)u2

ndx
]
⩽M1

∫
|x|⩾r

|un||∇un||∇η| dx+ on(1),

em que M1 = M(1), ainda, como |∇η| = 0 em Bc
2r, pois η(x) = 1 para |x| > 2r, e

|∇η| ⩽ 4∥α′∥∞/r para r ⩽ |x| ⩽ 2r, obtemos

1
p

∫
|x|⩾r

η
[
|∇un|2 + Vλ(x)u2

ndx
]
⩽

4∥α′∥∞M1

r

∫
r⩽|x|⩽2r

|un||∇un|dx+ on(1). (4.16)

Usando a Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1),
∫

r⩽|x|⩽2r
|un||∇un|dx ⩽ ∥∇un∥L2(R3)

(∫
r⩽|x|⩽2r

|un|2dx
)1/2

,

como un → u em L2(B2r\Br), pois (un) converge em L6(R3) ↪→ L6
loc(R3) (ver Corolário

A.2.1) e, a partir de certo n0 ∈ N, temos ∥∇un∥L2(R3) ⩽ 1, então

lim sup
n

∫
r⩽|x|⩽2r

|un||∇un|dx ⩽

(∫
r⩽|x|⩽2r

|u|2dx
)1/2

. (4.17)

Novamente, pelo Corolário A.2.1,

lim sup
n

∫
r⩽|x|⩽2r

|un||∇un|dx ⩽ r

(∫
r⩽|x|⩽2r

|u|6dx
)1/6 (28

3 π
)1/3

. (4.18)

Portanto, por (4.16) e (4.18),
∫

|x|⩾r
η
[
|∇unk

|2 + Vλ(x)u2
nk

]
dx ⩽ 4p∥α′∥∞M1

(28
3 π

)1/3 (∫
r⩽|x|⩽2r

|u|6dx
)1/6

⩽ C∥uχBc
r∩B2r∥6.
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para algum C > 0 que independe de k. O suficiente para concluir a afirmação

lim
r→∞

∫
Bc

r

η
[
|∇unk

|2 + Vλ(x)u2
nk

]
dx = 0, uniformemente em k.

Pois, em razão do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),
segue que

∥uχBc
r∩B2r∥6 → 0, quando r → ∞,

já que,

u(x)χBc
r∩B2r(x) r→∞−−−→ 0 q.t.p. em R3,∣∣∣uχBc

r∩B2r

∣∣∣ ⩽ |u| ∈ L6(R3).

Ainda, fazendo r̂ = 2r, como η(x) = 1 para |x| ⩾ 2r, obtemos∫
Bc

r̂

[
|∇unk

|2 + Vλ(x)u2
nk

]
dx =

∫
Bc

2r

η
[
|∇unk

|2 + Vλ(x)u2
nk

]
dx

Consequentemente,∫
Bc

r̂

[
|∇unk

|2 + Vλ(x)u2
nk

]
dx r̂→∞−−−→ 0, uniformemente em k.

Proposição 4.1.1. Os seguintes limites são válidos ao considerar a subsequência (unk
)

dada pelo Lema 4.1.2,

(L1) lim
k

∫
R3
Vλ(x)u2

nk
dx =

∫
R3
Vλ(x)u2dx;

(L2) lim
k

∫
R3
g(x, unk

)unk
dx =

∫
R3
g(x, u)udx;

(L3) lim
k

∫
R3
g(x, unk

)vdx =
∫
R3
g(x, u)vdx, ∀v ∈ E

(L4) lim
k

∫
R3
G(x, unk

)dx =
∫
R3
G(x, u)dx.

Demonstração. De fato, seja (unk
) ⊆ (un) a subsequência dada pelo Lema 4.1.2, então

unk
→ u em Lq

loc(R3), para todo q ∈ [1, 6], além de unk
→ u em L6(R3) e unk

→ u

q.t.p. em R3. Nesses termos, afim de utilizarmos o Princípio da Subsequência (Lema
A.1.1), considere (unk,0) ⊆ (unk

) uma subsequência qualquer. Pretendemos extrair de
(unk,0) subsequências em que valem os limites (L1)-(L4) e concluir o resultado utilizando o
Princípio da Subsequência (Lema A.1.1) para cada limite.

Demonstração de L1

Como, unk,0 → u em Lq
loc(R3), para todo q ∈ [1, 6], então, de (unk,0), pela Recíproca Parcial
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do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), podemos extrair
uma subsequência (unk,1) tal queunk,1(x) → u(x) q.t.p. em Br,

|unk,1| ⩽ hr, para algum hr ∈ Lq(Br) com q ∈ [1, 2∗] e r > 0.
(4.19)

Nas condições de (4.19), uma vez que
Vλ(x)u2

nk,1
(x) → Vλ(x)u2(x) q.t.p. em Br,

|Vλ(x)u2
nk,1

| ⩽
(

sup
x∈Br

Vλ(x)
)
u2

nk,1
⩽

(
sup
x∈Br

Vλ(x)
)
h2

r ∈ L1(Br),

Segue, fundamentado no Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema
A.2.5),

lim
k

∫
Br

Vλ(x)u2
nk,1

dx =
∫

Br

Vλ(x)u2dx, ∀r > 0. (4.20)

Além disso, para x ∈ R3,

Vλ(x)u2
nk,1

χBc
r
(x) r→∞−−−→ 0, ∀x ∈ R3,

além de |Vλ(x)u2
nk,1

χBc
r
| ⩽ Vλ(x)u2

nk,1
∈ L1(R3), que implica pelo Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

lim
r→∞

∫
R3
Vλ(x)u2

nk,1
χBc

r
dx = lim

r→∞

∫
Bc

r

Vλ(x)u2dx = 0. (4.21)

Assim, pelo Lema 4.1.3 e (4.21), dado ε > 0, existe r0 > 0 tal que∫
Bc

r0

Vλ(x)u2
nk,1

dx+
∫

Bc
r0

Vλ(x)u2dx < ε

2 , ∀k ∈ N.

Em adição a esse fato, por (4.20), existe k0 ∈ N tal que

k ⩾ k0 ⇒
∣∣∣∣∣
∫

Br0

Vλ(x)(u2 − u2
nk,1

)dx
∣∣∣∣∣ < ε

2 , (4.22)

consequentemente,

k ⩾ k0 ⇒
∣∣∣∣∫

R3
Vλu

2dx−
∫
R3
Vλu

2
nk,1

dx
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∣
∫

Br

Vλu
2dx−

∫
Br

Vλu
2
nk,1

dx+
∫

Bc
r

Vλu
2dx−

∫
Bc

r

Vλu
2
nk,1

dx
∣∣∣∣∣

⩽
∣∣∣∣∫

Br

Vλ(u2 − u2
nk,1

)dx
∣∣∣∣+ ∫

Bc
r

Vλu
2dx+

∫
Bc

r

Vλu
2
nk,1

dx

<
ε

2 + ε

2 = ε.

Demonstrando, através do Princípio da Subsequência (Lema A.1.1), que (L1) vale.
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Demonstração de L2

Além disso, para R > 0 da definição da função g, prosseguindo como acima, existe
(unk,2) ⊆ (unk,0) ⊆ (unk

) subsequência tal queunk,2(x) → u(x) q.t.p. em BR,

|unk,2 | ⩽ hq, para algum hq ∈ Lq(BR) com q ∈ [1, 2∗].
(4.23)

como g(x, ·) : R → R contínua para todo x ∈ R3 fixado, observando (g4), segue queg(x, unk,2(x))unk,2 → g(x, u(x))u(x) q.t.p. em BR

|g(x, unk,2)unk,2| ⩽ |u6
nk,2

| + γ|f(unk,2)un|,

logo, pelo Lema 2.1.2,g(x, unk,2)unk,2 → g(x, u)u q.t.p. em BR,

|g(x, unk,2)unk,2| ⩽ |unk,2|6 + γc(|unk,2|2 + |unk,2|p) ⩽ h6
6 + λc(h2 + hp

p) ∈ L1
BR
.

Daí, fazendo uso do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),∫
BR

g(x, unk,2)undx →
∫

BR

g(x, u)udx, ∀v ∈ E,

donde, pelo Princípio da Subsequência (Lema A.1.1),∫
BR

g(x, un)undx →
∫

BR

g(x, u)udx. (4.24)

Ainda, em vista de (L1), pela Recíproca Parcial do Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue (Teorema A.2.5), existe (unk,3) subsequência da subsequência (unk,1) ⊆ (unk

)
tal que para alguma h ∈ L1(Bc

R)Vλ(x)u2
nk,3

→ Vλ(x)u2 ⇒ unk,3 → u q.t.p. em Bc
R,

Vλ(x)u2
nk,3

⩽ h ∈ L1(Bc
R).

Mas então, por (g3) g(x, unk,3) → g(x, u) q.t.p. em Bc
R,

g(x, unk,3)unk,3 ⩽ Vλ(x)u2
nk,3

⩽ h ∈ L1(Bc
R)

Portanto, podemos concluir pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teo-
rema A.2.4) seguido do Princípio da Subsequência (Lema A.1.1),∫

Bc
R

g(x, un)undx →
∫

Bc
R

g(x, u)udx. (4.25)

Por (4.24) e (4.25), temos que (L2) vale.

Demonstração de L3
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Agora, para (unk,3) ⊆ (unk,0) ⊆ (unk
) nas mesmas condições de (4.23),g(x, unk,3(x))v → g(x, u(x))v q.t.p. em BR, ∀v ∈ E,

|g(x, unk,3)v| ⩽ |u5
nk,3

v| + γf(unk,3)|v|.

em que unk,3 ⩽ h1 ∈ L6(BR). Ainda, pelo Lema 2.1.2g(x, unk,3(x))v → g(x, u(x))v q.t.p. em BR,∀v ∈ E

|g(x, unk,3)v| ⩽ |u5
nk,3

v| + λc(|v| + |up−1
nk,3

v|) ⩽ h5|v| + λc(|v| + hp−1|v|) ∈ L1(BR).

Pois, para h, v ∈ L6(BR) e q ∈ [1, 5),∫
BR

hqvdx ⩽
∫

BR∩[h⩾v]
h6dx+

∫
BR∩[v>h]

v6dx < ∞,∀q ∈ [1, 5).

Que implica, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),∫
BR

g(x, unk,3)vdx →
∫

BR

g(x, u)vdx,∀v ∈ E,

donde, pelo Princípio da Subsequência (Lema A.1.1),∫
BR

g(x, unk
)vdx →

∫
BR

g(x, u)vdx, ∀v ∈ E. (4.26)

Agora, em vista de (L1), existe uma subsequência (unk,4) ⊆ (unk,0) ⊆ (unk
) tal queVλ(x)u2

nk,4
→ Vλ(x)u2 ⇒ unk,4 → u q.t.p. em Bc

R,

Vλ(x)u2
nk,4

⩽ h2 ⇒ Vλ(x)|unk,4| ⩽ (h2Vλ(x))1/2.

Com h2 ∈ L1(Bc
R). Mas então, por g5,g(x, unk,4)v → g(x, u)v q.t.p. em Bc

R,

|g(x, unk,4)v| ⩽ Vλ(x)|unk,4v| ⩽ (hVλ(x))1/2|v|, ∀x ∈ Bc
R e ∀v ∈ E.

observando que (h2Vλ(x))1/2|v| ∈ L1(Bc
R), pois, tendo em vista a Desigualdade de Holder

(Teorema A.2.1),

∫
Bc

R

(h2Vλ(x))1/2|v|dx ⩽

(∫
Bc

R

h2dx
)1/2 (∫

Bc
R

Vλ(x)v2dx
)1/2

< ∞, ∀v ∈ E,

podemos concluir pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4)∫
Bc

R

g(x, unk,4)vdx →
∫

Bc
R

g(x, u)vdx, ∀v ∈ E. (4.27)

Portanto, pelo Princípio da Subsequência (Lema A.1.1),∫
Bc

R

g(x, unk
)vdx →

∫
Bc

R

g(x, u)vdx, ∀v ∈ E. (4.28)
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Por (4.26) e (4.28), temos que (L3) vale.

Demonstração de L4

Dos limites (L1) e (L2), pela Recíproca Parcial do Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue (Teorema A.2.5), existem (unk,5) e (unk,6) subsequências da subsequência
(unk,0) ⊆ (unk

) tais queVλ(x)u2
nk,5

→ Vλ(x)u2 ⇒ unk,5 → u q.t.p. em R3,

Vλ(x)u2
nk,5

⩽ h1 ∈ L1(R3).

g(x, unk,6)unk,6 → g(x, u)u ⇒ unk,6 → u q.t.p. em R3,

g(x, unk,6)unk,6 ⩽ h2 ∈ L1(R3).

Ao considerar a sequência (unk,7) = (min{unk,5 , unk,6}), como G(x, s) =
∫ s

0
g(x, τ)dτ

Carathéodory, uma vez que g : R3 × R → R o é, segue

unk,7(x) → u(x) q.t.p. em R3 ⇒ G(x, unk,7) → G(x, u) q.t.p. em R3

Além disso, por (g6),

G(x, unk,7) ⩽
(

1
2p − 1

p2

)
Vλ(x)u2

nk,7
+ 1
p
g(x, unk,7)unk,7

⩽

[(
1
2p − 1

p2

)
h1 + 1

p
h2

]
∈ L1(R3).

Consequentemente, em vista do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema
A.2.4) e do Princípio da Subsequência (Lema A.1.1),

G(x, unk
) → G(x, u).

Finalizando a demonstração do lema.

Com isso, estamos aptos a afirmar o que segue

Teorema 4.1.1. A função u, determinada anteriormente, é uma solução fraca não nula
do problema auxiliar

−M(∥∇u∥2
2)∆u+ Vλ(x)u = g(x, u), em R3 (AP)

Demonstração. De fato, considere (unk
) ⊆ E a sequência em que vale os limites da

Proposição 4.1.1 e resultados anteriores associados. Como (unk
) converge fraco para u no

espaço de Hilbert E, segue que

lim
k

∫
R3

∇unk
∇u+ Vλ(x)unk

udx = lim
k

⟨unk
, u⟩ = ⟨u, u⟩ =

∫
R3

|∇u|2 + Vλ(x)u2dx.
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Portanto, da Proposição 4.1.1,

lim
k
J ′(unk

)u = lim
k
M(∥∇unk

∥2
2)
∫
R3

∇unk
∇udx+

∫
R3
Vλ(x)unk

udx−
∫
R3
g(x, unk

)udx

= m0

∫
R3

|∇u|2dx+
∫
R3
Vλ(x)u2 − g(x, u)udx.

Em que lim
k
M(∥∇u∥2

2) = m0. Como,

0 ⩽ |J ′(unk
)u| ⩽ ∥J ′(unk

)∥∗∥u∥ → 0,

então

m0

∫
R3

|∇u|2dx+
∫
R3
Vλ(x)u2 − g(x, u)udx = 0. (4.29)

Além disso, como ∥J(un)∥∗ → 0 e (unk
) uma sequência limitada em E, então

lim
k
J ′(unk

)unk
= 0.

Ainda, pela Proposição 4.1.1 e garantida a existência de lim
k

∫
R3

|∇unk
|2dx, conforme

decorre da demonstração do Lema 4.1.2 com destaque em (4.4),

lim
k
J ′(unk

)unk
= lim

k

[
M(∥∇unk

∥2
2)
∫
R3

|∇unk
|2dx+

∫
R3
Vλ(x)u2

nk
dx−

∫
R3
g(x, unk

)unk
dx
]
,

que implica,

0 = m0

(
lim

k

∫
R3

|∇unk
|2dx

)
+
∫
R3
Vλ(x)u2dx−

∫
R3
g(x, u)udx. (4.30)

Comparando as equações (4.29) e (4.30), concluímos

lim
k

∥∇unk
∥2

2 = ∥∇u∥2
2.

Daí, unk
→ u em E. Sendo J : E → R uma função contínua e J(unk

) → cλ,γ, concluímos
J(u) = cλ,γ > 0. Portanto, u ≠ 0. Além disso, uma vez que M : R → R é uma função
contínua, segue

m0 = lim
k
M(∥∇unk

∥2
2) = ∥∇u∥2

2

e, portanto, para toda função v ∈ E, da Proposição 4.1.1,

lim
k
J ′(unk

)v = lim
k
M(∥∇unk

∥2
2)
∫
R3

∇unk
∇vdx+

∫
R3
Vλ(x)unk

vdx−
∫
R3
g(x, unk

)vdx

= M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇vdx+
∫
R3
Vλ(x)uvdx−

∫
R3
g(x, u)vdx

Mas |J ′(unk
)v| ⩽ ∥J ′(unk

)∥∗∥v∥ → 0, então u é solução fraca do problema (APλ,γ).
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4.2 Prova do Teorema Principal

Antes da prova do Teorema principal, vamos dedicar esta seção para trabalharmos
estimativas que envolvem a solução fraca do problema auxiliar, de modo a termos pro-
priedades suficientes para que u seja solução fraca também do problema principal (Pλ,γ).
Para (unk

) ⊆ E considerada na demonstração do Teorema 4.1.1, em que vale os limites da
Proposição 4.1.1,

∥∇unk
∥2

2 +
∫
R3
Vλ(x)u2

nk
dx → ∥∇u∥2

2 +
∫
R3
Vλ(x)u2dx.

Ou seja, ∥unk
∥ → ∥u∥. Sendo (E, ⟨ , ⟩) um espaço de Hilbert, ao definir f : E → R por

f(v) = ⟨v, u⟩ segue, da bilinearidade do produto interno que f ∈ E∗ e

⟨unk
, u⟩ → ⟨u, u⟩ = ∥u∥2,

Pois unk
⇀ u. Logo,

∥u− unk
∥2 = ∥u∥2 − 2⟨unk

, u⟩ + ∥u∥2 → ∥u∥2 − 2∥u∥2 + ∥u∥2 = 0.

Portanto, (unk
) converge para u em E. Daí, visto que da formulação da sequência de

Cerami,

J(unk
) → cλ,γ,

consequentemente, como o funcional J : E → R é contínuo, J(u) = cλ,γ . Pela desigualdade
(4.3) e pelo Lema 4.1.1, satisfaz

∥∇u∥2
2 ⩽

2p
M0(p− 4)dγ, para todo R > R1,

Por outro lado, da definição de S = inf {∥∇v∥2
2 : v ∈ D1,2(R3), ∥v∥6 = 1} , ao fazer v = u

∥u∥6
,

obtemos

S∥u∥2
6 ⩽ ∥∇u∥2

2.

Consequentemente,

∥u∥2
6 < S−1∥∇u∥2

2 ⩽ S−1 2p
M0(p− 4)dγ (4.31)

Com isso, devido a desigualdade (3.49) estabelecida na seção 3.4, chegamos à seguinte
estimativa

∥u∥4
6 < S−2

(
2p

M0(p− 4)dγ

)2

= M0

(1 + Cε0)Sγ−1. (4.32)

A estimativa (4.32) será útil para provarmos o próximo resultado, o qual é uma versão
adequada para o nosso problema do conhecido resultado de regularidade elíptica dado em
[Theorem 8.17, (GILBARG; TRUDINGER, 1998)].
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Proposição 4.2.1. Seja V0 : R3 → R uma função mensurável não negativa e a não
linearidade H(x, s) uma função Caratheodory tal que para algum α, β > 0,

|H(x, s)| ⩽
(
α|s|5 + β|s|

)
γ para todo (x, s) ∈ R3 × R.

Supondo que u ∈ E é uma solução fraca do problema

−∆u+ V0(x)u = H(x, u) em R3, (C)

Satisfazendo

4α∥u∥4
6 ⩽ Sγ−1.

Então existe Λ tal que

∥u∥∞ ⩽ Λγ∥u∥2
6

em que Λ não depende de V0 ou u, dependendo apenas de β.

Demonstração. De fato, para tanto, seja u solução fraca de (C), considere os conjuntos

An = {x ∈ R3;u4 ⩽ n2},

Bn = R3\An.

De então, defina vn : R3 → R por

vn =

u
5, em An

n2u, em Bn.

Desse modo, vnu ⩽ u6. Observe que∫
R3
v6

ndx =
∫

An

(u5)6dx+
∫

Bn

(n2u)6dx ⩽ n12
∫

An

u6dx+ n12
∫

Bn

u6dx < ∞.

Por outro lado, ao definirmos hn : R → R por hn(t) = tmin{t4, n2}, vemos que hn ◦u = vn,
com

h′
n(t) =

5t4 se t4 ⩽ n2,

n2 se n2 < t4.
q.t.p. em R.

Logo h′
n ∈ L∞(R), pelo Lema A.3.2, vn = h ◦ u ∈ W (R3) e

∇vn = h′(u)∇u =

5u4∇u em An,

n2∇u em Bn.
(4.33)
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Em particular, pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1),∫
R3

|∂ivn|2dx =
∫

An

|5u4∂iu|2dx+
∫

Bn

|n2∂iu|2dx

⩽ 25n4
∫

An

|∂iu|2dx+ n4
∫

Bn

|∂iu|2d < ∞,

e, ∫
R3
Vλ(x)v2

ndx =
∫

An

Vλ(x)(u5)2dx+
∫

Bn

Vλ(x)(n2u)2dx ⩽ n4
∫
R3
Vλ(x)u2dx < ∞.

Segue que vn ∈ E. Então, ao usar vn como função teste em (C),∫
R3

[∇u∇vn + V0(x)uvn]dx =
∫
R3
H(x, u)vndx,

obtemos, de (4.33),∫
R3

∇u∇vndx = 5
∫

An

u4|∇u|2dx+ n2
∫

Bn

|∇u|2dx. (4.34)

Em diante, consideraremos

ωn =

u
3 em An,

nu em Bn.

Novamente pelo Lema A.3.2,

∇ωn =

3u2∇u em An,

n∇u em Bn.

Portanto, ∫
R3

|∇ωn|2dx = 9
∫

An

u4|∇u|2dx+ n2
∫

Bn

|∇u|2dx. (4.35)

Observando que ω2
n = uvn em R3, por (4.34) e (4.35), obtemos∫

R3

[
|∇ωn|2 + V0(x)ω2

n

]
dx−

∫
R3

[∇u∇vn + V0(x)uvn]dx = 4
∫

An

u4|∇u|2dx. (4.36)

Mas por (4.34), vale

5
∫

An

u4|∇u|2dx ⩽
∫
R3

∇u∇vndx,

que relacionando a (4.36), obtemos∫
R3

[|∇ωn|2 + V0(x)ω2
n]dx ⩽

9
5

∫
R3

[∇u∇vn + V0(x)uvn]dx. (4.37)

mas, desde que u é solução fraca de (C), então∫
R3

[|∇ωn|2 + V0(x)ω2
n]dx ⩽

9
5

∫
R3
H(x, u)vndx ⩽ 2

∫
R3
H(x, u)vndx.
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Observe que pelas hipóteses estabelecidas

H(x, u)vn ⩽
(
α|u|5|vn| + β|u||vn|

)
γ =

(
αu4ω2

n + βω2
n

)
γ.

Então, ∫
R3

[|∇ωn|2 + V0(x)ω2
n]dx ⩽ 2αγ

∫
R3
u4ω2

ndx+ 2βγ
∫
R3
ω2

ndx

como
(

6
4

)−1
+
(

6
2

)−1
= 1, pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1),

∫
R3

[|∇ωn|2 + V0(x)ω2
n]dx ⩽ 2αγ∥u∥4

6∥ωn∥2
6 + 2βγ

∫
R3
ω2

nx.

Agora, na definição de S = inf {∥∇v∥2
2; v ∈ D1,2(R3)(R3), ∥v∥6 = 1}, ao fazer v = ωn

∥ωn∥6

obtemos

S∥ωn∥2
6 ⩽

∫
R3

|∇ωn|2dx,

donde,

S∥ωn∥2
6 ⩽

∫
R3

[|∇ωn|2 + V0(x)ω2
n]dx

⩽ 2αγ∥u∥4
6∥ωn∥2

6 + 2βγ
∫
R3
ω2

nx,

como, por hipótese do teorema, 2α∥u∥4
6 ⩽ Sγ−1

2 , obtemos

S∥ωn∥2
6 ⩽

S
2 ∥ωn∥2

6 + 2βγ
∫
R3
ω2

nx

⇒ ∥ωn∥2
6 ⩽ 2βS−1γ

∫
R3
ω2

ndx.

Disso segue
(∫

An

|ωn|6
) 2

6
⩽ ∥ωn∥2

6 ⩽ 2βS−1γ
∫
R3
ω2

ndx,

qual combinado ao fato que |ωn| = |u|3 em An e observando que ω2
n = uvn ⩽ |u|6 em R3,

nos permite afirmar
(∫

An

|u|18dx
) 2

6
⩽ 2βS−1γ

∫
R3

|u|6dx,

equivalentemente,
(∫

R3
|u|18χAn(x)dx

) 1
18

⩽ (2βS−1γ) 1
6

(∫
R3

|u|6dx
) 1

6
. (4.38)

Pela definição de An, temos

lim inf
n

|u(x)|18χAn(x) = |u(x)|18,
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como |u(x)|18χAn(x) ⩾ 0, amparado pelo Teorema de Fatou (Teorema A.2.3), segue de
(4.38)

(∫
R3

|u|18dx
) 1

18
⩽ (2βS−1γ) 1

6

(∫
R3

|u|6dx
) 1

6
< ∞. (4.39)

Portanto u ∈ L18(R3) ∩ L6(R3), que implica em h = α|u|5 + β|u| ∈ L
18
5

loc(R3). Logo, dado
z ∈ R3, considerando γ ⩾ 1, observe que pelo Teorema A.2.2

(∫
B2(z)

|h|
18
5 dx

) 5
18

=
(∫

B2(z)
(α|u|5 + β|u|) 18

5 dx
) 5

18

⩽ γ

(
2 18

5

∫
B2(z)

(α|u|5) 18
5 + (β|u|) 18

5 dx
) 5

18

novamente, à vista do Teorema A.2.2, podemos melhorar a estimativa para
(∫

B2(z)
|h|

18
5 dx

) 5
18

⩽ 2 23
18γ

(∫
B2(z)

(α|u|5) 18
5 dx

) 5
18

+
(∫

B2(z)
(β|u|) 18

5 dx
) 5

18


= 2 23
18γ

α(∫
B2(z)

|u|18dx
) 5

18

+ β

(∫
B2(z)

|u|
18
5 dx

) 5
18


Ainda, como |B2(z)| < ∞ e
(5

3

)−1
+
(5

2

)−1
= 1, segue do Teorema de Hölder (Teorema

A.2.1)

(∫
B2(z)

|u|
18
5 dx

) 5
18

⩽

(∫
B2(z)

|u|6dx
) 3

5

|B2(z)|
2
5


5

18

= |B2(z)|
1
9

(∫
B2(z)

|u|6dx
) 3

5

em que |B2(z)|
1
9 é uma constante que independe de z. Portanto,

(∫
B2(z)

|h|
18
5 dx

) 5
18

⩽ Cγ

α(∫
B2(z)

|u|18dx
) 5

18

+ β

(∫
B2(z)

|u|6dx
) 1

6


⩽ Cγ
[
α∥u∥5

18 + β∥u∥6
]
,

para alguma constante C > 0 que não depende de z ∈ R3. Logo, utilizando da mesma
notação descrita no Lema A.3.1,

[h] 18
5

= sup
z∈R3

(∫
B2(z)

|h|
18
5 dx

) 5
18

⩽ Cγ
[
α∥u∥5

18 + β∥u∥6
]
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disso, fazendo uso de (4.39) e da hipótese 4α∥u∥4
6 ⩽ Sγ−1, segue

[h] 18
5
⩽ Cγ

[
α(2βS−1γ) 5

6 ∥u∥5
6 + β∥u∥6

]
= Cγ

[
α(2βS−1γ) 5

6 ∥u∥4
6 + β

]
∥u∥6

⩽ Cγ

(
Sγ−1

2 (βS−1γ) 5
6 + β

)
∥u∥6

= Cγ

S 1
6β

5
6γ− 1

6

2 + β

 ∥u∥6

Desse modo, ao considerar γ > 1,

[h] 18
5
⩽ Cγ

S 1
6β

5
6

2 + β

 ∥u∥6 ⩽ C∗γ(β 5
6 + β)∥u∥6 < ∞

para alguma constante C∗ > 0 que não depende de β e nem de γ. Consequentemente, pelo
Lema A.3.1 existe C > 0, relacionado apenas a q = 18

5 tal que

∥u∥∞ ⩽ C[h] 18
5

∥u∥6 ⩽ C
(
C∗γ(β 5

6 + β)∥u∥6
)

∥u∥6.

Portanto, existe uma constante Λ que depende apenas de β tal que

∥u∥∞ ⩽ Λγ∥u∥2
6.

Teorema 4.2.1. Seja u a solução fraca do problema auxiliar (APλ,γ) então

∥u∥∞ ⩽ Cγ
p−4
p−2 ,

para alguma constante C > 0 que não depende de R da definição da função g(x, s).

Demonstração. De fato, seja u = uR a solução fraca de (APλ,γ) discutida acima para
R > R1 da definição da função g(x, u), com R1 da hipótese (V2). Observando que

1
M(∥∇u∥2

2)
J ′(u)u =

∫
R3

|∇u|2dx+ 1
M(∥∇u∥2

2)

(∫
R3
Vλu

2dx−
∫
R3
g(x, u)udx

)
= 0,

isto é, u satisfaz

−∆u+ Vλ(x)
M(∥∇u∥2

2)
u = 1

M(∥∇u∥2
2)
g(x, u), (C∗)

no sentido fraco. Denotando

H(x, s) = 1
M(∥∇u∥2

2)
g(x, s),
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então H é uma função Carathéodory. Além disso, por considerar γ > 1, pela hipótese (g4),
Observação 2.1.1 e pelo fato de M ser não decrescente em [0,∞), temos que

|H(x, s)| ⩽ 1
M(∥∇u∥2

2)
(
|s|5 + γ|f(s)|

)
⩽

1
M(∥∇u∥2

2)
(
|s|5 + (|s| + Cε0|s|5)γ

)
⩽M−1

0 (1 + Cε0)γ|s|5 +M−1
0 |s|γ.

Considere α = M−1
0 (1 + Cε0) e β = M−1

0 , então, conforme evidenciado em (4.32),

4α∥u∥4
6 ⩽ Sγ−1.

Portanto, as hipóteses da Proposição 4.2.1 são satisfeitas para a equação (C∗). Conse-
quentemente, existe Λ > 0 que não depende de R da definição da função g(x, s), e está
relacionada apenas a β = M−1

o tal que

∥u∥∞ ⩽ Λγ∥u∥2
6.

Ainda, em vista da Proposição 3.4.1 e a estimativa (4.31), podemos reformular a estimativa
acima como

∥u∥∞ ⩽ Cγ
p−4
p−2 ,

para alguma constante C relacionada a p mas que não depende de R da definição da
função g(x, s). Finalizando a demonstração do teorema.

Nos resta demonstrarmos que a solução u ∈ E do problema auxiliar (APλ,γ), a
partir de certos valores γ e λ, satisfaz

f(u) ⩽ Vλ(x)
p

u em |x| ⩾ R. (4.40)

Para que assim ocorra a equivalência entre as funções g(x, u) e f(u), tornando u solução
fraca do problema principal (Pλ,γ). Para tanto, afirmamos

Lema 4.2.1. Seja u solução fraca do problema (APλ,γ) associado a R, então, u ∈
C1,αu

loc (R3), para algum αu ∈ (0, 1).

Demonstração. De fato, seja u ∈ E solução fraca do problema (APλ,γ), associado a R,
segue

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇ϕdx+
∫
R3
Vλ(x)uϕdx =

∫
R3
hγϕdx, ∀ϕ ∈ E.

em que hγ = u2∗−1 + γf(u). Sendo u ∈ E solução não trivial,
∫
R3

∇u∇ϕdx = −
∫
R3

Vλ(x)
M(∥∇u∥2

2)
uϕdx+

∫
R3

g(x, u)
M(∥∇u∥2

2)
ϕdx, ∀ϕ ∈ E.
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Então, u é solução fraca do problema

−∆v = Hu, (Pu)

em que Hu = 1
M(∥∇u∥2

2)
(g(·, u) − Vλ(x)u). Ainda, pelo Lema 2.1.2 e do fato da função

M ser não decrescente,

|Hu(x)| ⩽M−1
0

[
|u|5 + γ

(
ε|u| + Cε|u|p−1

)
− Vλ(x)u

]
,

segue que Hu ∈ L∞
loc(R3), pois, além de Vλ ∈ C(R3), temos que, pelo Teorema 4.2.1,

u ∈ L∞(R3). Logo,

Hq
u ∈ Lq

loc(R3),∀q ⩾ 1.

Então, pelo Teorema de Calderon-Zygmund (Teorema A.3.7), u ∈ W 2,q
loc (R3) para todo

q > 1. Em particular, ao considerar q grande o suficiente para que 3
q
< 1 < 2, segue do

Teorema A.3.12,

u ∈ W 2,q(Br) ↪→ C2−[ 3
q ]−1,α(Br)

em que
[

3
q

]
= 0 parte inteira de 3

q
, portanto,

u ∈ C1,αu

loc (R3) para algum αu ∈ (0, 1).

Lema 4.2.2. Seja u solução fraca do problema (APλ,γ) associado a R, então, u > 0.

Demonstração. De fato, seja u ∈ E solução fraca do problema auxiliar e v ∈ E

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇v + Vλ(x)uvdx =
∫
R3
g(x, u)vdx.

Considere como função teste v = u−, logo

uu− =

−(u)2, em [u < 0],

0, em [u ⩾ 0].
=

−(u−)2, em [u < 0],

0, em [u ⩾ 0].

Além de que pelo Lema A.3.3

∇u∇u− =

−|∇u|2, em [u < 0],

0, em [u ⩾ 0].
=

−|∇u−|2, em [u < 0],

0, em [u ⩾ 0].

Que implica em

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇u−dx+
∫
R3
Vλ(x)uu−dx = M(∥∇u∥2

2)
∫
R3

−|∇u−|2dx

−
∫
R3
Vλ(x)(u−)2dx

= g(x, u)u−dx = 0.
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Logo,

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

|∇u−|2dx+
∫
R3
Vλ(x)(u−)2dx = 0

como M(s) ⩾M0 > 0, obtemos

0 ⩾ min{M0, 1}
(∫

R3
|∇u+|2 − Vλ(x)(u−)2dx

)
= min{M0, 1}∥u−∥

⇒ ∥u−∥ = 0.

Portanto, u− = 0 q.t.p. em R3. Consequentemente, sendo u uma função contínua, u = u+ ⩾

0, resta demonstrarmos que u(x) > 0 para todo x ∈ R3. Ainda, vemos que u ∈ E ∩ C(R3)
é solução fraca, no mesmo sentido do apresentado na Definição 1.0.1, para a equação

−∆w +Wλ(x)w = ηu(x) ⩾ 0

em que Wλ(x) = Vλ(x)
M(∥u∥2

2)
e ηu = g(·, u)

M(∥∇u∥2
2)

⩾ 0. Defina o operador L(w) = ∆w +

(−Wλ(x))w, então

L(−u) = −∆u+Wλu = ηu(x) ⩾ 0.

Suponha que exista x0 ∈ R3 tal que u(x0) = 0, assim, ao considerar R > ε > 0 e
Ω = BR(x0),

inf
x∈Bε(x0)

u(x) = inf
x∈Ω

u(x) = 0,

equivalentemente sup
x∈Bε(x0)

−u(x) = sup
x∈Ω

−u(x) = 0. Pelo Teorema A.3.15, a função u é uma

constante em Ω, isto é, existe certo c ∈ R tal que u ≡ c em Ω. Mas u(x0) = 0, assim
c = 0. Seja Ω0 = {x ∈ R3 : u(x) = 0}. Então Ω0 é fechado e dado ξ ∈ Ω0, pelo o que foi
visto acima, existe r0 > 0 tal que Br0 ⊆ Ω0. Portanto, Ω0 é aberto. Como R3 é conexo,
concluímos que Ω0 = R3 e consequentemente, u = 0 em R3. isto implica numa contradição
com o fato de que u ̸= 0. Sendo assim, u > 0 em R3.

Lema 4.2.3. Para qualquer u ∈ E solução fraca do problema (APλ,γ), associado a R,
segue que

u(x) ⩽ R∥u∥∞

|x|
, para todo |x| ⩾ R. (4.41)

Demonstração. De fato, considere a função

v(x) := R∥u∥∞

|x|
para x ∈ R3\{0},

uma vez que

∂

∂xi∂xj

v(x) = R∥u∥∞
(
−δij|x|−3 + 3xixj|x|−5

)
,
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é contínua em R3\{0}, segue que v é de classe C2 em R3\{0} e

∆v(x) =
3∑

i=1

∂2v(x)
∂x2

i

= −3|x|−3 + 3|x|−5(x2
1 + x2

2 + x2
3) = 0. (4.42)

Adicionalmente, considere

ψ(x) =

(u− v)+(x), em |x| ⩾ R,

0, em |x| ⩽ R.

como ∂iv(x) = −xi|x|−3, a existência da derivada clássica de v(x) é garantida em Bc
ε, para

todo ε > 0. Ainda, por definição, u(x) ⩽ ∥u∥∞ q.t.p. em R3, ou seja, u(x) ⩽ ∥u∥∞ em
R3\Z = Zc para algum conjunto Z de medida nula. No entanto, ao considerar x0 ∈ Z,
como |Z| = 0, em particular, int(Z) = ∅, equivalentemente Zc = R3, existe (xn) ⊆ R3 tal
que xn → x0, mas vale u(xn) ⩽ ∥u∥∞ e sendo u uma função contínua (devido ao Lema
4.2.1), podemos assegurar que u(x0) ⩽ ∥u∥∞. Concluindo que para todo 0 < |x| ⩽ R

temos u(x) ⩽ v(x), logo, (u− v)+(x) = 0 em BR. Desse modo,∫
R3
ψ∂iφdx =

∫
Bc

R

(u− v)+∂iφdx =
∫

Bc
R

(u− v)+∂iφdx+
∫

BR

(u− v)+∂iφdx

=
∫
R3

(u− v)+∂iφdx (4.43)

Mas como, ∫
Bε

|∂iv|dx =
∫

Bε

| − xi|x|−3|dx ⩽
∫

Bε

|x|−2dx,

pela Fórmula da Coárea (Corolário A.1.1),∫
Bε

|∂iv|dx ⩽
∫ ε

0

(∫
∂Br

|x|−2dS
)

dr =
∫ ε

0
r−2

(∫
∂Br

dS
)

dr

Como a medida da superfície da esfera de raio r no R3 é |∂Br| = ω3r
2 em que ω3 = 4π é a

medida da superfície da esfera unitária, segue que∫
Bε

|∂iv|2dx ⩽ 4π
∫ ε

0
r−2r2dr = 4πε < ∞.

Logo, ∂iv ∈ L1
loc(R3) e sua expressão representa a derivada fraca da função v. Com isso,

u− v ∈ W 1(R3) e pelo Lema A.3.3,

∂(u− v)+ = ∂i(u− v)χ[u−v]>0.

Portanto, por 4.43,∫
R3
ψ∂iφdx =

∫
R3

(u− v)+∂iφdx =
∫
R3
∂i(u− v)χ[u−v]>0φdx, (4.44)

consequentemente, a função

∂iψ = ∂i(u− v)χ[u−v>0]
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expressa a derivada fraca da função ψ. Mas ainda, como para todo 0 < |x| ⩽ R vale
u(x) ⩽ v(x), ou seja, BR ⊆ [ψ ⩽ 0], podemos reescrever a derivada fraca como

∂iψ = ∂i(u− v)χ[u−v>0]χB
c
R

=


∂i(u− v), se x ∈ [u > v] ∩B

c
R,

0, se x ∈ [u ⩽ v] ∩B
c

R,

0, se |x| ⩽ R.

Ainda, observe que pela Fórmula da Coárea (Corolário A.1.1),∫
B

c
R

|∂iv|2dx =
∫

B
c
r

(
xi|x|−3

)2
dx ⩽

∫
B

c
r

|x|−4dx =
∫ ∞

R

(∫
∂Br

r−4dS
)

dr.

Como a medida da superfície da esfera de raio r no R3 é |∂Br| = ω3r
2 em que ω3 = 4π é a

medida da superfície da esfera unitária, segue que∫
B

c
R

|∂iv|2dx ⩽ 4π
∫ ∞

R
r−4r2dr = 4π

R
.

Que implica em ∂iψ ∈ L2(R3) além de ψ ∈ L6(R3). Desse modo, ψ ∈ D1,2(R3) e ψ|Bc
R

∈
D1,2(Bc

R). Assim, existe (φk) ⊆ C∞
0 (Bc

R) tal que φk → ψ em D1,2(Bc

R). Observe que por
v ∈ C2(Bc

R) e ∆v = 0, pela Primeira Identidade de Green (Teorema A.1.9)

0 =
∫

B
c
R

φk∆vdx = −
∫

B
c
R

∇φk∇vdx.

Ainda, como ∇φk → ∇ψ em L2(Bc

R), segue

lim
k

∫
B

c
R

∇φk∇vdx =
∫

B
c
R

∇ψ∇vdx, (4.45)

pois, em uso da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema A.3.1) e Desigualdade Hölder
(Teorema A.2.1),∣∣∣∣∣

∫
B

c
R

∇ψ∇v − ∇φk∇vdx
∣∣∣∣∣ ⩽

∫
B

c
R

|∇ψ − φk| |∇v| dx

⩽ ∥∇ψ − ∇φk∥L2(Bc
R)∥∇v∥L2(Bc

R) → 0

Portanto,

0 =
∫

B
c
R

φk∆vdx = −
∫

B
c
R

∇φk∇vdx → −
∫

B
c
R

∇ψ∇vdx,

ou seja, ∫
B

c
R

∇ψ∇vdx = 0. (4.46)

Agora, observe que

∇ψ(x) =

0, em BR ∪ [u ⩽ v]

∇(u− v), em [u > v]
,
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segue,

|∇ψ(x)|2 =

0 = ⟨∇(u− v), 0⟩ = ∇(u− v)∇ψ(x), em BR ∩ [u ⩽ v]

|∇(u− v)|2 = ∇(u− v)∇ψ(x), em [u > v]

ou seja,

|∇ψ|2 = ∇(u− v)∇ψ em R3.

Desde que u é solução fraca do problema (APλ,γ) e ∇ψ = 0 em |x| ⩽ R, por (4.46),∫
R3

|∇ψ|2dx =
∫
R3

∇(u− v)∇ψ(x)dx =
∫

Bc
R

∇u∇ψ − ∇v∇ψdx =
∫

Bc
R

∇u∇ψdx

= 1
M(∥∇u∥2

2)

∫
Bc

R

(g(x, u)ψ − Vλ(x)uψ) dx.

Então, como ψ ⩾ 0, por definição da função g∫
R3

|∇ψ(x)|2dx ⩽

(
1
p

− 1
)

1
M(∥∇u∥2

2)

∫
Bc

R

Vλ(x)uψdx,

ainda, pela definição da ψ, temos que uψ ⩾ 0 e, portanto, do acima∫
R3

|∇ψ(x)|2dx ⩽ 0,

que implica em ψ ≡ 0. Consequentemente,

u(x) ⩽ v(x) = R∥u∥∞

|x|
, para todo |x| ⩾ R.

Lema 4.2.4. Seja u ∈ E solução obtida acima, então existe C0 > 0 tal que

hγ(u)
u

⩽ C0

(
R

|x|

)p−2

γ2p

Demonstração. De fato, combinando Lema 2.1.2 e Lema 4.2.3

hγ(u)
u

= u4 + γ
f(u)
u

⩽ u4 + γε+ γCε|u|p−2

⩽
R4∥u∥4

∞
|x|4

+ γε+ γCε
Rp−2∥u∥p−2

∞
|x|p−2

De então, pelo Teorema 4.2.1, para |x| ⩾ R,

hγ(u)
u

⩽
R4C4γ

4(p−4)
p−2

|x|4
+ γε+ γCε

Rp−2Cp−2γp−4

|x|p−2

⩽
R4C4γ

4(p−4)
p−2

|x|4
+ γε+ Cε

Rp−2Cp−2γp−3

|x|p−2
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Como 4(p−4)
p−2 , p+ 1 ⩽ 2p, ao considerar γ > 1,

hγ(u)
u

⩽

[
R4C4

|x|4
+ ε+ Cε

Rp−2Cp−2

|x|p−2

]
γ2p

=
(
R

|x|

)p−2
C4

(
R

|x|

)6−p

+ ε+ CεC
p−2

 γ2p.

Portanto,

hγ(u)
u

⩽

(
R

|x|

)p−2 [
C4 + ε+ CεC

p−2
]
γ2p, ∀|x| ⩾ R.

Obtendo o resultado ao definir C0 = C4 + ε+ CεC
p−2, tendo considerado γ > 1.

Em posse do resultado acima, estamos aptos a demonstrar o principal resultado da
dissertação.

Teorema 4.2.2. Suponha que V1 − V4, M1 − M3 e f1 − f5 são satisfeitos e p ∈ (4, 6).
Então, existe γ∗ > 0 tal que para todo γ ⩾ γ∗ existe λ∗ = λ∗(γ) > 0 tal que Pλ,γ possui
solução para todo λ ⩾ λ∗.

Demonstração. De fato, considere λ∗ suficientemente grande ao ponto que seja válido o
Lema 4.2.3 e os resultados associados. Pela hipótese (V3),

lim inf
|x|→∞

|x|p−2V (x) = a > 0.

Da definição de lim inf, para a/2 > 0 existe R∗ > 0 tal que

|x| > R∗ ⇒
∣∣∣a− |x|p−2V (x)

∣∣∣ < a

2
⇒ |x|p−2V (x) > a− a

2 = a

2 > 0

⇒ V (x) > a

2|x|p−2 (4.47)

Daí, para u solução fraca do problema auxiliar (APλ,γ) associado à R ⩾ R∗ eγ ⩾ γ∗,

λ ⩾ 2C0
a
Rp−2γ2p ⩾ λ∗.

, (4.48)

com C0 dado no Lema 4.2.4 e γ∗ o suficientemente grande que faça valer os resultados
apresentados. Assim, como Vλ(x) = Z(x) + λV (x) ⩾ λV (x), segue de (4.47) que

Vλ(x)
p

⩾ λ
V (x)
p

⩾
2C0

a
Rp−2γ2pV (x) ⩾ C0

(
R

|x|

)p−2

γ2p ⩾
hγ(u)
u

, para todo |x| ⩾ R.

Portanto, sob essas considerações, pela definição da função g vinculada a R, segue que

g(x, u) = hγ(u) = u2∗−1 + γf(u). (4.49)
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Consequentemente, sob as condições de consideradas, a solução u ∈ E obtida é solução do
problema principal

−M
(
||u||22

)
∆u+ Vλu = u2∗−1 + γf(u).

Finalizando a demonstração do teorema.
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APÊNDICE A – Principais resultados
usados

A.1 Cálculo Diferencial em Espaços de Banach

Definição A.1.1. Sejam Ω ⊆ X aberto e F : Ω −→ Y . Dizemos que F é Gâteaux
diferenciável em a ∈ Ω se existe A ∈ L(X, Y ) tal que para todo h ∈ X

F (a+ εh) − F (a)
ε

→ Ah

quando ε → 0. [(AMBROSETTI; PRODI, 1993), Definition 1.7 p. 12.]

A função A é unicamente determinada e denotada por dGF (a)

Teorema A.1.1. Suponha que F : Ω −→ Y é Gâteaux diferenciável no aberto Ω. Se
se a função FG : Ω → L(X;Y ) dada por u → dGF (u) é contínua, então, F é Fréchet
diferenciável e as derivadas coincidem, ou seja, dF (u) = dGF (u).

Demonstração. Ver [(AMBROSETTI; PRODI, 1993), Theorem 1.9, p. 14].

Teorema A.1.2. (Teorema da Mudança de Variável na Integração) Seja Ω, A,B ⊆
RN conjuntos abertos e φ : A → B um difeomorfismo de classe C1 tal que φ(A) ⊆ Ω.
Então

f ∈ L1(Ω) se, e somente se, x 7→ |det(φ′(x))|f(φ(x)) ∈ L1(A).

Neste caso, ∫
φ(A)

f(x)dx =
∫

A
f(φ(x))|det(φ′(x))|dx.

Demonstração. Ver [(ISNARD, 2018), Teorema 11.14, p.193].

Teorema A.1.3. (Regra da Cadeia) Sejam U ⊆ RN e V ⊆ RM conjuntos abertos.
Dadas aplicações f : U → V e g : V → RP , se f é diferenciável em x ∈ U e g é
diferenciável em f(x) ∈ V , então g ◦ f : U → RP é diferenciável em x e

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) ◦ f ′(x).

Demonstração. Ver [(LIMA, 2015), Regra da Cadeia, p. 193].
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Teorema A.1.4. (Teorema de Bolsano-Weierstrass) Toda sequência limitada em
RN possui uma subsequência convergente.

Demonstração. Ver [(LIMA, 2014), Teorema 2, p.217].

Teorema A.1.5. (Teorema de Weierstrass) Toda função contínua f : K → R definida
em um compacto K ⊆ RN atinge seu máximo e mínimo em K.

Demonstração. Ver [(LIMA, 2015), Teorema de Weierstrass, p.139].

Teorema A.1.6. (Teorema do Valor Intermediário) Seja f : X → R uma função
contínua definida num conjunto conexo X ⊆ RN . Se existem a, b ∈ X e d ∈ R tais que
f(a) ⩽ d ⩽ f(b) então, existe c ∈ X tal que f(c) = d.

Demonstração. Ver [(LIMA, 2015), Teorema do Valor Intermediário p.95].

Teorema A.1.7. (Teorema do Valor Médio) Seja f : U ⊆ RN −→ R contínua no
segmento fechado [a, a+ h] ⊆ U e diferenciável em (a, a+ h). Então, existe t ∈ (0, 1), tal
que

f(a+ h) − f(a) = f ′(a+ th)h.

Demonstração. Ver [(LIMA, 2015), Teorema do Valor Médio 7 p. 146].

Teorema A.1.8. (Fórmula da Integração por Partes) Seja U ⊆ RN um conjunto
aberto, limitado com fronteira de classe C1. Se u, v ∈ C1(U), então∫

U
∂iuvdx = −

∫
U
u∂ivdx+

∫
∂U
uvηidS,

em que v é o vetor normal unitário exterior ao elemento de superfície dS e ∂u
∂v

= v · ∇u.

Demonstração. Ver [(EVANS, 2010), Theorem 2, p. 712].

Teorema A.1.9. (Primeira Identidade de Green) Seja U ⊆ RN um conjunto aberto,
limitado com fronteira de classe C1. Se u, v ∈ C2(U), então∫

U
∇u · ∇vdx = −

∫
U
v∆udx+

∫
∂U

∂u

∂v
vdS,

em que v é o vetor normal unitário exterior ao elemento de superfície dS e ∂u
∂v

= v · ∇u.

Demonstração. Ver [(EVANS, 2010), Theorem 3 (ii), p. 712].
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Corolário A.1.1. (Fórmula da Coárea: Integração de Funções Radiais) Uma
função f : RN → R é dita ser uma função radial se existe uma função ϕ : [0,∞) → R tal
que f(x) = ϕ(|x|) para todo x ∈ RN . Se ϕ : [0,∞) → R é qualquer função estendida não
negativa Lebesgue mensurável, então∫

RN
f(x)dx = ωN

∫ ∞

0
ϕ(r)rN−1dr,

em que ωN representa o volume da bola unitária no RN ,

ωN =


π

N
2

(N
2 )!
, se n > 0 é par,

2(2π)
(n−1)

2

n!! , se n > 0 é ímpar.

Demonstração. Ver [(STROMBERG, 1981), Exercise 4, p. 393].

Lema A.1.1. (Princípio da subsequência) Seja (M,d) um espaço métrico e (xn) ⊆ M .
Então xn → x se, e somente se, para toda (xnk,1) ⊆ (xn) subsequência existe uma
subsequência (xnk,2) ⊆ (xnk,1) tal que xnk,2 → x em M .

Demonstração. De fato, sejam (xn) ⊆ M e x ∈ M tais que xn → x. Para ε > 0, existe
n0 ∈ N tal que para todo n ⩾ n0 ocorre xn ∈ Bε(x). Assim, dado (xnk

) ⊆ (xn) subsequência
qualquer, existe k0 ∈ N tal que para todo k ⩾ k0 ocorre nnk

⩾ nk0 ⩾ n0 e xnk
∈ Bε(x),

portanto xn → x. Demonstraremos a recíproca por contrapositiva. Considere (xn) ⊆ M

tal que xn ↛ x. Assim, existe ε > 0 tal que para todo n ∈ N existe nk ⩾ n tal que
xnk

/∈ Bε(x). Daí,

para n = 1, existe n1 ⩾ 1 tal que xn1 /∈ Bε(x),

para n = 2, existe n2 ⩾ 2 tal que xn2 /∈ Bε(x),

para n = k, existe nk ⩾ k tal que xnk
/∈ Bε(x),

e, assim, da sequência xn ↛ x extraímos uma subsequência (xnk
) de modo que xnk

/∈ Bε(x)
para todo k ∈ N e, consequentemente, não existe uma subsequência (xnkj

) ⊆ (xnk
)

tal que xnkj
→ x. Portanto, por contrapositiva, a recíproca fica provada, finalizando a

demonstração do lema.

A.2 Teoria da Medida e Integração

Definição A.2.1. Seja A uma sigma álgebra em X. Dizemos que φ : X → R é uma
função simples quando existem a1, a2, ..., an ∈ R e E1, E2..., En ∈ A, com Ei ≠ Ej, para
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i ̸= j, e
n⋃

i=1
Ei = X tais que

φ(x) =
n∑

i=1
aiχEi

(x).

Lema A.2.1. Se f é uma função não negativa de M(X,A), então existe uma sequência
de funções (φn) ⊆ M(X,A) tais que

a) 0 ⩽ φn(x) ⩽ φn+1(x) x ∈ X, ∀n ∈ N;

b) f(x) = limφn(x), ∀x ∈ X;

c) Onde φn são funções simples.

Demonstração. Ver [(BARTLE, 1995), lemma 2.11 p.13].

Teorema A.2.1. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(X) e g ∈ Lq(X) com
p > 1, q > 1 e 1

p
+ 1

q
= 1. Então fg ∈ L1(X) e

∥fg∥L1(X) ⩽ ∥f∥Lp(X)∥g∥Lq(X).

Demonstração. Ver [(BARTLE, 1995), 6.9 Hölder Inequality p.56].

Corolário A.2.1. Suponha |Ω| < +∞ e 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ ∞. Então Lq(Ω) ⊆ Lp(Ω), além de

∥u∥Lp(Ω) ⩽ |Ω|
q−p
pq ∥u∥Lq(Ω), ∀f ∈ Lq(Ω).

Ou seja, Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω) continuamente.

Demonstração. De fato, como q
p
⩾ 1 e

1
q
p

+ 1
q

q−p

= 1

Pela Desigualdade de Hölder (Teorema A.2.1),

(∫
Ω
updx

) 1
p

⩽

[(∫
Ω
up q

p dx
) p

q
(∫

Ω
1

q
q−p dx

) q−p
q

] 1
p

=
(∫

Ω
uqdx

) 1
q
(∫

Ω
1dx

) q−p
pq

= |Ω|
q−p
pq ∥u∥Lq(Ω) < ∞.

Teorema A.2.2. (Teorema da Convergência Monótona) Se (fn) é uma sequência
de funções não negativas em M(X,A) que converge para f pontualmente com 0 ⩽ fn(x) ⩽
fn+1(x), para todo x ∈ X e n ∈ N, então,

lim
n

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ.
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Demonstração. Ver [(BARTLE, 1995), lemma 4.6, p.31].

Teorema A.2.3. (Lema de Fatou) Sejam fn : X → [0,∞] funções µ − mensuráveis
para cada n ∈ N, então ∫

lim inf fndµ ⩽
∫

lim inf fndµ.

Demonstração. Ver [(EVANS, 2015), Theorem 1.17, p.26].

Teorema A.2.4. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam
1 ⩽ p < ∞, (fn) uma sequência de funções mensuráveis e f uma função mensurável.
Suponha que fn → f µ-q.t.p. em X, além disso, que existe g ∈ Lp(X) tal que

|fn(x)| ⩽ g(x) µ-q.t.p. em X,

Então (fn) ⊆ Lp(X), f ∈ Lp(X) e fn → f em Lp.

Demonstração. Ver [(BARTLE, 1995), Theorem 5.6, p. 44]

Teorema A.2.5. (Recíproca Parcial do Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue) Sejam Ω ⊆ RN um conjunto aberto, (fn) uma sequência em Lp(Ω) e
f ∈ Lp(Ω) tais que fn → f em Lp(Ω). Então existe (fnk

) ⊆ (fn) subsequência e h ∈ Lp(Ω)
tais que fnk

→ f µ-q.t.p. em Ω e |fnk
| ⩽ h µ-q.t.p. em Ω.

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 4.9. p. 94].

Teorema A.2.6. Sejam Ω ⊆ RN um conjunto aberto. Então C∞
o (Ω) é denso em Lp(Ω)

para todo 1 ⩽ p < ∞.

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 4.23. p.109].

Lema A.2.2. Para todo a, b ∈ R,

i) |a+ b|p ⩽ 2p−1(|a|p + |b|p), ∀p ⩾ 1,

ii) |a+ b|p ⩽ 2p(|a|p + |b|p), ∀p ⩾ 0.

Demonstração. De fato, se a = 0 ou b = 0, ambos resultados valem. Para o caso i),
considere a função f(x) = xp para p ⩾ 1 em x > 0. Neste caso, f é uma função convexa,
pois f ′′(x) ⩾ 0 e pela desigualdade de Jensen (Ver (SILVA, 2019)),

f
(1

2 |a| + 1
2 |b|

)
⩽

1
2f(|a|) + 1

2f(|b|)

⇒ |a+ b|p

2p
⩽

|a|p + |b|p

2
⇒ |a+ b|p ⩽ 2p−1(|a|p + |b|p).
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O caso ii) segue da desigualdade triangular,

|a+ b| ⩽ |a| + |b| ⇒ |a+ b|p ⩽ (|a| + |b|)p ⩽ 2p(|a| + |b|)p.

Teorema A.2.7. Sejam Ω ⊆ RN um conjunto aberto e f ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω
fvdµ = 0 ∀v ∈ C∞

o (Ω).

Então f = 0 µ-q.t.p. em Ω.

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 4.24. p.110].

Teorema A.2.8. Sejam u, v ∈ D1,p(Ω) e Ω ⊆ RN um aberto. Se u, v ∈ W 1(Ω) são tais
que uv, u∂iv + v∂iu ∈ L1

loc(Ω), então

∂i(uv) = u∂iv + v∂iu.

Demonstração. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), theorem 7.4 e identidade 7.18, p.
150.]

A.3 Análise Funcional

Teorema A.3.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espaço vetorial
com produto interno. Então

|⟨x, y⟩| ⩽ ∥x∥∥y∥, ∀x, y ∈ E.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x e y são linearmente dependentes.

Demonstração. Ver [(BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA., 2015), Proposição 5.12
p.105].

Teorema A.3.2. Se E é um espaço vetorial munido do produto interno ⟨ , ⟩ então a
função ∥ · ∥ : E → R dada por ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ é uma norma em E.

Demonstração. Ver [(BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA., 2015), Corolário 5.1.3 p.
106].

Teorema A.3.3. (Teorema da Representação de Riesz-Fréchet) Sejam (H, ⟨ , ⟩)
um espaço de Hilbert e φ ∈ H∗, então, existe um único y0 ∈ H tal que

φ(x) = ⟨x, y0⟩, ∀x ∈ H.

Além disso, ∥φ∥∗ = ∥y0∥.
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Demonstração. Ver [(BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA., 2015), Teorema 5.5.2 p.
126].

Teorema A.3.4. Suponha que E é um espaço de Banach reflexivo e (xn) é uma sequência
limitada. Então existe (xnk

) ⊆ (xn) subsequência tal que xn ⇀ x em E.

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 3.18 p. 69].

Proposição A.3.1. Sejam (E, ∥ · ∥) um espaço vetorial normado e (fn) ⊆ E∗. Então

i) fn
∗−⇀ f em σ(E∗, E) ⇔ f(x) → f(x), ∀x ∈ E.

ii) Se fn → f em E∗, então, fn ⇀ f em σ(E∗, E∗∗).

iii) Se fn ⇀ f em σ(E∗, E∗∗), então, fn
∗−⇀ em σ(E∗, E).

iv) Se fn
∗−⇀ f em σ(E∗, E), então, (∥fn∥∗) é limitada e ∥f∥∗ ⩽ lim inf ∥fn∥∗.

v) Se fn
∗−⇀ f em σ(E∗, E) e se xnßx em E, então, fn(xn) → f(x).

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 3.13 p. 63].

Corolário A.3.1. Seja 1 ⩽ p < N . Então,

W 1,p(RN) ↪→ Lq(RN), ∀q ∈ [p, p∗],

é uma imersão contínua.

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 9.10 p. 281].

Proposição A.3.2. (Regra de Leibnitz) Seja Ω um aberto de RN . Se φ ∈ C∞
0 (Ω) e

u ∈ W k,p(Ω), então φu ∈ W k,p(Ω) e

Dα(φu)(x) =
∑
β⩽α

(
α

β

)
Dβφ(x)Dα−βu(x).

Demonstração. Ver [(BIEZUNER, 2010), Proposição 11.16 p. 224].

Teorema A.3.5. Seja Ω ⊆ RN um aberto. Se p ⩾ 1 e k < n
p
, então

W k,p
0 (Ω) ↪→ Lp∗(Ω),

é uma imersão contínua.

Demonstração. Ver [(BIEZUNER, 2010), Teorema 11.28. p. 235].
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Proposição A.3.3. Se k < N
p

e p > 1, então

Dk,p(RN) ↪→ Lp∗(RN),

é uma imersão contínua.

Demonstração. Ver [(BIEZUNER, 2010), Proposição 11.68 p. 261].

Teorema A.3.6. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Suponha que Ω é limitado e de
classe C1. Então temos as seguintes imersões são compactas,

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), q ∈ [1, p∗), com 1
p∗ = 1

p
− 1
N
, se p < N ;

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), q ∈ [p,∞), se p = N ;
W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω), se p > N.

Em particular, W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) é uma imersão compacta para todo p e para todo N .

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 9.16 p. 285].

Teorema A.3.7. (Teorema de Calderon-Zygmund) Seja u ∈ W 1,1(Ω) uma solução
fraca de ∆u = f , com f ∈ Lp(Ω) e 1 < p < ∞, isto é,∫

Ω
∇u · ∇φdx = −

∫
Ω
fφdx, ∀φ ∈ C∞

o (Ω).

Então u ∈ W 2,p(Ω′) para todo Ω′ ⊂⊂ Ω, e,

∥u∥W 2,p(Ω′) ⩽ C
(
∥u∥Lp(Ω) + ∥f∥Lp(Ω)

)
,

com a constante C depedendo apenas de p, d,Ω′ e Ω. Além disso,

∆u = f, q.t.p. em Ω.

Demonstração. Ver [(JOST, 2012), Theorem 10.2.2, p. 276].

Teorema A.3.8. Seja Ω ⊆ RN aberto. Então, para todo k ∈ N e para todo 0 < α < β ⩽ 1
valem as seguintes imersões

Ck+1(Ω) ↪→ Ck(Ω),
Ck,α(Ω) ↪→ Ck(Ω),
Ck,β(Ω) ↪→ Ck(Ω).

Se Ω é limitado, então as duas últimas imersões são compactas e se Ω é convexo e limitado,
todas as três imersões são compactas. Caso se Ω também seja convexo, valem duas imersões
adicionais

Ck+1(Ω) ↪→ Ck,1(Ω),
Ck+1(Ω) ↪→ Ck,α(Ω).

Além disso, se Ω for também limitado, então a última é uma imersão compacta.
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Demonstração. Ver [(BIEZUNER, 2010), Teorema 9.6 p. 175].

Teorema A.3.9. Seja Ω ⊆ RN aberto. Se f, g ∈ Cα(Ω), então, fg ∈ Cα(Ω) e

∥fg∥Cα(Ω) ⩽ ∥f∥C0(Ω)∥g∥Cα(Ω) + ∥g∥Cα(Ω)∥f∥Cα(Ω).

Demonstração. Ver [(BIEZUNER, 2010), Teorema 9.7 p. 177].

Teorema A.3.10. Seja L um operador estritamente elíptico em um domínio limitado Ω,
com c ⩽ 0, e seja f e os coeficientes de L limitado e pertencentes a Cα(Ω). Suponha que Ω
satisfaz a condição de esfera exterior em todo ponto de fronteira. Então, se φ é contínua
em ∂Ω, o problema de Dirichlet, Lu = f em Ω,

u = φ em ∂Ω.
,

possui uma única solução u ∈ C0(Ω) ∩ C2,α(Ω).

Demonstração. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), Theorem 6.13 p. 106].

Teorema A.3.11. Suponha Ω de classe C1. Seja

u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω), com 1 ⩽ p < ∞.

Então as seguintes propriedades são equivalentes,

i) u = 0 sobre ∂Ω,

ii) u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 9.17 p. 288].

Proposição A.3.4. Suponha que Ω é de classe C1. Seja u ∈ Lp(Ω) com 1 < p < +∞.
Então, as seguintes propriedades são equivalentes

i) u ∈ W 1,p
0 (Ω);

ii) Existe uma constante C tal que∣∣∣∣∣
∫

Ω
u
∂φ

∂xi

dx
∣∣∣∣∣ ⩽ C∥φ∥Lp′ (Ω), φ ∈ C1

c (RN),

para todo i ∈ {1, 2, ..., n};

iii) A função,

u(x) =

u(x), se x ∈ Ω,

0, se x ∈ RN\Ω

pertence a W 1,p(RN), e, neste caso, ∂iu = ∂iu.
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Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 9.18 p. 289].

Teorema A.3.12. Seja U um conjunto aberto e limitado do RN , com fronteira de classe
C1. Suponha que u ∈ W k,p(U). Então,

i) se k < n
p
, então u ∈ Lq(U), com 1

q
= 1

p
− k

n
. Ainda,

∥u∥Lq(U) ⩽ C∥u∥W k,p(U),

em que a constante C depende apenas de k, p, n e U .

ii) Se k > n
p
, então u ∈ Ck−[ N

p ]−1,γ(U), e

γ =


[

N
p

]
+ 1 − N

p
, se N

p
não é inteiro,

Qualquer número positivo < 1, se N
p

é inteiro.

Ainda,

∥u∥
C

k−[ N
p −1,γ](U)

⩽ C∥u∥W k,p(U),

em que a constante C depende apenas de k, p,N, γ e U .

Demonstração. Ver [(EVANS, 2010), Theorem 6 p.284].

Teorema A.3.13. (Teorema do Passo da Montanha) Sejam E um espaço de Banach
real e I : E → R função contínua Fréchet-diferenciável tal que I ′ : E → E∗ é uma função
contínua ao considerar, em E, a topologia da norma e, em E∗, a topologia fraca∗. Se
I : E → R satisfaz I(0) = 0 e

i) Existem ρ, α > 0 tais que para todo u ∈ E com ∥u∥E = ρ, vale I(u) ⩾ ρ > 0;

ii) Existe u0 ∈ E com ∥u∥E > ρ tal que I(u) ⩽ 0.

Então I admite uma sequência de Cerami no nível

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

em que

Γ = {γ ∈ C1([0, 1], E) : γ(0) = 0, ∥γ(1)∥ > ρ e I(γ(1)) ⩽ 0}.

Ou seja, existe uma sequência (un) em E tal que

I(un) → c e (1 + |u|)∥I ′(u)∥ → 0.

Demonstração. Ver [(MARCHI, 2015), Theorem 2.2 p. 748].
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Proposição A.3.5. Se f ∈ L1(RN) então lim
r→∞

∫
Bc

r

fdx = 0

Demonstração. De fato, dado x ∈ RN ,

fχBc
r
(x) → 0, ∀x ∈ RN , (A.1)

também |fχBc
r
| ⩽ |f | ∈ L1(RN), o que implica pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue (Teorema A.2.4),

lim
r→∞

∫
Bc

r

fdx = 0.

Definição A.3.1. Sejam E,F espaços vetoriais. Dizemos que um operador linear T :
E → F é completamente contínuo se T leva sequências fracamente convergentes em
E em sequências convergentes em F . [(BIEZUNER, 2009), Definição 7.1 p. 81].

Proposição A.3.6. Sejam E um espaço reflexivo e F um espaço vetorial normado. Então
T : E → F é um operador compacto se e somente se T é completamente contínuo.

Demonstração. Ver [(BIEZUNER, 2009), Proposição 7.3 p. 81].

Proposição A.3.7. Sejam (un) ⊆ D1,2(RN) e u ∈ D1,2(RN) tais que un ⇀ u em D1,2(RN).
Então unk

→ u em Lq(K), para q ∈ [1, 2∗).

Demonstração. De fato, considere (un) ⊆ D1,2(RN) tal que

un ⇀ u em D1,2(RN), (A.2)

e K ⊆ R3 um conjunto compacto, em particular, por K ser limitado, (un) ⊆ L2∗(K),
que implica (un) ⊆ H1(K). Além disso, da convergência fraca, segue que (∥∇u∥2) é uma
sequência limitada e, pela imersão D1,2(RN) ↪→ L2∗(R3), estabelecida na Proposição A.3.3,
a sequência (∥un∥2∗) é também limitada. Consequentemente, como K possui medida
finita, a sequência

(
∥un∥L2(K)

)
é também limitada, que implica na limitação da sequência

(∥un∥H1(K)). Como H1(K) é reflexivo, pela Proposição A.3.4, existe v ∈ H1(K) e (unk
) ⊆

(un) subsequência tal que

un ⇀ v em H1(K) (A.3)

Com essas considerações, dado w ∈ D1,2(RN), note que ŵ = w|K ∈ H1(K), além disso, se
ϕ ∈ (H1(K))∗, temos que

|ϕ(ŵ)| ⩽ ∥ϕ∥∗∥ŵ∥H1(K) = ∥ϕ∥∗
(
∥∇ŵ∥L2(K) + ∥ŵ∥L2(K)

) 1
2

⩽ ∥ϕ∥∗

(
∥∇ŵ∥L2(K) + |K|

2∗−2
2∗2 ∥ŵ∥L2∗ (K)

) 1
2

⩽ ∥ϕ∥∗

(
∥∇ŵ∥L2(K) + |K|

2∗−2
2∗2 S− 1

2 ∥∇ŵ∥L2(K)

) 1
2
,
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em que S = inf{∥∇v∥2
L2(K); v ∈ D1,2(RN) e ∥v∥L2∗ (K) = 1}. Então,

|ϕ(ŵ)| ⩽ C∥w∥D1,2(RN ),

em que C = ∥ϕ∥∗

(
max{1, K| 2∗−2

2∗2 S −1
2 }
)

. Ou seja, a função

ϕ̂ : D1,2(RN) → R

w 7→ ϕ̂(w) = ϕ(ŵ) = ϕ(w|K)

é uma função linear e contínua, isto é, ϕ̂ ∈
(
D1,2(RN)

)∗
. Por A.2, u = ϕ̂(un) → ϕ̂(u). Por

outro lado, o funcional ψ : H1(K) → R, dado por ψ(u) = ϕ(u|K) é linear e contínuo, por
A.3, vemos que Ψ(un) → Ψ(v), isto é, Φ(un|K) → Φ(v). Isso implica em ϕ(v) = ϕ(u|K)
para todo ϕ ∈ H1(K). Logo, por definição,

unk
|K ⇀ u|K em H1(K).

Portanto, pelo Teorema de Rellich-Kondrakchov,

un → u em Lq(K),

a menos de subsequência para q ∈ [1, 2∗) e un ⇀ u em D1,2(RN).

Proposição A.3.8. Se (un) ⊆ D1,2(RN) é uma sequência limitada, então existe (unk
) ⊆

(un) subsequência e u ∈ D1,2(RN) tal que unk
→ u q.t.p. em RN .

Demonstração. De fato, considere (un) ⊆ D1,2(RN) uma sequência limitada. Como
D1,2(RN) é um espaço reflexivo, pelo Teorema A.3.4, existe (unk

) ⊆ (un) subsequên-
cia e u ∈ D1,2(RN) tal que unk

⇀ u, em D1,2(RN), em particular, pela Proposição A.3.7,
unk

→ u em Lq(Br) para q ∈ [1, p∗) e r > 0. Daí, fixando r = 1, pela Recíproca do
Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), existe (unk,1) ⊆ unk

subsequência tal que unk,1 → u q.t.p. em B1. Fixando r = 2, existe (unk,2) ⊆ (unk,1)
subsequência tal que unk,2 → u em B2. Repetindo o raciocínio, fixado r = i ∈ N existe
(unk,i

) subsequência de (unk,(i−1)) tal que unk,i
→ u q.t.p. em Bi. Considerando a sequência

(aj) = (unj,j
) cujo j− ésimo elemento aj é o j− ésimo elemento da j− ésima subsequência

(unk,j
) formada, que possui a propriedade de unk,j

→ u q.t.p. em Bj . Desse modo, considere
S =

⋃
i∈N

Si em que

Si = {x ∈ Bi : unk,i
(x) ↛ u(x)}.

Assim, |S| = 0 pois unk,i
→ u q.t.p. em Bi e, como Sk é mensurável,

|S| =
∣∣∣∣∣∣
⋃
i∈N

Si

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∑
i∈N

|Si| = 0.
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Seja x ∈ Rn\S então existe i ∈ N tal que x ∈ Bi, além disso, unk,i
(x) → u(x) em Bi, pois

do contrário, x ∈ Si ⊆ S mas x ∈ Sc. Como (aj)j⩾k = (unj,j
)j⩾i é uma subsequência de

(unk,i
), concluímos que unj,j

(x) → u(x) e, portanto, como |S| = 0, segue que unj,j
→ u

q.t.p. em RN .

Lema A.3.1. Seja b : RN → R uma função não mensurável e h ∈ Lq
loc(RN) tal que

[h]q = sup
z∈RN

(∫
B2(z)

|h|qdx
)1/q

< +∞,

onde 3 ⩽ N < 2q. Suponha que v ∈ E é uma solução fraca do problema

−∆v + b(x)v = h(x) em RN .

Então,

sup
x∈B1(z)

|v(x)| ⩽ C[h]q
(∫

B2(z)
|v|2∗dx

)1/2∗

, para todo z ∈ RN ,

em que C depende apenas de q.

Demonstração. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), Theorem 8.17 p.194].

A.3.1 Espaços de Sobolev e análise não linear

Teorema A.3.14. (Desigualdade de Poincaré) Suponha que 1 ⩽ p < ∞ e seja Ω um
conjunto aberto e limitado. Então existe uma constante C > 0, que depende de Ω e p, tal
que

∥u∥Lp(Ω) ⩽ C∥∇u∥Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Em particular,

⟨u, v⟩H1
0 (Ω) :=

N∑
i=1

∫
Ω
∂iu∂ivdx, ∀u, v ∈ H1

0 (Ω).

Define um produto interno que induz a norma u 7→ ∥∇u∥L2(Ω) equivalente a norma usual
de H1(Ω).

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 9.19. p. 290].

Lema A.3.2. Seja f ∈ C1(Ω) tal que f ′ ∈ L∞(R) e u ∈ W p(Ω). Então f ◦ u ∈ W 1(Ω) e
∇(f ◦ u) = f ′(u)∇u.

Demonstração. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), lemma 7.5 p.151].
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Lema A.3.3. Seja u ∈ W 1(Ω), então u+, u−, |u| ∈ W 1(Ω) e

∇u+ =

∇u, se u > 0,

0, se u ⩽ 0.

∇u− =

0, se u ⩾ 0,

∇u, se u < 0.

∇|u| =


∇u, se u > 0,

0, se u = 0,

∇u, se u < 0.

Demonstração. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), lemma 7.6 p.152].

Teorema A.3.15. Considere o operador da forma Lu = ∂i(aij∂ju+ bi(x)u) + ci(x)∂iu+
d(x)u definido em um domínio Ω ⊆ RN , que satisfaz

i) ∃γ > 0, aij(x)ξiξj ⩽ γ|ξ|2, ∀x ∈ Ω,∀ξ ∈ RN ,

ii) Para alguma constante Λ > 0 e v ⩾ 0 ∑ |aij(x)|2 ⩽ Λ.

Seja u ∈ W 1,2(Ω) satisfazendo L(u) ⩾ 0 em Ω. Então, se para alguma bola Br ⊂⊂ Ω
ocorre

sup
Br

u = sup
Ω
u ⩾ 0,

então a função u é uma constante em Ω.

Demonstração. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), Theorem 8.19 p.198].
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APÊNDICE B – Regularidade das soluções

Teorema B.0.1. Suponha (f1)-(f5) e (V1)-(V3). Se u ⪈ 0 é uma solução fracado problema
auxiliar (APλ,γ) então u ∈ C1,α

loc (RN ). Se além disso, f e Vλ são funções localmente Hölder
contínua e g(x, u) = αf(u) + u2∗−1, então u ∈ C2,α

loc (R3).

Demonstração. De fato, seja u ∈ E solução fraca do problema (APλ,γ), associado a R,
então

M(∥∇u∥2
2)
∫
R3

∇u∇ϕdx+
∫
R3
Vλ(x)uϕdx =

∫
R3
hγϕdx, ∀ϕ ∈ E.

onde hγ = u2∗−1 + γf(u). Sendo u ∈ E solução não trivial,∫
R3

∇u∇ϕdx = −
∫
R3

Vλ(x)
M(∥∇u∥2

2)
uϕdx+

∫
R3

g(x, u)
M(∥∇u∥2

2)
ϕdx, ∀ϕ ∈ E.

Então, u é solução fraca do problema

−∆v = Hu, em RN , (Pu)

em que Hu = 1
M(∥∇u∥2

2) (g(·, u) − Vλ(x)u). Ainda, pelo Lema 2.1.2 e do fato da função M
ser crescente,

|Hu(x)| ⩽M−1
0

[
|u|5 + γ

(
ε|u| + Cε|u|p−1

)
+ Vλ(x)|u|

]
.

Pelo Teorema 4.2.1 temos que Hu ∈ L∞
loc(R3), pois Vλ ∈ C(R3). Logo,

Hq
u ∈ Lq

loc(R3), ∀q ⩾ 1.

Então, pelo Teorema de Calderon-Zygmund (Teorema A.3.7), u ∈ W 2,q
loc (R3) para todo

q > 1. Em particular, ao considerar q grande o suficiente para que 3
q
< 1 < 2, segue do

Teorema A.3.12,

u ∈ W 2,q(Br) ↪→ C2−[ 3
q ]−1,α(Br),

onde
[

3
q

]
= 0 é a parte inteira de 3

q
. Portanto,

u ∈ C1,αu

loc (R3) para algum αu ∈ (0, 1).

Com isto, vamos verificar que u5 ∈ C0,αu

loc (R3). De fato, usando a conhecida identidade
an − bn = (a− b)

(∑n
k=1 a

n−kbk−1
)
, n ∈ N, com n = 5,

|u5(x) − u5(x)| ⩽ |u(x) − u(y)|
(
|u4(x)| + |u3(x)u(y)| + |u2(x)u2(y)| + |u(x)u3(y)| + |u4(y)|

)
⩽ 5∥u∥4

∞|u(x) − u(y)| ⩽ 5∥u∥4
∞[u]0,αu,K |x− y|αu .
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Apontaremos que f ∈ C0,β(I), onde I = [−∥u∥∞, ∥u∥∞], para algum 0 < β < 1, pois f
é localmente Hölder contínua. Com isso, dados x, y ∈ Ω = Br(x0), para βu < αuβ < 1,
temos que

|f(u(x)) − f(u(y))|
|x− y|βu

⩽ [f ]0,β,I
|u(x) − u(y)|β

|x− y|βu

⩽ [f ]0,β,I [u]β0,αu,Ω|x− y|αuβ−βu

⩽ [f ]0,β,I [u]β0,αu,Ω(diam(Ω))αuβ−βu

Isto demonstra que f(u) ∈ C0,βu(Ω). também sabemos que Vλ ∈ C0,αV (Ω), para algum
0 < αV < 1. Daí, pelo Teorema A.3.8, temos que

f(u), Vλ, u
5, u ∈ C0,α(Ω),

com α = min{αu, αV , βu, β}. Desse modo, u é solução fraca de (Pu) com

Hu = 1
M(∥∇u∥2

2)
(
u5 + γf(u) − Vλ(x)u

)
∈ C0,α(Ω).

Podemos então considerar o seguinte problema−∆w = H(x) em Ω,

w = ψ sobre ∂Ω,
(Pw)

que pelo Teorema A.3.10, possui uma única solução w ∈ C2,α(Ω) ∩ C0(Ω). Por outro lado,
dado ϕ ∈ C∞

0 (Ω), como u solução fraca de (Pu), temos que∫
Ω

∇u∇ϕdx =
∫

Ω
H(x)ϕdx =

∫
Ω
(−∆w)ϕdx =

∫
Ω

∇w∇ϕdx,

pois ϕ = 0 sobre ∂Ω. Daí,∫
Ω

∇(u− w)∇ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω). (B.1)

Mas sendo w = u sobre ∂Ω, então u − w = 0 sobre ∂Ω e, também, u − w ∈ C1,α(Ω).
Portanto, pelo Teorema A.3.11, u−w ∈ H1

0 (Ω) que implica na existência de uma sequência
(ϕk) ⊆ C∞

0 (Ω) tal que

∥∇(u− w) − ∇ϕk∥L2(Ω) → 0.

Então, por B.1, ∫
Ω

∇(u− w)∇(u− w)dx = ⟨u− w, u− w⟩H1
0 (Ω)

= lim
k

⟨u− w, ϕk⟩H1
0 (Ω)

= lim
k

∫
Ω

∇(u− w)∇ϕk = 0,

isto é, ∥u− w∥H1
0 (Ω) = 0 que implica em u = w ∈ C2,α(Ω) e portanto, u ∈ C2,α

loc (R3).
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Teorema B.0.2. Sejam Ω ⊆ RN e q > 1. Suponha que u ∈ Lp(Ω) para todo p ⩾ q. Se
existe M > 0 tal que

∥u∥Lp(Ω) ⩽M, ∀p ⩾ q,

então u ∈ L∞(Ω) e

lim
p→∞

∥u∥Lp(Ω) = ∥u∥L∞(Ω) ⩽M. (B.2)

Demonstração. Dado ε > 0, considere

E = {x ∈ Ω : |u(x)| ⩾M + ε}

Como,

(M + ε)pχE(x) ⩽ |u(x)|pχE(x), ∀x ∈ E,

segue,

(M + ε)pµ(E) = (M + ε)p
∫
RN
χEdµ ⩽

∫
RN

|u|pχEdµ ⩽ ∥u∥p
Lp(Ω) ⩽Mp,

que implica em |E| < +∞, além disso,

(M + ε)|E|
1
p ⩽M, ∀p ⩾ q.

Consequentemente |E| = 0, pois, do contrário, caso 0 < |E| < +∞, fazemos p → ∞ na de-
sigualdade acima e obtemos a contradição M +ε ⩽M para todo ε > 0. Consequentemente,
vemos que

|u(x)| ⩽M + ε, q.t.p. em x ∈ Ω para todo ε > 0.

Portanto ∥u∥L∞(Ω) ⩽M . Agora, dado δ > 0, considere,

Ωδ = {x ∈ Ω; |u(x)| ⩾ ∥u∥L∞(Ω) − δ}.

Como (
∥u∥L∞(Ω) − δ

)p
χΩα(x) ⩽ |u(x)|pχΩα(x), ∀x ∈ E,

segue que (
∥u∥L∞(Ω) − δ

)p
|Ωα| =

(
∥u∥L∞(Ω) − δ

)p
∫
RN
χΩδ

dµ

⩽
∫
RN

|u|pχΩδ
dµ ⩽ ∥u∥p

Lp(Ω),

o que implica em |Ωδ| < ∞,(
∥u∥L∞(Ω) − δ

)
(|Ωα|)

1
p ⩽ ∥u∥Lp(Ω), ∀p ⩾ q.
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Uma vez que lim
p→∞

|Ωα|1/p = 1, obtemos

∥u∥L∞(Ω) − δ ⩽ lim inf
p→∞

∥u∥Lp(Ω).

Como δ > 0 foi arbitrário, podemos concluir

∥u∥L∞(Ω) ⩽ lim inf
p

∥u∥Lp(Ω). (B.3)

Além disso, para p > q, temos

∥u∥Lp(Ω) =
(∫

Ω
|u|p−q|u|qdµ

) 1
p

⩽
(∫

Ω
∥u∥p−q

L∞(Ω)|u|qdµ
) 1

p

= ∥u∥
p−q

p

L∞(Ω)∥u∥
q
p

Lq(Ω).

Daí,

lim sup
p→∞

∥u∥Lp(Ω) ⩽ ∥u∥L∞(Ω). (B.4)

Portanto, por (B.3) e (B.4), concluímos que

lim
p→∞

∥u∥Lp(Ω) = ∥u∥L∞(Ω) ⩽M.
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APÊNDICE C – Princípio de Concentração
de Lions

Considere X um espaço topológico, definimos

• Cc(X) = {f ∈ C(X) : Supp(f) é compacto};

• Co(X) = {f ∈ C(X) : ∀ε > 0, [|f | ⩾ ε] é compacto},

onde Supp(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= 0}. Se f ∈ CoX(), dizemos que f é uma função que se
anula no infinito. Por [(FOLLAND, 1999), Proposition 4.35 p. 132], se X é um espaço de
Housdorff localmente compacto, então

Co(X) = Cc(X)∥·∥∞
.

Além disso (Co(X), ∥ · ∥∞) é um espaço de Banach. Por outro lado, seja µ : Bτ → [0,∞]
uma medida de Borel em X ⊆ RN e E ⊆ X um subconjunto de Borel. A medida µ é dita
outer regular em E se [(FOLLAND, 1999), cap. 7 p. 212]

µ(E) = inf{µ(U) : U ⊇ E,U aberto}, (C.1)

e inner regular se

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊆ E,K compacto}. (C.2)

Dizemos que µ é regular se esta for outer e inner regular. A medida de Borel µ é chamada
medida de Radon em X se é finita em todo conjunto K ∈ Bτ compacto, outer regular em
E ∈ Bτ e inner regular em todo A ⊆ RN aberto. E dita medida de Radon com sinal se é
uma medida com sinal tal que suas variações positiva e negativa são medidas de Radon.
Denotamos,

M(X) =
{
µ : Bτ → R; µ é uma medida de Radon com sinal

}
.

Além disso, seja ∥ · ∥ : M(X) → R dado por ∥µ∥ = |µ|(X), em que |µ| representa a
variação total de µ, então, (M(X), ∥ · ∥) é um espaço normado. Com isso, enunciamos,

Proposição C.0.1. Seja X um espaço de Housdorff localmente compacto, tal que todo
aberto é σ − compacto. Então toda medida de Borel (µ : Bτ → [0,∞]) finita em conjunto
compacto é regular, e, portanto, uma medida de Radon.

Demonstração. Ver [(FOLLAND, 1999), Theorem 7.8 p. 217].
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Teorema C.0.1. Seja X um espaço de Housdorff localmente compacto. Seja µ ∈ M e con-
sidere o funcional Iµ : Co(X) → R dado por Iµ(f) =

∫
X fdµ. Seja Φ : M(X) → (Co(X))∗,

dada por Φ(µ)(f) = Iµ(f) para f ∈ Co(X). Então Φ é um isomorfismo isométrico.

Demonstração. Ver [(FOLLAND, 1999), Theorem 7.17 p. 223].

Teorema C.0.2. Seja φ ∈ L1(RN) não negativa e Ψ : Co(RN) → R, dada por

Ψ(f) =
∫
RN
φfdx.

Se µ ∈ M(RN) é a medida associada a função Ψ através do isomorfismo estabelecido em
Teorema C.0.1, ou seja, Φ(µ) = Ψ, então, µ(E) =

∫
E
φdx para todo E ∈ LRN .

Demonstração. De fato, inicialmente observe que as funções de Co(RN) são funções limi-
tadas, pois, para ε > 0 qualquer, sendo f contínua e Aε = [|f | ⩾ ε] compacto, segue que
f é limitada em Aε, além de, naturalmente, |f(x)| < ε para todo x ∈ Ac

ε. Desse modo,
Co ⊆ L∞(RN) e, portanto,

Ψ(f) =
∫
RN
φfdx ⩽ ∥f∥∞

∫
RN
φdx < +∞,

garantindo a boa definição da função Ψ. Considere µ0 : LRN → R dada por µ0(E) =
∫

E φdx.
Então µ0 ∈ M(RN). Como Φ : M(RN) →

(
Co(RN)

)∗
é um isomorfismo, basta provarmos

Φ(µ)(f) = Ψ(f), ∀ f ∈ C0(RN).

Ou seja, que
∫
RN
fdµ =

∫
RN
φfdx, para tanto, seja h = ∑n

i=1 aiχEi
uma função simples,

observe que∫
RN
φhdx =

∫
RN
φ

n∑
i=1

aiχEi
dx =

n∑
i=1

ai

∫
RN
φχEi

dx =
n∑

i=1
ai

∫
Ei

φdx =
n∑

i=1
aiµ0(Ei),

que implica, por definição de integral em relação a medida µ para funções simples,∫
RN
φhdx =

n∑
i=1

aiµ0(Ei) =
∫
RN
hdµ0. (C.3)

Logo, ao considerar f ∈ M(RN ,LRN ) não negativa, do Lema A.2.1, existe (fn) uma
sequência de funções simples e não negativas que convergem pontualmente para f , além
de 0 ⩽ fn(x) ⩽ fn+1(x) para todo x ∈ RN e n ∈ N. Daí, observando que 0 ⩽ (φfn)(x) ⩽
(φfn+1)(x), pelo Teorema da Convergência Monótona (Teorema A.2.2), em conjunto a C.3,
segue,∫

RN
φfndx =

∫
RN
fndµ0 ⇒ lim

n

∫
RN
φfndx = lim

n

∫
RN
fndµ0x

⇒
∫
RN
φfdx =

∫
RN
fdµ0, ∀f ∈ M+(RN ,LRN ). (C.4)
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Com isso, considere f ∈ Co(RN ) ⊆ M(RN ,LRN ) qualquer. Sendo φf uma função integrável,
podemos a decompor como soma de sua parte positiva e negativa. Então, já que φ ⩾ 0,
segue φf = φf+ − φf−, como por [(BARTLE, 1995)], f+, f− ∈ M+(RN ,LRN ), daí, por
C.4, ∫

RN
φfdx =

∫
RN
φf+ − φf−dx =

∫
RN
f+dµ0 −

∫
RN
f−dµ0 =

∫
RN
fdµ0,

Portanto,

Ψ(f) = Φ(µ0)(f), ∀f ∈ Co(RN).

Ou seja, Φ(µ0) = Ψ, com µ0(E) =
∫

E
φdx. Finalizando a demonstração do teorema.

Proposição C.0.2. Seja E um espaço de Bannach separável e (fn) ⊆ E∗ limitada. Então,
existe (fnk

) ⊆ (fn) ⊆ E∗ subsequência que converge em σ(E∗, E), isto é, existe f ∈ E∗ tal
que

fnk

∗−⇀ f em E∗. (C.5)

Demonstração. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 3.30].

Proposição C.0.3. Se X é um espaço métrico localmente compacto, σ− compacto, então
Co(X) é separável. Em particular, Co(RN) é separável.

Observe que se (µn) ⊆ M(RN) é uma sequência limitada, então do isomorfismo
isométrico estabelecido pelo Teorema C.0.1, segue que (Φ(µn)) ⊆

(
Co(RN)

)∗
é também

uma sequência limitada. Assim, levando em conta a Proposição C.0.3 e aplicando a
Proposição C.0.2, existe Φ(µ) ∈

(
Co(RN)

)∗ ∼= M(RN), com µ ∈ M(RN), tal que

Φ(µnk
) ∗−⇀ Φ(µ),

para alguma subsequência (Φ(µnk
)) ⊆ (Φ(µn)), ou seja,

Φ(µnk
)(f) → Φ(µ)(f), ∀f ∈ Co(RN),

equivalentemente, ∫
RN
fdµnk

→
∫
RN
fdµ, ∀f ∈ Co(RN).

Portanto, dados (µn) ⊆ M(RN ) e µ ∈ M(RN ), escrevemos µn ⇀ µ, e indicar a convergência
em medida, identificando Φ(µn) ∗−⇀ Φ(µ), ou seja,

µn ⇀ µ ≡ Φ(µn) ∗−⇀ Φ(u) em
(
Co(RN)

)∗

≡
∫
RN
fdµn →

∫
RN
fdµ, ∀f ∈ Co(RN).
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Observação C.0.1. Em resumo, dado (µn) ⊆ M(RN) uma sequência limitada, existe
µ ∈ M(RN) tal que

µnk
⇀ µ em medida,

para alguma (µnk
) ⊆ (µn) subsequência.

Também chamamos atenção do fato que

∥µ∥M(RN ) = ∥Φ(µ)∥∗ = sup
∥f∥∞=1

|Φ(µ)(f)| ⇔ ∥µ∥ = sup
f∈Co(RN )
∥f∥∞=1

∣∣∣∣∫
RN
fdµ

∣∣∣∣ .
Por outro lado, considerado (un) ⊆ W 1,p(RN) uma sequência limitada, como W 1,p(RN) é
um espaço de Bannach reflexivo, por Proposição A.3.4, temos que existe (unk,1) subsequência
tal que unk,1 ⇀ u0 em W 1,p(RN) para algum u0 ∈ W 1,p(RN). Em particular, (unk,1) é
também uma sequência limitada. Defina Ψn : Co(RN) → R, dada por

Ψn(f) =
∫
RN

|un|pfdx.

Conforme, discutido em Teorema C.0.2, Co(RN) ⊆ L∞(RN), e,

Ψn(f) ⩽ ∥f∥∞

∫
RN

|un|pdx < ∞,

garantindo a boa definição das funções Ψn. Desta forma, como (Ψn(f)) ⊆
(
Co(RN)

)∗
, do

isomorfismo estabelecido no Teorema C.0.1, existe (µn) ⊆ M(RN) em que

Φ(µn) = Ψn ⇔ Φ(µn)(f) = Ψn(f) ⇔
∫
RN
fdµn =

∫
RN

|un|pfdx.

Sendo,

∥µnk,1∥M = ∥Φ(µnk,1)∥∗ = sup
f∈Co(RN )
∥f∥∞=1

∣∣∣∣∫
RN

|unk,1|pfdx
∣∣∣∣

⩽ sup
f∈Co(RN )
∥f∥∞=1

∥f∥∞

∫
RN

|unk,1|pdx

⩽ ∥unk,1∥p
p,

segue que
(
µnk,1

)
é uma sequência limitada em M(RN ), pois (un) o é e W 1,p(RN ) ↪→ Lp(RN )

continuamente. Daí, pela Observação C.0.1,

µnk,2 ⇀ µ em medida,

para alguma subsequência (µnk,2) ⊆ (µnk,1) ⊆ (µn) e µ = Φ(fµ), para alguma função
fµ ∈

(
Co(RN)

)
. Ou seja,∫

RN
fdµnk,2 →

∫
RN
fdµ ⇔

∫
RN

|unk,2|pfdx =
∫
RN
fdµnk,2 →

∫
RN
fdµ

⇔
∫
RN

|unk,2|pfdx →
∫
RN
fdµ, ∀f ∈ Co(RN). (C.6)
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Assim, seja g ∈ Cc(RN ) ⊆ Co(RN ) e Kg o suporte compacto da função g. Como unk,2 ⇀ u0

em W 1,p(RN) e, pelo Teorema de Rellich-Kondrakchov (Teorema A.3.6), W 1,p(Br) ↪→
Lp(Br) compactamente, onde Kg ⊆ Br, então,∫

RN
|unk,2|pgdx →

∫
RN

|u0|pgdx. (C.7)

Mais ainda, por (C.6), temos que
∫
RN

|unk,2|pgdx →
∫
RN
gdµ, o que implica em,

∫
RN

|u0|pgdx =
∫
RN
gdµ = Φ(µ)(g), ∀g ∈ Cc(RN).

Mais geralmente, considere f ∈ Co(RN), como Co(RN) = Cc(RN)∥ · ∥∞ , existe (gn) ⊆
Cc(RN) tal que

∥gn − f∥∞ → 0.

Ou seja, gn → f em Co(RN). Já que Φ(µ) ∈
(
Co(RN)

)∗
, então,

Φ(µ)(gn) → Φ(µ)(f) ⇔
∫
RN

|u0|pgndx →
∫
RN
fdµ,

além de
∫
RN

|u0|pgndx →
∫
RN

|u0|pfdx, pois,

∣∣∣∣∫
RN

|u0|pgndx−
∫
RN

|u0|pfdx
∣∣∣∣ ⩽ ∫

RN
|u0|p|gn − f |dx

⩽ ∥gn − f∥∞

∫
RN

|u0|pdx → 0.

Logo, ∫
RN
fdµ =

∫
RN

|u0|pfdx, ∀f ∈ Co(RN).

Ou seja,∫
RN
fdµnk,2 =

∫
RN

|unk,2|pfdx →
∫
RN
fdµ =

∫
RN

|u0|pfdx, ∀f ∈ Co(RN).

Em resumo, dada uma sequência (un) limitada em W 1,p(RN ), então a sequência de medidas
(µn) associadas pelo isomorfismo isométrico, estabelecido no Teorema C.0.1, aos operadores
Φ(un) = Ψn ∈

(
Co(RN)

)∗
, dados por

Ψn(f) =
∫
RN

|un|pfdx,

a menos de subsequência, satisfazem

a) un ⇀ u0 em W 1,p(RN);

b) µn ⇀ µ em medida em M(RN),
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em que µ ∈ M(RN) é a medida associada pelo isomorfismo ao operador Ψ ∈
(
Co(RN)

)∗

dado por

Ψ(f) =
∫
RN

|u0|pfdx.

Observação C.0.2. Observe que pelo Teorema C.0.2, temos que as medidas acima são
dadas por µn(E) =

∫
E

|un|pdx e µ(E) =
∫

E
|u0|pdx para todo n e todo E ∈ LRN . Nesse

contexto e em outros semelhantes, é comum denotarmos as medidas do tipo µ(E) =
∫
RN
φdx

simplesmente por φ. O que nos confere uma conveniente simbologia para resumir o discutido
acima da seguinte forma:

Seja (un) ⊆ W 1,p(RN) uma sequência limitada. Então, a menos de subsequência,

a) un ⇀ u0 em W 1,p(RN);

b) |un|p ⇀ |u0|p em medida em M(RN), no sentido que
∫
RN

|un|pfdx →
∫
RN

|u0|pfdx
para toda função f ∈ C0(RN).

Note que não poderíamos concluir que |un|p∗
⇀ |u0|p

∗ em medida em M(RN),
pois, na argumentação, utilizamos o fato de W 1,p(RN) ↪→ Lp

loc(RN) compactamente para
concluir a convergência (C.7). Muito embora, ao considerar (un) ⊆ D1,p(RN ) uma sequência
limitada. Então, pelo Teorema A.3.4, existe (unk,1) ⊆ (un) subsequência e u ∈ D1,p(RN)
tal que unk

⇀ u em D1,2(R3). Assim, ao identificarmos as medidas (νn) e (µn), por

Φ(νn)(f) =
∫
RN

|un|p∗
fdx, ∀f ∈ Co(RN),

Φ(µn)(f) =
∫
RN

|∇un|pfdx, ∀f ∈ Co(RN),

segue que,

∥νnk,1∥M = ∥Φ(νnk,1)∥∗ = sup
f∈Co(RN )
∥f∥∞=1

∣∣∣∣∫
RN

|unk,1 |p∗
fdx

∣∣∣∣ ,
∥µnk,1∥M = ∥Φ(µnk,1)∥∗ = sup

f∈Co(RN )
∥f∥∞=1

∣∣∣∣∫
RN

|∇unk,1|pfdx
∣∣∣∣ .

Então (νnk,1) e (µnk,1) são sequências limitadas pois, da convergência fraca, (unk,1) é
limitada em D1,p(RN ) ↪→ Lp∗(RN ). Do exposto em Observação C.0.1, existem subsequências
(νnk,2) ⊆ (νnk,1) e (µnk,3) ⊆ (µnk,1) que convergem em medida,

νnk,2 ⇀ ν e µnk,3 ⇀ µ,

Ou seja, a menos de subsequência,

a) un ⇀ u em D1,p(RN);
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b) |un|p∗
⇀ ν em medida em M(RN);

c) |∇un|p ⇀ µ em medida em M(RN).

Note que pelo Teorema C.0.2, µn(E) =
∫

E
|∇un|pdx e νn(E) =

∫
E

|un|p∗dx Com essa
introdução, apresentamos a seguir o Segundo Lema de Concentração de Compacidade
de Lions (Teorema C.0.3), que nos fornece a caracterização das funções ν e µ nos casos
descritos acima.

Observação C.0.3. A medida de Dirac δx0 : LRN → [0,∞], x0 ∈ RN é dada por

δx0(E) = χE(x0) =

1, se x0 ∈ E,

0, se x0 /∈ E
.

Teorema C.0.3. (Segundo Lema de Concentração de Compacidade de Lions)
Seja (un) ⊆ D1,2(R3) uma sequência limitada. Suponha que existem µ e ν não negativas
em M(RN) tal que, a menos de subsequência,

a) un ⇀ u em D1,2(R3);

b) |∇un|p ⇀ µ em medida em M(RN);

c) |un|p∗
⇀ ν em medida em M(RN).

Então,

I) Existem J ⊆ N enumerável, (xj)j∈J ⊆ RN e (νj)j∈J ⊆ (0,∞) tais que

ν = |u|p∗ +
∑
j∈J

νjδxj
;

II) Além disso, existem µ ∈ (0,∞) tais que

µ ⩾ |∇u|p +
∑
j∈J

µjδxj
,

em que (µj) satisfazem Sν
p

p∗
j ⩽ µj para todo j ∈ J , em que

S = inf
{
∥∇u∥p

p : u ∈ D1,2(R3), ∥u∥p∗ = 1
}
.

Em particular,
∑

J

ν
p

p∗
j < ∞.

III) Se u = 0 e µ(RN) ⩽ S
(
ν(RN)

) p
p∗ , então J é um conjunto unitário e

ν = γδx0 = (Sγ
p

p∗ )−1µ,

para algum γ > 0 e x0 ∈ RN .
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Demonstração. A hipótese da existência das medidas µ e ν não negativas em M(RN) é
garantida nas condições discutidas acima. A demonstração completa pode ser encontrada
em (LIONS, 1985).

Teorema C.0.4. Sejam (µn) ⊆ M(RN) e µ ∈ M(RN). São equivalentes,

i)
∫
R3
fdµn →

∫
R3
fdµ, ∀ f ∈ Cc(RN),

ii) µn(E) → µ(E), ∀ E ∈ BRN , µ(∂E) = 0,

iii) lim supn µn(K) ⩽ µ(K), ∀ K ⊆ R3 compacto,

iv) µ(Ω) ⩽ lim inf
n

µn(Ω), ∀ Ω ⊆ R3 aberto.

Demonstração. Ver [(EVANS, 2015), Theorem 1.40, p. 65].
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