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“Contrariwise, if it was so, it might be;
and if it were so, it would be;
but as it isn’t, it ain’t. That’s logic.”

(Lewis Carroll)



Resumo

Neste trabalho, estabelecemos a existéncia de solugoes positivas para uma classe de
equacoes estaciondrias do tipo Kirchhoff-Schrédinger definida em todo o R?® com nao
linearidade com crescimento critico no sentido de Sobolev e potencial ndo negativo que
pode decair para zero no infinito. Para tanto, usamos o método variacional da teoria dos
pontos criticos, que consiste em associar as solugoes da equacao aos pontos criticos de
um funcional adequado. Além disso, a nao linearidade é geral e nao satisfaz a conhecida
condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, o que torna o estudo da compacidade associada ao
problema e da limitacao das sequéncias de Palais-Smale mais sofisticado. Nesse contexto,
as principais ferramentas utilizadas para atingir os nossos principais resultados foram o
uso do teorema do passo da montanha e o principio de compacidade de Lions, além da
base que comum que consiste em resultados basicos de teoria de medida e integracao de

Lebesgue, andlise funcional e analise funcional nao linear.

Palavras-chave: Equagoes de Kirchhoff-Schrédinger; Crescimento critico de Sobolev:;

Potencial que decai para zero no infinito.



Abstract

In this work, we establish the existence of positive solutions for a class of stationary
Kirchhoff-Schrédinger equations defined in the whole R? with nonlinearity with critical
growth in the Sobolev sense and nonnegative potential that can decay to zero at infinity.
For this purpose, we use the variational method of critical point theory, which consists
of associating the solutions of the equation to the critical points of a suitable functional.
Furthermore, the nonlinearity is general and does not satisfy the well-known Ambrosetti-
Rabinowitz condition, which makes the study of the compactness associated with the
problem and the boundedness of Palais-Smale sequences more sophisticated. In this context,
the main tools used to achieve our main results were the use of the mountain pass theorem
and the Lions’ compactness principle, in addition to the common basis which consists of
basic results of measure theory and Lebesgue integration, functional analysis and nonlinear

functional analysis.

Keywords: Kirchhoff-Schrodinger equations; Critical Sobolev growth; Potential vanishing
at infinity.
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Lista de simbolos

V,U C RN abertos e V.C V C U com V compacto. Dizemos que V

estd compactamente contido em U.
Bola aberta de raio r e centro a.
Bola aberta de raio r e centro 0.

Medida do conjunto 2 C RV Lebesgue mensuravel.

={zxeU: wu(x)#0}, parau:U—V.
Funcao caracteristica para o conjunto FE.

Fronteira do conjunto U C RV

e h Z h—
E a i-ésima derivada parcial de v em x, de valor lim w@ + hei) u(:v)

h—0 h

Denota a derivada fraca da fungao u € Li,.(RY). Que se refere a fungao

Jiu = v tal que

(o0 B ~
/U (x)dx = —/Umpdx, Vo € C3°(U).

u
8%

E a derivada fraca 9;(d;u).
olely

= W, em que a = (g, 9, ...,0p) € o] = a1 +ag + ... + .

Também denota a a'"-derivada parcial fraca de u € L .(U). Que se

refere a fungao D% = v € L}, (U) tal que

loc

/uDagodx: (—1)“"'/ vedr, Yo e C°(U).
U U

Denota o gradiente ou gradiente fraco da funcdo u : RY — R, definido

por (Oiu, Osu, ..., Onu).

Denota o produto interno canénico entre Vu € RY e Vo € RV,

= |||Vul||, com |Vu| sendo a norma Euclidiana do RY do Vu.

={u:U —R: wuécontinua em U}.

={u:U —R: wu é uniformemente continua em subconjuntos de U}.

={u:U—R: wuék-vezes continuamente diferenciavel}.



c>=(U)
Co(U)

CO(U)

CH(U)

)

-1y
- Moo

|| ’ HW’W(U)

={u:U—=R:

u ¢ infinitamente continuamente diferenciavel}.

={u e C®U): wpossuisuporte supp(u) compacto}.

={ueCU): 3AC >0, |u(r)—uly)| < Clr—y|",Ve,y € U}. Em

que 0 < v < 1.

Espaco de Hélder. Definido como o conjunto das fungdes u € C(U) com
| D%u(x) — D*u(y)|

sup | D%u(x)] < oo e sup < 00
|O§k‘$EU |O¢|Z:kw’7fﬂ |x_y|0£ )
x

em que a = (aq,an,...,0p) € |a| =ay + ag + ... + a.
Conjunto das fungoes u : U — R Lebesgue mensuraveis.
={ue LU): /U |ulPdz < oo}, para p < oc.

={ue LU): 3C >0 tal que |u(z)| < C q.t.p. em U}.

Conjunto cociente LP(U)/ ~, em que, u ~ v < u = v q.t.p. em U.

={u:U—-R: weLP(V)paratodoVCCU}.

={ue LP(U): Existem D e D € LP(U) para todo |a| < k}.
= Wh2(U).

= {u € LP"(U): Existem D*u e D € LP(U) para todo |a| < k:}

Expoente critico de Sobolev, definido por , quando N > p.
—P

Denota a norma euclidiana do RY.
Denota a norma usual no conjunto dos nimeros complexos.
1
Denota a norma usual do espaco LP(U) em que ||ul|, = (/ |u|pdx> "
U
Denota a norma usual do espago L*(U) em que
Jullzeq) = nf {M > 0: u({z € Q: |f(x)] > M}) = 0}
=+ o).

= [+ oo my-

Denota a norma usual do espago W*P(U) em que

HUHW’W(U):( > /ID”‘u(m)\pdx)
o<jal<k 'Y

==



Il prry

H ’ ”C'M(U)

E*

Denota a norma usual do espaco D*P(U) em que

la=k "V

Denota a norma no espago C*7(U) em que

|Du(x) — Du(y)|
|z —y|

ulcra@ry = Y sup |[D%u(z)|+ Y sup

|a\<k zeU |a‘:kx,yeﬂ
zFy

Dual topolégico do espago vetorial E.

Se u: U — R™, escrevemos u(x) = (u'(z),u?(x),...,u™(x)) para x € U.

k

Dizemos que a funcao u” é a k — ésima componente da funcao u.

Escrevemos lir% or(r) = 0 uniformemente em k > ky para indicar que
r—r

dado £ > 0 existe r. > 0 tal que

r=>re = |O(r)| <e,Vk e NJk > k.



4.1
4.2

Al
A.2
A.3
A3.1

Sumario

INTRODUGAO . . . . o vttt e e e e e e e e et e e

PRELIMINARES . . .. ... it iii e v i

Descricao da classe de problemas elipticos nao lineares . . . . .

ESTRUTURA VARIACIONAL ... ... ............

O Problema Auxiliar . . . . . . ... ... ... ... ... .....
Regularidade do funcional Energia associado . . . . . . . ... ..
Geometria do Passo da Montanha . . . .. .. ... ... ... ..

Estimativa nivel minimax . . . . . . . . . . ... ...

EXISTENCIA DE SOLUCAO PARA A CLASSE DE PRO-
BLEMAS CONSIDERADO ... ......... ...
Compacidade do funcional energia auxiliar . . . . . . .. ... ..

Prova do Teorema Principal . . . . .. ... ... ... ... ....

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . . . .. .........

APENDICES

APENDICE A — PRINCIPAIS RESULTADOS USADOS

Calculo Diferencial em Espacos de Banach . . . . . .. ... ...
Teoria da Medida e Integracao. . . . . . . . ... ... ... ....
Analise Funcional . . . . . . . . .. ...

Espacos de Sobolev e andlise nao linear . . . . . .. .. ... ... ...
APENDICE B - REGULARIDADE DAS SOLUCOES . . ..

APENDICE C - PRINCiPIO DE CONCENTRACAO DE LI-

81

82
82
84
87
94

96



13

1 Introducao

O estudo das Equagoes Diferenciais Parciais (EDP), datam do século XV III
ganhando notoriedade nos trabalhos pioneiros dos matematicos Leonhard Euler, Jean
D’Alembert, Joseph-Louis Lagrange e Pierre-Simon de Laplace que foram instigados pelo
estudo analitico de modelos da fisica, tematica qual, atualmente, ainda é a principal fonte
de excitacao na busca por métodos de solugoes de sistemas que envolvem EDP’s especificas.
J& no século XTX, os trabalhos de Augustin-Louis Cauchy, Bernhard Riemann e Johann
Dirichlet norteiam o papel protagonista das EDP’s como instrumento fundamental no
progresso e criacao de outros ramos da matematica, exaltando a significAncia desta area da
matematica para além de sua aplicabilidade nas Ciéncias Naturais (BREZIS; BROWDER,

1998). Com respeito aos supracitados matemadticos, concerne ressaltar:

[...] a construgdo dos conceitos envolvendo as Equagdes Diferenciais deu-se de-
vido as contribuicoes de diversos matematicos em diferentes periodos histéricos.
Cada matematico, ao seu tempo, desenvolveu novas ideias e aperfeicoou métodos
para o estudo e a aplicacao das Equacdes Diferenciais nas mais diversas dreas do
conhecimento. Assim, mesmo que o mérito e reconhecimento de algumas desco-
bertas matemaéticas recaiam, em muitos momentos, sobre alguns grandes nomes,
faz-se necesséario reconhecer que esta teoria é resultante de uma construcao de

ideias e resultados obtidos por muitos personagens [...] (PAULA, 2019).

Como exemplo do fomento que o avanco tedrico nos estudos das EDP’s durante
o século X1X proporcionou a outros ramos da matematica, destacamos os estudos de
Riemann no desenvolvimento da teoria das funcoes analiticas de uma variavel complexa e
a teoria de superficies de Riemann. Conforme mencionado que os resultados matematicos
decorrem de uma acumulagao de conhecimento que envolvem o esforco coletivo de diversos
personagens, tem-se que a teoria de superficies de Riemann é a extensdo (comegando com a
Teoria de Hodge) de ferramentas comparaveis no estudo da Geometria Algébrica em vérias
variaveis, ainda, ocasionando a desenvolvimentos como o Teorema de Riemann-Roch e o
Teorema do Indice de Atiyah-Singer (BREZIS; BROWDER, 1998). Igualmente, o avango
revolucionou o campo da geometria diferencial nas tltimas décadas do século XX (BREZIS;
BROWDER, 1998). Destacamos a interacao entre a teoria dos sistemas que envolvem
EDP’s e Teoria de Lie. A interacao entre as duas teorias, iniciada pelos trabalhos de de
S. Lie na década de 1870 e posteriormente ampliada por E. Cartan na década de 1890,
cominou, apos a introducao da teoria dos feixes por Leray em 1945, na uniao de ideias e
técnicas provenientes de varias areas, tais como teoria de variedades, topologia algébrica,
geometria diferencial, dlgebra homolégica e analise (BREZIS; BROWDER, 1998).
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Por uma definicao inicial, se entende que as solugoes de EDP’s possui classe de
diferenciabilidade idéntica a ordem da EDP, isto é, suas derivadas parciais até a ordem em
questao tém que ser continuas, a essas soluc¢oes atribuimos o nome de solugoes classicas. Na
busca por uma solucao cléssica, é comum, proferir fun¢des candidatas que, por vezes, nao
possui a mesma classe de diferenciabilidade desejada. A essas candidatas, denominamos
de solugoes fracas, que é essencialmente um conceito que envolve identidades integrais.

Para introduzirmos o conceito, considere o problema

{—Au = h(u),

P
u>0, u&D?RY). ()

Com h : R — R continua. Suponha que exista u € C?(R") solugao para o problema acima

de modo que dado ¢ € C§°(RY) cada parcela da expressiao abaixo ¢ integravel sobre o RY,
(—Au)p = h(u)p
ou seja, em que faz sentido a equacao

- RN(Au)godx = /]RN h(u)pdr, Ve € C°(RY).
Desse modo, ao considerar a bola By € RY tal que supp(y) C Bg de forma estrita, a

igualdade acima se torna

—/BR(Au)wd:B = /RN h(u)edz.

Pois supp(y) C Bg, dai fazendo uso da Primeira Identidade de Green (Teorema A.1.9),
obtemos
ou
[ odr+ / VuVods = / h(w)eda.
R

8Br OV

ou
Novamente, por supp(y) C Bpg estritamente, entao / —@dxr =0e VuVedr =
O0BR al/ Br

/ N VuVedz. Da igualdade acima, obtemos
R

VuVipds = /R h(uwedz, Yo e CRRY). (1.1)

RN
Notemos que mesmo que tenhamos utilizado a hipétese de u € C?(RY), a equacao (1.1)

faz sentido para u € D»?(RY), a hipétese do problema (P). De fato,

N
/]RN IVuVp|dzr = /]RN izlaiu@cp‘ dz = /supp(‘p) Zau&m‘ /b Z |0;ud;p| dex,

supp(y) ;—1
como as funcoes d;¢ sdo continuas em RY entdo, via Teorema de Weierstrass (Teorema

A.1.5), Oip sdo limitadas no compacto supp(y) por uma constante M > 0,

/ IVuVp|der < / MZ |0;u| dz = MZ/ |0;u| d. (1.2)
RN supp(p

upp(¢)
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Como d;u € L*(RY) entdo d;u € L?(supp(y)) C L'(supp(y)), portanto, da equagio (1.2),

obtemos
/ |IVuVp|dr < 400
RN

Além disso, se u € DM?(RY), que implica em u € L°(supp(p)) e, consequentemente, u
limitada em supp(ip) entdo, da continuidade da funcio h em todo RY, segue que h(u) é

limitada em supp(y). Portanto,

/ h(u)pdr < C’/ edr < +o0.
RN RN

O que sugere a seguinte definigao

Definigao 1.0.1. (Solugdo Fraca) Dizemos que u € DY?(RY) é solucdo fraca do
problema (P) se satisfaz a equagdo
VuVedr = / h(u)pdr, Ve € C2(RY).
RN RN
Além disso, vamos considerar utilizar resultados provenientes da teoria dos pontos

criticos.

Definig¢ao 1.0.2. (Funcional Energia) Dizemos que J : DY*(RY) — R € o funcional

energia associado ao problema se sua derivada € tal que
/ _ o 0 N
T (u)p = /R VuVeds /]R h(u)pdz, Ve € CE(RY).

Isto implica que seus pontos criticos ser solugoes fracas para o problema. Na Fisica,
tal funcional pode vir a representar a energia total distribuida no campo fisico ao qual a
equagao esta associada. A titulo de exemplo, consideremos a equagao de Schrodinger
h? Ou(z,t)

—%Au(x, t)+ V(x)u(z,t) = th,

em que u : RY x [0,00) — C é a equagao da onda, com z € RY(N = 1,2, 3) representando
a posicao da particula no sistema de coordenadas e t > 0 o tempo. Além disso, m
representa a massa, A ¢ a constante de Planck e V : RY — R estd relacionada ao
comportamento da particula com a interferéncia externa do meio. Enquanto que u(z,t)
nao possui nenhum sentido fisico direto, o valor ||u(z,t)||2 representa a densidade de
probabilidade de encontrar a particula em uma posi¢cao x no momento t. Em chamados
estados estacionarios da particula, que se estuda niveis de energias definidos invariantes

no tempo obtemos a equagao de Schrodinger independente do tempo

0 Aufa) + V(a)u(z) = Bulz), (1.3)
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em que F é um valor real relacionado a energia total do sistema. Desse modo, trabalhamos
com a equacdo da onda como uma funcdo real u : RV — R. E consideramos o funcional

energia associado,

10 = [, (g VU@ 4 V)P + B 14

Em que a parcela ;;\Vu(x, t)|? representa a contribuigdo da energia cinética e V (x)|u(z, t)|?
a contribuigao da energia potencial. Ainda, em generalizaciao a equagao (1.3) nascem as
equacoes do tipo Kirchhoff-Schrédinger. No modelo, ao incorporar o funcional de Kichhorff,
originalmente da forma M, <HVUH%Q(Q)> = (1 + aHVu|]L2(Q)>, atribuimos um efeito nao
local na variacao da energia cinética global, pois é um termo que nao esta aplicado a um

ponto de Q C R tornando a equacio estacionaria de Schrédinger da forma
—My ([Vull)) Au+ V(z)u = h(u),

em que h : R — R é uma nao linearidade e representa interagdes nao lineares das particulas.

E nesse contexto que nasce o problema a ser estudado neste trabalho

=M ([|Vull}) Au+ Va(@)u = u? " + 5 f(u),
u>0, ucD"R?).

Em que a nao linearidade f : R — R nao satisfaz a conhecida condi¢ao de Ambrosetti-
Rabinowitz com propriedades a serem detalhadas no capitulo seguinte. Tendo como

principal objetivo provar o seguinte resultado,

Teorema 1.0.1. Suponha que (Vi) — (V5), (My) — (Ms) e (f1) — (f5) sao satisfeitos e
p € (4,6). Entao, existe v* > 0 tal que para todo v = ~* existe \* = X\*(y) > 0 tal que

Py possui solugio para todo X > \*.

Para tanto, no Capitulo 2, apresentamos com maiores detalhes o problema além de
propriedades preliminares das fungdes envolvidas. No Capitulo 3, estabelecemos a estrutura
variacional sob a qual definiremos e trabalharemos em busca das solucoes fracas descritas
no teorema, além de fornecermos as principais estimativas para o problema, sendo crucial
o uso do Teorema do Passo da Montanha (Teorema A.3.13). J4 no Capitulo 4, com uso
do APENDICE C - Principio de Compacidade de Lions, determinamos a convergéncia
da sequéncia de Cerami estabelecida no Capitulo 3 juntando com uma estimativa tipo
L — uni forme para o problema auxiliar, o qual é crucial no nosso argumento na prova
do Teorema 1.0.1.
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2 Preliminares

2.1 Descricao da classe de problemas elipticos nao lineares

Motivados pelo recente trabalho de O, Souto e Ubilla (2020), o presente trabalho
tem como principal objetivo apresentar resultados de existéncia de solugao para uma classe

de problemas do tipo Kirchhoff-Schrondinger,

{—M (HVuH%) Au+ Vy(z)u = u’ + v f(u), (Prr)

u > 0.

Onde V) (x) = Z(x) + AV (x), pardmetros A,y € (0,00) e p € (4,2*), satisfazendo

(V1) Z e V sao fungoes continuas e nao negativas;

(V3) V =0 em alguma bola Bg, (r,) C R3;

() lim inf P72V () > 0;

(M;) A fungado de Kirchhoff M : [0, +00) — [0, 400) é continua;

(M) M é nao decrescente no intervalo [0,4+00) e M(0) =: My > 1/p;

(M3) A funcao t — M(t)/t é nao crescente no intervalo (0, 00).

A nao linearidade f : R — R é uma funcao de classe C'! satisfazendo

(f1) f(s) =0,Vs € R;

() s TG

(f3) Existe C' > 0 tal que

é crescente em (0, +00);

fs) <C(1+]sPY) Vs € R

() tim oy T = o

(f5) Existe C' > 0 tal que F(s) = [5 f(T)dT > C|s|F.

Nossa principal contribuicao para trabalhos recentes é a possibilidade de que o potencial
V\ possa decair para zero no infinito, além da insercao da nao linearidade f : R — R que
nio satisfaz a célebre condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz. Destacamos que em O, Souto

e Ubilla (2020) é provado o Teorema 1.0.1 no caso em que f(s) = sP72|s|. A fungao f
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replica a fungdo presente em Alves, Souto e Soares (2011), mas ao invés da hipdtese fs,
no mencionado artigo, ela possui a hipdtese lim (%) = 400, qual pode ser vista como

consequéncia da hipdtese
(f2) Existe @ > 4 e C > 0 tais que F(s) > |s|’.

A nossa hipétese (f5) seria o caso quando 6 é o préprio p na hipdtese (f2).
Exemplo 2.1.1. Considere V : R®* — R dada por

0, se x| < |y,
Viz) = EEN

|$|;7290< Ry )a se |z| > |z.].

Onde ¢ : R — [0,1] de classe C*(R) tal que

(i) ¢(s) =0 para s < 1;
(ii) p(s) =1 para s > 2;

(7i) ¢ varia de 0 a 1 para 1 < s < 2.

Por exemplo, podemos considerar

0, se s <1,
0(s) =93(s—1)2—2(s—1)3, sel<s<2,
1 se s> 2.

’

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 1 — Gréfico da funcao ¢(s).

Essa construgio garante que ¢ : R — [0, 1] seja de classe C*(R). Desse modo, a fungio
V(z) se torna continua por se tratar do produto e composicao de fungoes continuas, além de
que V(x) =2 0. Quando x € Br, (1) temos que |m|;i|lzl| < |m}}f1‘ < 1 entdo ¢ (%lfl‘) =0,

portanto, V(x) = 0 em Bg,(x1). Ainda, para valores suficientemente grandes de |x|, temos

|z =z

que (T) =1 e, portanto,

=1>0.

liminf |2[P~2V (2) = lim inf |z|P~2

|x|—o00 || =00 ’l‘|p_2

A fungio V : R®* — R indicada satisfaz as propriedades (V1), (Vo) e (V3).
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Exemplo 2.1.2. Quanto a um exemplo para o funcional M : [0,+00) — [0,400) que
1

satisfagca (M, )-(Ms), podemos considerar M (t) = a+0bt coma > — eb > 0. Quando a =1
p

e b =0 recaimos ao Laplaciano M(||Vu|3)Au = Au.

Lema 2.1.1. As sequintes propriedades envolvendo M e sua primitiva M(s) = / M(r)dr
0

sao validas:

A~

a) M(s) = Mys, para todo s > 0;

b) As condigoes (Ms,)-(Ms) implicam que s — 2M (s) — sM(s) é ndo decrescente para
s >0,

c) Se q >4, as condigoes (Ms)-(Ms) implicam em

qM(s) — 2sM(s) = My(q — 4)s, para todo s > 0.

Demonstra¢io.  a) De fato, como M uma fungdo nao decrescente em [0, c0), segue de

imediato que

M(s) = / M(r)dr > / Mydz = Mys, para todo s > 0.
0 0

Logo, a) vale.

b) Ainda, defina A(s) = 2M(s) — sM(s). Para 0 < t < s, segue

A(s) — A(t) :2/OSM(T)dT—2/OS M(S)TdT— lQ/OtM(T)dT—Q/Ot M<t)7'd7]

S t

:2/tsM(7')dT+2[/Otjwt(t)TdT—/osjw(s)TdT]

S

22/:]\47{7)7@7'—#2l/ot]Wt(t)TdT—/ot]W;S)TdT—/tS]wis)TdTl
o (Mo (M )

por (Ms), M@ > Méfs) > 0 para todo 0 < 7 < s, incluindo 7 = t. Portanto,

T

A(s) — A(t) = 0 e b) vale.

c¢) Desse modo, quando ¢ > 4, para todo s > 0,
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Lema 2.1.2. Se f satisfaz (f3) e (f1), entao, dado € > 0, existe C. > 0 tal que |f(s)] <
els| + Cc|s|7! para todo s >0 e q = p.

Demonstragio. De fato, dado € > 0, por (fy), existe 6. > 0 tal que

‘fis) <e=|f(s)] <els|, V|s| € (0,0.). (2.1)
Ainda, defina h : [—1, =6, U [0, 1] — R dada por
B f(s) —es

Sendo h uma funcdo continua definida em um compacto, existe C. em que |h(s)] < C.

para todo s € [d., 1], o que implica em,

| f(s)| — els] f(s) —es .
|s|a—1 < ga—1 = [h(s)| < C.,
logo,
1f(s)| < els| + Cels|?™, Vs € [0, 1]. (2.2)

Por fim, para |s| > 1, por (f3), existe C' > 0 tal que
) <C(T+]sP )y < (s +sP) =2CslPt < 20|77, Vs > 1. (2.3)
Portanto, ao considerar C. = max{1,2C,C.}, por (2.1), (2.2) e (2.3), temos

els| <els| + C.|s]971, se s € [0,0.),
|f(s)] < Qels| + Ccls|P~ <els| + C.ls|7!,  se s € [o., 1],
2Cs|971 < els| + Cc|s|77, se s € (1,00).

Ou seja,
If(s)| <els|+ Ccls|”!, Vs eR.
]

Observagao 2.1.1. Note que f(0) = 0 e que, conforme estabelecido pelo resultado anterior,

ao considerar g =1 e ¢ = 2* = 6, existe uma constante C,, tal que

()] < 18]+ Ceqls]-
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3 Estrutura variacional

3.1 O Problema Auxiliar

Como o funcional Vy : R?> — R pode decair para zero, é dificultoso a busca de
soluges para a equagdo —M (||Vul|3) Au + Vy(x)u = u® + v f(u) no cléssico Espaco de
Sobolev W12(IR?), por nio conseguirmos reproduzir um espago normado adequado em que
o funcional energia para o problema esteja bem definido. Por esse motivo, a investigacao

para solugoes levara em conta o espago
DY = {u € L* :  Existem du e d;u € L*(R?) para todo i = {1, 2, 3}} .
Assim, nosso problema passara a ser descrito como

{‘M (IVull) Au+ Va(@)u = v +f(w), (Pr)

u >0, ucD*R?).

Com finalidade de aplicarmos a teoria dos pontos criticos para o problema (P, -), vamos

considerar o espaco

B {u € Dl’Q(RS);/Rs Vi(2)a® < —l—oo} , (3.1)

o qual, munido da operagao ( , ) : £ x F — R, de regra (u,v) = /3 Vu- Vv + Vy(x)uvde,
R
induz em E uma estrutura de Espago de Hilbert. No préoximo passo vamos mostrar que
1/2
a fungao ||lu|| = (/3 |Vul* + V,\(x)u2dx> é de fato uma norma em E. No que segue,
R

vamos supor que as condigoes (V1)-(V3), (M1)-(Ms) e (f1)-(f3) sejam vélidas.

Proposicao 3.1.1. A estrutura (E,|| - ||) acima definida, é um espago de Hilbert.

Demonstragio. De fato, dados u,v € E C DY2(R?), escrevendo Vi = Vi/*Vi/% pela
Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1) temos

[ty 0] = [, 0) prsgesy| + ' /R Val@)uvde

O que garante a boa defini¢ao de (, ). Quanto a bilinearidade e simetria de ( , ) segue da
linearidade de V e da bilinearidade e simetria do produto interno canénico do R3. Além

disso, dados u,v € E observe que

(u, u) :/]RS IVul? + Vy(2)udz > 0,
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pois Vi (x) = 0. Além disso,
(u,u)y =0 < /}R3 [Vul|? + Va(z)u*dz = [[ul|proggs) + /R3 Vi (z)u*dz
& [Jullpregs) =0 e /RS Vi(z)u*dz =0
< u=0.

Logo, (, ) é um produto interno. Consequentemente, || - || : £ — R dada por

lull = ()" = (/R Vul* + VA(Z')Ude>1/2

é uma norma em FE. Isto mostra que (E, || -||) é um espago normado cuja a norma provém
de um produto interno. Em posse deste fato, seja (u,) C F uma subsequéncia Cauchy em

E, ou seja, uma sequéncia tal que para todo € > 0, existe ng € N tal que
n,m = ng = ||u, — unl|| <e¢ (3.2)

Como ||u||pr2msy = [[Vull2 < ||ul|, para todo u € E, entdo (u,) é¢ uma sequéncia de Cauchy
no espaco de Hilbert DM?(R?), donde segue

u, — u em D?(R?) para algum u € D'*(R?), (3.3)

da imersao continua DV?(R3) — L2 (R3), entdo u, — u em L? (R3). Pela Reciproca
Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), dado uma

subsequéncia (uy,) C (u,) qualquer, existe (uy,, ) C (u,,) subsequéncia, em que
Uny , (2) = u(z) q.t.p. em R®. (3.4)

Como /3 Vi(z)v?dz < ||v]|, para v € E, de (3.2) segue que para todo €, existe ny, ; tal
R

que

M1, Mh1 = Mg 1 = /R3 V(@) (tn,, , — Unh,l)ZdI = /]R (V)\(x)lﬂunk’1 - V,\(x)l/Qunh,l)2 <e.

3
Portanto, (VAI/ 2(x)unk,1) é uma sequéncia de Cauchy em L*(R?), consequentemente,
V;/z(az:)unk,1 — 4 em L*(R?),

para algum @ em L*(R3). Em particular, novamente pela Reciproca Parcial do Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), /\1/2(:c)unk72(x) — 4(z) q.t.p.

em R? para alguma subsequéncia (uy, ,) C (tn, ,) € (ty,), ainda, por (3.4),
V/\1/2(:B)unk72 — V/\l/Q(x)u q.t.p. em R3.
Portanto, pela unicidade do limite q.t.p., segue 4(z) = V/\l/z(x)u(x) q.t.p. em R3, donde

V;/Z(alz)u%2 — V,\l/Q(:U)u em L2(R3). (3.5)
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Segue que existe M > 0 tal que
IV @tnalls = [ V@), , < M, Wk €.
’ R

Nk,2

Como Vi(z)up , — Vau? q.t.p. em R? e Vy(z)u? | > 0, pelo Lema de Fatou (Teorema
A.2.3),

/R3 Va(z)u? = /R3 lim inf V,\uik‘2 < liminf /]RS V,\(gy)uik,2 < M,
logo, u € E e por (3.3) e (3.5),

it = ull® = i, = ullpras) + [ Va(e)(n, , — u)de

1/2(

1/2
= |ty , — wllbrages) + Vi /

2)tn, , Vi (w)ull} 0.
Por fim, pelo Principio da subsequéncia (Lema A.1.1),
U, — u em F.

Portanto, toda sequéncia de Cauchy em (F, || - ||) é convergente. Portanto, (E, || - ) é um
espaco de Hilbert. O

Motivados pela Definicao 1.0.1, diremos que u € E é solucao fraca do problema
(Px.~), com as hipdteses (M;)-(Ms), (V1)-(V3), (f1)-(f5) anteriormente estabelecidas, se

satisfaz
M(||Vull3) /3 VuVudr + /3 Vi(z)uvder = /3 u’v + Af(u)vdz, Vv € E.
R R R

Observagao 3.1.1. Suponha que ug € E, com ug > 0 q.t.p. em R3, (V1 )-(V3) satisfaz a

sequinte identidade variacional
M(||Vul3) /R3 VuVodz + /R3 V(z)uvde = /R3 u’v + af (u)vdr, Vv € E, (3.6)
onde V\(x) é dado por V(x) = Vi(z + z1), ou seja, verifica
o (V3): V=0 em Bg,(0) C R3,

que ocorre se, e somente se, a hipotese (Vy) wale para V. Para toda fungio v € E,

escolhendo v(x) = v(z + x1) € E, como fungio teste em (3.6), obtemos
M(|[Vao|2) /R VugVuds + /R Va(w)ugrde = /R WU+ af(u)ude. (37)
Por outro lado, definindo u(x) = ug(x + x1), temos que

/ wuoBhpda = / (Buo)pde, Vo € C2(RY),
R3 R3
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Em particular, para p(x) = (x4 x1) € Cg°(R?),

/ wedipda = — / (Buuo)de, Vo € CF(RY),
R3 R3

pelo Teorema da Mudanga de Varidvel (Teorema A.1.2),
/11{3 uo(x — 21)0;9(r — x1)de = — /Rg(aiu()(x —21))@(x — x1)dz, Vo € CF(R?),

Dai,

/RS u(x)0ip(x)dr = — /Rg(aiug@ —11))p(x)dr, Vo € C°(R?).

Ou seja, Qu(x) = dyup(x — 1), analogamente, Oyu(x) = Oyup(x — x1). Que implica em
Vu(x) = Vug(x — x1), ainda, como a integral de Lebesque é invariante por translagdo,

concluimos ||Vul|3 = [[Vuo||3. Entao, pela equagdao (3.7) seque que
M(||[Vull2) / VugVods + / V(@)ugvdr = / G+ af (ug)ude. (3.8)
R R R

com v(z) = v(x + x1) para toda v € C(RY). Novamente, pelo Teorema da Mudanca de

Varidvel (Teorema A.1.2), concluimos
M(||Vul3) /3 VuVudr + /SV)\({E — oy )uvde = /3 uw’v + af (u)vdr, Yo € C°(R?).
i R R

Como V\(z) = Va(z + 11), vemos que u(x) = up(x — 1) a identidade (5.6). Em resumo,
obtemos solugoes, no sentido fraco, para o problema sob a hipétese (V), garantimos a

existéncia de solugoes para Br,(x1) qualquer na hipdtese (V3).

Por causa da Observacao 3.1.1, sem perda de generalidade, vamos considerar
Br,(z1) = Bg, na hipétese (V5). No intuito de obtermos propriedades suficientes para a
convergéncia de solugdo, iremos reformular o problema (P, ) para um problema auxiliar,

como segue. Seja h.(s) = s° +~f(s), considere R > R, e defina

h+(s), se x € By ou h,(s) < V’\S:)S para s > 0,
g(z,s) = VAE:)S, se v € Bf e hy(s) > Vi(@)s para s > 0, (3.9)
0, se s < 0.
Considere o problema auxiliar
—M([|Vul3)Au + Vi(z)u = g(z,u). (APs,)

Definicao 3.1.1. A funcao u € E € solucao fraca do problema auxiliar se satisfaz

M(||Vul3) /RB VuVudzr + /]133 Vi(z)uvdz = /R3 g(x,u)vdzr, YveE.
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No proximo passo listaremos as principais propriedades que a nao linearidade

g : R3 x R — R satisfaz dentro do espaco do nossos métodos.

Proposicao 3.1.2. A funcgio g : R3 x R — R satisfaz:

(91) A fungio g é Carathéodory;

(92) sg(x,8) < shy(s) = s+ sf,(s), V(v,s) € R®xR

() sg(a,5) < 202 V(o s) € By x R

p
(91) 9(z,8) < |hy(s)] < Is[> + [f5(s)], V(z,s) €ER® xR
(95) g(z,s) < V)‘;x) |s], V(z,s) € B xR

1 1

(96) s59(x,s) — pG(z,s) > s

] Va(z)s?,Vs € R

Demonstragio. De fato, dado s € R\{0}, considere

B - 3. s Vi(z)s
ws—{ € R% ha(s) < ’ }

Este é um conjunto mensuravel, pois V) : R® — R ¢ uma funcao mensuravel. Note que

Vi
9(+8) = hy(8)XBrXws + Py (S)XBRXwe + 1y (8)XBe Xy + ;XBf%Xwg (3.10)

em que x4 denota a fungdo caracteristica. Observe que a equagao (3.10) expressa a funcao
g(+,s) : R* - R como uma combinacao de fun¢oes mensurdveis, portanto, g(-, s) é uma

fungdo mensuravel. por outro lado, a partir de (f5), temos

= lim F(s)

|s|—o0 52
) s . f(s) . .
Dai, pela regra de L’Hopital, ILm “——= = 4o00. Disso, combinado com (f;), segue que
S [e.e] S
h h
lim ﬁ:—l—oo e limﬂzo
s§——+00 S s—0 S
V)\(JZ

é uma funcao

> 0 e, por (fs), a fungao ¢(s) =

V()
p

h
Agora, fixado x € R?, como hy(s)
s

continua crescente em s > 0, supondo > 0, pelo Teorema do Valor Intermediério

(Teorema A.1.6), existe s, > 0 tal que

hy(s:) _ Va(x)

Sz p

Y



Capitulo 8. Estrutura variacional 26

O que implica, por ¢ : R, — R, ser crescente, em

q(s) = i (s) < VA(:E), se s € (0,8,

s b (3.11)
q(s) = hVS ) > V’\; ), se s € (8z,00).

Com essas observagoes vamos considerar que a funcao g(z,-) é continua para todo z € R3.

Se © € Bpg, entao
h(s),  sese 0,0
0, se s € [—00,0].

¢ uma funcao continua pois h, o é, e h,(0) = 0. Para o caso em que z € B¢, por (3.11),

segue que
h($), se s € (0,s,],
g(x,s) = V/\;x)s, se s € (8z,00), (3.12)
0, se s € (—00,0].

Desse modo, a continuidade de g(z,-) em R, com x € B$, depende da interacao das

\%
funcoes continuas h, e s+ A(g:)s em 0 e s,. Como,
p
1% V;
lim g(z,s) = lim ’\(x)s = )‘<x>sx = h(s,) = lim h(s) = lim g(z, s),
s—st s—st P D $—Sy s—s)

lim g(x,s) =limh(s) = h(0) =0

s—0t 5—0
Vi)

V)\(Jf)

p
defini¢ao, g(z,-) = 0. Logo, a funcao g(z,-): R — R é continua para todo x € R? fixado.

A continuidade de g(z,-) é garantida para z € B, e > (. Caso = 0, segue da
Consequentemente a fungao g : R* x R — R é uma fungao Carathéodory. Isto prova (g;).

Pelo o que foi discutido, por (3.12), podemos reescrever a funcao g : R® — R da seguinte

maneira,
ho($), se (z,8) € Bg xR,
h($), se (z,s) € B x (0, s,],
9l 8) = VA]SJ;)S, se (z,s) € By X (s4,00), &1
0, se (r,5) € R? x (—o0,0]

Mas por (3.11), observe que

h(s) < @) | ha(s) »  Val2) o
S p S p

s*, V(x,s) € R* x (0, 5,] (3.14)
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Além disso,

z) 2

Va(
S P S p
)

= sh,(s) > Vie s%, V(x,s) € R? x (84,0) (3.15)

p

Observando a fungio g : R* — R, como redefinida em (3.13), juntamente com o exposto

m (3.14) e (3.15), concluimos que (g2) e (g3) valem. Como g(z, s) = 0 para s € (—o0, 0],
segue que (go) e (g3) implica em (g4) e (g5). Seja (z,s) € R® x (0, s,], entdo

1 1 B 1 Vy(x)s?
sg(x,s) — pG(x,s) — Kp - 2) Via(z)s ] sh(s / T)dT — EVA( x)s® + 5
:2/05887d7—p/08h(:)7'd7'
B s Vi(x S V)\(ZE)TdT

h(tT
disso, ja que T — ——= é crescente em (0, s|, segue
T

sg(x,s) —pG(x,s) — l(; - ;) Va(x)s?| > 2/05 hiS)TdT —p/os hiS)TdT
- 2/0s V)\;x)TdT +p/os VA]()I)TdT

~(p-2) [ <VA]§’”) - h?) rdr,

h
comop—2>0e () — ﬂ > 0 para (x,s) € R3 x (0, s,], a diferenca é ndo negativa,
P s
entao:
1 1
sg(x,s) — pG(x,s) > <p — 2) Vi(z)s®,  Y(z,5) € R® x (0, s,] (3.16)

h(T)

Agora vamos supor que (z,s) € Br X (8;,00), como T crescente em 7 > 0, segue

sg(z,s) — pG(x,s) = sh(s) — /
Sh(s
2/0 . /077' TdT
2/5h8d /S}LSTdT
0 s o s
h(s) s>

s h(7)
)

h h h
(5) (52) = Va(2) e ja que s € (s;,00) com T (7)
s Sy P T

sg(x,s) — pG(x,s) = (2 —p) V,\Z()w) %

_ (1 — 1) Vi(z)s2. (3.17)

p 2

crescente em 7 > 0, temos

WV
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Agora, suponha (z,s) € BE x (s;,00),

sg(z,s) — pG(x,s) = V)\;x s —p/ x,T)
:VA;x)s —p{/sz (a:7’d7'+/ deT],
Va(z) Vi(z)

Tem T € (0,8,) e gla,7) = T em T € [S,,00) para

como g(x,7) = h(7) < .
p

x € Bf,

sg(z,s) — pG(x,s) > VA(I)SZ —p [/Osz V)‘;x>7d7' + /S: vA(w)TdT]

p p
V)\(.Z' & V,\(.CE
= s —p dr
p o p
_Wa@) 5, Val@) ,
. 3.18
) s 5 5 (3.18)
Logo, por (3.16), (3.17) e (3.18), concluimos
1 1 9 3
sg(x,s) — pG(x,s) = , 73 Vi(z)s®, Y(z,s) € R’ x(0,00). (3.19)
O que prova (gg) e finaliza a demonstragao da Proposicao 3.1.2. [

3.2 Regularidade do funcional Energia associado

Nesta secdo vamos estudar o problema auxiliar (AP, ), provando algumas estru-

turas basicas que o funcional energia associado deve satisfazer.
J 1
T(u) = = NI (||Vull2) + f/ Viulde —/ G, u)dz, Vu € B,
2 2 Jrs RS
De fato, vamos verificar que J é de classe C'(E,R) com derivada
J'(u)yv = M(||Vul]3) /3 VuVudzr + /3 Viuvdz — /3 g(z,u)vdx,Yu,v € E,
R R R

e os pontos criticos sao solugoes fracas para o problema auxiliar. Para tanto, definimos os

funcionais auxiliares, J; : E - R, Jo: E - R e J;: E — R, dados por J;(u) = ||[Vul|3,

Jo(u) = /3 Vi(z)ulde e J3(u) = /3 G(z,u)dz. A seguir, demonstraremos que estes sao
R R

de classe C''(F) e apresentaremos suas respectivas derivadas.

Lema 3.2.1. O funcional Jy: E — R, em que Ji(u) = ||Vull3 = [[ulpr2(gs, € de classe

CYE) com sua derivada dada por

Ji(u)v = 2(u, v)prags) = /11@3 VuVudz.
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Demonstragio. De fato, J; estd bem definido uma vez que E C DV?(R?). Desse modo,

sejam u,v € F, entao segue,

Ji(u+tv) — Ji(u) _ HquH%Lz(Rs) - ”UH%M(E@)

lim
t—0 t t
 lullBresy + 2(us to)pres) + [[tvl|egsy — [lull?
N t
B 2t(u, v)pre(rs) + 752||U||%1,2(R3)
N t

= 2(u, U>D112(IR3) + tHU”QDl,?(I@) — 2(u, U>Dl,2(R3).
Desse modo, J; é diferenciavel no sentido de Gateaux, com sua derivada dada por
daJi(u)v = 2(u, v)pra(rs) = 2/3 Vu - Vudz.
R

Para concluir que esta fun¢do também representa a derivada de Fréchet, conforme o
Teorema A.1.1, resta demonstrarmos a continuidade da funcao derivada de Gateaux
J1 : E — E*. Para tanto, considere (u,) C E e u € E tais que u, — u em E. Como
(E,| - ]|) ¢ um espaco métrico, para garantirmos a continuidade da fungao derivada de
Gateaux, é suficiente demonstrarmos dgJi(u,) — dgJi(u) em E*. Para tanto, observe,
ldaJ1(uy) — dadi(u)||« = ||Sl||1p1 |dgJ1(un)v — dgJr(u)v|
ol|=

= ”shlp |2(tUn, V)D12R3) — 2(Un, V) p12(r3)|
v||=1

= sup [2(un, — u, v)pra(rs)).
llv][=1

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz (Teorema A.3.1), e como [|w||pr2ms) < ||w|| para

todo w € FE, obtemos,

||dG<]1(Un) - dGJl(U)H* < ||SI||IP12||un — U||2D1,2(R3)||U||QD1,2(R3)

< sup 2||un — uf||v]]
llvl|=1
= 2||u, — ul| — 0.
Portanto, pelo Teorema A.1.1, J; é Fréchet diferenciavel, sendo sua derivada dada por
Ji(u)v = 2(u, v)pramgs) = 2/3 VuVudz.
R
O

Lema 3.2.2. O funcional Jy : E — R, dado por Jo(u) = /3 Vi(z)u’dz, € de classe
R
CYE), com derivada Jy(u)v = 2/3 Vi(x)uvdz.
R



Capitulo 8. Estrutura variacional 30

Demonstracao. De fato, observa-se que, pela definicio de E, o funcional J; esta bem
definido. Além disso, de modo analogo como no resultado anterior, substituindo o produto
interno e norma de D'?(R3) pelos respectivos do espaco (E, || - ||), podemos provar que
a funcdo f(u) = ||ul* é derivdvel, com derivada dada por f’'(u)v = 2(u,v). Assim, para

u,v € F, segue que J, é diferenciavel com derivada dada por
h@):Wm?-hwg:Jymvzzwﬂ»—2A§VMWﬂx
= 2/RS Vi (z)uvdz.
[
Lema 3.2.3. O funcional J3 : E — R, dado por Js(u) = /11@3 G(z,u)dx, € de classe

CY(E), com derivada J(u)v :/ g(x,u)vdx.
R3

Demonstragao. De fato, por (g4) e (gs),

19(z, s)] < [y (8)xBa(2) +

VA;@rsprgw. (3.20)

Assim, desde que
G(z, )] = '/Sg(rm)df
0

< [ I (g (e) +

< [ lge,7ldr
V)\(QZ’)
p

|T|XB}C% (fE)dT,

em combinagao ao Lema 2.1.2, resulta

V)\(ZE)
2p

(G, )| < [Is® + 15| + Conls]? | xpg () + [sI*x 55, (2).

Dai, dado u € F, segue que

V>\ (ZL‘)
2

lu|*dz.
p

LG wlde < [ ul® +eylul + CaluPde + [
R3 Br B
Desse modo,

u € E C DY (R®) = u|p, € L°(Bgr) C LY(Bg), Yq < 6,

pois |Bg| < 00, e, além disso, se u € E entao

/ Vi) wldr < / Mqux < 00.
B, 2p R3 P

Consequentemente, dessas consideragoes, conclui-se que

/ |G(z,u)|dx < oo,
R3
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que implica na boa definicao de J;. Desse modo, sejam u,v € F,

dz,

J3(u+tv) — J3(u) _ / G(z,u+tv) — G(z,u)
t R3 t

fixado x € R?, defina

& [-1L,1] =R
t— & (1) = G(z,u(x) + tv(x)).

Dado que G(z, ) é diferenciavel, pois g(z,-) é continua para € R? (j4 que g é Caratheo-
dory), ainda, que & : [—1,1] — R, definida por &:(t) = u(z) + tv(zx), é diferencidvel, segue
que &, também o é. Portanto, pelo Teorema do Valor Médio (Teorema A.1.7), para todo
t € [0, 1] existe ty € (—t,t) tal que

_ gm(t) — 590(0) G(ZE,U + tv) — G($7u)

&(to) = o0 . )

dessa forma, pela Regra da Cadeia (Teorema A.1.3),

G(z,u+tv) — G(z,u)
; :

g(x,u+tov)v =
Assim, para cada t € [0, 1], considere «; tal que oyt = ty dado pelo Teorema do Valor
Médio (Teorema A.1.7), com isso,

G(z,u+ tv) — G(x,u)
t

= g(z,u + oytv)v,

note que t — 0 = o, — 0 em certo sentido pois ¢y € (—t,t). Com essas colocagoes, observe

que

G(,u+tv) — G(-,u)

. = ¢g(-,u + oytv)v é mensuravel, pois g(x,-) é continua em R

t
para todo x € R3.

Ainda, por (g4) e (gs), considerando o conjunto de funcdes mensuraveis {g(-, u + tv)}, .

obtemos,
%)
lg(-, u + aptv)v| < |ha(u + agtv)v|x s, + ?|(u + atv)v|xps,- (3.21)

Trabalharemos isoladamente em cada parcela do lado direito da desigualdade acima,
para demonstrarmos que as fungoes {g(-,u + atv)},.p sao dominadas por uma funcao
w € LY(R?), assim, satisfazendo as hipéteses do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue (Teorema A.2.4). Note que pelo Teorema A.2.2 e, considerando ¢ = p e
C = max{e, C.} no Lema 2.1.2,

|y (u+ aptv)v|xp, = “u + agtv]® + | f(u + attv)u [v|XBg
< [2'(Jul® + lawto]®) + 7C(Jul + astlv] + 2272 (juP " + autv )] [v] vz,
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Como |ayt| = [to] < 1, segue
|ha(u + agtv)v|yp, < C* [|u|5 + o + |ul + [v] + |uPt + ]v|p’1} lv|xBr, VtER,

com C* = max{yC,2P~2}. Observe que, na desigualdade acima, o lado direito é uma

fungdo que pertence a L'(R?), uma vez que, a integral
Ll + 1ol + Jal + fol + Jul ™ + o] [olxsada,
equivalente a
S Tl ol + Jul + fol =+ op=] ol da

6

527, ¢ menor ou igual a

que pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1), denotando 6’ =

1
_ _ 6' o
(L Qb+ ol + ful + 1ol + =+ o) da) 7 follzog,

T

6
um valor finito, visto que (p —1)6’' < 5-6' =5- 61 6=2"¢

u,v € E — DY(R*)(R®) C L* (R®) = u|p,,v|s, € L* (Br) C LI(Bg),

para todo q < 2%, pois |Br| < co. Ou seja, concluimos que existe uma fungio w; € L'(R3)

tal que
|ha(u + aptv)v|xp, < wy, YVt e€R. (3.22)

Agora, considerando %Ku + atv)v|x e, presente na desigualdade (3.21), uma vez que

layt| < 1, obtemos,

v
*ﬁKU+%wwwW\\(WMWHWMMVWDX%

\»—BM—‘

(|VAUU! + [Vav?|)x e -

Para todo t € R3. Observe que lado direito da desigualdade ¢ uma funcio pertencente a

L'(R?), uma vez que,

/ [Va(@)uv|xpedr = (/ \Vkuv|dx + / \Vk(x)uv|dx>
R3 [u<v]n u]lNBE
[u<g

Yidr + Vi(z)u*dz

<] OBC [v<u]NBE

/ udx+/ Wi(z vdx

e, conforme a definicdo de F,

/3 Vi(z)u?dz < oo, Yu € E.
R
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Ou seja, existe uma fungao wy € L'(IR3) tal que

V;
‘p)‘(u + aytv)v| X ps, < we, Vt € R. (3.23)

Portanto, por (3.22) e (3.23), combinados a desigualdade (3.21),

'G(x,u +tv) — G(x,u)
t

= |g9(-,u + autv)v| < wy + wy, Yt > 0. (3.24)

Donde w; + wy =: w € L'(R3). Além disso, para todo u,v € E fixados,
g(x,u(x) + atv(z)) — g(z,u(z)) q.t.p. em R>. (3.25)

quando t — 0, pois oy — 0 se t — 0, que implica em u(x) + oytv(z) — u(z), além de
g(x,-) : R — R ser continua. Consequentemente, por (3.24) e (3.25), através do Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

dgJs(u)v = lim

J3(u + tv) — J3(u) _ lim/ G(z,u+tv) — G(m,u)dx
R3

t—0 t t—0 t
= lim g(ac u+ atv)vder = hmg x,u+ agtv)vde
t—0 R3 t—

—/ (z,u)vdz.

Demonstrando que J3 é diferencidvel no sentido de Gateaux. Para utilizarmos o Teorema
A.1.1 e obtermos o resultado desejado, resta demonstrarmos a continuidade da fungao
derivada de Gateaux u +— dgJ3(u). Para tanto, considere (u,) C F e u € E tais que
u, — uem E. Como E < DV?(R3) — L? (R3) continuamente, entdo u, — u em L? (R?).
Considere (u,, ) uma subsequéncia qualquer de (u,,), nela, ainda vale a propriedade u,, — u
em L? (R3), assim, pela Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (Teorema A.2.5), existe up, , C (un,) subsequéncia tal que

‘g, o em L7 (RY);
* unkl(m) — U(IE) q.t.p. em R3;

o Existe w € L* (R3) tal que |u,, | < w q.t.p. em R3, para todo Vk € N.

Como

lde (J3(uny,, ) = da(Js(u)ll« = sup [(de(J3(un,,)) — da(Js(w)))v|

[lv]|=1
= s [ (0(r. ) = o)l
\” =1 |< (I7unk,1) —g(x,u))vb(BRdx
+ sup |( (a:,unk’l) - g(x,u))v|XBlc%dx. (3.26)

l[oll= 1

Demonstraremos a continuidade de dg pela convergéncia dos termos
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o Sup|yior Jus [(9(2, Un, ) — gz, u))v|xBLda;
o Supy, =1 Jrs [(9(2, Un, ) — g(w, u))v[xps dr.

Para o termo supy,—; Jgs [(9(7, Un,,) — g(z,u))v[XBrdz, considerando ¢ = p e C =

max{e, C.} no Lema 2.1.2, observe
|g<'7unk,1)|XBR = \Uzk + 7f(unk)|XBR
< [t 1P + 90 (g | + et P71)] X
< [[wl® +7C(jw] + [wl™)] xs,-

As funcoes do lado direito da desigualdade pertence a L% (R?), uma vez que, pelo Lema
A.2.2,

6 ) / /
/R3 {|w|5 + vC(Jw| + |w|P*1>} X,z < C*/B [|w|5-6 + ’w’6 + ’w’(pfl)G} dz,

R

6
para alguma constante C* > 0, devidoa (p—1)6' < 5-6' =5~ 61 6=2"¢

we L (R*) = w|p, € L* (B,) C LYB,), Vqe[1,27],
pois | Br| < 0o. Ou seja, existe w* = (|w]® + Ac(jw| + |w[P~)) € LY (B,) tal que
19(-, un, )| < w* q.t.p. em R®,  Vk € N. (3.27)

Além disso, dado que u,, () — u(z) q.t.p. em R? e g(z,-) : R — R ¢ uma fungio continua

para todo z € R?, segue que
g(w,up,) — g(x,u)  q.t.p. em R (3.28)

Logo, a partir de (3.27) e (3.28), segue do Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue
(Teorema A.2.4),

9@, un,) — 9(z, u)ll o () = 0

Ainda, note que pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1)

sup | |(g(z, un,) — g(z,u))v[xpde = sup | |(g(x,un,) — gz, u))v|dz
[of|=1 /R lvl|=1“Br

< sup lg(a; wn, ) = g, W Lo gy 10|22 (B -

Assim, como E — L? | existe C' > 0, que ndo depende de n; e R, tal que

s [ o) = g w)ede < sup gtz une) = g0l Cle]

= Cllg(e, un,) = g(x, w) Lo ()



Capitulo 8. Estrutura variacional 35

Consequentemente, do exposto acima,

”81”181 RS |(g(x7umc) - g($,U))U|XBRdl‘ — 0. (329)
Agora, vamos analisar o termo sup [ [(9(, un,,) — g(x,w))v|xBs T, cOMO Uy, — u em
vll=1 /R
E, segue
1/2 1/2 2
/RS Vi(2) (tp, —u)*de = /RS (V)\/ (%), — V)\/ (a:)u) dz — 0,
ou seja,

V;/Q(x)unk — V;/z(.r)u em L*(R?).

Logo, pela Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema A.2.5),

existe (Vaun,) € (Vaup, ) subsequéncia com a seguinte propriedade,

o V\ty (z) — V/\1/2u q.t.p em R3

o Existe w € L*(R?) tal que |u, | < w para todo k € N.

Como uy, (£) = u(x) q.t.p em R? entdo Uy (r) — u(x) q.t.p em R3. Assim, ja que

g(z,) : R — R é uma funcio continua para todo z € R3, podemos inferir
g(x,un, ) — g(r,u) qt.p. em R®. (3.30)
Ainda, considerando
Oy = {z € R} Vy(z) # 0}, (3.31)

um conjunto mensuravel, pois V) : R — R é uma func¢ao mensuravel. Note que, devido a

hipétese (V3), temos Q) # 0. Segue por (gz), para = € ),

lg(x, ) — g, u)|? (@, u)? g, u)]?
Vale) Bf*"[ V() V() ] i
H//\(:E)'L%;J2 \V)\(:c)uP
Wa W
= (Vi (@) ) + (Va(z)u?)
< w? + Vy(z)u?. (3.32)

Como w € L*(R*) eu € E,

w? + Vy(z)u?dr < / w?dx +/ Vi(z)u’dz < oo
Q5 R3 R3

= <w2 + V)\(l’)u2> € L'().
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Dai, por (3.30) e (3.32), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema
A2.4),

’9(33, Up ) - g(xa U)|2
/Q A ) xpe.da — 0. (3.33)
Ou seja,
l9(z, un ) — g(z,u)|
‘ ’“1/2 XBe, — 0. (3.34)
Vi () L2(2y)

Assim, pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1),

sup [ N(g(w, ) — gl w))olmyde = sup [ |(g(w, wy) = glw, w)olmde
R3

oll=1 [v]l=1 /2
(9(z,upy ) — gz, u))] 1/2
= sup / . xge VY |v|de
Ivll=1 /2 V2 "
|g<x7un;€) —g(ZL’,U)|2 1/2
X B¢ ||V U”LZ 0,)-
NREC I PSR
Como
1/2 1/2
V2@l = [ A% @p)Pde = [ Va@)etds < ol
A A
entao,
|9(2; un) — g(a, u)|
sup [ (g 1.y) — glar. )l < sup A xoy| ol
Jol=1 /R loll=1 Vi () 12(9,)
9(x, uny ) — gz, u)]
< 172 X B, ;
Vi'(x) L2(2y)
disso, por (3.34), segue que
sup [(g(z, un; ) — g(z,u))v|xpedr — 0. (3.35)

lvf=1 /R

Portanto, combinando (3.29) e (3.35) com a desigualdade (3.26), concluisse que existe

(un; ) subsequéncia da subsequéncia (um,) C (u,) tal que
|deJs(un, ) — daJs(uw)|l. — 0.

Consequentemente, pelo Principio da Subsequéncia (Lema A.1.1),
ldgJ3(uy,) — dgJs(w)||« — 0.

Portanto, como E é um Espaco de Banach, a funcao derivada de Gateuax dgJs : E — E*

é continua. A luz do Teorema A.1.1, concluimos que J3 é diferenciavel de derivada dada
por Ji(u)v = /3 g(x,u)vde. O
R
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Pelo Lema 3.2.1, juntamente com a Regra da Cadeia (Teorema A.1.3), o funcional
(M o Jy)(u) = M(||Vu|]2) é diferencidvel em E com derivada dada por

(N o 1) (w)'v = 2M (|| Vul]2) /R VuVode

Portanto, do que vimos acima, dos Lema 3.2.2 e Lema 3.2.3, segue que o funcional energia

associado ao problema auxiliar (AP, ),
1 - 1
J() = SN(Vul) + 5 [ Va@edde - [ Ge,u)de,Vu e B,
2 2 Jr3 R3
estd bem definido e de classe C''(E) com derivada

J'(u)yv = M(||Vul]3) /R3 VuVudzr + /]RS Vi(z)u*dr — /RS g(z,u)vdx,Yu,v € E.

3.3 Geometria do Passo da Montanha

No intuito de obtermos um ponto critico do funcional energia associado ao problema
auxiliar (AP, ), o qual pode fornecer solucoes fracas do problema inicial (P, ), nesta

se¢do, demonstraremos que o funcional energia cumpre a geometria do passo da montanha.

Lema 3.3.1. O funcional J : E — R satisfaz

a) Ezistem r, > 0= J(0) tais que para todo u € E com ||u|| = r vale

J(u) = B >0=J(0),

b) Existe uy € E com ||ug|| > r tal que J(uo) < 0.

Demonstragio. De fato, pelo item a) do Lema 2.1.1,
J(u) = ||Vu|| / 2dx—/ G(z,u)dx
2 R3
Mouvuu2 / Va(2)ulde —/ Gz, u)da —/ Gz, u)de.  (3.36)
Br <

Observe, que pela propriedade (g;),

9 1 9 V,\(x)|u|2
_ > _ N 70
3 / VA uw dx / G(x,u)dx Z 5 /]1@3 V,\(x)u dx /}% dx

2p
1 1
> (- - — 2
> <2 2p> /R3 Vi(z)u“de,

dai, ao considerar k; = min {%, % — i} > 0, de (3.36) juntamente com a defini¢ao da

funcao g, obtemos

1
J(u) = Ky ||ul? —/ G(z,u)dz = ky||ul| —/ —|ul® + yF(u)dz.
B Br 6

R
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Desse modo, pela Lema 2.1.2,
1
J(u) = K flul|* — /B 6IUI6 +Oy(elul® + Ccluf?)dz,
R

Como u € E < DVY2(R3) — L?"(R3), da imersio L? (Bg) — L4(Bg), para todo 1 < q <
2%, pois |Bg| < 400 (ver Corolario A.2.1), segue que para algum ko > 0e vy > 1,

J(w) = kallul® = ko [[lull® + e llull” + Cclull?]
Dai, supondo ||u|| < 1, obtemos

J(u) = ky[Jul® = kay [Jlull* + ellull® + Celull*]
> [(kr — kaye) — kay(1+ C2)lful?] ull (3.37)

Logo, considerando ¢ > 0 tal que (k; — kaye) > 0 e considerando r > 0 tal que

. ki — kyye V2
1, | ———————= .
r<m1n{ 7<k27(1+05)> , (3.38)

J(u) > [(kl — koye) — kay(1 4+ C’a)rﬂ r? > 0.

segue que se ||u|| = r, entao

Portanto, a primeira afirmagao fica estabelecida ao definirmos
B = |:(]€1 — ]{IQ’}/E) — k’Q’}/(l -+ CE)TQ} T2.

Ainda, seja vy € C°(R?) com 0 < vy < 1, defina

- 6.1

woi= [Vult = ) oo

bo 3:/ Va(@)vgda; ::/ vhdx.
R3 Br

Considere ho(t) = J(tvg), desse modo, como M : R — R é uma fungao nao decrescente,
NI(s) = / M(r)dr < / M(s)dz = M(s)s. (3.39)
0 0

Ainda, pela definicao da funcao g : R? x R — R,
s s 1
G(z,s) = / gz, 7)dr :/ h(7)dT = 656 +vF(s), VY(z,s) € Bg xR (3.40)
0 0
Assim, devido (fs), G(z,s) = 0 para todo (z,s) € R® x R, e pelo o que foi visto acima,

obtemos

A(e) = J(tw) = SV o0) )+ 5 [ Vi) (o) — [ G, tvo)de

2
1 bot?
< 5]\/[(@0752)@0152 + 07 = G(x,tvg)dz
1 o o bot? 1 6
= —M(apt”)apt” + — —/ —(tvg)® + yF (tvg)de, (3.41)
2 2 Br 0
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dai, pela propriedade (f5),

h(t) < §M(aot )a()t + 7 — 8t Co — ’)/Ctpdo
1 M(G0t2> 9,4 b0t2 1 6
= _—————ayt" + — — ~t’co — yCtPd,
2z 00Ty Tttt
0" 12 qot? 2a? 6ad a?
M(at?) ,
Portanto, como por (Ms), temos que sz € ndo crescente, segue que h(t) — —oo
a

quando t — oo. Consequentemente, obtemos o descrito em b) ao considerar uy = tvy para

t suficientemente grande. O]

Munidos do Lema 3.3.1, concluimos que o funcional J : E — R satisfaz as hipoteses
do Teorema do Passo da Montanha (Teorema A.3.13). Portanto, fica bem definido o nivel

do passo da montanha

eny = Jnf max J(e().

Em que

Ly={peC(0,1,E); ¢(0) =0, e[ >reJ(p(1)) <0},

sendo r > 0 dado pela Geometria do Passo da Montanha. O teorema nos garante a

existéncia de uma sequéncia, dita Sequéncia de Cerami, (u,) C FE caracterizada por
J(un) =y e (14 |unl])J (u,) — 0.

Ainda, uma vez que, dado v # 0 em FE, ao considerar ¢(t) = tv, segue que tlim J(p(t)) =
—o00. Logo, existe t, > 0 tal que h(t) = J(¢(t)) < 0 para todo t > t, e ||¢(t,)| > r. Além
disso, ||t,v]| = p > 0 para t, = 15> logo, pelo item a), segue que J(¢(t,)) > 0 e, portanto,

max J(¢(t)) = max J(tv) > 0.

0<t<ty =20

Entéao, definindo ¢ em ¢ € [0, 1] por ¢(t) = p(tt,), segue que ¢ € I';. Dal,

ey < max J(@(t)) = max J(p(t)) = max J(tv), Yve E\{0}.

0<t<1 0<t<ty

Consequentemente,

cany < velEn\f{o} max J(tv). (3.42)
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3.4 Estimativa nivel minimax

O objetivo desta se¢ao é obter uma estimativa adequado de nivel minimax ¢, o
qual é crucial na prova do resultado principal desta dissertacao. A estimativa é feita por

meio do estudo do seguinte problema,

=M (||Vull3) Au+ Z(z)u = 5f(u), u€ H(Bg,), (Qx-)
Observando que V) (z) = Z(z) para x € Bg, (ver (12)). O funcional energia associado,
Iy : HY(Bg,) — R, é dado por

1

Io(U) = 5

. 1
MOWM@B%O+2ARZ@m%m~y F(u)de,
1

By
o qual estd bem definido, pois, sendo Z continua em todo R?,
/ Z(r)urdr < (max Z(:U)) / u*dz < 0o, Vu € Hy(Bg,),
BR1 xEBRl BRI

além de que, pelo Lema 2.1.2,
/ HWMg/dW+QMML
Bpg, By

e, pela imersio HJ(Bg,) — LP(Bg,),

p/2
/ |ulPdz < C (/ |Vu|2dm> < 00,
B, Bg,

assim, concluimos a boa definigao do funcional Iy : Hj(Bg,) — R. Além disso, consideremos

H}(Bg,) espago de Hilbert munido do produto interno (u, V)1 (Br,) = / VuVudz de
Bg,

norma [|ul g1,y = [IVull2(s,,) equivalente a norma usual u = [|ul|72q) + [[Vul|72q de

Wh2(Q) = HY(Q), em vista da Desigualdade de Poincaré (Teorema A.3.14). Em diante,

demonstramos que Iy é de classe C*(H}(Bg,),R) com derivada dada por

I(u)v =M (HVUH%Z(BRl)) /B VuVudz + /B Z(x)uvdx — f(u)vdz.
Ry Ry

Br,

Para tanto, definimos os operadores auxiliares, I : H}(Bg,) = R, I : H}(Bg,) — R

e Iy : Hy(Bgr,) — R, de regras I,(u) = ||Vulllp, ) L2(u) = / Z(x)u*dz e I3(u) =
1 Bp,
/ F(u)dz. A seguir, demonstraremos que estes sio de classe C'(H}(Bg,)) e apresenta-
Ry

remos suas respectivas derivadas.

Lema 3.4.1. O funcional I) : H}(Bg,) — R, de regra I (u) = ||VUH%2(BR1), é de classe
C'(Hy(Bg,)) com derivada Ij(u)v = 2(u,v) gi(p,, ) = 2 VuVudz.

Br,
Demonstracao. De fato, conforme destacado na demonstragao do Lema 3.2.2, ao definir
o funcional f(x) = ||z||%, no espago de Hilbert (H;( , )x), este é de classe C'(H) com
derivada f'(u)v = 2(u,v)y. O
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Lema 3.4.2. O funcional Iy : H}(Bg,) — R, de regra Ir(u) = / Z(x)udx, ¢ de classe
Bg,

CY(H}(Bgr,)) com derivada I5(u)v = 2 Z(x)uvdz.
B,

Demonstragio. De fato, sejam u,v € H}(Bg,), observe que

IQ(U + t’U) — IQ(U) - 1
t ~ t By,
1

t JBg,

= Z(x) [ZUU + tvﬂ de — 2 Z(x)uvdz.

BRl BRI

Z(x) [(u + tv)? — uZ] dz

Z(x) {2tuv + (tv)ﬂ dz

Desse modo, Iy é derivavel no sentido de Gateaux, com derivada dada por

dgls(u)v =2 Z(x)uvdz.
Br,

Para concluir que esta funcdo também representa a derivada de Fréchet, conforme o
Teorema A.1.1, resta demonstrarmos a continuidade da funcao derivada de Gateaux
dgly . HY(Bgr,) — (H}(Bpg,))". Para tanto, considere (u,) C H}(Bg,) e u € H}(Bg,) tais
que u, — u em Hy(Bg, ), ou seja, ||V (un, —u)l|z2(ps,) — 0. Como (Hg(Bg,), || - 2B, ))
é um Espaco de Banach, para garantirmos a continuidade da funcao derivada de Gateaux,

é suficiente demonstrarmos dg Iy (u,) — dgly(u) em (H}(Bg,))". Para tanto, considerando
M =2 max Z(x), observe,

IEBRl
ldaIa(uy) — dala(u)||. = sup |da o (up)v — dela(u)v|
HVUHLQ(BRI):l
= sup 2/ Z(x)(u, — u)vdz
HVUHLZ(BRl):l BRI

< sup M |(tun, — u)v| de.

”V'UHLQ(BRl):]. BRI

Pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1) e Desigualdade de Poincaré (Teorema

A.3.14), respectivamente,
lde 2 (un) — dala(u)l. < sup Mllun — ull 2 V] 284,
HVUHLQ(BRl)zl

< _osup MV (up = u)l|2ss) [Vl 22084,

HVU”LQ(BRl):].

g MHV(Un — U’)HLQ(BRl) — 0.

Portanto, pelo Teorema A.1.1, I, é Fréchet diferencidavel, sendo sua derivada dada por

L(u)v = 2/ Z(x)uvdz. O
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Lema 3.4.3. O funcional I3 : H}(Bg,) — R, de regra I3(u) = / F(u)dz, € de classe
Bp,

CY(H}(Bgr,)) com derivada I5(u)v = / f(u)vde.

Br,

Demonstragio. De fato, sejam u,v € H}(Bg,), Desse modo, sejam u,v € E,

I3(u+tv) — I3(u) / F(u+ tv) —F(u)d
= x
t Br, t ’
fixado z € R3, defina &, : [—1,1] — R por & (t) = & (t) = F(u(x) + tv(x)). Dado que
F(-) é diferenciavel, pois f é continua em R, ainda, que & : [-1,1] — R, definida por
E5(t) = u(z) + tv(x), é diferenciavel, segue que &, também o é. Portanto, pelo Teorema do

x

Valor Médio (Teorema A.1.7), para todo t € [0, 1] existe t, € (—t,t) tal que

gx(t) _gac(o) _ F(u—l—tv) B F(u)
t—0 t ’

&(to) =

dessa forma, pela Regra da Cadeia (Teorema A.1.3),

F(u—i—tv)—F(u).

flu+tov)v = ;

Assim, para cada t € [0, 1], considere «; tal que oyt = ty dado pelo Teorema do Valor

Médio (Teorema A.1.7), com isso,

F(u+tv) — F(u)
t

= f(u + aytv)v,
note que t - 0 = ay — 0, em certo sentido, pois ¢ty € (—t,t). Com essas colocagoes,
observe que

F(u+tv) — F(u)
t

= f(u+ outv)v,

é mensuravel, pois f é continua enquanto que u e v sdo mensuraveis. Ainda, pelo Lema
2.1.2 e Lema A.2.2, obtemos,

[ (u+ agto)o] < O (Ju+ agto] + Ju+ agtol™ ) o
< C1 (Jul + lauto] + 277 (JuP ™ + |agtP~ [o]P~) ) [o]

Como |oyt| = [to| < 1, segue
| (u+ ago)v] < Co (Jul + [o] + [ul ™ + [0 ) o], VEER,

com Cy = max{Cy, 2P~ '}. Observe que, na desigualdade acima, o lado direito ¢ uma funcio

que pertence a L'(R?), uma vez que, a integral

[ (el + ol + =" + o] folde,
Br,
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pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1), denotando 6" = 6%1, é menor ou igual a

1

_ _1\¢ 6
(/B (\u| + o] + JulP™t + vl 1) d:z;) ]| L6 (Br)
. . , , 6 .
um valor finito, visto que (p —1)6’' < 5-6' =5- 61 6 = 2* e, pelo Teorema A.3.5 e
Corolario A.2.1,

u,v € Hy(Bg,) = L* (Bg) C L(Bg), (3.43)

para todo ¢ € [1,2*], pois |Bg| < co. Ou seja, concluimos que existe uma funcao w; €
L'(R3) tal que

|f(u(x) + apto(z))| < wy, VEER. (3.44)
Além disso, para todo u,v € H}(Bg,) fixados,
flu(z) + agtv(z)) — f(u(x)) q.t.p. em R, (3.45)

quando t — 0, pois oy — 0 se t — 0, que implica em u(x) + aytv(z) — u(z), além
de f : R — R ser continua. Consequentemente, através do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

I3(u+ tv) — I3(u) F(u+tv) — F(u)

lim = lim dx
t—0 t t=0 JBp, t
= lim B f(u+ aptv)vde = /BR1 lim f(u + aytv)vde
= dx.
/Bal f(u)vdx

Demonstrando que I3 é diferenciavel no sentido de Gateaux. Para utilizarmos o Teorema
A.1.1 e obtermos o resultado desejado, resta demonstrarmos a continuidade da funcao
derivada de Gateaux u — dgl3(u). Para tanto, considere (u,) C Hy(Bg,) e u € Hy(Bgr,)
tais que u, — u em H}(Bpg,). Como H}(Bg,) — L* (Bpg,) continuamente, entdo u, —
uw em L? (Bg,). Considere (u,,) uma subsequéncia qualquer de (u,), nela, ainda vale
a propriedade u,, — w em L? (Bg,), assim, pela Reciproca Parcial do Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), existe up, , C (uy,) subsequéncia

tal que
* Up,, — uwem L* (Bg,);
¢ Unm(x) — u(z) q.t.p. em R3:

« Jw, € L* (Bg,) tal que |uy, | <w qt.p. em R} VkeN.
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considerando ¢ = p no Lema 2.1.2, observe

|f(unk,1)| < €|unk,1| + Ce|unk71|p_1
<

g|lwa| + Cclwq P71
O lado direito da desigualdade pertence a LG/(BRl), ja que, pelo Lema A.2.2

6 , ,
/ [E|w2| + Csyw2|p_1} dx < 03/ ‘w2’6 + |w2|(P—1)6 d.T,
BRl B

Ry

para Cs = max{e, C.,2%}. Integral finita, pois vale 3.43. Ou seja, existe
w* = (lws| + Celws/P™") € LY(Bp,)
tal que
|f(tn, )| <w*, q.t.p.em R3.

Além disso, dado que u,, ,(z) = u(z) q.t.p. em R3e f:R — R é uma funcdo continua,

segue que
fltn,,) = f(u)  q.t.p. em R®.
Logo, segue do Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

1f () = f (@)l o,y = 0-

Ainda, note que pela Desigualdade de Hélder (Teorema A.2.1)

r

f, 16 = Sl = 10 ) = f(a))elds
SIS (uni ) = F@ll Lo gl 22 (81, -
Assim, como H}(Bg,) < L* (B(r,)) continuamente (Teorema A.3.5), existe C' > 0 tal que
/BR1 |(f (tnyy) = Fw))vlde < Ol f (un,.,) = f (W)l o ) I VI L2(BR, -
Consequentemente, do exposto acima,

sup |(f (uny) = fw)vlde < Clf(uny,) = F(W)ll Lo () = O-

Portanto, a funcdo derivada de Gateuax dgls : H}(Bgr,) — (H}(Bg,))" é continua. A

luz do Teorema A.1.1, concluimos que I3 ¢é diferenciavel de derivada dada por I5(u)v =

/BR1 f(u)vde. O
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Pelo Lema 3.4.1, fundamentado na Regra da Cadeia (Teorema A.1.3), o funcional
(M o I)(u) = M(||Vu|)2) é diferencidvel em H}(Bpg,) com derivada dada por

(N o ) (w)'v = 2M (|| Vul|2) /B VuVode

Portanto, do que foi visto, dos Lema 3.4.2 e Lema 3.4.3, segue que o funcional energia

associado ao problema (Q, ,),

1.~
Io(w) = 331 (IVulagn,,) + 5 [, Zanitde — [ Pl
estd bem definido e de classe C'(E,R) com derivada
I(u)v = (||VuHL2(BR / VuVoda +/ r)uvdr — 7/ f(u)vdz.
Bpr,

O lema a seguir nos fornece as hipdteses para o uso do Teorema do Passo da Montanha
(Teorema A.3.13) para o funcional ;. Disso, iremos relacionar os niveis da montanha
referentes aos funcionais Iy e J, donde estabeleceremos importantes estimativas para o

nosso objetivo.

Lema 3.4.4. O funcional 1y satisfaz
a) Ezistem r, 3 > 0 = Iy(0) tais que para todo uw € H}(Bpg,) com ||ul| = r vale
Io(u) = B> 0= Io(0),
b) Eziste ug € H}(Bg,) com [wollmp(Br,) > 7 tal que I(uo) < 0.

Demonstracao. De fato, pelo Lema 2.1.1 e Lema 2.1.2,

J 2 2
To(w) = S8 (V) Q/Rl wde—y [ F)ds

1
> SMollVulfaisy,) =7 [ elul® + Cululda,
Br,

Como, pelo Teorema A.3.5, H}(Bg,) — L* (Bpg,) continuamente e |Bg,| < oo, entdo
H}(Bgr,) < L%(Bg,) continuamente para q € [1,2*], segue

1
To(u) > *MOHVUH%%BRI) - V/B €/€1||VU||%2(BR1) + Ceka||Vullf 2 5
Ry

M,y -
> (B2~ b)) ~ CobalVuliidy,, ) IVl

Logo, considerando € > 0 de modo que (% — 5k1> > (, para

My \ 72
0<r<|-2
< ()
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segue que se ||Vul|r2(g, ) = r, entdo,

M,
I()(U) > ((20 — 8]{51) - OEICQTP_2> 7”2 > 0.

Fazendo valer o item a) ao considerar

8= <<A§° - 5k1> - C€k2rp‘2> 2 >0,

Agora considere v € H(Bg, ), defina ag := [|[Vvl|r2(s,,), bo = JBa, Z(x)v¥dx e co :=
C’HUH%Z,(BRI), em que C' é dado pela propriedade (f5). Observe que, como M : R — R é

nao decrescente,

2 2

N at at
N (at?) = / M(r)dr < / M(at?)dr = M(at?)at?.
0 0
Entao, por (f5), para t > 0,

To(tv) = fM(HV(tU)HLQ ) 2/R V(tv)2da —~ [ F(tv)dz

Br,
(N
<=M (t ao)t ao + bo — F(tv)dx
2 BRl
1 M(t2a0) 4 2
< -———ta 7() — ~t?
2 24, g0 Iv

1 M (t%ap) 2
=t | ——ad + —by — " e .
[2 12q, 0T g0y

Al@ aﬂ

Dai, como, pela propriedade (Ms), t — ¢ nao crescente, segue,

Iy(tv) — —o0.
Consequentemente, obtemos o descrito em b) ao considerar uy = tv para t suficientemente

grande. O]

Portanto, Iy : Hy(Bgr,) — R satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha

(Teorema A.3.13). Assim, fica bem definido o chamado nivel da montanha para I,

Cy = Sag%flo wax Io(¢(t)) > 0,

co1m

I'p = {90 S C([07 1]>H&(BR1>>§ 90(0) =0, HSD(l)HH&(BRl) >re [0(()0(1)) < O},

Sendo r dado pelo Lema 3.4.4. Ainda, prosseguindo da mesma maneira que em (3.42),

¢, < max Io(4(t)) = max I(tv), Vv € Hy(Bg,)\{0}.

0<t<1 t=0

Assim, defina

d, = inf max Iy(tv cy > 0.
T weH(Bry)\{0} >0 oltv) > ¢,
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Proposicao 3.4.1. Existe C, > 0 e vy > 0 tais que para todo v = o,

C
0<d7<7§7
yr2

Em particular d, — 0, quando vy — +o0.

Demonstragio. De fato, seja vg € C5°(Bgr,) C Hj(Bg,)\{0} com vy > 0 e considere
ap = [[Vuollr2(sg)), bo = fBRl Z(z)vgdzr e ¢ = C’||v0HZ£p(BR1), em C é dado em (f;).
Considere a fungao hy(t) = Iy(tvy), ou seja,
1
h(t) = Io(tvo) = - NI (¥ (tvo) |30 / J(tw)de —v [ Fltuo)da
2 2 Br,
1

~ t2
= §M(a0t2) .\ 51)0 — - F(tvg)dx

Assim, por (f5),

SR t?
h(t) < *M(a0t2) + abo - ’)/Cotp.

2

Dessa forma, considerando ¢, ponto de maximo da funcao h, em particular, h(ty) > d, > 0,

das condi¢oes de continuidade e crescimento em (M) e (M), concluimos

~ 2 aoty aolg 2 2\ 42
M (apty) = /0 M (7)dr < /0 M (apts)dT = M (apts)aots,

Com isso,
h(t) = hite) < Il (agt? tgb th
max (t) = (0)\5 (a o)+§ 0 — YColo
1 t2
< EM(aoto)aoto + 5 Opy — — yeoth
1
< 3 [M(aotg)ao + bo] t% — ycoth
<
< max Hy(t), (3.46)
Em que

A
Ho(t) = 5152 — ycot”,
com A = M (agt3)ag + by. Observe que para t > 0,

Hy(t) =0« (A — fypcotp’2> t=0
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além disso, como H/(t) > 0set € (0,t5) e Hi(t) <0 set < ty, segue que ty; é o ponto

de maximo de Hy em (0, 00). Portanto,

max Ho(t) = Ho(ty) = 4 <A> . Yo <A> =

>0 2 \"1pco YPCo
_221<sz2) _22<Ap”z)
:’y pP—<4 — —’Y p— 5
2\ (pcy) 7 p(pco)»2
2 D 2 ]_ ]_
— ~ "2 Ap—2 2 . 3.47
v (pco) [2 p} (3.47)

Consequentemente, ao definirmos

»_ _2 (1 1
Cp = Ar=2(pcy) »—2 [2 ~

a proposicao fica estabelecida ao verificar, por (3.46) e (3.47), que

> 0,

C
pr— 1 < < pr— fr— p
D= ety e To(tv) < mygge olteo) < mge Ho(t) = Holtar) = 25

yP=?
O

Em posse da Proposicao 3.4.1, podemos considerar v* > 0 de modo que para todo

v = v* seja valido

2p . (]\40'5)3/2 1/2 o3 }
P g <min {1,200 gt 3.48
Molp—5™ { Ay M (3.48)

em que S = inf {||Vv||3;v € DV2(R?), |[v]|¢ = 1} e C., ¢é estabelecido na Observagao 2.1.1.

Mais ainda, requisitaremos que v > ~v* € tal que

2 6—p 3
<2p> d? < EMOS .
Mo(p — 4) Gy (1+Cy)

p

Consequentemente, pela proposi¢ao anterior,

2 2 2 > 6p p2 M,S3 b2
(pdv> :<p> GF LT < S o
Mo(p — 4) Mo(p — 4) Cp? (14 C.,)

= -1 3.49
o (3.49)
estimativa de extrema significancia, e a usaremos na prova da Proposicao 4.2.1. Relembre-
mos que
1~ 1
J() = SN(IVul) + 5 [ Valehtde = [ Gla,u)de,
2 2 /g3 R3
1~ 9 1 9
Io(u) = §M (HVuHLz(BRl)) + 2/BR1 Z(x)u*dr — - F(u)dz,

-
St max ()

d, = inf max Iy(tv) > 0.
T LeHY (B \(0) 150 oltv)
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Agora, para todo v € H}(Bg,)\{0}, considere
v(x), sex € Bpg,
0, se v € Bg, .

Desse modo, pela Proposicio A.3.4, e da imersdo em Corolario A.3.1, v € H'(R3) —
L% (R3), portanto, v € DV?(R3). Além disso, pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1)

/R Va(z)ptde = /B , Val@de < ( /B . Vf(x)dx> v ( /B . v4(.7c)dx> .

Pois Vy(z) é continua em todo R® e v € L?(Bg,) = L*(Bg,) (ver Coroldrio A.2.1).
Portanto, 7 € E\{0}. Além disso, Note que por (V3), ao considerar x € Bg,, segue que
Va(z) = Z(x), e, pela defini¢cao da funcio g : R?* x R — R,

G(z,s) = /Os 7+ yf(r)dr = s° + yF(s) > vF(s), V(x,s) € Bg, x R.

Consequentemente, J (1) < Iy(tv) paratodov € H}(Bg,)\{0}. Seja W := {U}vemt (e, )\ (0}

formando um subconjunto de E\{0}, que implica em

Cay S dnf  maxJ (tv) < inf max J(tv) < veH&(gl}i)\{o} max [y(tv) = dy,  (3.50)

nos fornecendo uma importante estimativa em relacao ao nivel ¢, ,, tendo em vista a

Proposicao 3.4.1.
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4 Existéncia de solucao para a classe de pro-

blemas considerado

4.1 Compacidade do funcional energia auxiliar

Nesta secdo, consideraremos a sequéncia de Cerami (u,) C F, anteriormente

apresentada, que possui a caracteristica
J(un) = cny e (14 |lugl)J (un) — 0.

E desta, buscamos extrair uma subsequéncia convergente em F, com propriedades ade-
quadas a produzir pontos criticos do funcional energia J : E — R associado ao problema
auxiliar (AP, ). Sendo o uso do 2° Lema de Compacidade de Lions (Teorema C.0.3) e
resultados relacionados, de grande valia para o objetivo, resultados quais, sao discutidos
no APENDICE C - Principio de Compacidade de Lions. Para tanto, estabelecemos

Lema 4.1.1. A sequéncia (u,,) € limitada em E e |Vu,||s < 1 para n grande.

Demonstracao. Observe que

1

];J'(un)un < () el < 1 (un) [« (]l + 1) = 0,
portanto,

1
J(uy) — ];J'(un)un — Cx - (4.1)

Note ainda que, pelo item ¢) do Lema 2.1.1 e (gg), temos

)~ o - [Mumnn» ) ||wn||2M<||wn||2>]

2 P

2 p) Jrs RS | D

Y0~ 9 1 + (; _ ;) (1 _ ;) [ Vilapiar  @2)

Considerando M = min{(l — 1) (1 — 1) ,M}, obtemos

2 p p 2p

>

1 ~
J(u,) — E‘]l(un)un = Mluy,|,

garantido a limitacao de (u,) em E devido a convergéncia (4.1) e do fato que toda sequéncia
convergente ¢ limitada. Ainda, de (4.2),
Mo(p — 4)

1
V|2 < J(un) — =J' () tn,
2=Vl < T(on) 2 )
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que implica em

2p 1 2p
V|2 < ———— (J up) — —J (uy, un> — ——————Cxr, 4.3
IVally < 3= (00 = T G | = 5P, (43)
como, por (3.48) e (3.50),
2p 2p
ey < dy < 1,
Mo(p—4) "~ My(p—4)
segue que para n suficientemente grande,
IVl < 1.
Concluindo a demonstragao do lema. O]

Lema 4.1.2. Eriste uma subsequéncia (uy,) de (u,) e u € L%(R3) tais que u,, — u em
L5(R3).

IVun 2 <1, VkeEN.

Demonstragao. De fato, como, pelo Lema 4.1.1, (u,) é uma sequéncia limitada no espaco
de Hilbert E — D'?(R?) para n grande, pelo Teorema A.3.4 podemos supor a existéncia
de (uy, ) subsequéncia de (u,) tal que u,, — u em D"?*(R?) e, além disso, do lema anterior,
a vista do Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema A.1.4), podemos ainda considerar a

subsequéncia (u,, ) de modo que
lilgn [V, l5=a<1 (4.4)
além de
Vun, |3 <1, VkeN. (4.5)

Portanto, pela continuidade da fungao M : R — R, exigida em (Ms), M (||Vuy, ||3) converge
para algum mg € [My, M(1)]. Nesses termos, conforme Proposi¢cao A.3.7 e Proposigao
A.3.8, podemos considerar u,, — u em L} _(R?), para todo ¢ € [1,6) e u,, () — u(z)
q.t.p. em R3. Ainda, do discutido em APENDICE C - Principio de Compacidade de Lions,
podemos supor que p,(E) = / |Vu,|?dz e v,(E) = / |u,|®dz converge no sentido de
medida para medidas mensuraﬂvgis limitadas e nao negagvas 1 e v, respectivamente. Pelo

2° Lema de Concentracao de Compacidade de Lions (Teorema C.0.3), segue

i) existem sequéncias (v;) C R, e (§;) C R? tais que

v=ub+ Zujégj;

jEN
ii) ainda,

1
= |Vul? + 8> vidg,.

jEN
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Para darmos prosseguimento, considere ¢ € C5°(R?,[0,1]) tal que ¢(z) =1, se |z| < L e

1
2
¢(z) =0 se |x| > 1. Ainda, para cada ¢ € (0, 1) consideraremos

Pe () = ¢ <W> )

3

Como ¢ é de suporte compacto e u,, — u em L{ (R?), para todo q € [2,6), temos que

loc

lim » Ge jltn, |"dr = /R3 ¢e jlul"dx == B, (4.6)

keN

onde 2 < r < 6. Também |¢. ;|ul"| < |u|” € L'(R?), além disso, por ¢ ser de suporte

compacto,

lim (¢ j(x)|u(x)|") =0, =€ R3.

e—0

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

lim B, ;, = 0. (4.7)

e—0

Igualmente, como |Vi(z)u?¢. ;| < |Vi(z)u?], por (¢2) e Lema 2.1.2,
[ ()| <5 [l | fun)do+ [ o0t do
<oy [ beslunPdr+Coy [ ouglunde + [ 6.8, do

Logo, por (4.6),

limnsup /R3 (Unk(bs,j)(g(%, U’"k))dx g ’YEBE,J',Q =+ VCEBs,j,p + /R3 (bs,jdV-
Denote,
x—&; x—flx—gzx_gﬁ.‘
h(z) = Egj = ( : c <, & - L, & - L) = (h1(z1), ha(z2), hs(xs))
Oh; 1
i 751“
= ij 19 i

Logo, pela Regra da Cadeia (Teorema A.1.3),

Obe; . D & 09 Ohy, . 0 1
5 (3) = (0o h)@) = X ST @) Gk w) = 52 )
= 1960 < 2Vl (1.

Como supp(¢) C B1(0) segue que supp(¢. ;) C B:(§;), portanto

’ /R 4 Ve Vi, da

< /R Nt Ve Vit | = /B ol V00V ldz,

£
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pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema A.3.1), por (4.8) e Desigualdade de Holder
(Teorema A.2.1),

‘ L, V6o Vun,da

< e ||V e || Vg, |d
L el 190251V

J

1
< - [ee]
Vol [,

€

1 1/2 1/2
<oIVolle ([ fumlaz) ([ Vunfdr)
£ BE(&') Bs(g')

J J

Uy, || Vu,|dx
o[

Pelo Lema 4.1.1, (u,) é uma sequéncia limitada em E — DV?(R?), e para algum C > 0,

1/2
1 ) 1
‘/R U V2 Vit da| < -C </BS<@-> [t | dx) = ~Cllun 2560

de modo que

lim sup

1
[ Vs Vit da| < ~Cllulmcy-

Ainda, pelo Coroldrio A.2.1, sabendo que |B.(§;))] = wye®, com wy = |B1(0)], observe

2¥ -2
ull 22(5.(e,)) < 1B(E)177 [l 2 (e
1
= (wne™) ™ ull e ey
1
= (wn)Vellull g2 (. ))-

Consequentemente,

limnsup < OHU“B (B<(&))

/]1{3 Up, V Oe Vi, dx

em que C = C (wN)%. Portanto, podemos concluir que

}:iir(l) (limnsup ‘/R?) Un, Ve ; Vuy, do

) — 0. (4.9)
Por outro lado,
0 < 1" ()l < 1 (un) (1 + [Junl) — 0, (4.10)

ou seja, a sequéncia de Cerami ¢ uma sequéncia Palais-Smale. Como ¢. ; € C5°(R?; [0, 1]),

1
loc

segue que @ jln, und;d. ; € Li,.(R?). Além de, para K compacto, pela Desigualdade de

Holder (Teorema A.2.1)

/Kgb&jé)iundx < @ejll 20 | Osten || 2 () < 00,

pelo Teorema A.2.8, existem as derivadas fracas 0;(¢. ju,), além de que

|ai(¢s,jun)‘ = |unai¢6,j + ¢5,jaiun‘ g ‘az(@,])un‘ + ‘az(un)‘
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Como 0;¢. ; possui suporte compacto e u, € E — DY*(R?), que implica em u,, € L, (R?)

loc

para todo 1 < ¢ < 6 (ver Coroldrio A.2.1) e concluimos que 9;(¢. ju,) € L*(R?). Segue

que |V(¢. ju,)| € L*(R3), além de que ¢, ju, € L* (R?), pois |¢. ju,|*” < |u,]* . Também,

/ V()2 jun ) da </ Vi(z)uZdr < 4oo.
R3 R3
Portanto, (¢.ju,) C E. Além disso, pelo Lema A.2.2
L IV @gu)fde = [ Vo jua+ 605 VunlPde <2 [ Vo Pl + 6o Vs fda
< 2/RS Ve 2Lt ]2 + |Vt 2.

Sendo K. ; C B.(§;) o suporte da funcao ¢. j, obtemos,

[V Gagn)fan <2960l [ wPar IVl @

€,7

Além de

[ V@ jualde < [ Vi(a)lun e (4.12)
R3 K. ;

=¥

Dai, ao considerar a bola K. ; C Bg,, (¢ < 1) da imersao H'(Bg,) — L*(Bg,),

=

Junllzzci.y < Wnllz2(ny) < Cotllunllimcoey) = Coa (V3 + lualltacas,y)

pelo Corolario A.2.1 e imersao DV2(R3) — LS(R3),

3 1
lunllz2x. ;) < Cia (HVUnH%%BRj) + CjQHUHHQL?*(BRj)) < Cia (HVuan + Cj,zHunH%*) ’
1

< Cia (IVuall3 + Cial Vual3)* < Ciull Vunl2

Logo, como (u,,) é uma sequéncia limitada em E < D"?(R3) e V, continua em todo R3,

consequentemente, limitada no compacto K. ;, segue por (4.11) e (4.12) que
(¢e jun) € uma sequéncia limitada em E. (4.13)

Mas [J"(un) (@ jun)| < || (n)]|+]|@e,5unll, entdo, por (4.10), 0n(1) = J'(un)(Pzjun), ou
seja,

0u(1) = () (@=tn) =M(IVual3) [ VeV (6}l + [ Va(@)un (9 jun)da

— /RS g(x, up,) (unoe j)da (4.14)

que implica, por Vi (z)ui¢.; = 0, em

M) [ VunV(@egun)de = [ gz, ua)(nde,)dz < 0,(1).
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Uma vez que Vu,V(de jun) = [Vuu|?¢ej + un Vu, Vo, j, por (go)
MV ) [ 1Vnocyde < 0n(1) = MIVuall3) [ 0V, V6 jda
+ / [ug + vunf(un)] ¢e jdx.

R3
A esse fato, acrescido do Lema 2.1.2, obtemos
MVunl3) [ 1Vunfegde = [ ubonsde < 0,(1) = MV l3) [ 0V, Voo jda

+ <5/ ulg. jdx + C’E/ |un|p¢€7]~dx> :
R3 R3

Por (M;) e do Lema 4.1.1, a vista do Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema A.1.4),
podemos supor que M (||Vu,,||3) converge para algum mqo € [My, M(1)]. Portanto, de

(4.6), passando o lim sup, obtemos
k

mo /R3 Ge jdpn — /R3 Ge ;dv < —myg <limksup /R3 unkVunngbg,jdx)
+ v (eBeuz + CeBeuyp) - (4.15)

Observe que, para x # &;, como ¢ ¢ uma funcdo de suporte compacto

‘x_fj‘ 8 oo = 6. (a) T30,
para T = §j,
W:oj¢g,j:1ﬂ1,
logo,

bei(1) 8 xpey (2), Yz € R
Todavia, pelo Teorema C.0.4,
p(RY) < lim inf g, (RY) = lim inf /RN \Vu,|[Pde < +oo.
Logo, u(RY) é uma medida finita, entao
|65(2)] < 1€ LI(R?, p).
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

tim [ oeidin = [ limoesdi = [ xiedi=n({&))

e—0

Analogamente,

lim [ 6.5y = v({& ).

e—0
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Consequentemente, fazendo € — 0 em (4.15), e usando (4.7) e (4.9),

mop({&;}) —v({&}) < 0= mop({&}) < v({§}) = v

Desse modo, observe que por i),

p6)) > [ IVuPdr + 830 (&) = 517",

ieN
logo,
v; = mop({&}) = moSv)”* = MySv)”?.
Note que se considerarmos a existéncia de algum v; > 0, segue
V;/3 > MyS = V;/3 > (MOS)1/2.
Disso, novamente por i),

= SZZ/;/?’(S& = u(R?) > SV;/3 > M&/283/2.

ieN
Mas, entao, pelo Teorema C.0.4,
lim inf || Va3 > p(R?) > My/28%2,

Ainda, pela desigualdade (4.2),

1 My(p — 4
J(uy) — EJ/(un)un > O(gp>

Portanto, ao considerar v; > 0 para algum j € N, obtemos

[MO(P—‘JL)

IV 13-

> lim inf V3

1
liminf | J(u,) — =J" (up,)uy,
" p

Mo(p - 4)

M1/283/2
2p 0 Y

>
isto é,

My(p —4) M1/283/2
2p 0 )

\Y

C)\,'y =

como dy = ¢, entao

2p

T dy = M*S%,
Mo(p—4) 7 °

contradizendo a desigualdade (3.48) estabelecida inicialmente. Portanto, v; = 0 para todo

j € N e, consequentemente, por i),
v(R?) :/ uSda,
R3
portanto,
U, — u em L°(R?).

Como queriamos demonstrar. n
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O lema seguinte servira para demonstrarmos uma lista de limites importantes

validos para a subsequéncia dada pelo Lema 4.1.2,
Lema 4.1.3. Considere (uy,) a subsequéncia dada pelo lema anterior, entao

lim [[Vunk\2 + VA(at)uiJ dr =0, uniformemente em k.

700 J)z|>r

Demonstragio. De fato, para tanto, considere uma funcdo o € C3°(R; [0, 1]) em que
|

a(s) =
|

A partir disso, para r>0, podemos definir n(z) = « (|z|*/r?). Assim, temos n € C$°(R; [0, 1])

(S

Consequentemente,
2
Vn(x) — 9270/ <|$| > - |V | 2” /||oo|x|7
72
portanto, se r < |z| < 2r,

1
Vil < 4’|l
"

Sendo 1 € C{°(R; [0, 1]), conforme (4.13), segue que (nu,) é uma sequéncia limitada em F.

Como J'(up)(nuy) < || (wn) ||«||nun||, entéo, 0,(1) = J'(u,)(nu,), ou seja,

M(||[Vuy,l3) /R3 Vu,V(nu,)dz + /R3 Wi(@)u, (nuy)de = | gz, uy,) (nuy,)da + 0, (1).

R3

Como,
Vu,V(nu,) = Vu,(nVu, + 1, Vn) = n|Vul* + u, Vu, Vn,
e n(x) = 0 para |z| < r, podemos reescrever a igualdade anterior como

M(IVuli3) [ nlVualPde+ [ nVi(zydde =

|| > |z|=r

—M(||Vun||§) / U, Vu, Vndx + g(x, up)(nuy,)dz + 0, (1),

|z|>r |z|>r
Desse modo, ao considerar r > R, em que R é dado na definicdo da funcio ¢ : R* — R em
(3.9), por (g3), obtemos

M(IVunl3) [

|z|>r

MV Pt [ Va(dde <

1
—M(HVuan)/' Ve Vnde + o [ Vi@ +ou(1),

x|=r || >r
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ou seja,

M(|[Vun2) /|

x|=>r

—1
n|Vu,|*dr + <p> /|| nVa(z)uZdr <
P z|>r

—M(|yvun|\§)/|> Vi Vidz + op(1).

=

Observando que % < 1%1 e, por (M), % M(||Vu)|), temos

;/|x|>r77 [|Vun|2 + VA(I)uidz} < —M(||Vu,|)3) /ml/r u, Vu,Vndz + o,(1),
com isso,

; /|x|>r" [V |2 + Va()ulda] < | (V) /Wr un Vit Vipda| + 0q(1)

M (|| V|2 )/| Vi, V| Az + 0p(1).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, supondo que ||Vu,, ||z < 1 e observando a
hip6tese (M),
1
p/| 0 [|Vunl? + Va(e)udde] < M1/| [t [Vt [V7] da + 00 (1),
x|>r x|>r
em que M; = M(1), ainda, como |Vn| = 0 em BS,, pois n(x) = 1 para |z| > 2r, e
(V| < 4||d||/r para r < |z| < 27, obtemos
1

p/x|>r n UVU"‘Q + VA(iB)uidx} <

Usando a Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1),

1/2
/ |t || Vg |de < ||V 2@s) (/ |un|2d$> ,
r<|z|<2r r<|z|<2r

(R3) (ver Coroldrio

Afla’[loo My

/ (| [Vt dz + 0n(1).  (4.16)
r r<|z|<2r

como u,, — u em L?(By,\B,), pois (u,) converge em L°(R3) — L%

loc

A.2.1) e, a partir de certo ng € N, temos [|Vuy,||L2rs) < 1, entdo

1/2
lim sup/ [un||Vu,|de < (/ |u|2d:p> : (4.17)
n r<|z|<2r r<|z|<2r
Novamente, pelo Corolario A.2.1,
1/6 28 1/3
lim sup/ [un || Vuy,|de < 7 (/ ]u\ﬁdx> (77) : (4.18)
n r<|z|<2r r<|z|<2r 3

Portanto, por (4.16) e (4.18),

28 \'/3
/ n [qunk|2 + V,\(m)uik} dz < 4p||a||eo My <7r) </ ’u|6dx>
|z|>r 3 r<|z|<2r

< Clluxsenss,, ||s-

1/6
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para algum C' > 0 que independe de k. O suficiente para concluir a afirmacgao

lim [|Vunk| + Va(z)u? } dz =0, uniformemente em k.

r—00

Pois, em razao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

segue que

¢ — 0, quando r — oo,

lux BB,
ja que,

w(x)X BenBs, (T) 7% 0 q.t.p. em R3,
< |u| € LS(RY).

’UXB;:OBQT
Ainda, fazendo 7 = 2r, como n(z) = 1 para |z| > 2r, obtemos

/Bc [|Vunk|2 + V)\(x)uik] dor = /Bc n [|Vunk|2 + VA(x)uik] dz

2r

Consequentemente,
/ [|Vunk|2 + V,\(x)uik} dz 2% 0, uniformemente em k.
B¢
m

Proposicao 4.1.1. Os seguintes limites sdo vdlidos ao considerar a subsequéncia (uy, )
dada pelo Lema 4.1.2,

(L1) h/f;n /RS Va(z)up da = /R3 Vi(z)uPdz;
(Ls) lim/ g(x, up, Jup,, de :/ g(z,u)udz;
k JR3 R3
(Ls) liin/ g(x, up,, Jvde :/ g(x,u)vdz, Yo € E
R3 R3

(Ly) hm/ (2, up, )dx —/ G(z,u)dx.
R3

Demonstragio. De fato, seja (u,,) C (u,) a subsequéncia dada pelo Lema 4.1.2, entao
. — uem L (R?), para todo ¢ € [1,6], além de u,, — u em L%(R?) e u,, — u

q.t.p. em R3. Nesses termos, afim de utilizarmos o Principio da Subsequéncia (Lema

Unp,

A.1.1), considere (un,,) € (un,) uma subsequéncia qualquer. Pretendemos extrair de
(tn,,) subsequéncias em que valem os limites (L;)-(L4) e concluir o resultado utilizando o

Principio da Subsequéncia (Lema A.1.1) para cada limite.

Demonstracao de Ly

Como, ty, , — u em Li (R3), para todo ¢ € [1, 6], entdo, de (Un,,,), pela Reciproca Parcial
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do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), podemos extrair

uma subsequéncia (u,, ,) tal que

Up, ,(T) = u(z t.p. em B,,
(@) > ul) atp o)

|tUn,, | < P, para algum h, € LY(B,) com ¢ € [1,2*] e r > 0.

Nas condigbes de (4.19), uma vez que

Wi(z)u2 (x) — Vi(z)u?(x) q.t.p. em B,,

V@, | < ( up wx)) 2, < (sup vmx)) W e L(B,),

IEEBT iEEBT

Segue, fundamentado no Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema

A2.5),

li]£n Va(z)up dz = / Vi(z)uldz, Vr > 0. (4.20)
B, ’ r

Além disso, para x € R3,

Va(e)ul, xpe(x) =250, Vo e R,
além de |Vy(2)ul,  xpe| < Va(z)up, | € L'(R?), que implica pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),
lim [ Vi(z)up  xpedr = rli_)rglo/ Vi(z)u*dz = 0. (4.21)

r—oo JRp3 Tk,1

Assim, pelo Lema 4.1.3 e (4.21), dado € > 0, existe ro > 0 tal que

/ Vi(z)uZ dx + Vi(z)u*dz < g, VEk e N.
B

Nk,1
790 Bﬁo

Em adicao a esse fato, por (4.20), existe ko € N tal que

9
< - 4.22
27 ( )

Nk,1

k> ko= ‘/ Vi(z)(u? —u2 )dx
By,

consequentemente,

k> ko= ‘/ Viulda —/ V,\uik ldx'
R3 R3 )

Viuldr — . VAuidex + e Viulder — /BC V,\uik’ldx

B,
< / Vi —up )dx +/ szdx+/ Vaul, da
T ! Bﬁ Bﬁ ’
cfato,
2 2 7

Demonstrando, através do Principio da Subsequéncia (Lema A.1.1), que (L;) vale.
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Demonstracao de Lo

Além disso, para R > 0 da definicdo da funcdo g, prosseguindo como acima, existe

(tUny,s) € (Unyy) € (un,) subsequéncia tal que

Uy () = u(x) q.t.p. em Bp, (123)

|Un,, | < By, para algum h, € LY(Bg) com ¢ € [1,2*].

como ¢(z,-) : R — R continua para todo z € R? fixado, observando (g4), segue que

9(2, Uny, () )y, — g(@, u(x))u(x) q.t.p. em Bg
lg(z, unk,z)unk,2| < |U§Lk72| + 7|f(unk,z)un|7

logo, pelo Lema 2.1.2,

9(T, Uny, o )Uny, , — g(z,u)u  q.t.p. em Bpg,

1902, gyt | < [t 51° A+ Y|ty o [* + ting o P) < BG + Ac(hz + hY) € Lig,,.
Dal, fazendo uso do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

/ 9(x, Uy, , ) upde — g(x,u)udz, Vv € E,
Br ' Br

donde, pelo Principio da Subsequéncia (Lema A.1.1),

/ g(x, up)u,dr — g(z, u)udz. (4.24)
Bgr Br

Ainda, em vista de (L), pela Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue (Teorema A.2.5), existe (un, ,) subsequéncia da subsequéncia (uy, ,) C (un,)

tal que para alguma h € L'(B%)

W(z)up, . = Va(z)u? = Uy, = v q.t.p. em B,

nE,

V,\(:zc)u?%3 < h e LY(BY).
Mas entao, por (gs)
9(x, Un, ) — g(x,u) q.t.p. em B,
9t Vtmy s < Va()i2,, < b€ L}(Bg)

Portanto, podemos concluir pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teo-

rema A.2.4) seguido do Principio da Subsequéncia (Lema A.1.1),

/ g(x,un)undx%/ g(x,u)udz. (4.25)
B B

R

Por (4.24) e (4.25), temos que (L2) vale.

Demonstracao de Ls
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Agora, para (tn,,) C (Un,,) € (un,) nas mesmas condigdes de (4.23),

9(x, Up, ,(7))v = g(z,u(x))v qt.p.em Bg, YveE,
|9(2, iy, )0] < Juip, 0]+ 7S (i ) 0]

em que Uy, , < hy € L%(Bg). Ainda, pelo Lema 2.1.2

9(x, Up, ,(7))v = g(z,u(x))v qt.p.em Bg,Vv € F
19(2, tn 0| < Jup, o+ Ac([o] + [ulmvl) < BPJol + Ac(|o] + hP7Hol) € LY(Bg).

nE,3 nk,3

Pois, para h,v € L°(Bg) e q € [1,5),

hivdx < hedz + vidr < o0,Vq € [1,5).
Br BrN[h>v] BrN[v>Ah]

Que implica, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4),

/ g(z, up, ,)vde — g(z,u)vdx, Vv € E,
Bgr ’ Br

donde, pelo Principio da Subsequéncia (Lema A.1.1),

/ g(x, uy, )vde — g(x,u)vde, YveE. (4.26)
Bgr Br

Agora, em vista de (L), existe uma subsequéncia (un, ,) C (tn,,) € (un,) tal que

A(z)uz, , = Va(z)u® = up,, = v q.t.p. em B,
Vi(@)up, | < hy = VA(2)|ug, ,| < (RoVia(2))"?.

Com hy € L'(B%). Mas entao, por gs,

9(x, Up, ,)v — g(z,u)v  q.t.p. em B,
|9(z, U, V] < VA(2)| gy, 0] < (RVA(x))?|v|, Vo € By eVv € E.

observando que (hyVy(z))Y2|v| € L*(B$%), pois, tendo em vista a Desigualdade de Holder
(Teorema A.2.1),

/B%(hQVA(x))l/wdx < (/BR thx> v (/B

podemos concluir pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.4)

i

R

1/2
V,\(JE)Ude> < oo, YveE,
R
9(T, Up,, , Jvdz — /BC g(x,u)vder, Yve E. (4.27)
R

Portanto, pelo Principio da Subsequéncia (Lema A.1.1),

/ g(x, up,, )Jvde — g(z,u)vdzx, Yv € E. (4.28)
B

c c
R BR
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Por (4.26) e (4.28), temos que (L3) vale.

Demonstracao de Ly

Dos limites (L;) e (Ls), pela Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue (Teorema A.2.5), existem (un, ) € (un, ;) subsequéncias da subsequéncia
(Uny,o) € (up,) tais que

Vi(z)u?

Nk,5

V,\(a:)u2 < h € Ll(Rg)

Nk,5

— Vi(2)u? = Upyy — U Q.bp. em R3,

9(T, Uy, VU s — G(T, 0)U = Uy, o — u q.t.p. em R?,

92, Uy o )ty o < hy € LH(R?).

S
Ao considerar a sequéncia (un, .) = (min{u,, ., un, ,}), como G(z,s) = / g(x,7)dr
’ ’ ’ 0

Carathéodory, uma vez que g : R® x R — R o ¢, segue
Un,, () — w(x) g.t.p. em R = G(z,up, ) — G(z,u) q.t.p. em R3

Além disso, por (gs),

1 1 1
Gy um, ) < (2]9 _ p) VA, + 000t i,
1 1 1
< — — —1h —h LY(R?).
[(2]? p2> 1+p 21 S ( )

Consequentemente, em vista do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema
A.2.4) e do Principio da Subsequéncia (Lema A.1.1),

G(z,uy,) — G(x,u).

Finalizando a demonstracao do lema. O

Com isso, estamos aptos a afirmar o que segue

Teorema 4.1.1. A funcao u, determinada anteriormente, é uma solugdo fraca ndo nula

do problema auxiliar

—M(||Vull3)Au + Vi(z)u = g(x,u), em R? (AP)

Demonstragio. De fato, considere (u,, ) C FE a sequéncia em que vale os limites da
Proposi¢ao 4.1.1 e resultados anteriores associados. Como (uy, ) converge fraco para u no

espaco de Hilbert E, segue que

111?1/3 Vi, Vu + Vy(2)u,, ude = lilgn(unk, u) = (u,u) = /d IVul® + Vi (z)u?dz.
R R



Capitulo 4. FEzisténcia de solucio para a classe de problemas considerado 64

Portanto, da Proposicao 4.1.1,
lilgn T (my Ju = h,?l M([[Vun,13) /11@3 Vi, Vudz + /]R3 VA(2)tn, ude — /R3 g(x, up, Judx
= mo/ |Vu|?dz +/ Va(2)u? — g(z, u)udz.
R3 R3

Em que hlf:n M (||Vul3) = mq. Como,

0 < [ (uny Jul < {1 (tn, ) [« flull = 0,
entao
mo /R3 |Vul*ds + /]1&3 Vi(z)u? — g(x, w)udz = 0. (4.29)
Além disso, como ||.J(uy)||« — 0 e (uy,,) uma sequéncia limitada em E, entdo

lim J (U, ), = 0.

Ainda, pela Proposicao 4.1.1 e garantida a existéncia de lillcrn / \ |V, |*dz, conforme
R

decorre da demonstracdo do Lema 4.1.2 com destaque em (4.4),
limn J (14, )1, = lim [M(||Vunk||§) /R |V, [z + /R Va(a)d,do - /]R gt |
que implica,
0=myg (lirn/ |Vunk|2dx> —I—/ Vi (z)ude —/ g(z,u)ude. (4.30)
k R3 R3 R3
Comparando as equagoes (4.29) e (4.30), concluimos
lim [V, 5 = [[Vul;.

Dal, u,, — uwem E. Sendo J : E — R uma funcdo continua e J(u,,) — ¢\, concluimos
J(u) = ¢y, > 0. Portanto, v # 0. Além disso, uma vez que M : R — R é uma funcao

continua, segue
mo = lim M (|| Vuy, [I3) = [|Vull3
e, portanto, para toda funcao v € E, da Proposicao 4.1.1,

liin J' (U, )0 = li}lgn M(||Vun,|3) /R3 Vu,, Vodr + /R3 Vi(z)uy,, vdx — /]R3 g(x, up,, Jvde

= M(IVul}) [, VaVeds + [ Va(@yurda — [ g(a,u)oda

Mas |J'(tn, )| < || (un,)||«||v]] = 0, entao u é solucao fraca do problema (AP, ). O
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4.2 Prova do Teorema Principal

Antes da prova do Teorema principal, vamos dedicar esta se¢do para trabalharmos
estimativas que envolvem a solucao fraca do problema auxiliar, de modo a termos pro-
priedades suficientes para que u seja solugao fraca também do problema principal (P ).
Para (u,,) C E considerada na demonstragdo do Teorema 4.1.1, em que vale os limites da

Proposicao 4.1.1,
IV 3+ [ Vale)u, do = [Vul} + [ Vi(@)u?de.

Ou seja, ||y, || — ||ul]. Sendo (£, (, )) um espaco de Hilbert, ao definir f : £ — R por
f(v) = (v, u) segue, da bilinearidade do produto interno que f € E* e

(g, u) = (u,u) = [|ull?,
Pois u,, — u. Logo,
[ =, 17 = [lull® = 2{uny, w) + [Jull® = [Jul® = 2u]* + [Ju]* = 0.

Portanto, (u,,) converge para v em E. Dali, visto que da formulacdo da sequéncia de

Cerami,
J(Un,) = Crrys

consequentemente, como o funcional J : E'— R é continuo, J(u) = c) 4. Pela desigualdade
(4.3) e pelo Lema 4.1.1, satisfaz

2p
Vul]? < ————d,, para todo R > Ry,
V0l < gt p 1
Por outro lado, da definicio de S = inf {[|Vv]|3 : v € DV(R®), [[v]ls = 1} , a0 fazer v = i,
obtemos
Sllullg < [IVull3.
Consequentemente,
lull2 < SVl < P24 (4.31)
6 2 MO(p . 4) Yy

Com isso, devido a desigualdade (3.49) estabelecida na se¢ao 3.4, chegamos a seguinte

estimativa

lulld < 872 <2pd )2
‘ Mo(p—4)
M,
S (4.32)
A estimativa (4.32) serd 1til para provarmos o proximo resultado, o qual é uma versao

adequada para o nosso problema do conhecido resultado de regularidade eliptica dado em

[Theorem 8.17, (GILBARG; TRUDINGER, 1998)].
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Proposicao 4.2.1. Seja Vy : R® — R wma funcio mensurdvel ndo negativa e a ndo

linearidade H(x,s) uma fung¢io Caratheodory tal que para algum o, 5 > 0,
|H(x,s)| < (a|3|5 +6|8[) v para todo (z,s) € R* x R.
Supondo que uw € E é uma solu¢do fraca do problema
—Au+ Vo(r)u = H(z,u) em R (C)

Satisfazendo

dolulls < Sy
Entao existe A tal que

lufloo < Avllull

em que A ndo depende de Vi ou u, dependendo apenas de [3.

Demonstragio. De fato, para tanto, seja u solucao fraca de (C), considere os conjuntos

A, = {z e R%u* <n?},
B, = R*\A,.

De entdo, defina v, : R® — R por

u’, em A,
Up =
n‘u, em B,.

Desse modo, v,u < u°. Observe que

/3 vidr = / (u?)°dx + [ (n*u)’dx < n12/ uldz + n12/ uldz < oco.
R n By n n
Por outro lado, ao definirmos h,, : R — R por h,(t) = t min{t*, n?}, vemos que h, ou = v,,
com
. 5t se tt < n?,
h(t) = q.t.p. em R.

n? se n? < t4.

Logo h!, € L*(R), pelo Lema A.3.2, v, = hou € W(R?) e

. 5utVu  em A,,
Vo, =h(u)Vu = (4.33)
n’Vu  em B,.
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Em particular, pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1),

/ |8,~vn|2dx:/ |5u482~u|2d:v+/ |n0yu|*da
R3 An By

< 25n4/ |Ou|*dz + n4/ |Osul?d < oo,
Apn Br

/R3 Va(z)vpde = /An V(@) (u”)?dz + /Bn Vi(z)(n*u)?dz < n? /Rg Vi(z)u?dz < oo.

Segue que v, € E. Entao, ao usar v,, como fungao teste em (C),

/R3 [VuVu, + Vo(x)uv,|dz = /}R3 H(z,u)v,dx,

obtemos, de (4.33),
/ VuVo,dr = 5/ u4|Vu|2dx+n2/ |Vul*dz.
R3 An Bn
Em diante, consideraremos
'  em A,,
Wy =
nu em B,.

Novamente pelo Lema A.3.2,

3uVu em A,,
Vw, =
nVu em B,.

Portanto,
/ IV, |*dz = 9/ u'|Vu|*dz + n2/ |Vu|?dz.
R3 An Bn

Observando que w? = uv, em R? por (4.34) e (4.35), obtemos

n —

/]RS [‘an‘2 + Vo(a:')wﬂ dz — /RS VuVu, + Vo(z)uv,)de = 4/An ut|Vu|*dz.

Mas por (4.34), vale
5/ u*|Vul|*dx é/ VuVu,dz,
Ay R3

que relacionando a (4.36), obtemos

/ [[Vwn* + Vo(z)w?]dr < 2/ [VuVu, + Vo(z)uv,]dz.
R3

R3
mas, desde que u é solugao fraca de (C), entao

/3[|Vu}n|2 + Vo(2)w?]dz < ) H(z,u)v,dx < 2/ H(z,u)v,dz.
R

<=
5 Jr3 R3

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)
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Observe que pelas hipoteses estabelecidas
H(z,u)v, < (a|u!5|vn| + 5\u||vn]) = (au‘lwi + ﬁwi) .

Entao,
/ [[Vewn|? + Vo(2)w?i]dz < 2047/ u'w?dr + 267/ widx
R3 R3 R3

6 -1 6 -1 . .

como (Z) + (§> = 1, pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1),

LIVl + Vo(@)elde < 207 ulllwnlld + 267 [ w2e.

Agora, na defini¢ao de § = inf {||Vv||3;v € DV*(R3)(R?), ||v|l¢ = 1}, ao fazer v = =

llwnlle

obtemos
Slwnld < [ | [Vanlda,
R3
donde,
Sllanld < [ [Vewal* + Vo(w)w?lda
< 20 fulldllwnl3 + 267 [ | wia.

Sy~1

como, por hipdtese do teorema, 2a||ul|§ < =%—, obtemos

S
2 _ © 2 2
Sllwnld < Sllwnlli +287 [ wie

= ||wn||§ < 268_17/3w2d$.
R

Disso segue

2
([ nl®)” <Nl < 2857y [ wida,
An R3

qual combinado ao fato que |w,| = |u|* em A, e observando que w? = uv, < |ul® em R3,
nos permite afirmar

2
([ fuar)’ <2857 [ julfae,
An R3

equivalentemente,

1
18 18 —1_\% 6 6
([ Jalxa,@)a) ™ < 25578 ([ fulfaa)” (4.35)
Pela definicao de A,,, temos

limninf [u(@) Py a, (@) = |u(z)]",
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como |u(z)|*¥xa,(z) = 0, amparado pelo Teorema de Fatou (Teorema A.2.3), segue de
(4.38)

(/Rg ’u\lgdx)lls < (2887 y)s (/R3 \u|6dgr;)é < 00. (4.39)

18
5

Portanto u € L'¥(R3?) N L(R3), que implica em h = a|ul® + Blu| € L;5.(R?). Logo, dado

z € R3, considerando v > 1, observe que pelo Teorema A.2.2

(/ |h|158dx> :(/ (a|u|5+@|u|)?dx>
Bsy(z) Ba(2)

1 1 18
(2% [ e?)® + Gl Fac)

loc

N

novamente, a vista do Teorema A.2.2, podemos melhorar a estimativa para

(il
Ba(z)

18 % 23 18 % 18 %
5dx> < 278y (/ (oc]u|5)5dx> + </ (Blu )de>
Ba(2) Bs(z)

|

5

23 [ 18 18 %
= 2%y |« </ \u|18dx> + 5 (/ |u|5dx>
Bs(z) Bs(z)

5\ ! 5\
Ainda, como |By(z)| < 0o e (3) + <2) = 1, segue do Teorema de Holder (Teorema
A2.1)

5 3 =
18 18 5 2
([ %as) " < [ peas) rBz<z>\s]
Ba(z) Bsy(z)
3

= |By(2)| / uﬁdx>5
LGN

em que |By(2)]5 é uma constante que independe de z. Portanto,
5

L B S Y
/ |h|5dz ] < Cv|a / lul°dx | +p / |ul>dz
Ba(z) Bs(z) Bs(z)

< Oy [allullis + Bllulls|

para alguma constante C' > 0 que nao depende de z € R3. Logo, utilizando da mesma

notagao descrita no Lema A.3.1,

5
18
i =sup ([ i¥ae) " <0 falulf+ sull]

5 2z€R3
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disso, fazendo uso de (4.39) e da hipdtese 4af|ul|i < Sy~L, segue
BTN

(2887 )¢ |ull§ + Blulle]
BTN

a(288717)8|ulls + B] Ilulle

(8517} +5) el

— ﬁ) [ulls

Desse modo, ao considerar v > 1,

Sé % 5
g < O3 (f + /3) Julls < Cor(8% + )l < o0

para alguma constante C, > 0 que nao depende de 3 e nem de . Consequentemente, pelo

Lema A.3.1 existe C' > 0, relacionado apenas a ¢ = ? tal que
5
lulloe < ClR1s [lulls < C (Cer(B5 + B)ulls) [lulle.
Portanto, existe uma constante A que depende apenas de /3 tal que

lulloe < Avllulls.

Teorema 4.2.1. Seja u a solugao fraca do problema auxiliar (AP ) entdo
p=4
[ulloe < CyP=2,
para alguma constante C' > 0 que nao depende de R da defini¢io da fungao g(z,s).

Demonstragio. De fato, seja u = ug a solugao fraca de (AP, ) discutida acima para

R > R, da defini¢ao da funcao g(z,u), com R; da hipdtese (V5). Observando que

! 1
7J/ — 2d < v 2d _ d>:0
v = fo IV ey (s Vieds = ot ndn) =0

isto é, u satisfaz

V,\($) 1

u = )g(ﬁ,u), (c”)

—Au+
M([Vull3) " M([[Vull3

no sentido fraco. Denotando

1

H(x,s) = mg(w,s),
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entdo H é uma funcdo Carathéodory. Além disso, por considerar v > 1, pela hipétese (g4),

Observagao 2.1.1 e pelo fato de M ser nao decrescente em [0, 00), temos que
1
[H(z,8)| < sy (SI” + 1 (8)]) < gy (1817 + (sl + Ceols)y
MWVW@< )< UWH)( ’ )
< Mg (14 Ceo sl + Mg sl
Considere o = My '(1 + C.,) e B = My, entdo, conforme evidenciado em (4.32),
dallulls < Sy~

Portanto, as hipéteses da Proposicao 4.2.1 sdo satisfeitas para a equagdo (C*). Conse-
quentemente, existe A > 0 que nao depende de R da defini¢ao da fungao g(z, s), e esté

relacionada apenas a 3 = M, ! tal que

lulloe < Avlulls.

Ainda, em vista da Proposicao 3.4.1 e a estimativa (4.31), podemos reformular a estimativa

acima como
—4
lulloe < Cy7=2,

para alguma constante C' relacionada a p mas que ndo depende de R da definicao da

fungao g(z, s). Finalizando a demonstra¢ao do teorema. O]

Nos resta demonstrarmos que a solucdo u € E do problema auxiliar (AP, ), a

partir de certos valores v e A, satisfaz

flu) < v’\;x)u em |z| > R. (4.40)

Para que assim ocorra a equivaléncia entre as fungoes g(x,u) e f(u), tornando u solugao

fraca do problema principal (P, ,). Para tanto, afirmamos

Lema 4.2.1. Seja u solugdo fraca do problema (AP».) associado a R, entdo, u €
CLe(R3), para algum a,, € (0,1).

loc

Demonstragio. De fato, seja u € E solugdo fraca do problema (AP, ,), associado a R,

segue
M(|[Vu|)2) /R VuVede + /IR Va(z)ugda = /R h,édz, Vo e E.

em que h, = u? "' + v f(u). Sendo u € E solugdo néo trivial,

_ W) , u)
/Vqubdx / MHV T +/ MHV I 44z, Ve € B.

1)
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Entao, u é solugao fraca do problema

—Av = HU7 (Pu)

1
em que H, = 7 (g9(+,u) — Vi(x)u). Ainda, pelo Lema 2.1.2 e do fato da funcao

(IIVull?)

M ser nao decrescente,

|[Ho ()] < Mg [[ul® + 7 (elul + Celul™) = Va(@)u]

00
loc

segue que H, € L (R3), pois, além de V) € C(R?), temos que, pelo Teorema 4.2.1,

u € L*(R?). Logo,
Hi e LY (R®),¥g > 1.

loc

Entéo, pelo Teorema de Calderon-Zygmund (Teorema A.3.7), u € W;24(R?) para todo
q > 1. Em particular, ao considerar ¢ grande o suficiente para que 2 < 1 < 2, segue do
Teorema A.3.12,
we W2(B,) — c>lil-be ()
em que [%} = 0 parte inteira de g, portanto,
u e O (R?) para algum a,, € (0,1).

loc

Lema 4.2.2. Seja u solugdo fraca do problema (AP) ) associado a R, entao, u > 0.

Demonstracao. De fato, seja u € F solucao fraca do problema auxiliar e v € E
M(||Vul3) /3 VuVo + Vi (z)uvde = /3 g(x,u)vdz.
R R
Considere como funcao teste v = u~, logo

- —(u)?,  em [u < 0], —(u™)?,  em [u<0],
0, em [u > 0]. 0, em [u > 0].

Além de que pelo Lema A.3.3

- —|Vul?,  em [u<0], —|Vu=?,  em [u<0],
VuVu™ = =
0, em [u > 0]. 0, em [u > 0].

Que implica em
M(||vu||§)/ VuVu_d:L‘—f-/ V,\(x)uu_dx:M(HVuH%)/ |V |z
R3 R3 R3
—\2
—/R3 Va(z)(u)?de

= g(z,u)u"dx = 0.
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Logo,
M(IVul) [ IVuPde+ [ Vi) )de =0
R3 R3
como M(s) = My > 0, obtemos

0 > min{ Mo, 1} (/ Vut|? - VA(:C)(u)2dx) — min{ Mo, 1}u" |
RS
= [lu”] =0.

Portanto, u~ = 0 q.t.p. em R3. Consequentemente, sendo u uma funcao continua, v = u* >
0, resta demonstrarmos que u(z) > 0 para todo z € R3. Ainda, vemos que u € E N C(R?)

é solucao fraca, no mesmo sentido do apresentado na Definicao 1.0.1, para a equacao
—Aw + Wy(z)w =n,(x) >0

V)\(l’) g(,u)
em que Wy(z) = —5F—5 ey = ——+=—— > 0. Defina o operador L(w) = Aw +
M([[ul3) M([[Vull3)

(=W (z))w, entdo
L(—u) = —Au+ Wyu = n,(x) = 0.

Suponha que exista zo € R?® tal que u(zy) = 0, assim, ao considerar R > ¢ > 0 e
0= BR(.Z‘()),

inf = inf =0
melBrel(:vo) U(Qf) ;IelQ U([L') ’

equivalentemente sup —u(x)=sup —u(z) = 0. Pelo Teorema A.3.15, a funcdo u é uma
z€Be(z0) €N

constante em €, isto é, existe certo ¢ € R tal que u = ¢ em Q. Mas u(zg) = 0, assim
c=0.Seja Qp = {xr € R*: wu(x) = 0}. Entao ) é fechado e dado & € Qp, pelo o que foi
visto acima, existe ry > 0 tal que B,, C Qq. Portanto, £y é aberto. Como R? ¢ conexo,
concluimos que €, = R? e consequentemente, © = 0 em R3. isto implica numa contradicao

com o fato de que u # 0. Sendo assim, © > 0 em R3. n

Lema 4.2.3. Para qualquer v € E solugdo fraca do problema (AP, ), associado a R,

Seque que

Rl|ul|o
<

S T

Demonstracao. De fato, considere a funcao

_ Rllull
||

, para todo |z| > R. (4.41)

v(x) : para z € R*\{0},

uma vez que

0

8%8%1}

() = Rllulloo (=05l + Bzl ),
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é continua em R*\{0}, segue que v ¢ de classe C* em R3\{0} e

3 82
Av(z) =) ;x(f) = —3|z|™? + 3|z| (22 + 23 + 23) = 0. (4.42)
i=1

(2

Adicionalmente, considere

0, em |z| < R.
como O;v(z) = —x;|x| 73, a existéncia da derivada classica de v(x) é garantida em B¢, para

todo € > 0. Ainda, por definicdo, u(z) < ||u|l« q.t-p. em R ou seja, u(z) < ||ullw em
R3\Z = Z¢ para algum conjunto Z de medida nula. No entanto, ao considerar zy € Z,
como |Z| = 0, em particular, int(Z) = ), equivalentemente Z¢ = R?, existe (x,) C R tal
que z,, — xg, mas vale u(z,) < ||ul|s e sendo u uma fungdo continua (devido ao Lema
4.2.1), podemos assegurar que u(zp) < ||ul/s. Concluindo que para todo 0 < |z| < R

temos u(x) < v(x), logo, (u —v)*(x) =0 em Bg. Desse modo,

/ YOjpdr = / (u —v)TOpdx = / (u—v)T0pdx + [ (u—v)" Opdx
R3 By Bf Br

= /R3 (u — v)TOpdx (4.43)
Mas como,

/ |aw|dg;=/ |—xi|x|_3|dx</ 2| ~2dz,
Bg Bs BE

pela Formula da Codrea (Corolario A.1.1),

/B |0;v]de < /05 </{93 |3:|_2dS) dr = /05 r2 </8B dS) dr

Como a medida da superficie da esfera de raio r no R3 é [0B,| = w3r? em que w3 = 47 é a

medida da superficie da esfera unitaria, segue que
2 ¢ 2.2
/ |0;v] dx<47r/ roredr = 4dre < 0.
B 0

Logo, div € L}, .(R?) e sua expressao representa a derivada fraca da fungao v. Com isso,
u—v e WHR?) e pelo Lema A.3.3,

A(u—v)* = 9;(u — V) Xu—v]>0-

Portanto, por 4.43,

/ YOpdr = / (u —v) Opdr = / Oi(u — V) Xu—v)>0de, (4.44)
R3 R3 R3

consequentemente, a fungao

3z¢ = az (u - U)X[u7v>0]
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expressa a derivada fraca da fungao ¥. Mas ainda, como para todo 0 < |z| < R vale

u(x) < v(x), ou seja, Br C [ < 0], podemos reescrever a derivada fraca como

di(u—wv), sex € [u>v|NBpg,
0 = ai(u - ’U)X[ufv>0}X§R =40, sex € [u < v] OEE,
0, se |z| < R.

Ainda, observe que pela Férmula da Coarea (Corolario A.1.1),

[ 1owiar = [ (wfal ) de < [ Jaf e = /°° (/ r4dS> dr.
Bg B, B, R OB,

Como a medida da superficie da esfera de raio r no R? é |0B,| = w3r? em que w3 = 47 é a

medida da superficie da esfera unitaria, segue que

o0 4
/7 |0;v]*dr < 47T/ rir2dr =
By R R

Que implica em 9;1) € L*(R3) além de v € L5(R3). Desse modo, ¥ € DH?(R3) e 1) B €
D12(BY). Assim, existe (pr) C C°(BY) tal que ¢, — ¢ em DV?(B}). Observe que por
v € C?(B%) e Av = 0, pela Primeira Identidade de Green (Teorema A.1.9)

0= /76 orAvdr = —/76 VrVoda.
B, B
Ainda, como Vi, — Vi em L?(BY,), segue
lim L  VerVodz = L V4Vud, (4.45)
k JBg Bpr

pois, em uso da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema A.3.1) e Desigualdade Hélder
(Teorema A.2.1),

‘/C ViyYVv — Vi Vodx
BR

< [ 196 - il Vo] da
BR

<V = Vil 2@ VOl 252, — 0

Portanto,
0= /76 orAvdr = —/ﬂ VorVode — —/ﬂ ViyVude,
By By By
ou seja,
ﬁ  V¢Vudz = 0. (4.46)
Bg
Agora, observe que
0, em Br U [u < v

V() = )

V(u—wv), em [u>v]
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segue,

V()2 = 0=(V(u—0),0) =V(u—0v)Vi(z), em BrN[u <]
IV(u—2)>=V(u—v)Vi(r), em [u > v]

ou seja,
IVY|? = V(u —v)Vy em R®.
Desde que u ¢ solugao fraca do problema (AP, .) e Vi =0 em |z| < R, por (4.46),
/R3 |Vep|2dr = /}R3 V(u—v)Vip(z)de = /B?2 VuVip — VoVipder = /B% VuVipde
= SHIGaT) . (000~ Ve d
Entao, como 1 > 0, por defini¢cao da func¢ao ¢

1 1
[vePa < (5 -1) roga [, s

ainda, pela definicao da v, temos que ui) > 0 e, portanto, do acima

2
/RS IV (a)|?dz <0,
que implica em 1 = 0. Consequentemente,

_ Rllulls

u(a) <o) = 2

, para todo |z| > R.

Lema 4.2.4. Seja u € E solucao obtida acima, entdo existe Cy > 0 tal que

p—2
h7<u> g OO <R> ,yzp

u J]

Demonstracao. De fato, combinando Lema 2.1.2 e Lema 4.2.3

ho(u u
Wi ) _ ut + vfi ) < ut +ye + yC.|ufP~?
RH|ull5 RP~2||ul[5?
00 et ~C. Ml
De entao, pelo Teorema 4.2.1, para |z| > R,
ho(u) _ R*C*y = RP—2CP~2yp—4
1 +ve +~C; —
u |z] [P
RACH L RP-20P2p=3
+~ve + C.

|z[p=2
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Como %,p + 1 < 2p, ao considerar v > 1,
e (u) RCH Rr—2(CP—2 o
w S [ o P
R p—2 R 6—p
= () ! <> + e+ C.CP72| 2.
|| ||
Portanto,
h P2
) (R [C'+e+C.CP2] 4, Viz| >R
u |z|
Obtendo o resultado ao definir Cy = C* 4 ¢ + C.CP~2, tendo considerado v > 1. O

Em posse do resultado acima, estamos aptos a demonstrar o principal resultado da

dissertacao.

Teorema 4.2.2. Suponha que Vi —Vy, My — M3 e fi — f5 sao satisfeitos e p € (4,6).
Entao, existe v* > 0 tal que para todo v > v* existe \* = X*() > 0 tal que P, possui
solucao para todo X > N\*.

Demonstracao. De fato, considere A* suficientemente grande ao ponto que seja valido o

Lema 4.2.3 e os resultados associados. Pela hipotese (V3),

liminf |2[P2V (2) = a > 0.

|z|—o00

Da definigao de lim inf, para a/2 > 0 existe R, > 0 tal que

o] > R = |a— |22V (2)| < &

2
a a
= [z ?V(z) >a—-=->0
P2V (@) > a— 5 =
a
= V(z) > —— 4.47
(@) > g (147)
Dai, para u solugao fraca do problema auxiliar (AP, ,) associado & R > R, e
=,
1= , (4.48)
A > 2Cy P—272P > \*.

com Cy dado no Lema 4.2.4 e v* o suficientemente grande que faga valer os resultados
apresentados. Assim, como V) (z) = Z(x) + AV (z) = AV (x), segue de (4.47) que

K@) V@) | 26

R\ h
RP2y?V (z) > Cy ( ) VP> V(H), para todo |z| > R.
p p a Y

i

Portanto, sob essas consideragoes, pela definicao da funcao g vinculada a R, segue que

gz, u) = hy(u) = u® ="+ 5 f(u). (4.49)
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Consequentemente, sob as condig¢oes de consideradas, a solugdo u € E obtida é solucao do

problema principal

=M (||ull3) Au+ Vau = w7+ f(u).

Finalizando a demonstracao do teorema.
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APENDICE A — Principais resultados

usados

A.1 Calculo Diferencial em Espacos de Banach

Definicao A.1.1. Sejam 2 C X aberto e F : Q0 — Y. Dizemos que F ¢é Gateaur
diferencidvel em a € ) se existe A € L(X,Y") tal que para todo h € X

F(a+¢eh) — F(a)

quando € — 0. [(AMBROSETTI; PRODI, 1993), Definition 1.7 p. 12.]

— Ah

A fungao A é unicamente determinada e denotada por dgF'(a)

Teorema A.1.1. Suponha que F : Q0 — Y ¢é Gateaux diferencidvel no aberto €2. Se
se a fungao Fg : Q — L(X;Y) dada por w — dgF(u) é continua, entdo, F é Fréchet

diferencidvel e as derivadas coincidem, ou seja, dF(u) = dgF(u).

Demonstragio. Ver [[AMBROSETTI; PRODI, 1993), Theorem 1.9, p. 14]. O

Teorema A.1.2. (Teorema da Mudanga de Varidvel na Integracio) Seja 2, A, B C
RY conjuntos abertos e p : A — B um difeomorfismo de classe C' tal que p(A) C Q.
Entao

f € LY(Q) se, e somente se, v+ |det(¢(x))|f(¢(x)) € L' (A).

Neste caso,
[ s = [ St et (o)

Demonstragio. Ver [(ISNARD, 2018), Teorema 11.14, p.193]. O

Teorema A.1.3. (Regra da Cadeia) Sejam U C RY e V C RM conjuntos abertos.
Dadas aplicagoes f : U — V e g : V — RY, se f é diferencidvel em v € U e g €

diferencidvel em f(x) € V, entio go f : U — RY ¢ diferencidvel em x e
(9o f)(z) =g (f(x))o f(x).

Demonstragao. Ver [(LIMA, 2015), Regra da Cadeia, p. 193]. O
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Teorema A.1.4. (Teorema de Bolsano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em

RY possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragio. Ver [(LIMA, 2014), Teorema 2, p.217]. O

Teorema A.1.5. (Teorema de Weierstrass) Toda fun¢io continua f : K — R definida

em um compacto K C RN atinge seu mdzimo e minimo em K.

Demonstragao. Ver [(LIMA, 2015), Teorema de Weierstrass, p.139]. O

Teorema A.1.6. (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f: X — R uma fungdio
continua definida num conjunto conexo X C RY. Se existem a,b € X e d € R tais que
fla) < d < f(b) entdo, existe c € X tal que f(c) =d.

Demonstragdo. Ver [(LIMA, 2015), Teorema do Valor Intermedidrio p.95]. O

Teorema A.1.7. (Teorema do Valor Médio) Seja f : U CRY — R continua no
segmento fechado [a,a + h] C U e diferenciavel em (a,a + h). Entdo, existe t € (0,1), tal

que
fla+h) = f(a) = f'(a+th)h.
Demonstragio. Ver [(LIMA, 2015), Teorema do Valor Médio 7 p. 146]. O

Teorema A.1.8. (Férmula da Integracdo por Partes) Seja U C RN um conjunto

aberto, limitado com fronteira de classe C*. Se u,v € C*(U), entdo

/@uvdx = —/ u@ivdx—k/ uvn;dS,
U U U

em que v é o vetor normal unitario exterior ao elemento de superficie dS e %Z =v-Vu.

Demonstracio. Ver [(EVANS, 2010), Theorem 2, p. 712]. ]

Teorema A.1.9. (Primeira Identidade de Green) Seja U C RN um conjunto aberto,

limitado com fronteira de classe C*. Se u,v € C*(U), entdo

/ Vu - Vodr = —/ vAudx + @vdS,
U U 0

ou 0v

em que v é o vetor normal unitario exterior ao elemento de superficie dS e g—g =v- Vu.

Demonstragio. Ver [(EVANS, 2010), Theorem 3 (ii), p. 712]. O
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Corolério A.1.1. (Férmula da Codrea: Integracdo de Fungées Radiais) Uma
fungio f RN — R € dita ser uma funcdo radial se existe uma fungio ¢ : [0,00) — R tal
que f(z) = &(|z|) para todo x € RY. Se ¢ : [0,00) — R € qualquer fungio estendida ndo

negativa Lebesgue mensurdvel, entdo
L, f@)de =wy [~ o),
RN 0

em que wy representa o volume da bola unitdria no RY,

N
(W%—Q)!, sen >0 ¢ par,
WN = (n—1)
%, sen >0 é impar.
Demonstragio. Ver [(STROMBERG, 1981), Exercise 4, p. 393]. ]

Lema A.1.1. (Principio da subsequéncia) Seja (M, d) um espago métrico e (x,) C M.
Entdo x, — x se, e somente se, para toda (T, ,) € (v,) subsequéncia existe uma

subsequéncia (T, ,) C (2, ,) tal que x,, ., — x em M.

Demonstragio. De fato, sejam (z,) € M e x € M tais que =, — x. Para ¢ > 0, existe
no € N tal que para todo n > ng ocorre x,, € B.(z). Assim, dado (x,,) C (z,) subsequéncia
qualquer, existe kg € N tal que para todo k > ky ocorre n,, > ng, = ng e x,, € B.(x),
portanto x, — x. Demonstraremos a reciproca por contrapositiva. Considere (z,) C M
tal que x,, - x. Assim, existe ¢ > 0 tal que para todo n € N existe ny > n tal que

Tn, ¢ Be(z). Dai,

para n = 1, existe n; > 1 tal que z,, ¢ B:(z),
para n = 2, existe ny > 2 tal que z,, ¢ B.(z),

para n = k, existe ng > k tal que x,, ¢ B.(x),
e, assim, da sequéncia x, - x extraimos uma subsequéncia (z,, ) de modo que x,, ¢ B.(z)
para todo k € N e, consequentemente, ndo existe uma subsequéncia (z,, ) C (x,,)
J

tal que x,, — x. Portanto, por contrapositiva, a reciproca fica provada, finalizando a
J

demonstracao do lema. O

A.2 Teoria da Medida e Integracao

Definicdo A.2.1. Seja A uma sigma dlgebra em X. Dizemos que ¢ : X — R é uma
fungdao simples quando existem ay,as,...,a, € R e By, Es..., E, € A, com E; # E;, para
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1#£ 7, e UEZ-:X tais que
i=1

85

= aixg ()
=1

a) 0 < ¢n(7) < Pri1(2)

b) f(x) = lim @, (),

Lema A.2.1. Se f é uma fung¢io nao negativa de M (X, A), entao existe uma sequéncia
de fungoes (¢,) € M(X,.A) tais que

r e X,Vn e N;
Ve e X;
c) Onde p,, sio funcoes simples

Demonstragao. Ver [(BARTLE, 1995), lemma 2.11 p.13]

[
Teorema A.2.1. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(X) e g € LI(X) com
p>1,¢>1 e%+%:1. Entdo fg € L}(X)

1 fallerxy < I flleecxollgll nacx

Demonstragio. Ver [(BARTLE, 1995), 6.9 Holder Inequality p.56]
Corolério A.2.1. Suponha || < +o0 el <p <

[
q < 00. Entao L1(2) C LP(QY), além de

lullzoey <197 llullzag, V€ LI(Q).

Ou seja, L1(2) — LP(S2) continuamente

Demonstracao. De fato, como % >1le

t =1
q—
Pela Desigualdade de Holder (Teorema A.2.1),

(o) < (o) (f3e=0) ]
- (/Ququ) (/ 1da:>

SIS

'U

= 197 [[ull oy < o0.

O
Teorema A.2.2. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Se (f,) é uma sequéncia
de fungoes ndao negativas em M(X, A) que converge para f pontualmente com 0
fn+1(z), para todo x € X en € N, entdo

< fulz) <

lim / Fodp = / fdp.
n X X
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Demonstra¢io. Ver [(BARTLE, 1995), lemma 4.6, p.31]. ]

Teorema A.2.3. (Lema de Fatou) Sejam f, : X — [0,00] fungoes pn — mensurdveis

para cada n € N, entao
/ liminf f,du < / lim inf f,du.
Demonstragio. Ver [(EVANS, 2015), Theorem 1.17, p.26]. O

Teorema A.2.4. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam
1 < p < oo, (fn) uma sequéncia de fungoes mensurdveis e f uma fun¢io mensurdvel.

Suponha que f, — f p-q.t.p. em X, além disso, que eziste g € LP(X) tal que

|fu(®)] < g(7)  p-gtp. em X,

Entao (f,) C LP(X),f € LP(X) e f, — f em LP.

Demonstragio. Ver [(BARTLE, 1995), Theorem 5.6, p. 44] O

Teorema A.2.5. (Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue) Sejam Q2 C RY um conjunto aberto, (f,) uma sequéncia em LP(Q) e
f e LP(Q) tais que f, — f em LP(Q). Entdo existe (f,,) C (fn) subsequéncia e h € LP(2)
tais que fn, — [ p-q.t.p. em Qe |fo, | <h p-q.t.p. em Q.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 4.9. p. 94]. O

Teorema A.2.6. Sejam Q C RY um conjunto aberto. Entao C°()) é denso em LP(2)
para todo 1 < p < o0.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 4.23. p.109]. O

Lema A.2.2. Para todo a,b € R,

i) la+bP <207 (|al? + [bP), Vp>1,

i) |a+ 0" <2°(|af” +[b]7),  Vp = 0.

Demonstragio. De fato, se a = 0 ou b = 0, ambos resultados valem. Para o caso i),
considere a fun¢ao f(z) = 2P para p > 1 em x > 0. Neste caso, f é uma fungao convexa,
pois f”(x) = 0 e pela desigualdade de Jensen (Ver (SILVA, 2019)),

1 1 1 1
- - < = -
7 (Glal + 5101) < 54al) + 376D
jatbP _ lal + o
<
~ T S 2
= |a+b]P <287 (|af? + |b]?).
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O caso ii) segue da desigualdade triangular,

o+ b] < laf +[b] = |a + 0" < (Ja] + [6])” < 2°(la] 4 [b])".

O]
Teorema A.2.7. Sejam Q C RY um conjunto aberto e f € L}, .(Q) tal que
/vad,u =0 Yve ().
Entao f =0 p-q.t.p. em €.
Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 4.24. p.110]. O

Teorema A.2.8. Sejam u,v € D'P(Q) e Q C RY um aberto. Se u,v € W(Q) sdo tais
que uv,ud;v + vou € L, (), entdo

0;(uv) = udjv + voju.

Demonstragio. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), theorem 7.4 e identidade 7.18, p.
150 O

A.3 Andlise Funcional

Teorema A.3.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espago vetorial
com produto interno. Entdo

[z, )l < llzllllyll, Yo,y e E.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x e y sdo linearmente dependentes.

Demonstragio. Ver [ BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA., 2015), Proposigao 5.12
p.105). O

Teorema A.3.2. Se E é um espago vetorial munido do produto interno ( , ) entdo a

fungao || - || : E — R dada por ||x|| = \/{x,x) é uma norma em E.

Demonstragio. Ver [(BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA., 2015), Corolario 5.1.3 p.
106]. 0

Teorema A.3.3. (Teorema da Representagdo de Riesz-Fréchet) Sejam (H,( , ))

um espago de Hilbert e ¢ € H*, entao, existe um unico yo € H tal que
o(r) = (x,y0), Vo€ H.

Além disso, |[¢ll« = llyoll
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Demonstragio. Ver [ BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA., 2015), Teorema 5.5.2 p.

126).

]

Teorema A.3.4. Suponha que E é um espago de Banach reflexivo e (x,) é uma sequéncia

limitada. Entao existe (x,,) C (x,) subsequéncia tal que x, = x em E.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 3.18 p. 69].

Proposicao A.3.1. Sejam (E,|| - ||) um espago vetorial normado e (f,) C E*. Entao

i) fn = f emo(E* E) < f(x)— f(x), Vze€E.
it) Se f, — f em E*, entao, f, — f em o(E*, E*).

iii) Se f, = f em o(E*, E*), entdo, f, — em o(E*, E).

i) Se f, = f em o(E*, E), entdo, (|| fall«) € limitada e || f]|. < liminf ||f,||..

v) Se f, = f em o(E*, E) e se x,8z em E, entdo, f,(x,) — f(x).

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 3.13 p. 63].
Corolario A.3.1. Seja 1 < p < N. Entao,

WH(RY) < LYRY), Vg € [p.p7],
é uma imersao continua.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 9.10 p. 281].

O

Proposicdo A.3.2. (Regra de Leibnitz) Seja Q) um aberto de RN . Se p € C5°(Q) e

u € WkP(Q), entdo pu € WHP(Q) e

D) = X (3] Pelouto)

B<a p
Demonstragio. Ver [(BIEZUNER, 2010), Proposigao 11.16 p. 224].

Teorema A.3.5. Seja Q CRY um aberto. Sep>1ek < %, entao
Wo(Q) = L¥ (),
¢ uma imersao continua.

Demonstragio. Ver [(BIEZUNER, 2010), Teorema 11.28. p. 235].
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Proposicao A.3.3. Se k < % ep>1, entdo
DFP(RY) — LP (RY),
€ uma imersdo continua.

Demonstragio. Ver [(BIEZUNER, 2010), Proposigao 11.68 p. 261]. O

Teorema A.3.6. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Suponha que Q € limitado e de

classe C'. Entdo temos as sequintes imersoes sio compactas,

1 1 1
WiP(Q) — LI1Q), qe[l,p"), com — == — —, sep < N,
(@)= L'@), g€ [Lp), com =~
WhP(Q) < L1(Q), q € [p,00), sep=N;
Whr(Q) — C(Q), sep > N.

Em particular, WHP(Q) C LP(Q)) € uma imersao compacta para todo p e para todo N.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 9.16 p. 285]. O

Teorema A.3.7. (Teorema de Calderon-Zygmund) Seja u € WH(Q) uma solugao
fraca de Au= f, com f € LP(2) el < p < o0, isto €,

/QVU-Vgpdx - —/Qfgpdx, Ve € O%(Q).
Entdo u € W2P(QY) para todo Q' CC Q, e,
lullwar@y < € (lullzr@) + 1flln)
com a constante C' depedendo apenas de p,d, ) e Q. Além disso,

Au=f, q.tp. em .

Demonstragio. Ver [(JOST, 2012), Theorem 10.2.2, p. 276]. O

Teorema A.3.8. Seja Q C RY aberto. Entdo, para todo k € N e para todo 0 < o < < 1
valem as sequintes imersoes
CEHQ) — CM(9),
Che(Q) — CM(9),
CHP(Q) — CH(Q).
Se Q € limitado, entao as duas ultimas imersoes sao compactas e se ) € convexo e limitado,
todas as trés imersoes sao compactas. Caso se  também seja convexo, valem duas imersoes
adicionais
Ck—i—l (ﬁ) SN Ck’l(ﬁ),
C* Q) — CH(Q).

Além disso, se ) for também limitado, entdo a ultima € uma imersio compacta.
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Demonstragio. Ver [(BIEZUNER, 2010), Teorema 9.6 p. 175]. O

Teorema A.3.9. Seja Q CRY aberto. Se f,g € C*(Q), entdo, fg € CQ) e
1f9llce@ < Iflco@llgllce@ + 9l ca@llf low ).
Demonstragio. Ver [(BIEZUNER, 2010), Teorema 9.7 p. 177]. O

Teorema A.3.10. Seja L um operador estritamente eliptico em um dominio limitado €2,
com ¢ <0, e seja f e os coeficientes de L limitado e pertencentes a C*(2). Suponha que )
satisfaz a condigdo de esfera exterior em todo ponto de fronteira. Entdo, se ¢ € continua

em 0S), o problema de Dirichlet,

Lu=f em¢,
u=¢ em .

possui uma unica solugio u € C°(Q2) N C**(Q).
Demonstragio. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), Theorem 6.13 p. 106]. O
Teorema A.3.11. Suponha Q2 de classe C*. Seja

u € WH(Q)NC(Q), com 1< p< oo.

Entao as sequintes propriedades sao equivalentes,
i) u=0 sobre 0L,
i) u € Wy (Q).

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 9.17 p. 288]. O

Proposigao A.3.4. Suponha que Q) é de classe C1. Seja u € LP(2) com 1 < p < +o0.

Entao, as sequintes propriedades sao equivalentes

i) ue WyP(Q);

i) Existe uma constante C' tal que

st

para todo i € {1,2,...,n};

dz| < Cllell ), @ € Ce(RY),

iii) A fungdo,
u(x), sex €,
0, se x € RV\Q

pertence a WIP(RY), e, neste caso, 0;u = d;u.
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Demonstrac¢io. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 9.18 p. 289]. O

Teorema A.3.12. Seja U um conjunto aberto e limitado do RY, com fronteira de classe
C*t. Suponha que u € WHP(U). Entdo,

i) se k <2, entiou € LI(U), com t =1 — % Ainda,
p q n

1
p
||U||Lq(U) < C”U”Wk»p(U)a

em que a constante C depende apenas de k,p,n e U.

ii) Se k> %, entdo u € Cki[%]fl’"’(ﬁ), e

{ﬂ} +1- X se ¥ ndo € inteiro,
y={ L7 P P
Qualquer niumero positivo < 1, se % ¢ inteiro.

Ainda,
H“HCIC_[%_M](U) < Cllullweswy,
em que a constante C' depende apenas de k,p, N,y e U.

Demonstragio. Ver [(EVANS, 2010), Theorem 6 p.284]. O

Teorema A.3.13. (Teorema do Passo da Montanha) Sejam E um espago de Banach
real e I : E — R fungdo continua Fréchet-diferencidvel tal que I' : E — E* é uma funcao

continua ao considerar, em E, a topologia da norma e, em E*, a topologia fraca™. Se

I: E — R satisfaz 1(0) =0 e

i) Existem p,a > 0 tais que para todo uw € E com ||u||g = p, vale I(u) = p > 0;
i) Existe ug € E com ||ul|g > p tal que I(u) < 0.
Entao I admite uma sequéncia de Cerami no nivel
¢ = Inf max I(y(1)),
em que
F={yeC([0,1,E): ~(0)=0,[ly(1)] > p e I(y(1)) <0}
Ou seja, existe uma sequéncia (u,) em E tal que

I(up) —c¢ e (1+|u)||I'(w)| — 0.

Demonstragio. Ver [(MARCHI, 2015), Theorem 2.2 p. 748]. O
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Proposigdo A.3.5. Se f € L}(RY) entdo lim [ fdz =0

r—0 JBc
T

Demonstracio. De fato, dado € RY,
fxpe(z) =0, VoeRY, (A.1)

também | fxge| < |f] € L'(RY), o que implica pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue (Teorema A.2.4),
lim fdx =0.

r—0 JBc
T

]

Definicao A.3.1. Sejam E, F espacos vetoriais. Dizemos que um operador linear T :
E — F é completamente continuo se T leva sequéncias fracamente convergentes em
E em sequéncias convergentes em F. [(BIEZUNER, 2009), Defini¢io 7.1 p. 81].

Proposicao A.3.6. Sejam E um espaco reflexivo e F' um espago vetorial normado. Entao

T:FE — F éum operador compacto se e somente se T é completamente continuo.

Demonstragio. Ver [(BIEZUNER, 2009), Proposi¢ao 7.3 p. 81]. ]
Proposigao A.3.7. Sejam (u,) C DY2(RY) eu € DV2(RY) tais que u, — u em DV2(RY).
Entao u,, — u em LK), para q € [1,2*).
Demonstragio. De fato, considere (u,) C DV?(RY) tal que

u, — u em DM*(RY), (A.2)

e K C R® um conjunto compacto, em particular, por K ser limitado, (u,) C L* (K),
que implica (u,) € H'(K). Além disso, da convergéncia fraca, segue que (||Vullz) é uma

sequéncia limitada e, pela imersao DM?(RY) < L?"(R3), estabelecida na Proposigao A.3.3,

a sequéncia (||u,|l2+) é também limitada. Consequentemente, como K possui medida

finita, a sequéncia ( ||| £2( K)> é também limitada, que implica na limitacao da sequéncia
([[tnl 1 (x))- Como H'(K) é reflexivo, pela Proposicao A.3.4, existe v € H'(K) e (uy,) C

(u,) subsequéncia tal que
u, — v em H'(K) (A.3)

Com essas consideragoes, dado w € DV?(RY), note que @ = w|x € H'(K), além disso, se

¢ € (H'(K))*, temos que

[N

($()] < 1INl 1) = Nl (IIVDllzzrey + D]l 2 )

1

2 -2 2
oy

<Nl (1920 + 156

1
2

" -2, 1 A
<ol (Vs + |55 S 4V )
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em que S = inf{||V||Zs(5);v € DV(RY) e [[v] 12+ (1) = 1} Entdo,

[p(@)] < Cllwllpragy),

em que C' = ||¢||« (max{l, K 22_228_21}) Ou seja, a fungao
¢:DRY) = R
w = d(w) = ¢(d) = ¢(w|k)

¢ uma funcdo linear e continua, isto ¢, ¢ € (DLQ(RN))*. Por A.2, T = ¢(u,) — ¢(u). Por
outro lado, o funcional ¢ : H'(K) — R, dado por ¢¥(u) = ¢(u|x) ¢é linear e continuo, por
A3, vemos que V(u,) — ¥(v), isto é, ®(u,|x) — P(v). Isso implica em ¢(v) = P(u|k)
para todo ¢ € H'(K). Logo, por defini¢io,

Up, |k — Ul em H'(K).
Portanto, pelo Teorema de Rellich-Kondrakchov,
U, — uem LK),
a menos de subsequéncia para q € [1,2*%) e u, — u em DV(RY). O

Proposigao A.3.8. Se (u,) C DM?(RY) é uma sequéncia limitada, entdo existe (u,,) C

(u,) subsequéncia e u € DM?(RN) tal que u,, — u q.t.p. em RV,

Demonstragido. De fato, considere (u,) C DY?(RY) uma sequéncia limitada. Como
DY2(RY) é um espago reflexivo, pelo Teorema A.3.4, existe (u,,) C (u,) subsequén-
cia e u € DM?(RY) tal que u,, — u, em D»?(RY), em particular, pela Proposi¢io A.3.7,
Up, — w em LI(B,) para ¢ € [1,p*) e r > 0. Dal, fixando r = 1, pela Reciproca do
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2.5), existe (uy, ) C un,
subsequéncia tal que wu,,, — u q.t.p. em B;. Fixando r = 2, existe (upn,,) C (un,,)
subsequéncia tal que u,,, — u em By. Repetindo o raciocinio, fixado r = ¢ € N existe
(tn,,,) subsequéncia de (unk’(i_l)) tal que uy, , — u q.t.p. em B;. Considerando a sequéncia
(aj) = (un,,) cujo j — ésimo elemento a; é o j — ésimo elemento da j — ésima subsequéncia
(unw) formada, que possui a propriedade de u,, ; — u q.t.p. em Bj. Desse modo, considere
S = U S; em que

ieN
Si={x € B;i: Uy, (v) » u(x)}.

Assim, |S| = 0 pois up, , — u q.t.p. em B; e, como Sy é mensurdvel,

5] =

U s

1€N

gZ’Si’ =0.

1€EN
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Seja x € R™\S entdo existe i € N tal que x € B;, além disso, uy, ,(z) — u(r) em B;, pois
do contrario, x € S; C S mas z € S°. Como (a;);>r = (Un,,);>i ¢ uma subsequéncia de
(Un,,), concluimos que u,; (z) — u(z) e, portanto, como |S| = 0, segue que u,,; — u
q.t.p. em RY. O

Lema A.3.1. Seja b: RY — R uma fungio nio mensurdvel e h € L (RY) tal que

loc

1/q
B, = sup </ |h\qu> < +00,
Bsy(2)

z€RN

onde 3 < N < 2q. Suponha que v € E é uma solugdo fraca do problema
—Av 4 b(z)v = h(z) em RY.

Entao,

1/2¢
sup |v(z)| < Clhl, </B o v 2*dx> , para todo z € RY,
5 (2

z€B1(2)

em que C' depende apenas de q.

Demonstragio. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), Theorem 8.17 p.194]. O

A.3.1 Espacos de Sobolev e andlise nao linear

Teorema A.3.14. (Desigualdade de Poincaré) Suponha que 1 < p < oo e seja ) um
conjunto aberto e limitado. Entao existe uma constante C > 0, que depende de € e p, tal

que
||u||Lp(Q) < CHVuHLp(Q), Yu € Wol’p(Q).
Em particular,

N
(1, v) g1y = Z/Qﬁiuaivd:p, Yu,v € Hi(Q).
i=1

Define um produto interno que induz a norma u — |Vu| 12y equivalente a norma usual
de H'(Q).

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 9.19. p. 290]. O

Lema A.3.2. Seja f € CY(Q) tal que f' € L®(R) e u € WP(Q). Entdo foue WHQ) e
V(fou)= f'(u)Vu.

Demonstragio. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), lemma 7.5 p.151]. ]
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Lema A.3.3. Seja u € W'(Q), entdo ut,u™, |u| € WHQ) e

Vu, sewu >0,

Vut =
0, seu < 0.
0, seu =0,
Vu =
Vu, seu<0.

Vu, sewu >0,
V0ul =<0, seu=0,

Vu, seu <0.

Demonstragio. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), lemma 7.6 p.152]. ]

Teorema A.3.15. Considere o operador da forma L, = 0;(a;;0ju + b;(z)u) + ¢;(x)0;u +

d(z)u definido em um dominio Q C RN, que satisfaz

2) Eh/ > O,Clij(x)gifj < 7|€|27 Vo € Qav§ € RN;

i) Para alguma constante A >0 e v =0 3 Ja;;(z)]* < A.

Seja u € W'2(Q) satisfazendo L(u) > 0 em . Entdo, se para alguma bola B, CC €

ocorre
supu = supu = 0,
B Q

entdo a funcao u € uma constante em €.

Demonstragio. Ver [(GILBARG; TRUDINGER, 1998), Theorem 8.19 p.198]. ]
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APENDICE B — Regularidade das solucoes

Teorema B.0.1. Suponha (f1)-(fs) e (V1)-(V3). Se w > 0 € uma solugdo fracado problema

1,

auziliar (AP .,) entio u € Cyo(RY). Se além disso, f e Vi sio fungdes localmente Hdlder

=1 entio u € Co2(R3).

continua e g(z,u) = af(u) + u? loc

Demonstragio. De fato, seja u € E solugdo fraca do problema (AP, ,), associado a R,

entao
M(|[Vaul2) /R VuV(bdx—l—/Rg Va(z)uddz = /R h,éde, Vo e E.
onde h, = u® 7! + v f(u). Sendo u € E solugdo ndo trivial,

/Vqubd:v— /M |V)

Entao, u é solugao fraca do problema

,U)
T +/ it \V THSug P YO EE
—Av=H,, em R", (Pu)

em que H, = m (9(-,u) — Va(z)u). Ainda, pelo Lema 2.1.2 e do fato da funcao M

ser crescente,
|Hu(@)| < Mg [Jul® +7 (elul + Celul’™) + Va(@) ul]
Pelo Teorema 4.2.1 temos que H, € L2 (R?), pois V) € C(R?). Logo,

H!e L] (R, Vg=>1.

Entéo, pelo Teorema de Calderon-Zygmund (Teorema A.3.7), u € W;24(R?) para todo
g > 1. Em particular, ao considerar ¢ grande o suficiente para que % < 1< 2, segue do
Teorema A.3.12,

we W24(B,) — o2 lil (B,
onde [%} = (0 é a parte inteira de . Portanto,
u e O (R?) para algum a,, € (0, 1).

Com isto, vamos verificar que u® € C**(R?). De fato, usando a conhecida identidade

a" —b" = (a — b) (Tj_y a" 1) ,n €N, com n =5,

[0 (x) — v ()] < Ju(@) — u(y)| (Ju'(@)] + [u@)uly)] + @) @)+ u@)ud )] + o' @)

< 5lfullsu(z) — u(y)] < 5llulls[ulo.a, x|z — y|™
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Apontaremos que f € C%*(I), onde I = [—||u||oo, |tt]|oo], Para algum 0 < 3 < 1, pois f
é localmente Holder continua. Com isso, dados z,y € Q = B,.(xg), para 5, < a0 < 1,
temos que
[/ (u(x)) = flul))] _ Flos [u(z) — u(y)/”
|z =yl T o=yl

[log,1[t)g.a, clz — y|*# P
[flogr[ulf o, o(diam(€2)) 20 ~5

VASV/A

Isto demonstra que f(u) € C%%(Q). também sabemos que Vy € C%*v (), para algum
0 < ay < 1. Dal, pelo Teorema A.3.8, temos que

f(u), Vy,u®,u € C**(Q),
com o = min{av,, ay, B, f}. Desse modo, u é solugao fraca de (P,) com

1 5 0,a
H, = MV (u +vf(u) — Vﬂa:)u) e CV ().

Podemos entao considerar o seguinte problema

—Aw = H(x) em Q,
w =1 sobre 012,

(Pu)

que pelo Teorema A.3.10, possui uma tnica solugao w € C*%(Q2) N C°(€2). Por outro lado,

dado ¢ € C§°(R2), como u solucao fraca de (P,), temos que
/Q VuVeds = /Q H(x)odz = /Q (—Aw)ddz = /Q VwVeédz,
pois ¢ = 0 sobre 0. Dali,
/Qwu —w)Vedz =0, Ve C2(Q). (B.1)

Mas sendo w = u sobre 92, entdo u — w = 0 sobre 92 e, também, u — w € CH*(Q).
Portanto, pelo Teorema A.3.11, u —w € HJ () que implica na existéncia de uma sequéncia
(¢r) € C5°() tal que

||V(u — w) — v¢kl|L2(Q) — 0.
Entao, por B.1,
/QV(U —w)V(u—w)dr = (u—w,u — w) g1
= h]f}lW — W, Pk) a1 ()

= lllgn/QV(u —w)Ve =0,

isto é, [[u — wl| gy o) = 0 que implica em u = w € C>%() e portanto, u € Co%(R?). [
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Teorema B.0.2. Sejam Q2 C RY e g > 1. Suponha que u € LP(Q) para todo p > q. Se
existe M > 0 tal que

lullLro) < M, Vp=>q,

entdo u € L*(Q) e

lim o = ullieie) < . (B.2)
Demonstragcao. Dado € > 0, considere

E={xeQ: |u(z)>M+c¢e}
Como,

(M +¢e)Pxp(r) < |u(z)’xp(z), Vrek,
segue,
(M +2)(B) = (M 4o [ xwdn < [l Xdi < Julloq) < M,
que implica em |E| < 400, além disso,
(M +e)|El» <M, VYp>q

Consequentemente |E| = 0, pois, do contrario, caso 0 < |E| < 400, fazemos p — oo na de-
sigualdade acima e obtemos a contradicao M +¢ < M para todo € > 0. Consequentemente,

vemos que

lu(z)| < M +¢e, q.t.p.emx € para todo € > 0.
Portanto |||~y < M. Agora, dado § > 0, considere,

Q5 = {x € Q; Ju(z)]| = [JullL~@) — 0}

Como

(el 2oy = 8)" xa. (2) < |u(@)Pxa, (z), ¥z € E,
segue que

(Il = )" 1] = (Nullzeiy = 8)" [ xoqd

< [ Tl di <l g,

o que implica em |Qs] < oo,

1
(ullze o) = 8) (1267 < lullir@, ¥p > q.



APENDICE B. Regularidade das soluges

Uma vez que lim |[Q,|"? = 1, obtemos
p—00
[ullz o) — 0 < liminf f[uzr o).
Como 0 > 0 foi arbitrario, podemos concluir
lull ey < lim i ] o0

Além disso, para p > ¢, temos

1 1
_ v - v =g e
Jallzny = (] Tub=fuitdn)” < (]l fultdi)” = lull 2l ooy
Dai,
lim sup [[ul| o) < Jlullze(@)-
p—00
Portanto, por (B.3) e (B.4), concluimos que

Jim [Jullzr0) = flull (@) < M.
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APENDICE C — Principio de Concentracao

de Lions

Considere X um espaco topoldgico, definimos

o« C.(X)={feC(X): Supp(f) é compacto};

o« Co)(X)={feC(X):Ve>0,[|f] =€ é compacto},

onde Supp(f) ={x € X : f(x) #0}. Se f € C,X (), dizemos que f é uma fungao que se
anula no infinito. Por [(FOLLAND, 1999), Proposition 4.35 p. 132], se X é um espago de

Housdorff localmente compacto, entao
O, (X) = Cyx)" =

Além disso (Co(X), || - [|oc) ¢ um espago de Banach. Por outro lado, seja p : B, — [0, o0
uma medida de Borel em X C RY e E C X um subconjunto de Borel. A medida p é dita
outer regular em E se [(FOLLAND, 1999), cap. 7 p. 212]

p(E) =inf{u(U) : U D E,U aberto}, (C.1)
e inner regular se
u(E) =sup{u(K) : K C E, K compacto}. (C.2)

Dizemos que p é regular se esta for outer e inner regular. A medida de Borel p é chamada
medida de Radon em X se é finita em todo conjunto K € B, compacto, outer regular em
E € B, e inner regular em todo A C RY aberto. E dita medida de Radon com sinal se ¢
uma medida com sinal tal que suas variagoes positiva e negativa sao medidas de Radon.

Denotamos,
M(X)= {,u : B, - R; p é uma medida de Radon com sinal} .

Além disso, seja || - || : M(X) — R dado por |u|| = |p|(X), em que |u| representa a

variagao total de u, entdo, (M(X),] - ||) € um espago normado. Com isso, enunciamos,

Proposicao C.0.1. Seja X um espaco de Housdorff localmente compacto, tal que todo
aberto é o — compacto. Entdo toda medida de Borel (u: B, — [0,00]) finita em conjunto

compacto € reqular, e, portanto, uma medida de Radon.

Demonstragio. Ver [(FOLLAND, 1999), Theorem 7.8 p. 217]. O
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Teorema C.0.1. Seja X um espago de Housdorff localmente compacto. Seja y € M e con-
sidere o funcional I, : C,(X) — R dado por I,(f) = [x fdu. Seja @ : M(X) — (Co(X))",
dada por ®(pn)(f) = 1,(f) para f € Co(X). Entio ® é um isomorfismo isométrico.

Demonstragio. Ver [(FOLLAND, 1999), Theorem 7.17 p. 223]. O

Teorema C.0.2. Seja ¢ € L*(RY) ndo negativa e ¥ : C,(RY) — R, dada por
V()= | efde.

Se p € M(RYN) é a medida associada a func¢io ¥ através do isomorfismo estabelecido em

Teorema C.0.1, ou seja, ®(u) =V, entao, u(E) = / wdx para todo E € Ly .
E

Demonstragio. De fato, inicialmente observe que as fungoes de C,(RY) sdo fungoes limi-
tadas, pois, para € > 0 qualquer, sendo f continua e A. = [|f| > €] compacto, segue que
f ¢é limitada em A., além de, naturalmente, |f(z)| < € para todo z € AS. Desse modo,
C, C L*(R") e, portanto,

W(f) = [ efda < |fll [ pde < +oc.

garantindo a boa defini¢do da fungao V. Considere pg : Lrgy — R dada por puo(E) = [5 pdz.
Entao py € M(RY). Como & : M(RY) — (OO(]RN ))* é um isomorfismo, basta provarmos

(p)(f) =9(f), VY [feCoRY).

Ou seja, que /N fdu = /N ¢ fdzx, para tanto, seja h = >_I' | a;xp, uma funcao simples,
R R

observe que

hd:/ g dr = / dr — ,-/d: i0(Ey),
| ehde RNwi;axElw i;a | PXmdz ;a | pda ;auo( )

que implica, por definicao de integral em relacao a medida p para fungoes simples,
/]RN phdz = izzlai,uo(Ei) = /RN Ty (C.3)

Logo, ao considerar f € M(RY, Lzny) nao negativa, do Lema A.2.1, existe (f,) uma
sequéncia de fungoes simples e ndo negativas que convergem pontualmente para f, além
de 0 < f,(x) < far1(x) para todo x € RY e n € N. Dai, observando que 0 < (pf,)(z) <
(@ fns1)(z), pelo Teorema da Convergéncia Mondtona (Teorema A.2.2), em conjunto a C'.3,

segue,

| efude= [ fudpo=1tim [ ofude =tim [ fudpor

~ /]RN pfdr = /RN fdpo, Vfe M*(RY, Lgn). (C.4)
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Com isso, considere f € C,(RY) C M(RY, Lg~) qualquer. Sendo ¢ f uma fungao integravel,
podemos a decompor como soma de sua parte positiva e negativa. Entao, ja que ¢ > 0,
segue of = pfT — pf~, como por [(BARTLE, 1995)], f*, f~ € MT(RY, Lg~), dai, por
Cd4,

/RNSOfda::/RNSOﬁ_Lpf—dx:/RNfﬂLduo—/RNf—duo:/RNfdluo’

Portanto,
\Ij(f) = q)(IuO)(f)a Vf S CO<RN)'

Ou seja, ®(pp) = U, com po(E) = / pdz. Finalizando a demonstracao do teorema. [J
E

Proposicao C.0.2. Seja E um espago de Bannach separdvel e (f,) C E* limitada. Entdo,
eziste (fn,) C (fn) € E* subsequéncia que converge em o(E*, E), isto é, existe f € E* tal

que
fon = f em E*. (C.5)

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 3.30]. O

Proposicao C.0.3. Se X é um espagco métrico localmente compacto, o — compacto, entao

C,(X) é separdvel. Em particular, C,(RN) é separdvel.

Observe que se (u,) € M(RY) é uma sequéncia limitada, entdo do isomorfismo
isométrico estabelecido pelo Teorema C.0.1, segue que (P(u,)) C (CO(RN )>* é também
uma sequéncia limitada. Assim, levando em conta a Proposicao C.0.3 e aplicando a
Proposicao C.0.2, existe ®(u) € (CO(RN)>* >~ M(RY), com u € M(RY), tal que

D (fin,,) - D(p),
para alguma subsequéncia (®(un,)) C (P(u,)), ou seja,
(1) (f) = ®()(f), VI € Co(RY),
equivalentemente,
témeMk—géme% Vf € Co(RV).

Portanto, dados (11,) € M(RY) e p € M(RY), escrevemos j1,, — pu, e indicar a convergéncia

em medida, identificando ®(u,,) = ®(u), ou seja,

o = 1= () = @(u) em (Co(RY))
z/(MM%/f@,WGQRﬂ
RN RN
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Observagao C.0.1. Em resumo, dado (p,) € M(RY) uma sequéncia limitada, existe
€ M(RYN) tal que

fn, — it em medida,

para alguma (., ) < (pn) subsequéncia.

Também chamamos atencao do fato que

lilsy = 19G). = sup [@Go)(H] = Il = sup | [ fd].
[ flloo=1 fHEﬂo(RN) R
flloo=1

Por outro lado, considerado (u,) C WH(R"Y) uma sequéncia limitada, como W1P(RY) é
um espaco de Bannach reflexivo, por Proposicao A.3.4, temos que existe (uy, , ) subsequéncia
tal que w,, , — ug em W'P(RY) para algum uy € W"?(RY). Em particular, (u,,,) é

também uma sequéncia limitada. Defina ¥, : C,(RY) — R, dada por

C(f) = [ lual?fdz.

Conforme, discutido em Teorema C.0.2, C,(RY) C L>®(RY), e,
V) < 1l [, lunlde < oo,
RN
garantindo a boa defini¢ao das fungoes W,,. Desta forma, como (¥, (f)) C (C’O(RN ))*, do

isomorfismo estabelecido no Teorema C.0.1, existe (u,) € M(RY) em que

Dptn) = W & Vua)(f) = Walf) & [ fdpn = [ s fel.
Sendo,

bt llar = 190G, e = sup | [, P fde

fECL(RY)
[l flloo=1

< s flle [l de
FECH(RN) RN
[flloc=1

< g, [15

segue que (,unk’l) é uma sequéncia limitada em M (RY), pois (u,) 0 é e WHP(RY) < LP(RY)

continuamente. Dai, pela Observagao C.0.1,
Py, — f em medida,

para alguma subsequéncia (ftn, ,) € (tn,,) € (ttn) € 4 = ®(f,), para alguma funcao
fu € (CO(RN)). Ou seja,

/ Fdin, , — / fdp < / [P f e = / Fdn,, — / fdu
]RN RN RN RN RN
@/ |un“|pfdx—>/ fdu, YfeC,®RY).  (C.6)
RN RN
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Assim, seja g € C.(RY) C C,(RY) e K, o suporte compacto da funcéo g. Como uy, , — ug
em WLP(RY) e, pelo Teorema de Rellich-Kondrakchov (Teorema A.3.6), WlP(B,) <

LP(B,) compactamente, onde K, C B,, entao,
/RN |tUn,, ,|Pgda — /RN |uo|Pgd. (C.7)

Mais ainda, por (C.6), temos que /N [tn, ,[Pgdz — /N gdp, o que implica em,
R ’ R

| luolgde = [ gdi=@()(g), Vg € C(RY).
RN RN

Mais geralmente, considere f € C,(RY), como C,(RY) = WH oo

C.(RY) tal que

, existe (g,) C

1gn = flloo =0

Ou seja, g, — f em C,(RY). J& que ®(p) € (C’O(RN))*, entao,
()(g.) = () & [ fuolguda — [ fdn.
além de/ |uo|? gndax —>/ |uo|? fdz, pois,
RN RN

[ wobgnde = [ uol s < [ Juollg, — flde
RN RN RN
<lgn = flls [ luoldz = 0.
Logo,
| fdin= [ uolfdz. ¥f € Co®).

Ou seja,

[ Fdin, = [ Prde = [ fdp= [ Julfdz, Vf e CRY)

RN ’ RN ’ RN RN

Em resumo, dada uma sequéncia (u,,) limitada em W1P(R"), entdo a sequéncia de medidas

() associadas pelo isomorfismo isométrico, estabelecido no Teorema C.0.1, aos operadores
O(u,) =V, € (C’O(RN))*, dados por

U(f) = [ lunlflr,
a menos de subsequéncia, satisfazem

a) u, — up em WHP(RY);

b) pt, — p em medida em M (RY),
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em que g € M(RY) é a medida associada pelo isomorfismo ao operador ¥ € (CO(RN ))*
dado por

v(f) = [ | Il fda.

Observacao C.0.2. Observe que pelo Teorema C.0.2, temos que as medidas acima sao

dadas por p,(E) = / lupPda e p(E) = / |up|Pdx para todo n e todo E € Lgn. Nesse
E E

contexto e em outros semelhantes, é comum denotarmos as medidas do tipo u(E) = / wdz
RN
simplesmente por p. O que nos confere uma conveniente simbologia para resumir o discutido

acima da sequinte forma:

Seja (u,) C WHP(RYN) uma sequéncia limitada. Entdo, a menos de subsequéncia,
a) u, — ug em WH(RYN);

b) |unP — |ug|P em medida em M(RY), no sentido que /N |, |P fdx — /N |uo|? fdz
R R
para toda funcio f € Co(RYN).

Note que nido poderfamos concluir que |u,[”" — |uo[P" em medida em M (RY),

p

P (RY) compactamente para

pois, na argumentacio, utilizamos o fato de W1P(RY) — L
concluir a convergéncia (C.7). Muito embora, ao considerar (u,) C D"?(RY) uma sequéncia
limitada. Entao, pelo Teorema A.3.4, existe (un,,) C (u,) subsequéncia e u € D*?(RY)

tal que u,, — u em D'?(R?). Assim, ao identificarmos as medidas (v,) e (1), por

() (f) = [ lun
Qu)(f) = [ IVunlfda, ¥f € Co(RY),

P fdr, Vf € Cy(RY),

segue que,

[V ar = @ (W )l = sup
FEC,(RN)
Ifllco=1

Ll

L Vi, fda

” fda.

||lunk,1HM = H(I)<,U/nk1)H* = sup
FEC,(RY)
[ flloc=1

Entdo (vy,,) e (n,,) sdo sequéncias limitadas pois, da convergéncia fraca, (un,,) ¢
limitada em DY (RY) — LP"(RY). Do exposto em Observagao C.0.1, existem subsequéncias

(z/nm) - (Vnk’l) e (/’Lnk,i’)) C (Mnk,1> que convergem em medida,
Ungo —V € fny — [

Ou seja, a menos de subsequéncia,

a) u, — u em DIP(RY);
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b) |u,|P” — v em medida em M (RY);
¢) |Vuu|P — p em medida em M (RY).
Note que pelo Teorema C.0.2, p,(E) = / \Vu,|Pdz e v,(E) = / |up|P"dz Com essa
E E
introducao, apresentamos a seguir o Segundo Lema de Concentracao de Compacidade

de Lions (Teorema C.0.3), que nos fornece a caracterizagao das fungdes v e p nos casos

descritos acima.
Observagao C.0.3. A medida de Dirac 6., : Lgn — [0, 00], 79 € RN € dada por

1, sexge E,

02y (E) = XB(20) =
0, sexg¢ FE

Teorema C.0.3. (Segundo Lema de Concentrag¢io de Compacidade de Lions)
Seja (u,) C DY2(R3) uma sequéncia limitada. Suponha que existem u e v nio negativas
em M(RY) tal que, a menos de subsequéncia,

a) u, — u em DV?(R3);

b) |Vu,|[P — p em medida em M(RYN);

¢) |un|P” — v em medida em M(RY).
Entao,

1) Ezistem J C N enumerdvel, (z;)je; CRY e (v;);es C (0,00) tais que

v=ulf" +> v;d,;

jeJ
II) Além disso, existem p € (0,00) tais que
2 2 |Vu‘p + Z /’Ljéxj7
jeJ

P
em que (u;) satisfazem Sl/f* < p para todo j € J, em que

=1}

S = inf {||Vul}} : u € D"*(R), [|u

P
3

Em particular, Z vy <oo.
J

L
¥

III) Seu=0 e pu(RY)<S (V(RN))” , entdo J € um conjunto unitdrio e

V=05 = (Sfyp%>_1:ua

para algum v > 0 e 2o € RY.
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Demonstragio. A hipotese da existéncia das medidas p e v nao negativas em M(RY) é
garantida nas condigoes discutidas acima. A demonstragdo completa pode ser encontrada
em (LIONS, 1985). O

Teorema C.0.4. Sejam (p,) € M(RY) e p € M(RY). Sio equivalentes,
i) / Fduy, %/ fdu, ¥ fe C(RY),
R3 R3
it) pn(E) = w(E), YV E€ By, u(0FE) =0,
i) limsup,, p,(K) < u(K), YV K CR? compacto,

i) u(2) < lim inf 1a(Q), ¥V QCR? aberto.

Demonstragio. Ver [(EVANS, 2015), Theorem 1.40, p. 65]. O
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