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Resumo

Neste trabalho apresentamos um importante resultado de regularidade para a Equacao
de Helmholtz em dominios nao limitados devido a C. A. Stuart e, além disso, mostramos
que esse resultado pode ser usado também para regularizar solugoes fracas de problemas
elipticos ndo lineares em RY. Para alcancar nossos objetivos, serd de vital importancia
o uso da Teoria das Fun¢oes Modificadas de Bessel, da Teoria de Calderén-Zygmund, o
Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de Schauder, assim como resultados béasicos
de Medida de Integracao, Analise Complexa, Anélise Funcional e a Teoria dos Espagos de
Sobolev.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Parciais Elipticas; Equacao de Helmholtz; Métodos

Variacionais; Fungoes Modificadas de Bessel; Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg.



Abstract

In this work we present an important regularity result for the Helmholtz Equation in
unbounded domains due to C. A. Stuart and, furthermore, we show that this result can
also be used to regularize weak solutions of nonlinear elliptic problems in RY. In order
to achieve our goals, it will be of vital importance the use of Bessel’s Modified Function
Theory, Calderon-Zygmund Theory, the Mountain Pass Theorem and Schauder’s Theorem,
as well as basic results of Measure and Integration, Complex Analysis, Functional Analysis

and the Theory of Sobolev Spaces.

Keywords: Elliptic Partial Differential Equations; Helmholtz Equation; Variational Meth-
ods; Modified Bessel Functions; Agmon-Douglis-Nirenberg Theorem.
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1 Introducao

O estudo das Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) teve inicio no século XVIII a
partir dos trabalhos de Euler, d’Alembert, Lagrange e Laplace como o principal modo de
se estudar analiticamente os modelos das ciéncias fisicas. A andlise dos modelos fisicos
permanece, até os dias atuais, uma das principais motivagoes do constante desenvolvimento

da teoria das EDPs, ver (BREZIS; BROWDER, 1998).

Apesar de seu inicio ter sido motivado pelas ciéncias naturais, o desenvolvimento
dessa drea nao manteve suas aplicacoes restritas ao contexto fisico e terminou se expandindo
também como campo fundamental para o progresso de outros ramos da propria Mate-
mética. Como pode ser visto em (BREZIS; BROWDER, 1998), Henri Poincaré afirmou
profeticamente que diversas equagoes, germinadas da Fisica- Matematica, desempenhariam
um papel fundamental na construcao da préopria Matematica, e essa caracteristica foi,
de fato, a mais marcante da teoria das EDPs no decorrer do século XX, ver (BREZIS;
BROWDER, 1998).

Como um dos diversos exemplos do fendmeno descrito no paragrafo anterior,
enfatizamos que a necessidade de um tratamento rigoroso de como estudar problemas
envolvendo EDPs foi uma forte motivagao para o desenvolvimento da Anélise Matematica
desde o inicio do século XX. Além disso, a partir dos anos 50 e 60, o estudo sistematico das
EDPs lineares instigaram a extensao de diversas técnicas na Anélise de Fourier, culminando
na Teoria das Integrais Singulares (que surgiu na década de 30), a partir da Teoria de
Calderon-Zygmund, como pecga de grande importancia no processo de regularizagao de
solugdes, como pode ser visto amplamente na literatura e também no Capitulo 3 da
presente dissertagao, ver (BREZIS; BROWDER, 1998).

Até 1920, quando se falava sobre solugoes de EDPs, se entendia por isso solugoes
classicas, ou seja, diferenciaveis a ordem da equacao diferencial. Porém, muitas vezes uma
candidata a solugao classica era dada a partir de um limite construido a partir de algum
processo de aproximacao e, portanto, diversas vezes, sua classe de diferenciabilidade nao
necessariamente se mantinha na passagem do limite. Ainda assim, geralmente era possivel
demonstrar que esse limite satisfazia algumas propriedades das solucgoes classicas, como
por exemplo, relagoes provadas a partir da multiplicacdo da equagao por fungoes testes
seguida por aplicacdo de integracao por partes, ver (BREZIS; BROWDER, 1998).

Cria-se, assim, o conceito de solugao fraca, que é essencialmente um conceito que
envolve identidades integrais. De forma surpreendente, muitas vezes é possivel demonstrar,
para uma grande classe de EDPs, que na verdade solucoes fracas sao solugoes classicas.

Essa etapa de transformacao é conhecida como processo de afericao da regularidade e é o
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tema central do presente trabalho.

Para confirmacao dos fatos histéricos aqui mencionados e para mais detalhes sobre
o desenvolvimento da teoria das EDPs no decorrer século XX, recomendamos fortemente
a leitura de (BREZIS; BROWDER, 1998). A seguir introduziremos o que seréd estudado

no presente trabalho.

E em um contexto mais moderno do estudo das equacoes diferenciais parciais que
nasce o tema desta dissertacdo. Precisamente, consideremos agora 2 C RY um dominio
limitado de classe C* com fronteira limitada, f € L"(Q2), e suponha que u € H}(Q) seja

uma solucao fraca do problema (veja Definigao 2.1.1)

—Au+Au=f em ()
u=0 em Of)

(1.1)

em que A € R. A equagdo acima se chama Equagao de Helmholtz e foi estudada inicialmente
em 1860 em conexao com fenémenos de actstica, ver (BREZIS; BROWDER, 1998). Uma
importante etapa no estudo do problema acima, como ja mencionado anteriormente,
é a obtencao da regularidade classica, que pode ser efetuada com a combinagao do
célebre Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg (ver (BREZIS, 2011) p. 316) e o Teorema
de Schauder (ver (BREZIS, 2011) p. 317). Essa abordagem, porém, por consequéncia
da aplicacao do Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg de modo direto, nos restringe a
trabalhar apenas em dominios limitados, sendo o caso nao limitado de dificil abordagem por
esse método. A partir dai, surge entao o natural questionamento: Se agora considerarmos
o problema

~Au+ A u=f em RV

limjg o0 u(x) =0
é possivel demonstrar um resultado no espirito do Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg,
que possa ser usado em conjunto com o Teorema de Schauder, para tornar o processo de
obtencao da regularidade classica semelhante ao caso onde estamos tratando com dominios
limitados? Baseado em (STUART, 1997), a resposta para essa pergunta é afirmativa e

como resposta enunciamos o principal resultado do presente trabalho:

Teorema 1.1. Sejam N > 2, pe€ (2N/(N +2),2] e q>p. Se f € LP(RY) N LY(RY) e se

u € HY(RY) for uma solugio fraca do problema
—Au+ A u=f,

para X € R, entdo u € W24(RY).

O objetivo principal da dissertagao é, entao, apresentar o resultado acima, eluci-
dando a abordagem adotada por (STUART, 1997). Para atingirmos nosso objetivo, serd

necessario o uso de diversos resultados basicos de Analise Complexa, Medida e Integracao
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e outras teorias. Todos esses resultados, juntamente com as devidas referéncias, estao

enunciados no apéndice da dissertacao.

Um outro aspecto importante do Teorema 1.1 é o seu uso para obter regularidade
otima das solugoes fracas de equagoes nao lineares. Para a exploracao desse fato, reservamos
o Capitulo 4 em sua totalidade ilustrando como o Teorema 1.1 pode ser usado para obter

resultados de regularidade das solucdes fracas de problemas elipticos semilineares em R,

Posto a motivac¢ao inicial do presente trabalho, passemos a informacoes mais

detalhadas do que foi alcancado em cada capitulo.

1.1 Organizacao do Trabalho

1. No capitulo 2, definimos o conceito de solugao fraca para a Equacao de Helmholtz em
RY | provamos a unicidade de solucdo fraca quando f estd em uma classe bastante
abrangente de fungoes e A < 0. Em seguida, motivamos a introduc¢ao das Fungoes
Modificadas de Bessel a partir de solugoes radialmente simétricas da Equacao
Homogénea de Helmholtz e, em sequéncia, fazemos um estudo sistematico de tais
fungoes especiais, culminando na definicdo de solug¢ao fundamental da Equagao
de Helmholtz e finalizando o capitulo demonstrando que é possivel obter solu¢oes
cldssicas para a Equagao de Helmholtz (quando f € C}(RY)), por meio de uma

convolugao da solugdo fundamental com a ndo homogeneidade f.

2. No capitulo 3 temos como principal objetivo obter resultados de regularidade que

dizem respeito a solugao fraca encontrada no segundo capitulo, mais detalhadamente:

¢+ Na secdao Regularidade W1, mostramos a relagdo entre a solucgao fraca e solucao
fundamental e, a partir disso, conseguimos obter, com o uso de um argumento do
tipo “bootstrap”, condigoes para que a solugao fraca da Equacao de Helmholtz

esteja em W (ver Teorema 3.1.2).

o Na secao Regularidade H? introduzimos nocoes da Teoria de Andlise de Fourier
a fim de demonstrar um resultado de regularidade H? (ver Teorema 3.2.8).
Enfatizamos que, nessa se¢ao, nao foi necessario o uso da Teoria de Calderon-

Zygmund.

« Na secao Regularidade W?P, por meio da Teoria de Calderén-Zygmund e do
Teorema 3.1.2, apresentamos importantes resultados sobre a regularidade de

solugodes fracas da Equacao de Helmholtz. (ver Corolario 3.3.2 ou Teorema 1.1).

3. No capitulo 4, consideramos um problema eliptico como exemplo de aplicagao dos
resultados anteriormente obtidos. Baseado em (O.ALVES; SOUTO; H.M.SOARES,
2011) e (BRAZ, 2022), usamos o Método Variacional e a Teoria dos Pontos Criticos,
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através da aplicacao do Teorema do Passo da Montanha e do Principio de Concen-
tracao de Compacidade, para provar a existéncia de solugdo fraca para um problema
eliptico semilinear em RY. Feito isso, usando os resultados anteriores, em especial o
Teorema 1.1, e com auxilio da Teoria de Schauder, mostramos que a solucao fraca

obtida ¢ de classe C? e que converge para zero, quando |z| — oco.

Por fim, advertimos que, em toda a dissertacao, N serda sempre um numero natural
maior que, ou igual a, 2. Para o estudo do caso N = 1, recomendamos a leitura da secao

8.4 do capitulo 8 do livro (BREZIS, 2011), em especial o exemplo 8 na pagina 227.
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2 A Equacdo de Helmholtz em RY

Neste capitulo, estabeleceremos a existéncia e unicidade de solugoes fracas para
a Equacdo de Helmholtz (ver (1.1)), em que A < 0 e f engloba uma classe de fungoes
bastante abrangente. Em seguida, expomos como a solu¢do radialmente simétrica da
Equacao de Helmholtz motiva o estudo das Func¢oes Modificadas de Bessel. A partir
desse estudo, definimos a solucao fundamental da Equacao de Helmholtz e finalizamos
o capitulo demonstrando que, quando f € C3(RY), é possivel obter solucio classica da
Equacao de Helmholtz ao considerar a convolucao de f com a solucao fundamental definida

previamente.

2.1 Motivacao, Definicao e Existéncia de Solucao Fraca
Consideremos o seguinte problema

—Au=Xu+ f, em RV

(P)
u € HY(RY)

em que A € Re f e L, (RY). Suponhamos que exista u € C*(RY) satisfazendo (P), seja

v € C°(RY) e consideremos agora a equagio
(—Au)v = duv + fo,

e notemos que faz sentido integrar sobre todo o RY a expressdo acima. De fato,

N 0% N (0%
/]RN ’(A'LO'U‘dLU = /]RN (Z MU) dr = /supp(v) ; (8;5?”)

=1
Usando agora o fato de que o suporte da fun¢ao v é compacto e cada derivada parcial

dzx.

de segunda ordem de u é continua, podemos afirmar com exatidao via o Teorema de
Weierstrass (ver Teorema A.1.1), que Au é limitado no suporte de v por uma constante
M > 0. Sabendo também que v é uma funcao limitada, digamos por K > 0, concluimos
que

/]RN |(Au)v|de < MK ldz = M K|supp(v)| < o0,

supp(v)
pois a medida de Lebesgue de todo conjunto compacto ¢ finita. De maneira semelhante se
prova que
/ luv|dr < +oo,
RN
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ja que toda funcao diferenciavel é continua e portanto podemos aplicar a mesma estratégia

que acabamos de usar. O fato de que
/RN | fv|de < 400,

segue diretamente da limitacdo da funcao v e da hipotese de que f é localmente integravel.
Das consideracoes acima, vemos entao que a equagao
— IRN(Au)vdaz: = /RN(MH— f)vdx

faz completo sentido.
Certamente, podemos escolher R, > 0 tal que supp(v) C B(0, R,) de forma estrita,
de modo que a identidade integral que estamos considerando se torna equivalente a

- (Au)vdx — /

RN\B(0,Ry,) B(0,Ry)

(Aw)vdz = / O+ flode.

RN
Por ser v identicamente nula fora de B(0, R,), segue que a primeira integral do lado
esquerdo da igualdade é zero. Em relacao a segunda integral do lado esquerdo, notemos
que, em particular, Au € C%(B(0, R,)) e que, também em particular, v € C*(B(0, R,)) e

que notando ademais que a bola B(0, R,) é um subconjunto aberto, limitado e suave do
RY, estamos em posicio de aplicar a Primeira Identidade de Green (ver Teorema A.1.10)

para deduzir a seguinte equacao

— @vdo + / Vu - Vode = / (Au+ f)ude.
B(0,R,)

dB(0,R,) OV RN
Relembrando a condi¢ao de que o suporte de v estd estritamente contido em B(0, R,),
segue que a primeira integral do lado esquerdo da identidade acima é zero. Notando

também que Vov(z) = 0 quando x ¢ B(0, R,), vemos que
/ Vu-Vodr = / Vu - Vodz
B(0,Ry) RN

e portanto
/RN Vu - Vodr = /RN()\U + flvdz, Yo € C(RY). (2.1)

E importante notarmos que, apesar de termos utilizado que u € C?*(RY) para
deduzirmos a igualdade (2.1), tal relacdo faz completo sentido com a hipdtese mais

abrangente de que u € H*(RY). De fato,
dz < /
supp(v

/RN ’Vu-VU’da::/RN o~ Ou v :/Supp

de onde decorre que como cada derivada parcial dv/0z; é continua no conjunto compacto

N Ou v
— Ox; Ox;

ou Ov
7 |0x; Ox;

supp(v), podemos limitar dv/dx;, em que @ = 1,..., N, por uma constante M > 0, e

portanto

dr < 400,

. dr <
/RN |Vu-Vo|dr < aacz

supp(v)
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onde a finitude da integral acima se verifica da seguinte forma: como supp(v) é compacto e,
portanto, possui medida de Lebesgue finita, e para cada i = 1,..., N, du/dz; € L*(RY) e
em particular Ou/dz; € L*(supp(v)), entdo é verdade que Ou/dz; € L'(supp(v)) para cada
i=1,...,N (ver Teorema D.1). De maneira semelhante, usando o fato de v € Cg°(RY)

ser limitada e u € L2(RY), tem-se

/RN luv|de < +oo.

O discutido até agora sugere a seguinte definicao, a qual desempenhara um papel

fundamental nesse trabalho.

Definigao 2.1.1. (Solugdo Fraca) Dados A € R e f € L}, (RY), dizemos que u é uma

loc

solugdo fraca do problema (P) quando u € HY(RY) e

Vu - Vvdr = /

RN()\U + flvdz, Yo € C(RY).

RN

Um resultado 1til a respeito da existéncia de solugoes fracas no sentido da Defini¢ao
2.1.1 pode ser deduzido diretamente a partir das imersoes de Sobolev (veja o Apéndice
F) e de uma aplicacao direta do Teorema da Representagao de Riesz (ver Teorema E.3)
para funcionais lineares limitados definidos em espacos de Hilbert, conforme o lema e o

teorema seguintes:

Lema 2.1.1. Seja f € LP(RY) para algum p € [2N/(N + 2),2] ou p > 1 quando N = 2.
Entao, para todo v € H'(RY), tem-se fv € L'(RY). Além disso, se definirmos

F(v) = / fode Yo € H'RY),
R
teremos que F' € H' (RV)* = H-Y(RY) e que existe uma constante C(N, p), tal que

[E -1 < C(N, )| flp-

Demonstragao. Pelas imersdes de Sobolev (ver Teorema F.2), nés temos que

IN

2 0, N
HY(RY) — LYRY) em que
2 N

q 2
q 3

IN
IN A

2N
N-27

v

e portanto existe uma constante K (N, q) tal que
|, < K(N,q)|v|lm Vv e HY(RY).

Pela Desigualdade de Holder, vemos que

‘/Rvadx

1 1
</ v|dr < v|, em que — + — = 1.
< [ folde < [flfoly emave 4+
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Notemos agora que, se N = 2, entao, por hipdtese, p > 1 e como consequéncia é verdade
que p’ < co. Além disso, p < 2 implica p’ > 2, mostrando que nesse caso a imersao continua
HY(RN) < LP(RN) é vélida. J4 no caso em que N > 3, teremos que 2N/(N +2) < p
implica que p’ < 2N/(N — 2), nos revelando também que H'(RY) — LP(RY). Logo, a

partir do que acabamos de estabeler, temos que F' estda bem definida. Além disso,

)| = | [, foda| < fllely < KOV ol Sl

em que K(N,p’) é uma constante que depende de N e p’ e, como consequéncia, depende
também de p. Basta agora notarmos que a cadeia de desigualdades acima nos fornece o

resultado desejado. De fato, a linearidade do funcional F' é clara e

[Fllz-1 = sup [F(v)] < K(N,p)|flp,

vl =1
finalizando a demonstracao. O]
Teorema 2.1.1. Sejam A < 0 e f; € LPi(RY), em que p; € 2N/(N +2),2], ou p; > 1 se

N =2, parai=1,... k. Entdo, existe uma tinica solugio fraca u € H*(RY) de (P) para

Ae f= Zle fi. Além disso, escrevendo u := G, f, teremos que u = Zle Gyrfi e

ZC(N?plez

i=1

|G flla <

Ppi

1
min{1, [A[}
Demonstragio. Para A < 0 e u,v € HY(RY), definimos

ay(u,v) = /RN(VU -V + |Auv)de.

Em seguida, notemos que

/RN Vu - Volde < /RN V|| Voldz < </sz |Vu|2dx)2 (/RN |VU|2dx)2 — [ Vuls| Vo),

onde a primeira desigualdade decorre da Desigualdade de Cauchy-Schwarz sobre o produto
interno de L?(R") e a segunda desigualdade é consequéncia da Desigualdade de Holder.

Notemos também que ao aplicarmos novamente a Desigualdade de Holder, segue que
/ luoldz < [uls|v]s.
RN
Logo

|ax(u, v)| < |Vula|Vols + [Alulafvl2
< lulle ol + (Al ol a2

= (L+ D lull e f[ol
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e portanto ay : H(RY) x H*(RY) — R é um funcional bilinear, simétrico e limitado. Por

ser verdade que

min{1, P}l = min{L, W} ([ (VuPde+ [ wtde)

S/ |Vu|2dx—|—])\|/ u?dz
RN RN

= ay(u,u)

< max{1, A} (/ |Vul*dz —i—/ u2dx>
RN RN

= maX{l, |)‘|}||u||§{1’

. : : : 1,
vemos que ay define um produto interno em H'(RY) cuja norma induzida ay(u,u)z é

equivalente & norma usual ||ul[z1 = a_1(u,u)? de H'(RY). Logo, definindo
Fi(v) = /N fude Yo € H'(RY),
R

segue pelo Lema 2.1.1 que F; € H Y(RY) para i = 1,...,k, de onde segue que F =

¥  F; € HY(RY) com a norma usual de H'(R"). Usando agora o fato que provamos
acima, de que a norma usual de H'(RY) ¢ equivalente & norma induzida pelo produto
interno ay, vemos que (H'(RY),ay(+,+)) é um espaco de Hilbert e que F' € H™1(RY) em
relagdo a norma induzida por ay. Podemos entao aplicar o Teorema da Representagao
de Riesz (ver Teorema E.3) ao espaco de Hilbert (H*(RY), ay(-,-)) e ao funcional F para

concluirmos que existe um tnico elemento u € H'(RY) tal que
ax(u,v) = F(v) Yo € HY(R).

Ou seja,

k k
/RNVU-Vvdx—i—\)\|/RNuvd:U:;/RNfivdx:/H%N;fivdx Vv € HY(RY),

ou de maneira equivalente, usando a hipotese de que A < 0

k
/RNVu-Vvdx:/RN ()\u+Zfi> vdr Yo € H'(RY),

i=1
de onde sabendo que C°(RY) C HY(RY), evidenciamos que u := G f ¢ a tinica solugdo
fraca do problema proposto. Como, evidentemente, podemos aplicar o Teorema da Re-
presentacao de Riesz (ver Teorema E.3) da mesma maneira que fizemos acima, trocando
apenas F' por cada Fj, segue entdo que para cada i = 1,...,k, existe um tnico G, f;, tal
que

ax(Gafi,v) = Fi(v) Yoe HYRY) i=1,... k.

Logo
k k

>_ax(Gafi,v) =Y Fi(v) = F(v) Yv € H'(RY),

i=1 i=1
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e pela bilinearidade de a) concluimos que

ay <§:G>\fl-,v> = F(v) Yv € H'(RY),

nos revelando, ao usar a unicidade da solucao encontrada previamente, que

k
Z G/\fl - G/\f7
=1

nos restando notar, para finalizarmos a demonstragao, que

min{1, A}Hullf: < ax(u,u) = F(u) =3 Fi(u)

Di UHHlv

k
i=1

de onde a desigualdade desejada segue ao usarmos a notacao u := G f. [

2.2 As Fungoes Modificadas de Bessel I,(p) e K (p)

Solugdes nao-triviais radialmente simétricas da Equacao Homogénea de Helmholtz
podem ser expressas em termos das conhecidas Func¢oes Modificadas de Bessel. Conside-
rando A = —k? em que k > 0 e f como sendo identicamente nula, a Equacao de Helmholtz
se torna

Au(z) — k*u(z) =0 Vo € RV, (2.2)

Nosso objetivo com o que se segue, ¢ demonstrar que solugoes radialmente simétricas de
(2.2) satisfazem uma Equagao Diferencial Ordinaria Modificada de Bessel (ver (2.5)) com

um certo parametro q € Q.
Lema 2.2.1. Seja u(x) = z(r), em que r = |z| > 0, uma solugio radialmente simétrica

de (2.2). Nessa situagdio, a sequinte representacao para o laplaciano é verdadeira

N -1
4+ —

temos, pela Regra da Cadeia,

or
&vi

2331' ZT;

(2 4+ FaR): 7

1
2

de onde, aplicando novamente a Regra da Cadeia, temos

827%67“7&,()
3xi_8r8xi—rz s
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e portanto, utilizando uma terceira vez a Regra da Cadeia e também a Regra do Quociente,

concluimos que

2
0z " xz2 / r— :1371 " L / 1 sz
@:Z(T)sz—l-z(r) ? :Z(T)Tig_f’Z(T) ;_7"73 s
podendo assegurar a identidade desejada a partir da seguinte cadeia de igualdades

N 92z

=1

(I EECDS (1 - )

=1

]

O lema que acabamos de demonstrar nos diz que toda solu¢ao radialmente simétrica

da equagdo (2.2) satisfaz a equagao diferencial ordinaria

N -1
2"(r) + TZI(T) — k*2(r) =0 em que r > 0. (2.3)

Mostraremos agora que, escrevendo z de forma apropriada, a equagao (2.3) assume a

forma de uma Equagao Modificada de Bessel, veja (2.5).

Lema 2.2.2. Se escrevermos z(r) = (kr)' = ?w(kr), a equagio (2.3) assume a forma

o)+ L) - (1 s Z) wip) =0, (2.4

emquep:kr>06q:%—1.

Demonstragio. Calculando a primeira e segunda derivada de z temos que

S

N
Z(r) = T (1 - 2) r’%w(kr) + sz%w'(kr)rlf

NN\ N N
2'(r) = k3 (1 — 2) Er’%’lw(kr)—i—%%%r’% (1 — 2) w’(kr)—l—k?’*%rl’%w”(kr).

Logo,
—k*z(r) = —k‘g_%rl_%w(k‘r)
e também

N — 1 N N N N N
S0 =R (1= 5 ) (V= e k) k() (V- 1,
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e portanto, substituindo as expressoes deduzidas acima na equagao (2.3) e colocando em
evidéncia w”, w' e w respectivamente, provamos que

k?”%rk%w”(kr) + {ng(N - 1)7”%

+ {kl—{f (1 - ];[) (N—1)r 2 ' — -2 (1 - ];[

N————
=
K
wlz
L
>~

w
N
5
T
SIE

Ou seja,

N
k3_%r1_%w"(k;r) + {k:Q_g(N — 1)7’_% N T (1 — 2)] w'(kr)

S [ e e

3—N/2,1-N/2

_ _ N _q)°
w”(kr) + (Nkr 1 I 2 krN) w/(k‘T’) _ (z(k;r)?) +1 w(k:r) =0,

De onde, ao dividir a expressao demonstrada acima por

, VE1mos que

demonstrando o resultado ao fazer kr = pe g= N/2 — 1.

Reciprocamente

Lema 2.2.3. Se w satisfaz a equagio (2.4) entao z(r) = (kr)~%w(kr), com ¢ = N/2 —1
satisfaz a equagdo (2.3).

Demonstracao. Seja p = kr. Entao

2(r) = ko [w”(p) — 2qp~ W' (p) + p~2qlq + Dw(p)],
além disso, por ser

N-1 (2q+1k

Y
r

p

temos
N -1

() = K 20+ 1)p ! (p) — (20 + Do *w(p)]

e também
—k*2(r) = k*p~"(—w(p)).

Somando as expressoes obtidas

N—1

() = Ka(r) = Kp [ (p) + p w(p) — (L+ ¢*pH)w(p)]
provando o resultado.

Z”(T’) +
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Com o objetivo de definirmos a solugdo fundamental para a Equacao Homogénea
de Helmholtz, é necessario solucionarmos a equagao (2.4). Para esse fim, iremos considerar
a equacao (2.4) no contexto mais amplo dos niimeros complexos e niao iremos mais
impor a restrigdo na variavel ¢ de ser da forma especifica N/2 — 1, ou seja, no que segue
g serd um numero complexo qualquer. Além disso, todas as opera¢des com numeros
complexos que consideraremos estarao levando em conta apenas o argumento principal
dos niimeros complexos envolvidos, entdo, por exemplo, expressoes como p? = €98 njo
gerarao ambiguidade pois a funcao log estara sendo calculada tendo em mente apenas o

seu argumento principal.

No que se segue, usaremos com frequéncia resultados de Analise Complexa, propri-
edades da Funcao Gama e importantes teoremas da Teoria da Medida e Integracao. Para

mais detalhes é recomendado a consulta dos Apéndices B, C e D respectivamente.

Comecemos entdo multiplicando a equagdo (2.4) por p? para chegarmos & equagao

equivalente:
pPw” (p) + pw'(p) — (0 + ¢*)w(p) = 0. (2.5)

Desejamos agora construir uma solugao de (2.5) em torno da origem da forma

w(p) = Z Cmpaera
m=0

onde devemos determinar « e ¢,,, com a condigdo de que ¢y # 0. Sabendo que toda série
de poténcias convergente (no interior do seu disco de convergéncia) é diferenciavel e que

sua derivada é calculada termo a termo, vemos que

[e.9]

w'(p) = D cm(a+m)p*mTH

m=0
oS

" _ a+m—2
W'(p) = 3 cmla+m)(a+m—1)pm 2,
m=0
. N , v . N
em que os raios de convergéncia de w’ e w” coincidem com o raio de convergéncia de w (ver
Teorema B.1.4). Logo, substituindo as informagoes acima na equagao (2.5), chegaremos na
identidade

Z Cm[(Oé 4 TTL)2 - q2}pa+m — Z Cmpoz+m+2.
m=0 m=0

Igualando os respectivos coeficientes vemos que

00(062 - q2) = 07
Cl[(a + 1)2 - q2] = O)
cml(a+m)? — ¢ = cmn Ym > 2.

Usando a suposicao que foi feita inicialmente, de que ¢y # 0, vemos claramente que a = +q.

Notemos agora que (o +m)? — ¢* = (a+ ¢+ m)(a — g +m) e, assim, se desejarmos obter
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cm a partir de ¢,,,_o, devemos ter que a + ¢ € & — ¢ nao devem ser inteiros negativos, ou
seja, queremos que

20 7_ se a=q, (2.6)

—2q¢7Z_ se a=—q.

Excluindo por agora esses casos excepcionais que ¢ pode assumir e evidenciando que
(a+m)? — ¢ =2am+m? =m((2a +m) ¥Ym > 1,

vemos que 2a + m # 0 e portanto para m = 1 temos em particular que ¢; = 0 e pela
relagdo de recorréncia entre ¢, e ¢,,_o para m > 2, concluimos que ¢,, = 0 para todo m
impar. Provaremos agora que podemos escrever c¢,, a partir de ¢y sempre que m > 2 for

par.

Lema 2.2.4. Seja m = 2k um inteiro par positivo. Sob as hipdteses da discussao acima,

a sequinte formula é verdadeira

AR a+ 1) . (at k)

Cok

Demonstracao. Procederemos por inducao finita na variavel k. Para o caso base, notemos

que

€ Co
Cda+4 A (a+1)

Suponhamos agora que para k € N

C2

AR a+ 1) (at k)

Cok

Logo

Cok
2T 902k +2) + (2k + 2)?
Cok
dok 4+ 1) + 4(k + 1)?
. Cog
CA4k+D(a+k+1)

Co

T Ak DR+ 1) (a+ k) (a+k+1)

T (k+Dia+1).. (a+k)(atk+1)

onde a hipdtese de indugao foi usada da terceira para a quarta linha do raciocinio acima. [



Capitulo 2. A Equacio de Helmholtz em RN 28

Como acabamos de determinar os possiveis valores de ¢,,, podemos escrever w da

seguinte maneira

00
_ a-+m
=D Cmp
m=0
00
_ a+2m
- Z Comp

m=0

= cop® + Y Comp™p”"

m=1

00 2m
p
=cop® [ 1
“0f <+2%@%Ma+mu(a+mﬂ

2m
=cop® |1+ Z (%p)

mi(a+1)...(a+m)

Sabendo também que a = +¢q, vemos que w pode assumir as formas w; ou ws, onde

) (lp)Qm
wi(p) = cop 1+Zm,q+1 gy b

_ 2
wa(p) = cop™ | 1+
mz::l ml(—q+1)...(—¢g+m) |’
em que escrevemos ¢, ao invés de ¢y na expressao de wq pelo fato de que o procedimento
usado para obter ws poder ser construido sem referéncia alguma ao procedimento usado

para obter wy, de modo que as constantes ¢ e ¢ sao independentes.

Quaisquer valores, que nao dependam de p, podem ser escolhidos para assumir
o lugar das variaveis ¢y e ¢, porém, para simplificar as expressoes obtidas, definiremos

estrategicamente essas constantes como sendo

1

OT (g r 1)

= —1
0 2-al(—q+ 1)’

de onde, tomando vantagem da famosa propriedade da Func¢do Gama, a saber I'(z + 1) =

2I'(z), concluimos que w; e wy podem assumir a forma mais compacta abaixo
1 2m-+q

= ()

m=0

wa(p) = i (5,0)

(2.7)

Relembrando a restri¢ao (2.6) imposta sobre a varidvel ¢, notemos que w; e ws fazem

ambas sentido apenas quando ¢ & Z \ {0}.

O seguinte lema determinaréd o raio de convergéncia da funcao wy.
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Lema 2.2.5. Seja q tal que q € Z_. Entao wy é convergente para todo p # 0.

Demonstragio. De fato, pelo teste da razao (ver Teorema B.1.3)

1 2m+2+q
(30) miDm+1+q) (1 )2 m! T(m+1+q)
(m+ DT +2+q) (1,7~ o) tm+ )mITm+ 1+ ¢)(m +1+q)

(;pf (m+1)(nlz+1+q)’

de onde

2
1
lim ( ) =0,
me 28 (m+ 1)m+ 1+ q)
provando que w; possui raio de convergéncia infinito, como desejado. O

Com o intuito de nos desprendermos da condicao restritiva que foi imposta na

variavel ¢, definimos a funcao w; quando ¢ = —n € Z_, em que n € N, como a série:
1 2m—n
s 14
3 () . (2.8)
= m!ll'(m—n+1)

Procedendo-se como na demonstracao do Lema 2.2.5, pode-se mostrar que nesse novo caso

o raio de convergéncia da série também ¢ infinito qualquer que seja p # 0.

De todas essas consideracoes, temos a definigao:

Definicao 2.2.1. (Func¢do Modificada de Bessel de Primeira Espécie) Seja g € C,
definimos a Fun¢ao Modificada de Bessel de Primeira Espécie, denotada por I,, como
a fungdo que se expressa como em (2.7), quando q € 7Z_, e se expressa como em (2.8),

quando q € Z._.

A expressao (2.8) pode ser reescrita adotando a variavel j = m — n. De fato, essa

série indexada na variavel j se torna

i (5P)

G+n)TG+1)

5=0
Sabendo agora que, para todo n € N, a Funcdo Gama generaliza o fatorial a partir da

propriedade I'(n + 1) = n!, vemos, entao, que qualquer que seja n € N,

~ (lp)2m+n
_ 2
In(p) = mEZ:O m!l'(m+n+1)

o (%p) 2m+n

=y ml(m +n)!

( % p) 2m+n

Fim+1)(m+n)!
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nos revelando que quando ¢ € Z, as funcoes I, e I_, sao linearmente dependentes. Esse
fato é um obstaculo que nos impede de encontrar de imediato um sistema fundamental
de solugoes para a equagao (2.5), entretanto, quando ¢ ¢ Z, as fungbes I, e I_, sdo
linearmente independentes, como mostraremos em breve, e portanto serdo suficientes para

construir um sistema fundamental de solugbes da equagao (2.5) nesse caso particular.
Antes de darmos o préximo passo, o seguinte teorema mostrara que, de fato, as

fungbes I, sdo solugbes da equagao (2.5).

Teorema 2.2.1. Se q € C, entdo a fungio I, € solugio da Equagio Diferencial Ordindria

de Bessel Modificada para p € C\ (—o00,0], qual seja,

2 I

p*w" (p) + pw'(p) — (p* + ¢*)w(p) = 0.

Demonstragio. Ja sabemos que I, é uma fungao analitica e portanto admite derivagao

termo a termo. Logo

i <1>2m+q <2m + q)me—i—q—l

=\2 m!(m+q+1)’
I// i <1>2m+q (2m +q)(2m + q — 1)p*™ta=2
m=0 m'F<m+q+ 1) ’

de onde segue que

o9 1 2m-+q p2m+q(2m+q)2
2[// _[/ — ()
p*I (p) + pI(p) mZ:O 5 W+ a1 1)

=+ 3 (3) i s
ol - m!l'(m+q+ 1)

m=1

Por outro lado

) 00 1 2m+q p2(m+1)+q
o= 5 () |
plale) = 2 (2 m!T(m + g+ 1)

m=0
e fazendo a mudanca de variavel j = m + 1, vemos que

) ( ) i 1 2(j—1)+q p2j+q
p 1, (p) = () . .
! 2 (=T +q)

:i (1>2j+q4 p2j+q ](j-l-q)
2 G-DTG+q) i \ji+a
s (1>2j+q 4j(j +q)p™*e
JT(G+q+1)

Assim, como nao existe problema algum em trocar j por m na conclusao da cadeia de

igualdades acima, segue que

p*14(p) + ¢*1,(p) = p*1)(p) + pI;(p),

concluindo a demonstragao do resultado. O



Capitulo 2. A Equacio de Helmholtz em RN 31

Da teoria das equagoes diferenciais ordinarias é bem conhecido que se y; e ys forem
duas solucoes de uma equagao diferencial ordinaria linear de segunda ordem, entao estas
serao linearmente independentes se, e somente se, o determinante Wronskiano, definido

por

W(y1,y2)(x) =

nunca se anula (ver Teorema A.2.1).

Se o Wronskiano nunca se anula, entao toda solucao da equacao diferencial pode
ser expressa da forma c1y; + coys em que ¢; e ¢o sdo constantes dependendo da solugao
particular em questdao (ver Teorema A.2.2). Dizemos entdao, que as solugoes y; e yo formam

um sistema fundamental de solugoes.

Desejamos mostrar, que quando g ¢ Z, entao W (I,,1_,)(p) = —2sen(wq)/mp.

Comecemos notando que, de acordo com o Teorema 2.2.1, segue

i(pf;(p)) - (p + q2> I,(p) =0,

dp p
Cflp(pf’_q(p)) - (p + qp) I_4(p) = 0.

Multiplicando a primeira equacao acima por I_,(p), a segunda equacao acima por I,(p) e

subtraindo a primeira equagao resultante da segunda equagao resultante, teremos

LI ((0) = P o(p) = ddp<pw<fq, I))(p) =0,

De onde segue que existe uma constante C' tal que para todo p # 0 (ver Teorema B.1.1),
C
W(ly, 1-g)(p) = ;

Se desejamos entao calcular W (I,, I_,)(p), precisamos descobrir que valor a constante C

assume. Uma das formas de concretizar essa tarefa é notar que
lim pW (g, 1) (p) = C,

e investigar o limite acima.

Para facilitar o calculo do limite exposto, definiremos uma nova classe de fungoes

especiais e provaremos a continuidade de tais fungoes.
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Definicao 2.2.2. (Fung¢do Hipergeométrica) Definimos a fungao hipergeométrica
oF1(p,a) de parametros p e a € C\ (Z_- U {0}) como:

m

p
(a)ym!’

oFi(p,a) =1+
m=1
em que
1, se m =0,

(O = ala+1)(a+2)...(a+m—1), se meN.

Lema 2.2.6. O raio de convergéncia da funcio oFi(p,a) € infinito.

Demonstragio. Pelo teste da razao (ver Teorema B.1.3)

P (@aml (a)nmlp
(@mir(m+DE pm (a)m(m +a)(m + 1)m!
_ P
C (m+a)(m+1)
e como
. P
lim = =0,
m=oo  (m+a)(m+1)
o resultado segue. O]

Podemos agora supor a fixo. Uma vez que oFj(p, a) se expressa como uma série de
poténcias, segue que oFi(p,a) é diferencidavel em relacao a p e, em particular, continua em

relacdo a p, de onde, para cada a, vale a igualdade

il_I)Ill)[)Fa(p, CL) = oFl(O,a) = 1.

No préximo teorema adotaremos a notacio oFy = oF1((p/2)%,q¢+ 1) e oF; 1 =
oF1((p/2)%, —q +1).

Teorema 2.2.2. Se q & Z, entao 1,(p) e I_4(p) sdo linearmente independentes.

Demonstragio. De acordo com o visto acima, basta mostrar que lim, .o pW (1, I_,)(p) =
C, em que C # 0. Queremos a seguir tomar uso da propriedade de continuidade estabelecida
sobre as fungdes hipergeométricas, e para isso ser feito é importante escrevermos I,(p) e

I;(p) a partir das fungoes oFY e oF7 7. Seja p # 0, segue que

(5)

I(p) = moﬂl,
(8"
I_4(p) = moﬂ -
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Além disso,

> (*) " (2m + g)pPmrat
mZ::O g+ 1) I(¢g+ 1)
) s () an g
C T(g+1) 2 ml(qg+1)m

m=0

de onde de acordo com a igualdade acima, vemos que

= (5" nerg+y
22 m— g+ 1)m (4)" pr 0

m:l

mostrando que Cy(p) estd bem definida para todo p # 0. Notando também que C,(0) = 0,
segue que para cada ¢, a fungao C, ¢ expressa como uma série de poténcias que converge

para todo p e em particular é continua em zero, de onde concluimos que lim, o Cy(p) = 0.

Em suma
oy
I(p) = PR (Cqlp) +0Fiq)
) = (;2_qp+_ 5 (Coalp) — o)
Logo
L oFTC_4(p) q(oFYoFy ")
Hm P14 (p) o) =l (F(q F1(—g+1) T(g+Dl(—q+ 1))
q

I(g+1)I(—q¢+1)’

e de modo semelhante

. ! — q
i ply(P)-alP) = e T v )
Finalmente
2q
,10135 pW (1, 1-4)(p) = _F(q + DI (—q+1)
_ 2
qT(q)T(1 = q)
_ Zsen(rq)

9

™

em que da segunda para a terceira linha usamos a conhecida formula da reflexdo de Euler,

a saber I'(¢)['(1 — q) = w/sen(mq), ¢ ¢ Z. Concluimos o teorema evidenciando que

W (I, I_g)(p) = —QWSW’

e que a expressao acima nunca se anula quando q € Z. O]
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A seguir, trataremos o caso ¢ € Z. Diferentemente do caso em que g € Z, necessi-
tamos aqui de boas propriedades, nao somente em relagdo p, mas também em relacao a q.
Aqui serd de particular importancia demonstrar que, se fixarmos p e variarmos ¢, entao I,

sera uma funcao diferenciavel em relagao a q.

Usaremos a seguir um surpreendente resultado que diz respeito ao limite uniforme

de sequéncias de fungoes complexas diferencidveis (ver Teorema B.1.9).

Convém mencionar que esse resultado nao é verdadeiro na teoria das funcgoes
de varidveis reais. De fato, pelo Teorema da Aproximacao de Weierstrass (ver Teorema
A.1.4), toda fungao continua no intervalo [0, 1] pode ser aproximada uniformemente por

polindmios, porém nem toda funcao continua é diferenciavel.

Em posse desse grande resultado, estamos prontos para demonstrar que as fungoes

I,(p) sao diferenciaveis em ¢ para cada p fixo.

Corolario 2.2.1. Para cada p # 0 fizo, a funcio J,(q) := I,(p) € diferencidvel.

Demonstragio. Aplicaremos o Teorema B.1.9 na série de funcoes J,(q) = Yoo_o fm(q),
em que f,(q) = (p/2)*"*/(m!T'(m + 1 + q)) para cada m € N. De inicio, notemos que
cada f,, é diferencidvel. Seja agora K C C um conjunto compacto e seja M > 0 tal que
|| < M para todo ¢ € K. Provaremos que (31, _ fin(q)),—, converge uniformemente no
subconjunto compacto K. De fato, quando m > M — 1, entao

i
T mt1m+q+1|

4

< ;
|m+1||m+1— M|

fm-i—l (Q) ’
fm(q)

e portanto ao fixarmos my € N grande o suficiente satisfazendo C := |p/2[*/(|mo + 1||mo +

1 — M]) < 1, teremos que qualquer que seja m > my

[fm(@)] < C"7 fing ()],

de onde, a partir da diferenciabilidade da funcao f,,, no subconjunto compacto K, vemos,
em particular, que f,,, ¢ uma funcao continua em um conjunto compacto e portanto
limitada por alguma constante positiva. Logo, como a série geométrica 300 C™70
converge, a desejada convergéncia uniforme no subconjunto compacto K segue pelo teste
M de Weierstrass (ver Teorema de A.1.3), e finalmente a diferenciabilidade de J,(q) é

estabelecida ao aplicar o Teorema B.1.9. O

O resultado que acabamos de demonstrar nos da todo o suporte necessario para

definirmos com precisao o que sao as Fung¢oes Modificadas de Bessel de Segunda Espécie.



Capitulo 2. A Equacio de Helmholtz em RN 35

Definigao 2.2.3. (Fung¢do Modificada de Bessel de Segunda Espécie) A Fungio
Modificada de Bessel de Sequnda Espécie, denotada por K,(p), € definida para todo p # 0
e q € C por

m 1 _q(p)—1q(p)
5 ,  Se 7,
Fk’q(ﬂ) _ ) 2 sen(mq) q ¢

lim, ., K,(p), seq=necZ.

Uma observacao detalhada é necessaria para explicarmos por qual motivo o limite
da definicao acima estda bem definido. Antes de tudo, o limite acima precisa ser considerado
pois quando ¢ = n € Z, o quociente (I_,(p) — I,(p))/sen(mq) é uma indeterminacao do

tipo 0/0, j& que provamos anteriormente que I_,, = I,,. Notemos agora os seguintes fatos:

o lim,_,,(I_ — =1_,(p) — I.(p) = 0 pois [, é diferenciavel em relaciao a
lim, ., (I_4(p) — I,(p I . (p)—I.(p 0 pois 1, é dif iavel laca
q e portanto continua em relacao a essa variavel, e além disso, lim,_,, sen(7q) =

sen(mn) = 0.

« Novamente, pela diferenciabilidade da funcao I, temos que 0I,/0q e d(sen(gm))/dq

fazem ambas sentido.

o Como d(sen(gqm))/dg = mcos(qm) e cos(nm) # 0 qualquer que seja n € Z, temos
pela continuidade da funcao cosseno que em torno de cada inteiro n, existe uma

vizinhanga V;, contendo o ponto n tal que cos(mq) # 0 sempre que q € V.

« Como fungées complexas diferencidveis sempre sao de classe C* (ver Teorema B.1.6),

segue que 0I,/0q é em particular continua e portanto

81*«1(9) _ 81«1(P)
Ol_q(p) _ 9l4(p) dq dq
lim Jq dq _ q=n q=n
g—n  cos(mq) cos(mn)

Os quatro fatos descritos acima sdo suficientes para aplicarmos a regra de L’Hopital (ver

Teorema B.1.2) e assegurar que, quando g = n € Z,

K,(p) = lim K,(p)

q—n
91_q(p) _ 91q(p)
dq dq
_ 1 q=n q=n
2 (=1)"

Para demonstrarmos que a Fungao Modificada de Bessel de Segunda Espécie K,(p)
é de fato solucao da Equagao Modificada de Bessel, serd necessario provar que a fungao
I,(p), dessa vez interpretada como uma fungao de duas varidveis complexas (g, p), é
complexa diferenciavel. Na situacao que nos encontramos atualmente, sabemos que se
fixarmos ¢ ou p, a func¢ao resultante sera complexa diferenciavel. Porém o Teorema de

Hartogs (ver Teorema B.2.1) e o Lema de Osgood (ver Teorema B.2.2), nos convencem que
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diferenciabilidade complexa em cada variavel é suficiente para concluir diferenciabilidade

complexa em relagdo as duas variaveis (g, p).

E instrutivo saber que a situagio acima nao é verdadeira no contexto das fungoes
f: RY — R. O contraexemplo padrdo no caso N = 2 ¢é dado pela funcao f(z,y) =
zy/(2? + y?), onde percebemos que f admite derivadas parciais em relagdo a x e a y
na origem, porém f nao é continua na origem. Mesmo se supusermos que f ¢ C*, nao
existe resultado analogo para variaveis reais. Para mais detalhes sobre o tépico o leitor é
convidado a consultar [ KRANTZ; PARKS, 1992), Section 3.3 - Separate Real Analyticity,
p. 90].

A partir do discutido acima, vemos que I,(p), interpretada como uma funcao de
duas variaveis complexas, é complexa diferenciavel e portanto de classe C'*°. Isso nos
permite concluir que as derivadas parciais de quaisquer ordens consideradas em relagao
as duas variaveis q e p serao sempre continuas e, portanto, podemos aplicar o Teorema
de Clairaut-Schwarz (ver Teorema A.1.8) para assegurar que, independentemente da
ordenacao das derivadas parciais consideradas, o resultado serda sempre o mesmo. Essas

consideracoes, serao cruciais na demonstracao do préximo teorema.

Teorema 2.2.3. Se q € C, entdo a fungio K, é solucao da Equagao Diferencial Ordindria
de Bessel Modificada para p € C\ (—00,0] :

pPw” (p) + pw'(p) — (p* + ¢*)w(p) = 0.

Demonstragio. Se q € Z temos de acordo com o Teorema 2.2.1 que K|, serd solucao da
Equacao Modificada de Bessel pelo fato de K, ser combinacao linear das funcoes I, e 1_,.

Considerando ainda ¢ & Z, sabemos que

d2 d
2 2 2 _
Ly I (p) + pdfpfq(p) —(p"+q"),(p) =0, (2.9)
2 d2 d 2 2
p dipﬂ—q(ﬁ) + Pd*p[—q(f)) —(p" + ¢ ) -4(p) =0. (2.10)

Relembrando que I,(p) e I_,(p) sao de de classe C*> em relacao a (g, p), vemos pelo
Teorema de Clairaut-Schwarz (ver Teorema A.1.8) que as derivadas parciais de qualquer
ordem em relacao a ¢ e a p geram o mesmo resultado independente da ordenacao em que

as derivagbes parciais sdo executadas, de onde segue que diferenciando (2.9) e (2.10) em

relagdo a ¢
d* (0I,(p) d (01,(p) oI,(p)
2 q q . 2 2 q — 9]
d* [(o1_,(p) d (0I_,(p) oI_,(p)
2 q q 22 a\P) _
a7 ( 9 )T Pap \ oy (r" +q) 9a 2q1_4(p) = 0.

Com o objetivo de simplificar as expressdes que estdo por vir, adotaremos a notagao
U,(f) = p*f"(p) + pf'(p) — (P* + ¢*)f(p). Tomando uso imediato da nova notacao



Capitulo 2. A Equacio de Helmholtz em RN 37

estabelecida, segue que as duas expressoes acima implicam para cada n € Z que

v, [(—21)” <8I_aqq(p) B 6’15((]/)))] _ 9 [(—;)”(I_q(p) B Iq(p))] _

v, [(—1)” <8Iaqq(p) B 8156(]/)))] () l(—;)” (3182@) B 315((1/)))]

v20| S0 - 1o,

e portanto mais uma vez usando o fato de que I,(p) é uma fungao de classe C*>° em relagao
a (q,p), vemos que cada termo da igualdade acima é continuo e portanto ao fazer ¢ — n,

concluimos finalmente que

onde igualamos ¢ = n imediatamente apds a diferenciacdo em relagdo a ¢ ter sido

executada. O

Finalmente estamos prontos para estudar o conjunto solucao da Equacao Diferencial
Modificada de Bessel.

Teorema 2.2.4. As fungoes I, e K, sdo linearmente independentes para todo q € C.

Demonstragio. Devemos provar que W (I, K;)(p) nunca se anula. Consideremos inicial-
mente o caso em que q ¢ Z. Nesse caso, segue pela multilinearidade da funcao determinante

e do Teorema 2.2.2 que

Wl Ka)(0) = oo U o = 1) )
= m (WL, I-g)(p) — W1y, 1) (p)]

7w  2sen(mq)

- 2sen(mq) 7wp
1

)

p

que é uma funcao que nunca se anula. Se agora ¢ = n € Z, podemos usar o fato de que

todas as fungoes que estao presentes no calculo do Wronskiano sdo continuas em relagao a
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q e que o préprio determinante é uma fungao continua (pois o determinante é uma fungao

multilinear) para concluirmos que para cada p # 0:

W (L, K,)(p) = W(}%Iq’iﬂf(>( )

= lim (I, /5,)(0)
1

= — lim —
q%np

1

Y

p

finalizando a demonstracao do resultado. O]

Nés temos uma representacao em forma de série para I, qualquer que seja g € C.
Como consequéncia, temos uma representacao em forma série também para K, quando

q € Z. A seguir, deduziremos uma expressao em série para K, quando n € Z.

De inicio, notemos que a partir igualdade I,,(p) = I_,,(p), temos K, (p) = K_,(p)
para todo n € N U {0}. Isso nos diz que ao procurar uma representagao para K,(p), é

suficiente nos ater ao caso em que n € NU{0}.

Notemos agora que o Teorema B.1.10 nos garante a diferenciabilidade termo a

termo de I,(p) em relagdo a ¢, de onde, pela Regra do Quociente:

OL,(p) _ i (§)2m+q log (g) mIl(m+q+1) =m!I(m+q+1)P(m+q+1) (§>2m+q
861 m=0 (m!)z(r(m+q+ 1))2
_ i (5)2m+q log (8) = ¥(m+q+1)]

m!l'(m +q+1) ’

em que v é a derivada logaritmica da fungao Gama, ou seja, ¥(z) = I''(z)/T'(z). Como

consequeéncia

)2m+n

1, (p) —yiloe <2> —(m+n+1).

dq

A N

-y

q=n m=0

ml(m

De modo semelhante

o = ()" )
b mZ:O m!T(m — q+ 1) [~ log <2> +(m —q+1)].

Notando que para m =0,1,2,...,n — 1, temos lim,,, I'(m — ¢+ 1) = oo e lim,,,, Y(m —
¢+ 1) = oo, vemos que nao podemos obter de forma tao direta 9I_,(p)/0q|4=n como
anteriormente, porém a partir das relagoes I'(z) /T'(1 —x) = 7 /sen(wx) e (1 —x) —(x) =

meot(mx), temos
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o Wm =g+ 1) | [wcot(rlg — m)) + lg — m)][Dlg — m)sen(r(g — m))]
—n'(m—q+1) a=n T

=limI'(¢ — m) [COS(W(Q —m)) +

q—n

Y(q — m)sen(m(q — m))

™

=T'(n —m)[cos(m(n —m)) + 0]
=n—-m-0D(=1)"" para m=0,1,2,...,n— 1.

Escrevendo de modo conveniente

) 5 '(>_Q+1g g (&) +(m — g + 1)
£y ()_Q+1g log (£) +w(m — g +1))
:LZ:OmIFEQ)—q—I—l)( log< )ﬂb( —at D)

+Z k+n§F2k+n—q+1)( log( >+¢< —atD)

e calculando o limite da soma finita acima quando ¢ — n, segue que

%%:;Om!rgzz—qﬂ)[ bg( )ﬂb( mat =
(5"

2m—
n—1 P 4
2

. p =
1 log (2) +1 —g+1) =
qbn%z m'F(m—q+1) o8 (2>+q%§0mlr(m_q+ﬂ<m a+1)

0+ Z )" (n —m —1)! (/2))2’”—”.

m!
Assim,
91_4(p) _ (=) (n—m = 1) p\2
0q q=n N m=0 m! (2)
2m+n
+ mZ::o ( (22 o [~ 1log () + h(m 4 1)]
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Finalmente

s (—1)n (2 2m+n
* ; 2 ( (n)+(n23!m! [~ 1o <g> Tyim 1)
s (—1)n (2 2m+n
;mzo ( (m) —|—<;2!m! log (5) ~vlm a1
= (=) i (g)2m+n [21og <p) —Y(m+1)—y(m+n+1)]
2 = ml(m+n) 2
1 (-1)™(n—m —1)! 2m=n
* §m:0 m! (g>

Usando notacao assintdtica temos que, quando p — 07
_ P
Kolp) = ~log (5) +0(1),
Ko(p) = L YA O(p?
A(0) = 5 =11 (2) T+ 0P

+ EU () 105 (2) (1 04) + 047, =12,

De onde uma aplicagao direta da regra L’Hdopital (ver Teorema B.1.2), nos revela que

lim, o+ (p/2) log(p/2) = 0 e portanto quando p — 0" :
Ko(p) ~ —log (g) + O(1), (2.11)

Kn(p) ~ ;(n — 1) (g>_n, n=1,2,... (2.12)

Uma forma alternativa de demonstrar o Teorema 2.2.3, sem auxilio do Teorema de
Hartogs (ver Teorema B.2.1) e o Lema de Osgood (ver Teorema B.2.2), é provar que a
formula em série de K,, que acabamos de deduzir satisfaz a Equacao Modificada de Bessel.

Escolhemos nao seguir esse caminho, pois os calculos iriam se tornar exaustivos.

O proximo lema introduz vérias relagoes de recorréncia envolvendo as Fungoes
Modificadas de Bessel.

Lema 2.2.7. Para todo q > 0, temos que K, € C*>((0,00)), valendo as relagdes de

TeCOTTENCLA:

1. dip[q(p) = %(qul(p) + Iq+1(p>>7
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2. 5 Kq(p) = =5 (Ky1(p) + Kyra(p)),
3. 21,(p) = Li-1(p) = Ly (p),
4 2K (p) = Kgp1(p) — Kqo1(p),

5 (0K ) = Ky ),
sao wvdlidas para p > 0.

Demonstragio. De acordo com o Teorema 2.2.3, temos que K,(p) é complexa diferenciavel
em relagao a p para todo ¢ € C, de onde K, ¢ de classe C*° em relacao a p e em particular

K, € C>~((0,00)), qualquer que seja ¢ > 0. Passemos para as relagoes de recorréncia

1. Notemos que

2mtq-1 4

(2m + Q) (g) 5
- mlI'(m+q+1)

2m+q—1 2m+q—1
gm0 s ()
Zmll(m+q+1) 2= mI(m+q+1)
Por outro lado
~ (g)?’n’b-i-q—l
[q l<p> = mz::o m'F(m—i—q)
2m—+qg—1
_$ (5) " (m+aq)
m=0 m‘F(m + q + 1)
o o 2m+q—1m o o 2m+q—1
= Z |2) +q Z ‘(2>
= ml(m+qg+1) = ml(m+q+1)
Como também
o P 2m—+q+1
Ioi(p) = Z (5)
o —ym!l(m +q+ 2)
2m 1
- o (g) +q+ _— 1
A= mT(m+q+2)m+1
(p)2j+q 1]_

;J'FJ+Q+1)

onde da segunda para a terceira linha foi usada a mudanca de variavel j = m + 1,

concluimos que
d
Li-1(p) + Ig1(p) = 2d7qu(p)

como desejado.
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2. Suponhamos inicialmente ¢ € Z. Nesse caso, podemos usar o item anterior para

€SCrevermos

™ dil—q dilq
dK(p):2(p () & (p))

dp ? sen(qm)  sen(qm)

S et s )
~ T (et + ity )
+ 5 (ot + i)

= —5 (Kg1(p) + Ky (p)).

Caso agora ¢ = n € Z, notemos que

d d I_,(p) —1
lim ~— K, (p) = lim ~— WM 7
a—n dp a—=n dp sen(qm)

e pela continuidade da expressao dentro do limite em relacao a ¢, temos que esse
limite assume uma indeterminagao do tipo 0/0 e portanto pela regra L’Hopital (ver
Teorema B.1.2)

0 d
i 1 () =ty L 908700~ g1
a—=n dp q—n 2 cos(qm)
]- aq dp'[_q( )|q:n - gl(;ip‘[ ( )|q:n
2 (="

Por outro lado, aplicando o Teorema de Clairaut-Schwarz (ver Teorema A.1.8)

d%a%ij(p)ywn - C?p aaq[ ()l g=n
(=1

1
2
la%d%l—q(PNq:n_dgdi a(P)lg=n
2

d
= %I_I}}L diqu@)
Finalmente
1 .
—5 (K1 (p) + Ko (p)) = lim =5 (K1 (p) + Ko (p))
d
= %1_{1711 dprq(P)
d
3. Notemos que
2 ~ (p 2m-+4q—1
q 2
A -
p or) qmzz:o m!I'(m +q+1)
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Por outro lado

P 2m—+q—1 P 2m—+q—1
I, a(p) — 1 (p)zi 5) " +q§f (§>
-1 o+l = ml(m+qg+1) = ml'(m+qg+1)
2m—+q+1
S (4 (m + 1)
= (m+DIT(m+q+2)
2q
= pIq( )

4. Quando q € Z, segue pelo item anterior que

Kia(9) = Kgma(0) = 5ot s (o) = Laa(0) + Do) = L1 )
_ " (% _ %
~ oo (220 = 21,0
= 2K ).

Quando ¢ =n € Z \ {0}, vemos que

2n 2n .
?Kn(p) = ?;13}1 Kq(p)
2n .. p
= r (}1_{1}1 Q*q(KqH(P)) — Kq1(p))

_2np

?%(Knﬂ(m — K,—1(p))
= Kn1(p) = Kn-i1(p).-

Se n = 0 a férmula de recorréncia é verdadeira pela propriedade ja estabelecida de
que Ki(p) = K_1(p).

5. Pela Regra da Derivada do Produto, pelo item 2 e pelo item 4 respectivamente

o) = =0 )+ 0K
= g )+ 7 (5 (1) + Kara0)))
= _—p¢ (ZKq(p) + ; a—1(p) + ; q+1(p)>
= —p "Ky1(p).

[]

No préximo lema provaremos algumas propriedades de I,(p) e K,(p) quando p se

aproxima de zero.

Lema 2.2.8. Suponha que p € RT e g € RT U{0}. Entdo quando p — 0:
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1. 1,(p) possui limite finito e K,(p) possui uma singularidade em p = 0,
2. —Koy(p)/logp — 1,
3. p1K,(p) — 297'T(q) onde 297'T(¢q) > 0 quando q > 0,

4. pq“d%Kq(p) — —q297'T'(q) onde ¢27'T'(q) > 0 quando ¢ >0 e pq“d%Kq(p) — -1

quando q = 0.
Demonstragao. 1. Relembremos do Teorema 2.2.2 que
B)q
I — (2 q,
q(p> F(q + 1)0 1
temos
im0 =4 17
1 Lg(p) =
=0 0, ¢>0
Ja o fato de que K,,(p) possui uma singularidade em p = 0 paran =0, 1,2, ..., segue

diretamente de (2.11) e (2.12). Nos demais casos que ¢ pode assumir, a existéncia
da singularidade em p = 0 segue pelo fato de I_,(p) possuir uma singularidade em

p =0 quando g > 0.

2. Em (2.11) temos que de forma explicita o termo O(1) é (—1/2)(—2¢(1)) = ¥(1) = —~,
em que 7y € a constante de Euler - Mascheroni. Logo, quando p — 0,
p
Ko(p) = —log (2) -7
= —log(p) +1log(2) -,

de onde
K, log(2
im — 0<p):hm 1_og()+ 7 = 1.
p=0 log(p) =0 log(p) ~ log(p)
3. Para ¢ =1,2,..., o resultado segue diretamente de (2.12). Nos demais casos temos
que
s 24 _ p* 1
lim p?K, =lim— | ——gF ! — F}
PP Hale) = g lm ST PESTL 1 sen(qr)
G 24
~ 2I(1 — ¢)sen(gr)
201
=TT p
I'(q)

=217'T(q).
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4. Pelo Lema 2.2.7 item 2 e pelo item anterior vemos que, quando ¢ > 0,

. d 1, |
lim o Ky (p) = Hm[—2 p*" Ky (p) = 50" Ky (p)]

p—0 P p—0
1 1
= —5022(1_2F(q —1) - 5zqr(q +1)
= —2714T(q).

Novamente pelo Lema 2.2.7 item 2, pelo item anterior e agora usando também o

fato de que K_; = K, segue que

. d .
lim pdpro(p) = —lim pFi (p)

= —2"'1(1)
= —2%!
=—1.

]

Para estudarmos o comportamento das Func¢oes Modificadas de Bessel no infinito,
serd importante deduzirmos representagoes integrais para I,(p) e K,(p). Esse serd o nosso

proximo objetivo.

O Teorema abaixo sera de fundamental importancia para a obtencao das represen-

tagoes integrais das Fungoes Modificadas de Bessel.

Teorema 2.2.5. (Férmula de Hankel para a Reciproca da Fun¢io Gama)

Qualquer que seja z € C, a representacao integral

1 1
= / elt*dt
I'(z) 2milJe

¢ verdadeira, em que C' € o contorno descrito pela figura abaizo:

7N .
L/

Figura 1 — Contorno de Hankel
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Antes de provarmos a Formula de Hankel, alguns lemas técnicos sdo necessarios.

Lema 2.2.9. Se C' é um contorno de Hankel (ver Figura 1) cuja parte circular é de raio
1, entdo a fungao
I(z) = / e't*dt,
G-

é complexa diferencidvel em todo o plano complexo C.

Demonstracio. A funcao z — e't~* é claramente complexa diferencidvel em C para cada
t # 0 fixado. Se entao T é um tridngulo qualquer, sabemos pelo Teorema de Goursat (ver

Teorema B.1.5) que, para cada t # 0 fixado,

/ elt™*dz = 0.
T

Notemos agora que
|ettfz| — |et|’€leog(t)|
= |e~Re(2)los(t) || gmilm(2) log(t) | Re(t) | o5 (Tm(t)) + dsen(Im(t))]
— 6Re(t) |€—Re(z) log |t| | |e—iRe(z) arg(t) | |e—iIm(z) log |t| | |€Im(z) arg(t) |

< 6Re(t) |t|—Re(z) 67r\Im(z)|‘

Se K for um conjunto compacto qualquer tal que 7' C K, entdo z s eRe®)|¢|Re(z)erlim(z)]
¢ uma funcao continua em C e, em particular, em K para cada t # 0 e portanto existem
Ly, M > 0 tais que

|6tt—z| < 6Re(t) |t|—Re(z)67r|Im(z)|

S 6Re(t) ‘t|—Lt€7l'M’

de onde, para cada t # 0
/ left7%|dz < / eRe® || ~Lee™ 4z
T T
_ eRe(t) ’t‘th e’rMﬁ(T),

em que {(T) denota o comprimento do tridngulo 7. Consideremos agora a mudanga de

variavel t = de?. Nessas condicoes segue que

/ / =3 |dzdt < O(T)e™ / eReO) 4|~ Le gy
cJT C

s . 1 o)
= ((T)e™ (z/ e i g —/ 5_L_56_6d(5—/ 5_L—5e_5d5)
- 1

o0

= €(T)6”Mi/ @93 < foo,

de onde a finitude da integral da ultima linha da cadeia acima se deve ao fato de que toda
funcao continua ¢ integravel. Finalmente, podemos aplicar o Teorema de Fubini-Tonelli

(ver Teorema D.10), para concluirmos que

/ / et *dtdz = / / et *dzdt = / 0dt = 0.
TJC cJT C



Capitulo 2. A Equacio de Helmholtz em RN 47

Observe agora que I(z) é continua. De fato, considere sem perda de generalidade zy €
K. Por ser lim, ,, e't™* = e't7% e, para qualquer z € K, sabermos que |e't™*| <
eRe|t|~Lee™ o além disso, [, eReW|t|~Lte™dt < 400, podemos aplicar o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema D.5), para provar que
lim I(z) = lim [ et *dt = / e't=dt = 1(z).
c c

220 Z2—220

A diferenciabilidade de I(z) segue entdao pelo Teorema de Morera (ver Teorema B.1.7). [

Lema 2.2.10. O valor da integral presente na formula de Hankel (ver Teorema 2.2.5)
independe do contorno de Hankel considerado, de forma mais precisa, se Cy for o contorno
de Hankel (—oo, —i] U Ay U [i, —00), em que Ay € o arco de raio 1 conectando —i até i e
se Cs for o contorno de Hankel (—oo, —ei| U As U [gi, —00) em que As € o arco de raio 0

conectando —ei até €1 e 0 < e < 1, entdo

/ elt™*dt = / elt2dt.
C1 Cs

Demonstracao. No decorrer desta demonstragdao, z é um ntmero complexo fixado. Se
f(t) :=e€'t™*, é evidente que f(t) é uma funcao complexa diferencidvel em todo o plano
complexo. Se R > 0 e denotarmos C1r e Csi respectivamente os contornos C; e Cs
truncados na reta Re(t) = —R, podemos considerar o contorno fechado suave por partes
CigU[i — R,et — R|U (—Csg) U [—€i — R, —i — R], como no diagrama abaixo:

i— R

ei—R
—ei— R

—i—R

Figura 2 — Contorno de Integracao

Pelo Teorema da Integral de Cauchy (ver Teorema B.1.8), podemos garantir que
—i-R

fode— [ e+ /_;R fodi+ [ et =o. (2.13)

Cir —&i—R

Estudaremos as duas integrais ao longo dos segmentos verticais presentes na igualdade

acima. Se considerarmos t = (i — R) 4+ s(¢ — 1)i, em que 0 < s < 1, teremos

ei—R 1 . .
/ F(t)dt = / (i — R) + s(e — 1)i] "2~ RITsC=Di(c _ 1)ids.
i—R 0

Se considerarmos t = (—¢i — R) + s(e — 1)i, em que 0 < s < 1, teremos

/_i_R ft)de = /01[(—51 — R) + s(e — 1)i] 2el = RFsE=Di(c _ 1)ids.

—ei—R
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Como ja sabemos que | f(t)| < eRe®|¢|~Rez) M)l temos

ei—R Re(z
/ f(t)dt‘g]e—ue“m(z)[RQ (s.(e — 1) + 1) "5 e R,

i—R
—i—R

‘ [
—ci—R

em que s, e ¢, assumem apenas os valores 0 ou 1 a depender do valor de Re(z). Logo

< |e = 1)eM™ENR2 4 (e (e — 1) — )]~ e R,

ei—R —i—R

gm [ f@)de=lim [ f()dt =0,
de onde finalizamos a demonstracdo do lema ao fazer R — oo em (2.13). O

Demonstragdo. (Demonstragdo do Teorema 2.2.5) Escrevendo t = de? temos que

/ et dt = / “t(telmmEIN T2 L 4 / t(tem—ea)) ==t
c
+/ (cos(0)+isen(f (6629)—,2(%619(19
_ / €_tt_z(€_ (—m+es)iz 6_(7r_€6)iz)dt + Z-&—z-l—l /ﬂ 66(005(6)+isen(9))+i9(—z+1)de,
4 -7

em que €5 > 0 satisfaz lims_,o s = 0. Como o integrando da integral em relacao a 6 acima
converge uniformemente para e?(=**!) quando § — 0, vemos que se Re(z) < 1, entdo
lims_,o 6 ** =0 e que

lim (O(cos(8)-+isen(0))+i0(—2+1) 19 — /ﬂ 002 gg _ 2sen(m(1 — z))'
0—0J 7 o 1— 2

Pelo Lema 2.2.10, mantendo Re(z) < 1 e fazendo § — 0, vemos que

/ eltFdt = 2isen(7rz)/ e 't7*dt = 2isen(m2)['(1 — 2).
c 0

Se supormos z ¢ Z, podemos aplicar a Férmula da Reflexdo de Euler e concluir que

1o, 1
— tAdt = — R 1.
27”/06 o) em que Re(z)<

Como 1/T'(z) é uma funcdo complexa diferencidvel em todo o plano complexo, que coincide
com a, também fungdo complexa diferencidvel em todo o plano complexo, I(z) = [ e't*dt
(Lema 2.2.9) no aberto {z € C;Re(z) < 1} \ {0, —1,—2,...}, concluimos a demonstragao

do resultado ao aplicar o Teorema da Identidade (ver Teorema B.1.11). ]

Teorema 2.2.6. Para todo p > 0 e todo q € R, as representagoes integrais a sequir sao

verdadeiras

1 /7 0o
q(p) = 7/ epcos(9) COS((]Q)d@ _ SGIl(q?T)/ e*pcosh qtdt
0 0

s ™

K,(p) :/o e=Ph® cosh(gt)dt.
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Demonstracao. De acordo com o Teorema 2.2.5 sabemos que
1 1

s s —(m+q+1)d
F'm+q+1) 27ri/c€8 &

de onde _—
= (5" 1

Iq(P) = Z

/ e®s~ (Mt ds < 400,
m=0 ¢

m! 2w
Logo, interpretando a série acima como sendo uma integral em relagao a medida da
contagem, desejamos aplicar o Teorema de Fubini-Tonelli (ver Teorema D.10), para

concluirmos que

o (22\™

21

= (p)ql./ es+%8_t_1ds.
2/ 2mi Je

Esse desejo pode ser concretizado pois, ao aplicar os mesmos métodos descritos no Lema

e (8) )m

2.2.9 teremos

2
4s

ds < 4o00.

ds—/ less~ (@t Ve

/z

Assumindo em seguida que p é um ndmero real positivo e definindo s = (pt)/2, podemos

p\? 1 oy (PO (p
)= (5) 5 L (5) 0 (5) e

_ L ey
Cl

escrever

27

em que C’ é um contorno com o mesmo formato do contorno C'. Assumindo, sem perda
de generalidade, que a parte circular de C” possui raio 1, segue pela mesma estratégia de

integracao usada no Teorema 2.2.5 que

/oo e—g(tﬂ_l)t—q_l(ei(q"'l)ﬂ — e i(q+1) )dt + Z/ epcos(@)(eqw + e—qie)d9:|
0

1

L) =5 |

271

1 o0 _ ™
= — {—Qisen(cm)/ e~ BT a1y 4 2@'/ ePos(0) cos(q@)d@}

271 1 0

= L [T cos(gf)an - sen(qm) [ et ay,
™ Jo 1

i
Se agora fizermos a substituicdo t = e, teremos finalmente que

1 /= . o0 ,
(p) _ / epcos(G) COS(q@)dQ _ SGH(QTI') / e—pcosh(a)e—oc(q-‘rl)eozda
™ Jo 0

™

— l /7r epcos(@) COS(qe)de o sen qﬂ-) /oo efpcosh(a)faqda'
m™Jo 0

™
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Para demonstrar a representagao integral para K,, suponhamos inicialmente que ¢ ¢ Z.

Assim

(o) =2 (M)

2 sen(qm)

@ (SGH((]W) /OO e—pcosh(a)(eaq + e—aq)da>
0

- 2sen(gm) T
T 2sen(qm)

_ > —pcosh(a) h d
2sen(qm) w /0 ‘ coshag)da

:/ e =P 0@ cosh(ag)da.
0

Caso ¢ = n € Z, notemos que lim,_,, e <1 cosh(agq) = e 71 cosh(an) e que se
[—b,b] C R, b > 0 for um intervalo fechado, em que n € [—b, b], entao para todo « € [0, +00)
temos |e~?<h(®) cosh(ag)| < e7P<*1(®) cosh(ab), de onde, como [° e™P (@) cosh(ab)da <

+00, de fato, para a > 0, segue que e*/2 < cosh(a) < e* e assim

/ e~ Pcosh(a) cosh(ab)da S/ efgeaeabdoz:/ ettt < +00,
0 0 1

podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema D.5) e
concluir que

K,(p) = lim Ky(p)

q—n

— 1 o —pcosh(a)
(}1_1)1711 e cosh(aq)da

= / e~ P cosh(an)da,
0
como desejado. O]

Pelo processo de continuagao analitica (ver Definicao B.1.1) é possivel demonstrar
que as representacoes integrais que acabamos de obter sao verdadeiras de forma mais geral
para todo ¢ € C e p € C tal que |arg(p)| < 7/2, porém, como aqui serd necessario apenas
0 caso mais restrito que acabamos de estabelecer, optamos por particularizar a situagao
e, como consequéncia, simplificar a demonstragao do resultado acima. Entretanto, para
mais detalhes sobre as varias possiveis representacoes integrais das Funcoes de Bessel,
remetemos o leitor a (WATSON, 1944).

A representacao integral para I,(p) demonstrada no Teorema 2.2.6 nao ¢ ideal para
o estudo assintotico quando p — 0o, pois tal representacao é dada a partir da soma de
duas funcgoes integrais e, de modo geral, o comportamento assintotico da soma de duas
fungoes integrais nao é a soma do comportamento assintético de cada fungao integral. Isso

nos motiva a encontrar outra representacao integral para I,(p).
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De inicio, relembremos que a Fungao Beta (ver Definigao C.2.2) se relaciona com a
Funcao Gama a partir da relagdo B(z,y) = I'(z)I'(y)/I'(z + y) (ver Teorema C.2.3). Essa
propriedade nos revela que, se Re(q) > —1/2 e se m € NU {0}, entao

1 1 1 1
= 21 — ¢2)772d¢. 2.14
syt v e w3 AR U (2.14)

A relagdo acima nos permite encontrar uma nova representacao integral para ]q(p).

Teorema 2.2.7. Se p € C\ {0, —%, —1, —%, ...} eseq € C é€tal que Re(q) > —%, entao
Iy PR
I(p :—/ ePi(1 — ¢2)973dt,
! (3T (g+3) /=

Demonstragdo. Por (2.14) vemos que, para Re(g) > —1, temos

- (g>2m+q 1

1 1
I(p) = / t2m(1 — %)% 2d¢.
(p) 'rnz::O m!  D(m+3)T(q+3) /1 ( )
Como
2m-+q 1 2m+q
oo P 2m(1 _ +2\q4—3 oo P
Z/l (2) (1 — 7)1 dt =3 ’2’
=1 mID(m+3)T(g+3) =ymll(m+q+1)
= I(lpl) < +o0,

podemos aplicar o Teorema de Fubini-Tonelli (ver Teorema D.10) para chegarmos em

q 2m
P 1 00 (B) £2m
I — (2)/ 1 — $2)7 3 SAVAR— )
o(P) I'(g+3) —1( ) mz::() m!l(m + 1)
e ao assumir que p € C\ {0, —%, -1, —%, ... }, podemos aplicar a Formula de Duplicagao

de Legendre 22™T'(m + 1)I'(m + 1/2) = I'(1/2)(2m)! para concluirmos que

(g)q 2\g—1 - (Pt>2m
W)= Far by L0 2 G
(g)q ! 2\q—2
= NCESSIWIY) [1(1 — t°)?72 cosh(pt)dt.

1 ’ ~ . . . .
Logo, ao notar que (1 — #2)972 é uma funcdo par e as integrais aqui consideradas possuem

limites de integragao simétricos em relagao a origem (—1 até 1), temos

1 1
/ (1— )7 2e Pidt = / (1 —2)7 zertdt,
-1

-1

de onde o resultado segue, pois, por defini¢ao temos cosh(z) = (e™* + €%)/2. O
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No que se segue, usaremos o Lema de Watson (ver Teorema B.3.1) e o Método
de Laplace (ver Teorema B.3.2), que sao dois resultados que nos auxiliarao no estudo do

comportamento assintotico no infinito das Fun¢des Modificadas de Bessel.

Com efeito, de acordo com o Teorema 2.2.7 temos que, para todo g > —1/2 e p > 0,

Se agora definirmos ¢(u) = u972(2 — u)7"2, g(u) == (2—u)T2 ¢ 0 :=q — 5, podemos
aplicar o Lema de Watson (ver Lema de B.3.1) para obtermos o comportamento assint6tico
quando p — o0:

1
29720 (g + 1)
pq+%

e

2
/ e_p“uq_%(Z - u)q_%du ~ +O0(p279).
0

Logo quando p — oo obtemos o comportamento assintético de I,(p), para ¢ > —1/2 como

sendo

J(p) = muw(p%)), (2.15)

onde acima foi usado que I'(1/2) = /7.

Sendo agora p > 0 e ¢ € R e considerando representagao integral estabelecida no

Teorema 2.2.6:

op) = [ e coshgt)dt,
0

definindo ¢(t) := cosh(t), f(t) := cosh(qt) e ¢ := 0 e aplicando o Método de Laplace (ver

Teorema B.3.2), segue que o comportamento assintético de K,(p) quando p — co e ¢ € R

K,(p) ~e” (@ - O(p_1)> : (2.16)

A conclusao das aplicagoes do Lema de Watson e o Método de Laplace nos permite

e

demonstrar o seguinte lema:
Lema 2.2.11. A respeito das Fungoes Modificadas de Bessel, temos
1. Se ¢ > —1/2 entdo lim, . e *1,(p) =0,

2. SeqeR ep>0 entao K (p) >0,
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3. Se q € R entdo lim,_,o e’ Ky(p) =0 e lim,_, epdiqu(p) =0.

Demonstragio. 1. Diretamente de (2.15) segue

lim e I,(p) = lim (1+0(p2))| =0.

1
p—00 p—00 [, /27Tp
2. Se g € Re p > 0 entdo a fungdo continua nio negativa ¢t — e~?°*"® cosh(qt) assume

valores positivos, como consequéncia do Teorema 2.2.6 vemos entao que

K,(p) = / e=Ph® cosh(gt)dt > 0.

0

3. Por (2.16) segue

p—r00 p—r00 p—+00

lim e’ K, (p) = lim 21 + lim O(p™') = 0. (2.17)
\/ 2p

Pelo Lema 2.2.7 item 2 ¢ verdade que

d

ef’d—qu(p) = —l(e”Kq_l(p) + e’ Kqr1(p)),

2

de onde lim,_, e"d%Kq(p) = 0 ao fazer p — 0o na expressao acima e ao usar (2.17)

com ordens ¢ — 1 e ¢+ 1.

]

2.3 A Solucao Fundamental

Podemos agora definir a solucido fundamental da Equacdo de Helmholtz em RY. No
que se segue, [, == 27711(q), wy := 272 /T(N/2) e yn := 1/(wnlns2), de onde, sabendo
que Iy = 2W/27IT(N/2), vemos que vy = (27r)~¥/2. Além disso, a norma adotada em

N s - _ |2 2 _ N
RY serd a usual, ou seja, || = /a7 + -+ + 2% para z = (z1,...,2y5) € RY.

Relembrando, desejamos encontrar solu¢des radialmente simétricas da Equacgao
Homogénea de Helmholtz
Au(z) — K*u(z) =0,

em que A = —k? k > 0. Foi provado no Lema 2.2.1 que solucionar a equacdo acima é
equivalente a solucionar a equacao diferencial ordinaria

N -1

Z(r) — k*2(r) =0 em que r >0,
,

2'(r) +

onde, por sua vez, pelo Lema 2.2.2 e pelo Lema 2.2.3, z é uma solucao da equagao diferencial
ordindria acima se, e somente se, z(r) = (kr)'~2w(kr), onde w é solucdo da Equacao
Modificada de Bessel
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o) + L) - (1 ; Z) w(p) =0,

com p=kr >0eq=(N/2) — 1. Como ja provamos que w(p) = K(n/2-1(p) é solugao
da Equacgao Modificada de Bessel, todas essas consideracoes nos conduzem ao seguinte

conceito:

Definigao 2.3.1. (Solucdo Fundamental da Equacdo de Helmholtz em RY ) Se
k =1, a solugio fundamental da Equagio de Helmholtz em RN ¢é a fungio En : RN\ {0} —
R definida por

En(x) = wlal' > Ky (Jz]).

Se A= —k?, em que k > 0, a solu¢io fundamental E¥% : RN \ {0} — R € definida como

E% () = kN 2En (k).

De acordo com as propriedades que estabelecemos anteriormente sobre as Fungoes
Modificadas de Bessel de Segunda Espécie, podemos deduzir as seguintes propriedades da

solugdo fundamental E% para k > 0.

Corolario 2.3.1. As sequintes afirmagoes sdo vdlidas:

1. E% € C*(RN\ {0}) e AEX (z) — K*E% (z) = 0,

2. E%(x) > 0 para todo x € R \ {0}.
Demonstracao. Para a demonstracao, basta notarmos que:

1. De forma explicita E% = yyk®™/2 = 2|'"N2K /9y _1(k|z]). De acordo com o Lema
2.2.7 sabemos que K(n/2)-1 € C*°((0,00)). Como |z| € C°(R\{0}), as composi¢des
K(njay-1(k|z]), |z[*=N/2 € C(RN\ {0}). Sendo E¥% produto de constantes com duas
fungdes em C*°(RY \ {0}), podemos concluir com seguranga que E¥ € C=(RN\ {0}).
Para concluir que E% satisfaz a equacdo Au(z) — k?u(x) = 0, basta usarmos que
En(kx)/yn é solugao dessa equacio e que E%(x) = (ywk¥=2)(Ey(kz)/vn), onde

k,NfQ

obviamente vy ¢ uma constante.

2. Pelo Lema 2.2.11 item 2 sabemos que K(n/2)—1(k|x|) > 0 pois k > 0, como também

a constante yy = (27) "2 > 0, o resultado segue.

Corolario 2.3.2. Quando |z| — 0 :

E%(x) 1
. — B
—log(klz|) 274
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2. |z|N 2Bk (2) — Ywly_y >0 para N >3,

3. ||Vt ‘VE]"{](Q:)‘ — ly >0 para N >2.
Demonstracao. De fato

1. Pelo Lema 2.2.8 item 2 e notando que [, =1
Ey(zr)  yaKo(klz|)

—log(kl|z])  —log(k|z])
— (271)7!
1
= i

2. Se N > 3 entao (N/2) — 1 > 0 e, portanto, pelo Lema 2.2.8 item 3,
N N
2| Y2 EN () = gk a2 T Ky (k)
N
— bl ¥y (ki)

— ’}/Nl%_l > 0.

3. Pela Regra da Cadeia e pela Regra do Produto

N _ N _N_ _N !/
0. () = k7 (1= ) Jal ¥ By (bl + Jo| S koKl (kla))

Logo

N-19 1k Li N N_y N,
0B () = vy (1 F) (el 3~ Ky a(klal) + (alk)* K (k).
ou seja,

N-1 k N FUA | N o

oYUV EY @) = e (1= 5 ) (alk) ¥ 5y (hlal) + (Jalh) ¥ Ky (kla)

Se N = 2, entdo
|||V Ej ()| = 7o (| k) K (K| z])]

de onde, pelo Lema 2.2.8 item 4, segue que, ao fazer |z| — 0,
[2|[VES ()] = o] = 1] = 72li = 722 > 0.

Caso agora N > 2 segue pelo Lema 2.2.8 itens 3 e 4 que quando |z| — 0,

_ N N
2N YV EE (2)] — VNKl — 2) l%q — (2 — 1) 1%71

N

N N N
= — -1 22‘1F<—1)
7N<2 ) 2
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Corolario 2.3.3. Quando |x| — oo :
1. Ml B (2) — 0,
2. |V EE (1) — 0.
Demonstracao. De fato

1. Como N > 2, entdo 1 — N/2 < 0. Logo, pelo Lema 2.2.11 item 3 temos, quando

|z| = 00 :

N_ _N .
MR (@) = k¥ ol F (MK (Klal)) - .
2. Tomando uso das identidades ja demonstradas no Corolario 2.3.2 item 3:

IVE% (z)] = ywk? ! .

N
(1 N 2) ] 7% Koy (kla]) + 2|3 kK (kla])

Logo e*#l|V EX ()| assume a forma

N_q

N _ N T _N x /
k¥ (1= 5 ) ol (@K (k) + '~ FreH Ky (ko)

Y

ecomo —N/2 < —1el—N/2<0,jidque N > 2, oresultado segue ao fazer |x| — oo

e ao usar novamente o Lema 2.2.11 item 3.

]

Provaremos agora que a solucdo fundamental E%, a depender dos pardmetros N e
k, estao nos espacos de Lebesgue. Tal propriedade é essencial para o uso dos Teoremas de

Regularidade aqui abordados.

Teorema 2.3.1. A respeito da solucio fundamental, temos

1. B} € LP(R?) para 1 < p < oo,
2. E% € LP(RY) para 1 <p < N/(N —2) quando N > 3,

3. O;E% € LP(RY) para 1 <p < N/(N —1) quando N >2 ei=1,2,...,N.

Demonstracao. De fato,
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1. Defina L := 1/(2wly) > 0. Pelo Corolario 2.3.2 item 1, sabemos que, dado € > 0,
existe R > 0 tal que

—L

Ek
‘ 2(2) < e sempre que |z| < R,

— log(k|x|)

ou seja,
|E¥(x)| < (¢ + L) log(k|z|) sempre que |z| < R.

Logo, elevando a expressao acima a p e integrando a expressao resultante na bola

B(0, R), segue que
[ IBb@prdr<le+ 1P [ Jlog(kle]de.
B(0,R) B(0,R)

Como x +— |log(k|z|)|P é uma funcdo radial nao negativa, podemos aplicar a Férmula

de Integracdo de Fungoes Radiais (ver Teorema D.11) para chegarmos em

Jo

R
Nlog(klzlPdr = w, / | log(kr) [Prdr.
R 0

)

Notando agora que

lim log(kr)r = — lim - = — lim r =0,
r—0+ r—0+ ol r—0+

evidenciamos que

Jo

Ej@)Pde < |e+ LF [ [log(kla])d
R) B(0,R)

) )

R
= wole + L|p/ | log(kr)[Prdr < +o0.
0

Por outro lado, dado £ > 0, temos pelo Corolario 2.3.3 item 1 que existe L > 0 tal
que para todo |z| > L,
[ By ()] < e,

ou seja,

|E¥(2)| < sempre que |z| > L.

e
ek|m|

Logo, elevando a expressao acima a p e integrando em R? \ B(0, L) temos

Lo B @Pdr<er [ e,
R2\ B(0,L) R2\B(0,L)

Novamente pela Férmula de Integragao de Fungbes Radiais (ver Teorema D.11),

temos

© 7
/ e PRy = wg/ —dr < 400,
R2\B(0,L) L errp

provando que
/ |E%(2)|Pdx < +o0.
R2\B(0,L)
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Como podemos supor que R < L e de acordo com o Corolario 2.3.1 item 1 sabemos
que EY € C=(R?\ {0}), entdo ¢ também verdade que
/ |ES(2)|Pdz < +oo.
B(0,L)\B(0,R)
Logo

LBs@Pde= [ |Ei@)Pde+ [Eb(@)Pda-+ B} (a)Pdz,
R2 B(0,R) ) )

R2\B(0,L B(0,L)\B(0,R

evidenciando que E5 € LP(RY) e provando o afirmado.

2. Seja N > 3 e defina L := ynl(n/2)-1 > 0. Ao usar o Corolario 2.3.1 item 1, Coroldrio
2.3.2 item 2, Corolario 2.3.3 item 1 e o Teorema D.11, podemos proceder como no
item anterior e concluir que

R 1
k p p N-1
/B(OR) |Ex(x)|Pde < |e + L] oJN/O L dr,

oo pN—1
EE (2)|Pdx < Pw / dr < 400,
/RN\B(O,L) |En ()] - N L erkp

/ |E% (2)Pda < +o00.
B(0,L)\B(0,R)

Como por hipdtese 1 < p < N/(N —2), segue que —1 < N —1—-p(N —-2)<1le
portanto

R
/ pN=1=PIN=2) 4 < 400,
0

de onde o resultado segue.

3. Sejam N > 2 e L := yyly/2 > 0. Usando agora o Coroldrio 2.3.2 item 3, Corolario

2.3.3 item 2 e procedendo como no item anterior, teremos as desigualdades

B(0.R VE d R 1
O: Ek P k P P N—-1
/(07 : |0 Ey (z)Pdr < /B(O,R) | ~(@)[Pde < |e + L wN/O ey 5T dr,

oo pN-1

| |VE§,($)|pda: < 5pr/L

0, B (2)|Pda < dr < 400,
RN\B(0,L) N

RN\B(0,L erkp

0% (z)|Pdz < /
/B(O,L)\B(O,R)| N(x)| = B(0,L)

Como por hipétese 1 < p < N/(N —1),entdo -1 < N —1 —p(N — 1) <0 e assim

R
/ pN-1=P(N=1) g, < +00,
0

|VE% (z)|Pde < +o0.
\B(0,R)

concluindo a demonstracao do item 3 e finalizando a prova do teorema.
O

Usando todas as informagoes até agora demonstradas sobre E%, podemos expressar
as solugoes da Equacdo de Helmholtz nao homogénea como a convolugao da solucao
fundamental e o termo nao homogéneo f (ver (P)). Antes de provar esse fato, recordemos

o seguinte resultado sobre convolugao que nos sera util.
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Lema 2.3.1. Seja f € Co(RY) e seja g € LY(RY). Entdo para todo x € RY, a aplicagio

y = f(z —y)g(y) € L'(RY),

e definindo para cada x € RY

(f*9)@) = [ F(e=ng(y)dy.

RN

teremos que fxg € C(RY) com

1. limpg o0 (f % g)(2) = 0,
2. |f % gloo < |floolgli

3. (fxg)(x) = fev f(¥)g(z — y)dy.

Demonstragdo. Como por hipétese f € Co(RY), temos que f é continua no conjunto
compacto supp(f) e portanto limitada em supp(f) pelo Teorema de Weierstrass (ver

Teorema A.1.1), de onde, vemos que f é limitada em RY. Relembrando que
|flso = inf{C > 0;|f(w)| < C' a menos de um conjunto de medida nula em R},

podemos entao considerar uma sequéncia (C,)5; de ndmeros reais e uma sequéncia
(An)$2, de conjuntos Lebesgue mensuraveis, todos de medida nula, tais que C,, — | f]oo €
|f(w)] < C,, sempre que w ¢ A, para cada n natural. Logo, ao considerar A = (J0°; A,
temos que A ainda possui medida de Lebesgue nula e, ao fixar € RY e notar que cada w
pode ser escrito da forma w = x — g, onde y € RY, evidenciamos que | f(z —y)| < C, para
todo n natural, a menos de um conjunto de medida nula, e portanto, ao fazer n — oo,
concluimos que |f(z — y)| < |f|e para quase todo y € RY e como consequéncia imediata,
temos |f(x — y)g(y)] < |fleolg(y)| para quase todo y € RY e assim, ao usar a hipdtese de

que g € L*(RY), podemos integrar e concluir que

(Fr9)@) < [ 1f@=)ew)ldy < |flclgh.

ou ainda, |f *x gleo < |floolgli- Notando agora que lim,—oo f(z —y)g(y) = 0 (pois f ¢é de
suporte compacto), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(ver Teorema D.5) para provar que

lim (fxg)(z) = lim /RN f(x—y)g(y)dy = 0.

Provaremos que f % g é continua em z € RY arbitrario. De fato, quaisquer que sejam
r,2 € RN :

(F*9)@) = (F ) < [ 1f@=y) = Fz = p)llg(y)ldy

< ;Ielﬂ%%‘f(x_y) — fz=yllgh-
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Se |g|l1 = 0, a desejada continuidade segue diretamente, caso contrario, basta notar que f
é continua no conjunto compacto supp(f) e portanto uniformemente continua em supp(f)
(ver Teorema A.1.2) e assim f é uniformemente continua em R”. Logo, dado € > 0, é

possivel achar § > 0 tal que quaisquer que sejam v, w € RV:

|lv —w| < § implica que |f(v) — f(w)| < £

|9|1

Considerando entdo x € RY tal que |z — 2| < §, temos que para qualquer y € RY

lz —z|=|(z —y) — (2 —y)| < I e assim

f@—y) — fz—y)| < — Wy eR",
|g|1

de onde se prova a continuidade de f x g.

Para finalizar consideremos a transformacao ¢ : RY — RY definida por p(y) = z—y.
Note que ¢ é invertivel com inversa ¢! (y) = ¢(y), que ¢ é diferencidvel com derivada
definida para cada h € RY por ¢/(y)h = —h, que por sua vez é continua, de onde ¢ é
um difeomorfismo de classe C*'. Como |det(¢'(y))| = | — detlyxn| =1, em que Iyxy é a
matriz identidade de ordem N e p(RY) = RY, podemos usar o fato j& provado de que
y— flxr —y)g(y) € L*(RY) para aplicarmos o Teorema de Mudanga de Variaveis (ver
Teorema D.12) e conluir que y — f(y)g(x —y) € L*(RY) e além disso

(f)@) = [ fa—yewdy= [ Fgl—yay.

como desejado. O

O resultado seguinte nos mostrara que podemos usar a solucio fundamental E¥,

para obter solugoes classicas da Equagao de Helmholtz nao homogénea.

Teorema 2.3.2. Dado k >0 e f € C}(RY), definimos
Tof(x) == f % E%(z) para z € RY. (2.18)
Entio Ty, f € C*(RY), limpyo0 Tif(2) =0 e uw =T} f satisfaz a Equagio de Helmholtz
—Au(z) = Mu(z) + f(z) em RY, (2.19)

em que A = —k%. Além disso, para todo v € RY, as sequintes férmulas sdo vdlidas para
,7=1,..., N,

Tif(@) = kN2 [ (e —y)By(ky)dy = K72 [ Ex(k(z =) f)dy.

OTf (@) = K¥72 [ 0f(@—9)Exky)dy = k¥ [ 0B (k(x =) fy)dy.
OO (@) = k¥ [ 03f(x = )0 Ex (ky)dy.
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Demonstragdo. Como por hipétese f, 0;f € Co(RY) e EX,, 0, E% € LY(RY) de acordo com

o Teorema 2.3.1, segue pelo Lema 2.3.1 que as convolugoes
Tof = f*xEy, OifxEy, f*0Ey, O.fx0;By,

estao todas bem definidas, sdo continuas e todas convergem para zero quando |z| — oo.

Entao, para provar o resultado é suficiente estabelecer as seguintes afirmagoes

—_

. 0T, f existe e O;T,.f = O0;f x E%,
2. 0,f x B% = 0,E% « f,
3. @&ka existe e 8](9@ka = 8jf * &E]'i,,

4. —Aka + k’2ka = f e1m RN.

1. Seja e; um elemento da base candnica do espaco RY e A um niimero real nio nulo.

Entao
Tif(x +he)) = Tif(x) _ fxEj(x + he;) — [ x Ex(x)
h N h
he, —y) — fla —
€
fllli%f(l"Fhez_z)_f(x_y) :&f(x—y)

Como também

flx+he;—y)— flx—y)| |1 [td o
. '_ w %f(x%—thez y)dt|

_ ]11/01 Pz + the, —y)(hei)dt’
= |[ 7+ the - y)(ena

1
- / 8if(:p+thei—y)dt‘
0

< max |0 f(2)|
z€RN

- |82f|007

podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema

D.5) e concluir que

i Tef @ he) = Tif(@) o r [+ he—y) = flz —y)

h—0 h h—0 JRN h
= [ 0@ = Ek )y
= 0,f x E%(z).

Ex(y)dy
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2. Parat=1,..., N,

0if * Ex(z) = lim G y)Ex(y)dy
—tig |- [ 7= )]
=l 1= ] o aayif(x - y)EJ’%(y)dyl
| [ s B [ -0 B
= lim /|y|=s ﬁ;| (z = y)Ex(y)dy + k72 /y|>€ fle—y) (;; Ezv(k‘y)dy]
iy [ g0 B 7 [ =BG
iy [ g 0BG [ e B

= lim
e—0

_/|y|=6 i/]f

(x —y)EY(y)dy + k!

ly|>e

(z — y)@-EN(ky)dy] :

onde acima foi usada a Férmula de Integragdo por Partes (ver Teorema A.1.9) e

o fato de que o vetor normal unitario exterior v ao conjunto {y € RY; |y| > ¢} ¢

definido por v(y)

/ Y
lyl=¢ |y

(o y)E]’fV<y>dy| _ -2

—y/|y|. Em seguida notemos que

/ Y
lyl=¢ ||

(o - y)EN(k‘y)dy‘

<Kl [ 1En(Ry)ldy
=K o Ry ) [ 0

= K2 floe [ (he)' "% Koy (ke) wone™

= |floimwne(ke)? Ky (ke),

e portanto pelo Lema 2.2.8 item 3 evidenciamos que

lim
e—0

Y
(z — y)EN(y)dy =0,

=< ||

de onde, sabendo que, de acordo com o item 1 do presente teorema, vale 0; f x E% ()

O0; Ty f(x), vemos finalmente que
K2 [ 0uf (e = ) Ex(ky)dy = Oif * By ()

= N im
e—0

(z —y)9iEn(ky)dy

ly|>e

= K¥ [ | Fw =)ok (ky)dy

=6 [ )0 En(k(e = y))dy.
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provando que 0 f x EX (x) = O;E%  f(x).

3. De fato, de acordo com o item anterior

h N h
_ [*OEY(x + hey) — [ O ER(x)
N h
hes — ) — _
hes — ) — _

Assim como no item 1, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (ver Teorema D.5) e concluir que
lim 81ka(flf + h@j) — &ka(x)
0 h
flxthe;—y) = flz—y)
R h O En(ky)dy

= kN1 /RN 0;f(x —y)0; En(ky)dy

4. Para x € RY, temos ao usar o item 3

_ N ; /R _0uf (@ = )3 Ex(ky)dy
N o 0
= kN 1lim <— Z/y|>5 6y-f(x - y);ayAEN(kwdy)

e—0

(9
= kN2 lim — En(ky)dy
3, e g e

e—0

2

0
N—2 _
+k hmz /|y2€f(w 9) g v hy)dy

e—0 4 ;
K3

e—0

+ kN2 /R f(a — y) AEy(ky)dy.
Como de acordo com o Corolario 2.3.1 item 1 sabemos que

AEn(ky) = k*En(ky)

a
= EN- 2hmZ/y| |y| 8 'EN(ky)dy

segue que

e—0

+ 1 [ fla—y)Ex(ky)dy.

B
ATy f(z) = kN2 lim Z/y |y| — )5, Ex(ky)dy



Capitulo 2. A Equacio de Helmholtz em RN 64

Avaliaremos agora o limite € — 0 acima. De inicio, notemos que de acordo com Lema
2.2.7 item 5

0
Yy

- T Yi
Ex(ky) = v (Jkyl' ™% Ky (ko)) by

_N Yi
= —w (Jky['~> Ky ([ky))) kLT
Notemos também que a partir do Teorema do Valor Médio para Fungoes (ver Teorema

A.1.7) existe t € (0,1) tal que quaisquer que sejam x,y € RY

[z —y) = f(@)] = |f(z —ty)(y)]
= [(Vf(z —ty),y)]

< |Vf(z —ty)llyl
< IV flleelyl;
onde acima foi usada a famosa Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Teorema E.1).
Logo
EN-2 9 1z
Z/ |y| y)@EN(ky)dy = —vk2e 2 Ky (ke) /y|e f(z —y)dy,

de onde ao somar e subtrair [, _. f(z)dy no lado direito da igualdade acima teremos

N2 9 _
Z [ i g Bty = —C0ke) [ (7 —9) ~ @)y

i lyl=e
— C(N, k,e)wne¥ 1 f(2),

N

em que C(N, k&) = ywkzel™2 Ky (ke). Por ser

\cw, ke [ (=) = f@)dy] < CN kDT fcione

ly|=¢
= YN |V flloo(ke) * K x (ke)e,
podemos aplicar o Lema 2.2.8 item 3 para concluir que
. N
ity e |V (k) ¥ K (ke)e = 0
e
. _ . N
— ll_r% C(N, k,e)wone¥ 1 f(z) = — ll_r)%nywN(ks) 2 K%(ks)f(x)
= —f(@)wnnly
= _f('r)a
ou seja,

S <x—y>§yiEN<ky>dy=—f<x>

e=0.7 Jlyl=e Yl
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e portanto

ATyf(2) = —f(@) + K%Y [ f(o = y)En(ky)dy
= —f@) + 1 [ fle—y)Ek(y)dy
= —f(2) + Kf * Efy(a)
= —f(z) + KT f (x),

Como desejado.

[
Observacgao 2.3.1. Definindo
O (w) = (Kla|)'=> Iy _(klz]) para = #0,
¢ também possivel demonstrar que cO% € C*(RYN) e satisfaz (2.2) para X = —k? e para

todo ¢ € R. Como consequéncia Ty, f + cOX; satisfaz (2.19) para todas as constantes ¢ € R.

Porém Ok, (x) cresce exponencialmente quando |x| — oo.

Por fim, propriedades adicionais de T}, f serao estabelecidas no préoximo capitulo.
Aqui notamos apenas que, de acordo com o Teorema, que acabamos de provar, é verdade que
O0;Ti.f(x) — 0 quando |x| — oo para i = 1,..., N. Resultados a respeito da integrabilidade
de T} f serdao também estabelecidos no proximo capitulo onde também sera demonstrado

que T} f coincide com a tinica solugdo fraca de (P) estabelecida no Teorema 2.1.1.
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3 Teoria de Regularidade - L”

3.1 Regularidade - W?

O objetivo desta secao é obter um relacionamento mais estreito entre a regularidade
da solucao fraca da Equagao de Helmholtz e as propriedades do termo nao homogéneo f
em (P). Na abordagem aqui adotada, o primeiro passo consiste em obter estimativas para
a representacao Ty f que foi introduzida no capitulo anterior. Essas estimativas podem
ser provadas a partir da Desigualdade de Young para Convolugoes, que demonstraremos

agora;

Lema 3.1.1. Sejam f € LP(RY) e g € LY(RY) com 1/p+ 1/q > 1. Entdo
/N flx —y)g(y)dy converge quase sempre em x € RY
R

e define um elemento de L*(RY) em que 1/s = 1/p+1/q—1 (com s =00 se 1/p+1/q = 1).

Denotando esse elemento por f x g, temos, além disso, fxg=gx f e
[f*gls < 1 flplgle-

Note que essa definicao coincide com a definicdo de convolugao introduzida no
Lema 2.3.1, em que, p = 00 e ¢ = 1. Além disso, como p,q > 1, entdo 1/p+1/q < 2 e,
portanto, s > 1.

Demonstragao. Consideremos primeiro o caso em que 1/p+1/q > 1. Nesse caso, definimos

s a partir da igualdade 1/s = 1/p+ 1/q — 1 e observamos que

|
1—p:p0—>zo

s q

|
1—q:q<—>20

s p

Também temos

Fe=9llgw)| = 1@ = »)Plg)I):|f (@ =)' Flgw),
e definindo
a—% e B—l_q com o =00 se p=s e =00 se q=s,
segue que
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Notemos agora que, ao considerar qualquer z € R, é verdade, de acordo com o Teorema

de Tonelli (ver Teorema D.8), que

L (L@ =ollgwlday)de= [ ([ 1= p)Plgt)ar) dy
- L (|9 W[ —y)lpdx> dy
(/RN| (y )|Qdy) </RN |f($—y)|pdx>

= lglglf1y < +oo.

Isso nos diz que [ | f(z —y)[P|g(y)|?dy € R quase sempre em z € RY. A partir daf vemos

1

que [|f(z — y)IPlg(y)|*]+ € L*(RY) quase sempre em z € RV, [f(z —y)|'"~ € L*(RY)

para cada z € RN e |g(y)|'"% € L°(RY) para cada = € RY. Logo, podemos aplicar a

Desigualdade de Holder para trés fatores (ver Teorema D.4) para chegarmos que, para

quase todo z € RV,

/RN [f(z = y)llg(y)ldy < URN f(z — y)|p|g(y)‘qdy]i URN o y)|pdy] L URN ,g(y”qdyF
- [/RN |fz = y)|”Ig(y)lqdy]i FI5 1916

Assim, novamente pelo Teorema de Tonelli (ver Teorema D.8)

/RN (/RN |f (2~ y)!lg(y)|dy)sd:c <115 lald' /RN (/RN |f(z — y)|p|g(y)|qdy) do

2
= |fls lgld | fI5lgld
= |fIlgl3
De onde segue que
v [ y)dy € DERY) e |f%gls < /]9l

Caso agora 1/p +1/q = 1 podemos aplicar a Desigualdade de Hélder convencional para

chegarmos em

/RN 7 = wllswlidy = </]RN |[f(z = y>|pdy>; (/RN |g(y)|"dy>;

= |f1plglq-
Ou seja,
[ % gloe < |Flplgla;
finalizando a demonstracao do resultado. O

Lema 3.1.2. Se f € LP(RY), entdo fx EY € L*(RY), k > 0, desde que p e s se
relacionem da sequinte forma:

p<s<oo sep>

p<s<oo sep= (3.1)

se 1§p<% e N > 3.
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Além disso, definindo Ty, f = f « EX,, vemos que
Ty : LP(RY) — L*(RY) ¢é um operador linear continuo (3.2)

sob as restrigoes expostas em (3.1).
De modo semelhante, para i =1,...,N, a convolugio f x O;E¥, € L*(RN) sempre
que f € LP(RY), em que p e s se relacionam da segquinte forma:
p<s<oo sep>N,
p<s<oo sep=N, (3.3)
N
p§s<N—f;) se 1 <p<N.
Além disso, definindo Sif = fx0;E%, ondei=1,..., N, vemos também que
St LP(RY) — L*(RY) ¢é um operador linear continuo (3.4)

sob as restrigoes expostas em (3.3).

Demonstracao. Basta combinar o Teorema 2.3.1 e a Desigualdade de Young para Convo-

lugoes (ver Lema 3.1.1). O

Note que o operador T}, introduzido no lema acima estende aquele introduzido no

Teorema 2.3.2 .

Estabeleceremos agora a rela¢ao entre T f e a solucao fraca de (P).

Teorema 3.1.1. Seja A = —k* onde k > 0 e seja f € LP(RY) onde p € (2N/(N + 2),2].
Entio Ty.f € HY(RY) e 0;T}.f = Sif. Além disso, Ty.f é uma solugio fraca de (P) e, pelo
Teorema 2.1.1, Ty f = G\ f.

Demonstragiao. Sabendo que C5°(RY) é denso em LP(RY) (ver Teorema D.13), temos que
existe uma sequéncia (f,)2; C C3(RY) tal que |f,, — f|, — 0 quando n — oco. Como, por
hipétese, p > 2N /(N + 2), entdo 2N/(N —2) < Np/(N — 2p) quando N > 2 e p < N/2.
Logo, a partir de (3.1) e (3.2), segue que

Tifn e Tif € L*(RY) e que |Tifn — Tifls = 0 quando n — oo,

desde que p < s < 2N/(N —2) para N > 3 ep < s < oo para N = 2. De modo semelhante
p > 2N/(N + 2) implica que 2 < Np/(N — p) quando p < N, de onde a partir de (3.3) e
(3.4) segue que

Sifo e Sif € L*(RY) e que |S}f, — Sifls = 0 quando n — oo,

desde que p < s < 2. De acordo com o Teorema 2.3.2, sabemos que Ty f,, € C*(RY) e que

T fn = &-E]'i,* fn= S,i fn. Podemos claramente considerar s = 2 nas afirmagoes anteriores
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e portanto, ao aplicar a Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue (ver Teorema D.6), temos que existe uma subsequéncia (T f,,);2, e by € L*(RY)
tais que T} fn, (2) — Tif () quando j — oo quase sempre em & € R e [T}, f,. (z)| < hy(x)

para todo j natural quase sempre em x € RY. Dado agora v € C§°(RY) segue que

N j—o0

/]RN Ty f(x)0w(z)dr = /R lim T}, fn, (2)0sv(x)dx
= lim T fr,; () 0jv(7)dw

j—oo JRN

= — lim S} fo, (x)v(x)d,

j—oo JRN

onde, acima, notamos que, como estamos essencialmente integrando em supp(9;v), que
por sua vez possui medida de Lebesgue finita, podemos supor que h; € LY(RY), de
onde a igualdade da primeira para a segunda linha, se justifica por uma aplicagdo do
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema D.5). J4 o passo da
segunda para a terceira linha ¢ justificado ao usarmos o fato de que func¢oes fortemente
diferencidveis sao, em particular, fracamente diferenciaveis. Podemos agora aplicar mais
uma vez a Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver
Teorema D.6) para encontrarmos uma outra subsequéncia (Sifn, )72 e hy € L*(RY) tal
que S fn; (r) = Spf(z) quando | — oo quase sempre em x € RY e[S} fo, ()] < ho(2)
para todo [ natural quase sempre em x € RY. Logo, argumentando via o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema D.5) da mesma maneira que fizemos
acima, concluimos que
/RN Ty f(x)0v(x)dr = — lergo N S}, f; (x)v(z)dz

R
= — lim /]RN Sp S, (x)v(x)da

l—00

= — llim S} [y, (2)v(2)da
RN l—oc0 !

—— [, Sis@p()da,

provando que Ty f € HY(RY) com 0;Tyf = Sif parai=1,..., N. Seja agora v € C*(RY).
Por ser Tyf, € C?(RY) para cada n natural, vemos, em particular, que cada Tjf, é

fracamente diferenciavel até ordem 2 e portanto

/ T frnAvdx :/ A(Ty fr)vdz.
RN RN

Como provamos que Ty f € H*(RY), temos também

/ VTof - Vodz = — / Ty, f Avda.
RN RN
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A partir dessas consideragoes, podemos provar que T} f é solucao fraca de (P). De fato

/RN NTof - Vo — (ATof + f)olde = — /RN [Tof Av+ (AT f + f)o]de

Ty fuDAv + (AT fr, + fr)v]da

= — lim [
n—oo JrN

= — lim [A(kan)v + (_k2kan + fn)v]dx

n—oo JpN

= — lim [A<kan) - kQkan + fn]vdx

n—oo JpN

=0,
de acordo com o fato (2.19) do Teorema 2.3.2. O

Estabelecida a relagao entre a solucao fraca e a convolugao com a solucao funda-

mental, podemos ter um melhor entendimento sobre a regularidade da solugao fraca.

Lema 3.1.3. A aplicaciao T}, pode ser interpretada como uma aplicacao com dominio
LY(RY) e contradominio WL*(RY), ou seja, Ty : L°(RY) — WLs(RY) desde que 0 e s se

relacionem da maneira exposta abaixo:

0<s<oo sef>N,
0<s<oo seb =N, (3.5)

NO
9§3<N—_9 se 8 < N.

Demonstragio. De acordo com o Teorema 3.1.1 sabemos que 9;Tyf = S.f para cada
i€{1,2,...,N}. Procederemos pela andlise das diferentes situagoes possiveis onde 6 pode

se adequar:

Caso 1. (6 > N) Nesse caso, de acordo com (3.3), temos que St f € L*(RY) para § < s < oco.
Como também 6§ > N > N/2, segue por (3.1) que T}, f € L*(RY) para § < s < 0o, de onde

T.f € WI’S(RN) para 6 < s < oo quando 6 > N.

Caso 2. (6 = N) Nesse caso, de acordo com (3.3), temos que St f € L*(RY) para § < s < oco.
Como também 6 = N > N/2, segue por (3.1) que T}, f € L*(RY) para § < s < 0o, de onde

Tpf € WH(RY) para 6 < s < oo quando 6 = N.

Caso 3. (0 < N) De acordo com (3.3), Si € L*(R"Y) para § < s < N0/(N — ). Temos

agora as subpossibilidades:

e Se N/2 < 6 < N entdo por (3.1) Ti.f € L¥(RY) para § < s < co e portanto em
particular Ty f € L*(RY) para § < s < NO/(N — 6).

e Sel <6< N/2entao por (3.1) T.f € L*(RY) para § < s < N§/(N — 20).
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Por ser N0/(N —20) > NO/(N — ), concluimos que em todo caso

N6
T.f € WH(RY) para 0 < s < N quando 6 < N.

Finalizando a prova do resultado. O]

No decorrer da demonstragao do proximo resultado, usaremos com frequéncia que
para cada N € N a aplicagdo g : © — Nz /(N — z) é crescente quando = € (0, N) e que,
quando k € N entdo ¢*(2) = 2N/(N — 2k). Além disso, usaremos o Teorema D.4 e o Lema

3.1.3 que acabamos de demonstrar.

Teorema 3.1.2. Seja f € LP(RY) N LY(RY) em que p € (2N/(N +2),2], ¢ > p e seja
u € HY(RY) uma solucdo fraca de (P) para algum \ € R. Entdo:

u € WHs(RY) onde

2<s<o0 seq>N,
2<s<o0 seq=N, (3.6)

N
2<s5< N—_qq se ¢ < N.
Demonstragao. Para todo v € Cg°(RYN)

/]RN Vu - Vodr = /RN()\quf)vdx = /RN(—u—i—g)vdx,

em que g = (A+ 1)u+ f. Como u € H'(R"), segue pelas imersoes de Sobolev (ver
Teorema F.2) que (A+ 1)u € L"(RY) para2 <r <ocose N =2e¢2 <r < 2N/(N — 2)
se N > 3. Assim, u é uma solugao fraca de —Au = —u + ¢ e portanto, na notagao do
Teorem 2.1.1, u = G_1 (A + 1)u+ G_; f, de onde em vista do Teorema 3.1.1 temos que
u="Ti(A+1)u+T,f. Estudaremos agora o termo 7} f e o termo 77 (A + 1)u separadamente.

Estudo de T.f :

Suponha que ¢ > N. De acordo com o Lema 3.1.3, vemos que f € LY(RY) implica
que Ty f € WH(RY) com ¢ < s < oo assim como Ty f € WIP(RY). Esses dois fatos
nos dizem que Tyf € LP(RY) e L*(RY) com ¢ < s < oo e também que, para cada
i€ {l1,2,...,N}, temos O;Ty f € LP(RY) e L*(RY) com q < s < 0o. Assim, pelo Teorema
D.4, segue que, considerando s = ¢, entdo Ty f, ;11 f € L*(RY) com p < s < ¢, ou seja,

T.f € WH(RY) para p < s < oo quando ¢ > N.

Os casos em que ¢ = N e ¢ < N sao demonstrados usando o mesmo raciocinio acima

trocando < 0o por < oo e < N¢q/(N — q) respectivamente.

Estudo de Ti(A+1)u:
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Se N = 2, entdao pelas imersoes de Sobolev (ver Teorema F.2), temos que
(A+1Du € LY(RY) com 2 < § < co. Logo, a partir do Lema 3.1.3, segue que Ty (A + 1)u €
W (RY) com 2 < s < o0 e que Ty(A + 1)u € WH(RY) com 3 < s < o0, ou
seja, Ty (A + Du € W (RY) com 2 < s < oco. O resultado entdo segue ao usar que
u="Ti(A+1)u+Tif, considerar os diferentes casos ¢ > N, ¢ = N e ¢ < N e intersectar o
intervalo de defini¢do do pardmetro s onde T} f € WH(RY) com [2,00]. A seguir tratare-

mos o caso N > 3:

Caso 1. (¢ > N) Pelas imersoes de Sobolev (ver Teorema F.2), sabemos que (A + 1)u €
LY(RY) com 2 < # < 2N/(N — 2). Logo, de acordo com o Lema 3.1.3, temos que
Ti(A+ 1)u € WH(RY) com 2 < s < 2N/(N — 2). Por estarmos supondo g > N, sabemos
que Ty f € WH(RY) com p < s < 0o e em particular Ty f € WH(RY) com 2 < s <
2N/(N —2). Como u = T} (A + 1)u+ T} f, concluimos que (A + 1)u € W1s(RY) C L¥(RY)

com 2 < s < 2N/(N — 2) e a partir daqui, podemos tirar duas conclusoes:

1. Existe r > 2N/(N —2) tal que (A + 1)u € L"(RY),

2. (A+1u e L¥ 7 (RV).

De fato, definindo 6 como sendo o ponto médio do intervalo [2,2N/(NN — 2)) e relembrando
que a aplicagao x — Nz /(N — x) é crescente em (0, V), vemos, de acordo com o Lema
3.1.3, que Ty(A + Du € WH(RY) com § < s < NO/(N — 0), em que NO/(N — 6) >
2N/(N — 2). Assim, sendo r o ponto médio do intervalo 2N/(N —2), N0/(N )) segue
que Ty (A + 1)u € WL (RN) com 7 > 2N/(N —2) e, além disso, Ty(A+ 1)u € Wha=2 (RV),
ja que 2N/(N —2) € (6, N§/(N — 0)). Logo, como ja sabemos que Ty f € WL (RY) e
W %2 (RV), temos, novamente pelo fato de u = Ty (A+ Du+T1f, que (A + 1)u € L7(RY)
e L¥2(RY) como desejado.

Suponhamos agora que 2N/(N —2) > N. Nesse caso, vemos que (A+1)u € L"(R")
com r > N e portanto, de acordo o Lema 3.1.3, temos Ty(A + 1)u € W15(RY) com
r < s <oo,ouseja, Ti(A+ 1)u € WI’S(RN) com 2 < s < oco. Caso contrario, temos que
2N/(N —2) < N e, por ser (A+1)u € L%(RN), podemos aplicar mais uma vez o Lema
3.1.3, para mostrar que Ty(A + 1)u € W1 (RY) com 2N/(N —2) < s < 2N/(N —4), ou
ainda, com 2 < s < 2N/(N — 4). De modo analogo ao que fizemos acima, podemos provar

que
1. Existe r > 2N/(N —4) tal que (A + 1)u € L"(RY),
2. (A+1u e L¥(RV).

Se 2N/(N —4) > N, entdo T1(A + D)u € WH(RY) com 2 < s < oo. Caso contrario

repetimos o procedimento. Ao notar que o procedimento acima possui um ntmero finito
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de passos, ou seja, existe k € N tal que 2N/(N —2k) > N (de fato, se N for par considere
k= N/2—1ese N for impar considere k = (N — 1)/2) temos garantido que

Ti(A+ Du € WH(RY) para 2 < s < 0o quando ¢ > N.

Caso 2. (¢ < N) Devemos considerar alguns subcasos:

« Considere ¢ tal que p < ¢ < 2. J& sabemos que T1(\ + 1)u € WH(RY) onde
2 < s < 2N/(N —2). Note que nao pode acontecer Nq/(N —q) < 2, pois se fosse esse
o caso, irfamos ter ¢ < 2N/(N +2) e, por hip6tese, 2N/(N +2) < p < q. Logo, como
a aplicagdo x — Nx /(N — z) é crescente em (0, V), vemos que 2 < Nqg/(N —q) <
2N/(N —2) e portanto T} (A + 1)u € WH*(RY) onde 2 < s < Ngq/(N — q).

« Considere ¢ tal que 2 < ¢ < 2N/(N — 2). J& sabemos que (A + 1)u € L(RY)
com 2 < § < 2N/(N — 2). Pelo fato da aplicacdo x — Nz /(N — x) ser crescente,
concluimos, indepenente da posicao de N em relacdo a ¢, ao aplicar o Lema 3.1.3, que
Ti(A+ 1u € WH(RYN) com ¢ < s < Ng/(N — q) onde 2N/(N —2) < Ng/(N — q).
Como também Ty(A + 1)u € W (RY) com 2 < s < 2N/(N — 2), podemos afirmar
com exatidao que T3 (A + 1)u € WH(RY) com 2 < s < Ng¢/(N — q).

» Considere ¢ tal que 2N/(N — 2) < ¢ < N. J& sabemos que (A + 1)u € L%(RN).

Como 2N/(N —2) < ¢ < N e a aplicagao = + Nz /(N — x) é crescente em (0, N),
segue, pelo Lema 3.1.3, que T1(A+1)u € WH(RY) com 2N/(N-2) < s < 2N/(N—4)
e 2N/(N —4) < Nq/(N — q). Existem agora duas possibilidades:

1. ¢ <2N/(N —4) <Ng/(N —q) ou
2. 2N/(N —2) < 2N/(N —4) < ¢.

Na primeira possibilidade, vemos, em particular, que T} (A + 1)u € W14(RY) e como
nessa situacio ¢ < Nq/(N — q), entdo Ty f € WL4(RY). Logo, a partir da igualdade
u="Ti(A+ 1)u+ Ty f, concluimos que (A + 1)u € WH(RY) C LI(RY), de onde,
a partir de mais uma aplicagdo do Lema 3.1.3, vemos que T1(\ + 1)u € WH(RY)
com q < s < Nq/(N — q). Isso, somado ao fato de que Ty (A + 1)u € W*(RY) com
2 < s <2N/(N —2), nos diz que Ty (A + 1)u € WH5(RY) com 2 < s < Nq/(N — q).
Se ocorrer a segunda possibilidade, considere r € (2N/(N —2),2N/(N —4)). Por ser
2N/(N—-2) <r < geaaplicagdo x — Nz /(N —x) crescente em (0, N), uma aplicagao
do Lema 3.1.3 nos revela que, Ty (A +1)u € WH(RY) com r < s < Nr/(N ) onde
2N/(N—=4) < Nr/(N—r) < Nq/(N—q) e, em partlcular Tl()\—i—l)uGWlN 1(RY).
Assim, ao notarmos que também T f € W (RY), podemos usar a igualdade
u = Ty (A + D)u + 11 f para concluir que (A + 1)u € Wl’%(RN) C L%(RN).
Logo, ao aplicar o Lema 3.1.3 para mostrar que T;(A + D)u € W*(RY) com
2N/(N —4) < s <2N/(N — 6), podemos repetir o procedimento executado acima.
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Finalmente, notando que esse processo é finito, ou seja, em algum momento a

primeira possibilidade vai se verificar, podemos concluir que

Ti(A+ 1Du € WH(RY) para 2 < s < Ng/(N —¢) quando g < N.

]

Como Nq/(N —q) > 2 sempre que 2N/(N +2) < ¢ < N, o resultado que acabamos

de demonstrar nos diz que v € W1*(RY) para algum s > 2.

Corolario 3.1.1. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 3.1.2,
1. Se ¢ > N/2, entdo u € L*RN)NCRY) e

lim u(x) = 0.
|x|—o00

2. Se N >3, entdo u € L*(RY) onde

2<s5<00 seq:%,
N . (3.7)
2§3<N—fq se q < 5.

Demonstracao. Com efeito

1. Se ¢ > N > N/2 vemos pelo Teorema 3.1.2 que v € W1*(RY) para algum s > N.
Caso N/2 < ¢ < N, o mesmo acontece, pois essa situa¢ao implica N < Ngq/(N — q).

O resultado segue entdo ao aplicarmos o Teorema de Morrey (ver Teorema F.3).

2. O caso ¢ < N/2 é consequéncia imediata de (3.6). Se ¢ = N/2, entdao f € LV/2(RN),
de onde, por (3.1), Ty f € L*(RY) com ¢ = N/2 < s < oo. Por outro lado, por
ser ¢ = N/2 < N, entao, de acordo com o estudo de 7T f no Teorema 3.1.2, segue
que T1f € WH(RYN) C L*(RY) com p < s < N, ou seja, T f € L*(RY) com
p < s <oo. Se N =3, entdo, pelo fato de (A + 1)u € L2(RY), segue por (3.1) que
Ti(\ + 1u € L*(RY) com 2 < s < oo ao notar que 2 > N/2 = 3/2, de onde o
resultado segue para N = 3 ao usar a igualdade u = 77 (A+1)u+T7 f. Suponha agora
que N > 4, ou seja, N/2 > 2. Por (3.6) temos Ty(A + 1)u € WH(RYN) c L¥(RY)
com 2 < s < N. Como também T;f € L*(R") com 2 < s < N, entdo a partir da
expressdo u = Ty (A+ 1)u+T; f, concluimos que (A+1)u € L*(RY) com2 < s < N e
em particular (A+1)u € LV/2(RY), de onde por (3.1), vemos que T} (A+1)u € L*(RY)
com ¢ = N/2 < s < 00, ou seja, T1(A+ 1)u € L*(RY) com 2 < s < oo. O resultado

finalmente segue ao usarmos mais uma vez que v = T1(A + 1)u + T} f.
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Teorema 3.1.3. Seja f € LP(RY) N LY(RY) onde p € (2N/(N +2),2], ¢ >p e q> N/2.
Suponha que f > 0 em RY e ndo nula quase sempre. Entdo para todo \ < 0, a tinica
solugao fraca w = Gy f, de (P), possui as sequintes propriedades
u e C(RY), |1|im u(z) =0 e u(z) >0 para todo x € RY.
Tr|—00
Demonstragio. Pelo Corolario 3.1.1 item 1, u € C(RY) e lim, 0o u(z) = 0. Além disso,

pelo Teorema Teorema 3.1.1
u@) = Tif @) = [ fla—y)Eky)dy,

onde A = —k? com k > 0. Relembrando de acordo com o Corolario 2.3.1 que E¥(y) > 0
para todo y # 0 e que por hipétese f > 0 em RY e ndo nula quase sempre, concluimos
que se fosse u(x) = 0, entdo

[ S nBiwa= [ 76Ee - =0

de onde pelo Teorema D.2 seguiria que f(y)E%(z —y) = 0 quase sempre em y € RN \ {z},
ou seja, f(y) = 0 quase sempre em y € RV \ {z}, mostrando que f seria nula quase sempre

em R e concluindo a demonstracdo do resultado. O

3.2 Regularidade - H?

O principal resultado dessa se¢do mostra que a solugao fraca de (P) pertence a
H?(RY) sempre que f € L*(RY). Esse fato pode ser demonstrado a partir de algumas

propriedades basicas da Transformada de Fourier que provaremos a seguir.

Ao lidar com a Transformada de Fourier, devemos novamente usar fun¢des comple-
xas. Os espacos de fungoes correspondentes serao distinguidos de suas versoes reais a partir
do uso de letras itélicas, entao por exemplo LP(RY) = LP(RY;C) e LP(RY) = LP(RY; R).

Sejam Ny = NU{0} o conjunto dos inteiros nao-negativos e N(])V o produto cartesiano
de N copias de Nyg. Chamaremos de multi-indice todo elemento o = (ay, ag, ..., ay) € NY.

Se o é um multi-indice e x = (21, 73,...,2y5) € RY escreveremos

N
ol = aj=ar+ay+-- +an,
j=1

N
al = H a;l = aglag! .. ay!
j=1
N
a® =[] 2 = afas? . ay,
j=1
olel

D% =
aq a2 anN
0x'0x5? ... 0xy

— 95O,
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onde no caso do multi-indice 0 = (0,0,...,0), o simbolo D representa o operador
identidade. Além disso, se @ = (a1, a9,...,ay) e = (61, Ps,...,n) sdo dois multi-

indices, dizemos que a < 3 quando «; < [3; para cada 1 <i¢ < N.

A seguir provaremos alguns resultados que dizem respeito a notacao multi-indice

que acabamos de introduzir.

Lema 3.2.1. Se z € RY ¢ a € N} entdo
2] < o]

Demonstragio. De fato, sejam x = (z1,...,2x) € RY e a = (ay,...ay) € N)Y. Assim

a’_

|zgt .2y

=(@})7 .. (@) T

|

Lema 3.2.2. Sejam f,g:R — R € C>*(R). Entao para todo n € N
n n B
107 = 3 (1) gD
k=0

Demonstracao. Provaremos o resultado por indugao na variavel n. No caso n = 1 temos

pela Regra do Produto que

(19 (0) = £2)d (@) + £ @ato) = (o) 700 a) + (1) 1001 o)

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para n, ou seja,

n

1070 = 3 (1) 1o,

k=0

Desejamos provar que

0w =3 (") o)
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Notemos pela hipétese de inducao que

(f9) "V (x (Z ( )f(’“ ("_k)>,(x)

: (Z) Y (@)
(

) (@) + 104 0)

I
NE

B
Il
o

I
M:

e
Il
o

|
M:

(1) e+ X ()

Retirando do primeiro somatério acima o caso k = n e do segundo somatério acima o caso

k

k = 0 temos que, ao reescalar o indice do primeiro somatério de modo que comece a partir
de 1,

(1)) = 32 () + 3 )f(’“)(x)g(”“‘k)(w)

() g+ e (Z)ﬂ“*%:)g(x).

Podemos agora aplicar a Regra de Pascal, a saber,

5) = G) =)

para concluirmos finalmente que
1)) = 3 (M) @)+ () @ + (1) et
- Z ("4 D) rowaow+ () ) s
(” N 1) ") (2)g(a)

n—+1
n+1
= Z (n N 1) (2)g"™ P (),

finalizando o processo de inducao finita. O

Teorema 3.2.1. (Férmula de Leibniz) Sejam f,g : RY — R duas fungées k vezes

diferencidveis e « = (o, g, . .., o) um multi-indice tal que || < k. Entdo vale a formula

! o
D*(fg) = /ga W(Dﬁf)(l) 69)~

Demonstragio. Procederemos aqui por indugao finita na dimensao N. Desejamos provar,

escrevendo de forma mais explicita, que

901052 ... 9 (fg) = Z Z() <B>(all..a,énf)(afl—ﬁl...agn—ﬂng).

/81 0 Bn =0
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O caso N =1 é a afirmacao demonstrada no Lema 3.2.2. Suponha agora que o resultado

seja valido para funcoes de N — 1 variaveis. Em particular, suponhamos que

o5 ..o (fg) =3 - Z( )(?) (055 ... 00 f) (9527 .. agn—Prg),

B2=0 Bn=0

Assim

9982 .. 9% (fg) = Z az( ) (ﬁ )aal (052 .. 05 f) (95" ...a5m ")),
B2=0 Bn=0 n

e portanto pelo Lema 3.2.2, D*(fg) admite a seguinte representacao

Z fj ( )(g:) i (&) (07082 .0 f) (o3 g2 . ogPeg)

Bo= Brn=0

Como estamos lidando como uma soma finita, o resultado segue. O]

E importante notar que a Férmula de Leibniz também é verdadeira para funcoes
f,9 : RN — C, para evidenciar esse fato basta escrevermos f = Re(f) + iIm(f), g =

Re(g) + iIm(g) e aplicar a versdao do Teorema que acabamos de demonstrar.

Tendo ganhado um pouco de habilidade em trabalhar com multi-indices, estamos

prontos para definir o:

Definicao 3.2.1. (Espaco de Schwartz) O Espaco de Schwartz das fungoes suaves

rapidamente decrescentes € o espaco definido como

S(RY) = {f € C¥(RY) : |2 D f(z) € L2(RY) para todo j € Ny e para todo o € Név}.

Vemos a partir da Férmula de Leibniz que o produto de duas fungoes em S(RY)

estd em S(RY) e também que
CP(RY) ¢ S(RY) c C=(RM). (3.8)
Lema 3.2.3. Se f € S(RY), entio z7f € S(RY) para qualquer ¢ € NY .

Demonstragio. Sejam k € Ny e p € NYY. Entdo, pela Formula de Leibniz
p « —
D) = bt X (7)) 7 1 0)

Por outro lado temos

D (x?) = oM .. O (2. 2
=ln (= + D] [gn - (v — oy + DJaf a2y ey
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Definindo agora

segue pelo Lema 3.2.1 que

2[F D (2 f(2))] = |2*

> (") Da(wq)D”(f(x))‘

a<p
<Y Calal® 2o D70 (f(x)|
a<p,
>

< Y CalafFHlel | Droe(f(x)

a<p,
>

Y

o resultado segue entao pela hipétese de que f € S(RY). ]

Lema 3.2.4. E verdade que S(RY) C LP(RYN), em que p € [1, 0]

Demonstragio. De fato, dado 1 < p < oo e considerando f € S(RY), temos que, para
cada k € N existe M} > 0 tal que

|z|*| f(x)] < M quase sempre em RY,

de onde tomando uso da Formula de Integragao de Fungoes Radiais (ver Teorema D.11)

Lo lf@pr= [ ff@rdes [ )Pds

|
< / 2)[Pda + My? / 1 de
B(0 1) RN\B(0,1) |z |Pk

—/ |pdx+Mkpr/ NPk
B(0 1)

e portanto a afirmacdo segue ao notar que a primeira integral é finita pois f € C®(RY)
e a segunda integral é finita ao escolhermos k de modo que N — 1 — pk < —1, ou seja,

k> N/p. O caso p = 0o segue diretamente da defini¢do do espago de Schwartz. O

Definigdo 3.2.2. (Transformada de Fourier) Se f € LY(RY) entdo a Transformada
de Fourier de f € a aplicacao f: RY — C definida por

f(& = (27?)_% /]RN f(z)e™®*dx para cada & € RY,

em que & - x denota o produto interno usual de dois vetores em RY.

Notemos que supgcgwy |f($)] < (27)"M2|f|1 e que, de acordo com o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema D.5), f € C(RV) e, portanto, a

aplicagao

F:L'(RY) = {g € C(RY) : g élimitada} em que Ff:=f Vfe L'(RY)
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estd bem definida e é continua, mostrando, em particular, que a definicao da Transformada
de Fourier esta bem definida. Decorre do Lema 3.2.4 que também faz sentido calcular a

Transformada de Fourier de qualquer funcao pertencente ao espago de Schwartz.

Teorema 3.2.2. Se f € S(RY), entdo, para todo multi-indice o € N), temos que
D(f) € S(RY) e, além disso,

—

Do(f)(€) = (i) f(£).

Demonstragio. B claro a partir da definicio de espaco de Schwartz que D*(f) € S(RYN)
para todo multi-indice o sempre que f € S(RY). Considerando R > 0 arbitrario, podemos
aplicar a Formula de Integragao por Partes (ver Teorema A.1.9) para provar que qualquer
que seja j € {1,2,... N}

. —i€-x _ (T 71'{-:1:&
/B o O (@)e S = /B oy T@RTEN e [ (@) e

Notando que
/ f(x)e_iuﬂdx
|z|=R

]

< /x|_R £ ()|dx

e sabendo que para cada k € Ny existe M > 0 tal que

M,
|f(z)] < |x|];€ quase sempre em RY \ {0},

vemos que
r)e 8T dx| < —/ dx
= MkwNRNilik,
e portanto

I.
2 dx
x

Joa T @

ao escolher k tal que N — 1 —k < —1, ou seja, k > N. Como consequéncia

lim =0

R—o00

/RN (0,f)(x)e "z = — /RN F(2)9(e76%)da
= 1§ /RN fx)e " da,

de onde podemos concluir ao pensarmos indutivamente que

/RN D(f)e” ™t dx = (i€)” / f(z)e 67 da.

RN

O resultado ¢ concluido ao multiplicar a igualdade acima por (27)~V/2. O

Teorema 3.2.3. Se f € S(RY), entio f € S(RY).
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Demonstracao. Provaremos primeiramente que f € C*(RY). De fato, para cada j €
{1,2,..., N} temos

e g FE+hey) = 7

0;£(€) = lim A
—iz-(E+hej) _ —izE
— (2m) % lim » (6 - ¢ ) f(2)da.
Note que A . .
- (e—m.(§+ e;L) — e—w5> Fo) = aagj e (),
€ por ser

efim-(£+hej) — e~ img

1 fd _,

- et —zx-(§+thej)dt

h/o dt* ‘
1t

7 e—’$~(£+thej)(_z'xjh)dt’

segue, que para todo h nao-nulo,

—ix-(§+hej) _ ,—ix
(e

Usando a hipétese de que f € S(RY), concluimos, a partir do Lema 3.2.3, que 2% f €

< o f ()] = | f ()]

S(RY) e portanto, pelo Lema 3.2.4, 2% f € LY(RY). Logo, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue (ver Teorema D.5)

. N e~ i@ (E+he;) _ o—izg
0,6 =) iy [ () o
-0 E [ e
= (—i)(2m) % /R e (ay f(2)da
= (=)@ F(@)(€)

(=) (2% f(2))(E).

Acabamos de provar que para todo multi-indice « tal que |a| = 1 a férmula

N —

0;f (&) = (=)' (z% f(x))(€)
¢ verdadeira. Suponhamos agora que se |a| = k entao
D(1)(€) = (=) (@ F(@)(©). (3.9)

Notando que, de acordo com o Lema 3.2.3 e o Lema 3.2.4, a expressao descrita em (3.9)

faz sentido, daremos agora o passo indutivo e provaremos que (3.9) é verdadeira para
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la| = k + 1. De fato, sendo a = (a, ..., ay) tal que |a| = k + 1, temos que existe algum
a; > 1 e portanto podemos considerar o multi-indice § = (oq,...o; — 1,... ay). Assim,

tomando uso da hipétese de inducao, o Lema 3.2.3 e o passo base, segue que

D (€)= %:D°(F(€)
= 0 | (=)@ F()(©)
@ F@)E)]

——

= (=) (2,0 £ (2))(€)
— (=)l @ (2))(9).

= (=)0

A expressao que acabamos de provar nos mostra que D%( f (£)) é continua para todo
multi-indice «, pois sabemos que a Transformada de Fourier é continua. Isso prova que
f € C*(RY). Sejam agora «, 3 dois multi-indices quaisquer, novamente pela férmula que

acabamos de provar e também pelo Teorema 3.2.2, segue que

A — |ox
D(PE) = () = i DT T e

e portanto

N i\l ———
(70| = | S D ) ©

< [DParr@)©)] < @n ¥ DA Et @),

Finalmente, como a partir da férmula do Binémio de Newton e o principio da inducao

finita temos para z = (z1,...,2,) que
n n n!
(k14 + )" = ()x” emque()z,
En g V) bl

vemos entao que, para todo k € Ny,
EFID(F) < (6] + -+ [EnD D (H) ()
k A~
- 5 ()enviien

Iv|=k

provando que f € S(RV). O

Na sequéncia dos dois resultados a seguir, provaremos que a Transformada de

Fourier admite pelo menos um ponto fixo nao trivial.

Lema 3.2.5. Sejan: R — R a fungdo definida por n(zx) = e**/2, Entio

1/ dx—

2. n€ S(R),
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3. 1(&) = n(S).
Demonstracao. De fato

1. Considere a funcio g : R? — R definida por g(y) = e W*/2 = ¢~ Wit43)/2 Pelo

Teorema de Tonelli (ver Teorema D.8)

/ ef|y\2/2dy:/ </ e?eyﬁd%) dys
R2 R R
= (/ ey21dy1> </ ey22dy2>.
R R
2
= dz) .
(/Rn(x) x)

Por outro lado, pela Férmula de Integracdo de Fungdes Radiais (ver Teorema D.11)

/ e_‘y|2/2dy = Wy /OO e " 2rdy
R2 0

0
= 27r/ e'du,

—00

= 2,

concluindo que

/Rn(a:)d:v =27

2. Note que para qualquer n € N é verdade que

em que Q(x) é um polindbmio na varidvel z. Como consequéncia, para todo j € Ny
segue que

e~

— [27Q()e™F = e~ F|P(a)),

jl’

dzn
onde P(z) = 2/Q(x) é, obviamente, também um polindmio. Sabendo que

22

lim P(x)e” 2 =0,

T—r00

temos que existe R > 0 tal que |z| > R implica e=**/2|P(z)| < 1. Como também a

_22/2 4 , .
*°/2 & continua no conjunto compacto [—R, R], vemos pelo Teorema

funcao P(x)e
de Weierstrass (ver Teorema A.1.1), que existe M > 0 tal que e *"/2|P(z)| < M

para todo x € [—R, R]. Logo

22
=e¢ 7 |P(x)| < max{M,1} para todo z € R,

demonstrando que n(z) € S(R).
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3. De acordo com o item anterior, com (3.9) e por integragao por partes

d —

dffﬁ(é’) = (=) (@n(x))(E)

Levando em consideracao o item 1, devemos entao solucionar a equacao diferencial

ordinaria de primeira ordem com condi¢ao inicial:

0 (5) = —&N(€) para todo ¢ € R,

Multiplicando a equagao acima por et/ 2 segue pela regra do produto de derivacao
que

d 2
dge%ﬁ(ﬁ) =0 para todo £ € R.

Logo, existe uma constante C, tal que a funcao h(§) := 652/217(5) =CemRe
portanto, pela condigdo inicial 7(0) = 1, a constante C' se revela como sendo 1, ou

seja, para todo £ € R :

Corolario 3.2.1. Seja k: RY — R a fungdo definida por r(z) = e~ 1712 Entdo
1. / z)dx = (2m)NV/?,
2. k(&) = K(8),
3. k€ S(RY).

Demonstracao. De fato,

1. Pelo Teorema de Tonelli (ver Teorema D.8) e pelo Lema 3.2.5 item 1

N

/]RN dx—H/ (z;)dz; = [](27)

7j=1

l=
oz

— (2r)
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2. Pelo Teorema de Tonelli (ver Teorema D.8) e pelo Lema 3.2.5 item 3

= 1:[177(51) = I (&) = #(&)

3. Procederemos por inducao finita na varidvel N. O caso N =1 ja foi demonstrado
no Lema 3.2.5 item 2. Suponhamos que, em dimensao /N, tenhamos que, para todo

multi-indice a e todo j € Ny, existe uma constante M;, > 0, tal que
|z | D*k(x)| < M;, quase sempre em x € RY.

Provaremos que o mesmo é valido em dimensao N + 1. De fato, para todo multi-indice
B = (a,ani1) € NV e todo j € Ny temos

j —|(z,x 2 j a dOéN+1
[(z, 2N 1) ‘D’Be (@)l /2‘ = [(z,zn41)[ |D H(x)Wn(mNH)
N+1
. N daN+1
< (‘$| + |xN+1D] D H( )d aN+1n(xN+1>
TN+1
ot —k don+
= 5= () et 0wt ol et
TN+1

de onde o resultado segue da hipdtese indutiva e do passo base.
]

Como consequéncia imediata do que acabamos de provar, note que x é uma funcao

< , < 2 .
em S(RY) que ndo estd em C°(RY). Como claramente a funcio z + €l*"/2 estd em
C>(RY), porém nao estd em S(RY), concluimos que as relagdes de inclusdo descritas em

(3.8) sdo todas estritas.

Corolério 3.2.2. (Relacgdo fraca de Parseval) sejam f, g € S(RY). Entdo
L J©a(©)ds = [ fle)g(e)de

Demonstragdo. Antes de tudo, note que as integrais aqui discutidas sao finitas. De fato,
de acordo com o Teorema 3.2.3, temos que § € S(RY), isso somado com uma aplicacio do
Lema 3.2.4, nos revela que g, f € L2(RY), de onde a integrabilidade de g(x)f(z) segue a
partir da Desigualdade de Holder. A seguir, temos que

[ F@a@ae = [ ([ r@eegear) de

Para cada £ € RY

L f@e g dw < gl [ 1£(x)ldz,
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logo

/RN (/RN ’f(w)e—if-wg(f)‘ dx) d¢ < </RN |f(x)|dx) </sz |g(§)|d§> < 0.

Assim, podemos aplicar o Teorema de Fubini-Tonelli (ver Teorema D.10) para concluir o

desejado:
fla)e g()dr ) de
Flayes <f>d5) da

T
2
KH)
—~
J‘f‘r
||
T
2
/—\ /—\
%
2

]

Teorema 3.2.4. (Férmula de Inversdo de Fourier) Seja f € S(RY). Entdo vale a

formula de inversao,
flz) = (27?)’% /N f(6)e=de para todo x € RN, (3.10)
R

Demonstracio. Em primeiro lugar, notemos que basta provarmos o afirmado no caso

x = 0, isto é, basta provarmos que
£(0) = (2m)~% / _f(©)de para toda f € S(RY). (3.11)
R
De fato, suponha que (3.11) seja verdadeiro e observe que para quaisquer &, z € RY:

fleess = @m e [ pye iy

= @m ¥ [ fetay
=(2m) % [ fla—tetia

onde acima foi usada a mudanca de varidvel t =  —y e para cada z € R" fixado e a funcao
g2 (t) é definida por g,(t) = f(z —t), t € RN. Multiplicando a igualdade f(£)e%® = g,(—¢)

por (27)7"/2 e integrando em RY em relacdo a &, segue que
en) ¥ [ f@esag=@nF [ g6
RN RN r
_N .
= (2r)"5 /R _da(bdt,
onde acima usamos a mudanca de varidvel t = —¢. Como, por hipétese, f € S(RY), segue

que também g, € S(RY), de onde, por (3.11),

o) ¥ [ O as = n)E [ a0t = 0.0) = fle = 0) = @)
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verificando (3.10). Nos resta entao demonstrar (3.11). Para esse fim, consideremos ¢ €
S(RY) arbitraria, r > 0 e definamos

g(x) = p(x/r).

Entdao g € S(RY) e, considerando a mudanca de varidvel z +— rxz, pelo Teorema de
Mudanga de Varidveis (ver Teorema D.12), temos

N

§&) = n) ¥ [ plafr)e
= TN(27T)_% /RN o(x)e e dy
= (06
Logo, pela Relacao Fraca de Parseval (ver Corolédrio 3.2.2)
[ f@ratrene = [ feraea
= [ Fwgta)s
= [ F@)e(a/ris

Assim, considerando a mudanca de variavel £ — £/r, temos, novamente, pelo Teorema de

Mudanga de Varidveis (ver Teorema D.12), que
R N R
L f@ete/rde =™ [ p)prods

= [ Feime

Contudo, como f, p € S(RY) e, em particular, sdo continuas, entio

lim f(&/r)@(&) = F(0)p(€) e lim f(x)p(x/r) = f(x)p(0).

r—00

Além disso, como existe M > 0 que limita f, ¢ quase sempre em RY e sabemos que f ,
€ LYRY), entdo

|f(E/r)@E)l < M|p(&)] e ]f(x)@(a:/r)] < M|f(x)\ quase sempre em RY.

De onde, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema D.5)

10) [ ¢(€)dg = 20) [ f@)az.

RN
Logo, ao considerar, em particular, ¢ = x, em que x é a funcao definida no Corolario 3.2.1,

segue pelo mesmo coroldrio que k(0) =1 e

Ou seja,

como desejado. O]
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Corolario 3.2.3. Para cada f € S(RY) defina

e _N

foy=n % [ f@ear

Entao
1. A aplicagio de S(RY) em S(RY) definida para cada f por f f é uma bijecio,

cuja inversa € a aplicacao f+— f.

—

2. Para cada g € S(RY) é verdade que (§)(z) = g(—z) para todo x € RN,
Demonstragio. De fato, pela Formula de Inversao de Fourier (ver Teorema 3.2.4):

1. Para cada £ € RY 5
fo=en ¥ [ faesd = £

Z

e também

provando que f =fe f = f, como desejado.

2. para cada x € RV

Teorema 3.2.5. (Relagdo Forte de Parseval) Sejam f, g € S(RY). Entdo

| fa=[ . fa

Demonstragio. Como g € S(RY) (pois por hipétese g € S(RY)), temos, pelo Corolario
3.2.3 que existe h € S(RY) tal que h = g. Entéo, pela Relacio Fraca de Parseval (ver

Corolario 3.2.2 ), segue que

[ fa= [ fh=[ fn
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Agora, pela Férmula de Inversao de Fourier (ver Teorema 3.2.4):

ha) = [ g©)esmag = [ g(eeeras = jla),

concluindo a demonstracao do resultado. O

Corolario 3.2.4. Seja f € S(RY). Entdo

|fl2 = If2-

Demonstragio. Basta aplicar a Relagdo Forte de Parseval (ver Teorema 3.2.5) com f =

g O
Teorema 3.2.6. (Teorema de Plancherel) Eziste um tnico isomorfismo isométrico
P LYRY) — L2(RY)

tal que
P(f) = f para toda f e SRN).

Demonstragio. Seja F : (S(RY),]-|5) = (S(RN), |- |) definida por F(f) = f. Claramente
F é linear e devido ao Corolario 3.2.4, vemos que F é também uma isometria e consequen-
temente continua. Provaremos que existe uma tnica extensdo P : L2(RY) — L2(RY) de

F, tal que P é um isomorfismo isométrico. De fato:

(Definigao de P): Devido a densidade de C{°(RY) em L*(RY) (ver Teorema D.13)
e (3.8), vemos claramente que S(RY) é denso em £L?(R"). Seja entao f € L2(RY) e
considere uma sequéncia (f,)%>, C S(RY) tal que f, — f em L2(RY). Segue que
(fn)2, é uma sequéncia de Cauchy em L2(RY) e, portanto, devido ao Corolario
3.2.4, evidenciamos que (f,,)2, é também uma sequéncia de Cauchy em £2(RY),
de onde, por ser L2(R") um espago completo sob a norma | - |5 (ver Teorema D.7),

temos que existe lim,,_,o, f, em L2(RY) e assim, a expressdo

P(f) = lim_ f,

¢é boa, contanto que independa da sequéncia (f,)5, considerada. Mostrar essa

independéncia serda o nosso préximo passo.

« (P estd bem definida): Sejam (f,)°%; e (g,)52; duas sequéncias em S(RY) tais
fo— fegy— fem L2(RY). Temos pelo Corolarlo 3.2.4, que

Tim | f = galo = lim | £ = galo =0
ou seja, limn%oo(fn — gn) = 0, de onde segue que

S fo = Jim, g,

pois j& sabemos que ambas as sequéncias (f,,)°2, e (,)°>, convergem.
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« (P é uma transformagao linear): Sejam f, g € L%(R") e A € C. Sejam (f,)2,
e ()2, duas sequéncias em S(RY) tais f, — f e g, — g em L*(RY). Logo
limy, o0 (fn + Agn) = f + Ag em L2(RN) e assim

« (P|smn~) = F se verifica): Para cada f € S(RY) considere a sequéncia (f,)52, em
S(RY) definida por f, = f para todo n natural. Claramente f, — f em L2(RY) e

portanto

P(f) = lim f, = lim f=f=F(f).

n—o0 n—oo

o (P é uma isometria): Seja f € L2(RY) e considere (f,)22,; C S(RY) uma sequéncia

tal que f, — f em L*(RY). Logo, pelo Corolério 3.2.4

P2 = lim |fuls = lim [fulo = [f]s.

Como consequéncia P é injetiva (pois P é também linear) e continua. Se formos
capazes de provar que P ¢é sobrejetiva, teremos, também por causa da isometria, que
P~ ser4 continua, de onde P serd um isomorfismo isométrico, nos restando apenas

provar a sua unicidade.

« (P é sobrejetiva): Sejam h € L2(RY) e (h,)%, C S(RY) uma sequéncia tais que
h, — h em L2(RY). Pelo Corolario 3.2.3, existe um tnico 1, € S(RY), para cada
n natural, tal que ¢, = h,. Como (h,)2, é uma sequéncia de Cauchy em £2(RN),
segue que (@En)zo:l também é uma sequéncia de Cauchy £2(RY) e, portanto, pelo
Corolério 3.2.4, vemos que (1,,)°; é também uma sequéncia de Cauchy em L£(RY),
de onde segue pela completude do espago £?(RY) (ver Teorema D.7), que existe
g € L2(RN) tal que 9, — g em L2(RY). Assim

lim P(,) = lim 4, = P(g),
ou seja,
A, hn =P (9),

de onde, a partir da unicidade do limite, resulta que P(g) = h, provando que P é

sobrejetiva.

« (Unicidade): Seja P : L2(RY) — L%RY) um isomorfismo isométrico tal que
P(f) = f para toda f € S(RN). Provaremos que P = P. De fato, considere
€ L2(RY) eseja (f,)22, C S(RY) uma sequéncia tal que f, — f em LZ2(RY). A
partir da continuidade da funcdo P, temos que P(f,) — P(f) em L*(RY), ou seja,

concluindo a demonstracao.
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O Teorema de Plancherel motiva a seguinte defini¢ao:
Definigao 3.2.3. (Transforma de Fourier em L*(RY)): Seja f € L2(RY). Definimos
a Transformada de Fourier de f, que ainda denotaremos por f, por:

F=P),

em que P é o isomorfismo isométrico definido no Teorema de Plancherel (ver Teorema
3.2.0).

Corolério 3.2.5. Sejam f, g € L2RY). Entdo
9= 19
Ou seja, a Relagio Forte de Parseval continua sendo verdadeira em L2(RY).

Demonstragio. Relembre que

(frgher = [ J(@)gle)de

RN

define um produto interno em £?(R”Y). Desejamos entdao provar que

<f7 g>£2 = <f7§>£2-

Para esse fim, considere duas sequéncias (f,)2%; e (¢,)5%, em S(RY) tais que f, — f e

gn — g em L2(RY). Notemos que a partir da Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[(fo = fr 00 — 9) 2] < |fa — fl2lgn — gl2 = 0 quando n — oo,
[(fogn)ee = (. @) 2l = |{fs 9n — 9) 22| < |fl2lgn — gl2 = 0 quando n — oo,
|(fr> @)z — (. 9) 2| = [{fa = [, 9) 2] < gl2|fn — fl2 = 0 quando n — oo,

de onde, por ser

<fn - fa 9n — g>£2 = <fnagn>£2 - <f> gn>£2 - <fnag>£2 + <fa g>C2

vemos que
lim <fn7 gn>£2 = <f7 g>£27

n—oo

e, de modo semelhante,
nll_g}o<fn7.gAn>£2 - <f7§>£2‘
Logo, pela Relagio Forte de Parseval em S(RY) (ver Teorema 3.2.5):
<f7 g>[,2 = n114>H010<fna gn>£2 = nh~>nolo<fn’ g/\n>E2 - <f7 §>EQ7

demonstrando o resultado. O
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O proximo resultado desempenha um papel fundamental na discussao da regulari-
dade H2.

Teorema 3.2.7. Para toda f € H*(RY) e £ € RY
aé?k\f(f) = —gjgkf(g) para todos 7,k =1,2,...,N. (3.12)

Além disso

HARN) = {f € L2RY) : |¢2F(€) € L2(RY)}

Il = ([, a+le9iforas)’

define uma norma em H*(RY) que é equivalente a norma usual

N N 2
| fll22 = (If\§+2\8jf|§+ > lajakf@) :
j=1 g k=1

Demonstragdo. A partir da densidade de C3°(RY) em H?*(RY) (ver Teorema F.4), temos
que existe uma sequéncia (f,)52; C C(RY) c S(RY) tal que | f, — fllz — 0. Em

particular

|fn_f|2_>0
10; fn — 0;f|2 = 0 para todo j=1,2,...,N
|0;0k fr. — 00k f|2 — 0 para todos j,k=1,2,..., N.

Logo, pela definicdo da Transformada de Fourier em £2 e pelo Teorema 3.2.2, segue para

qualquer £ € RY e todos j,k=1,2,..., N que
0; (&) = lim 9;£,(&) = ig; lim (&) = i&; f(£),
0,001 (€) = lim 8;00S(€) = —&& lim fo(6) = ~€,6:f(€).

Notemos agora que de acordo com (3.12) temos para quaisquer n,m € N

= e (fa — F)(©)
= —[€]*(Fu — fm)().
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De onde segue que
L= B Pag = [ [—\sﬂﬁ — ) (O] [~IEP(Fa = T)(©)]dg
= [ AU = Fa) ©Afa = F)(€)dE
- /. \/\@ 2

d¢
= [ IAG = f) (),

onde a ultima igualdade é consequéncia do Corolario 3.2.5. Logo, pela Desigualdade

Triangular

([ 6117 = FPae)” = 1AL = )l

™ =
Q
Q
=
T

<.
Il
—

IN
M=
Q
{J
)

<.
—_

=z

=Y (1005 — fu))?

]:

<3 (U = fule)”

]:
= Nan - fm||H27

nos mostrando que a sequéncia de fungoes (|£ 27, (¢ ))oo , ¢ uma sequéncia de Cauchy em
n=

=

L2(RY). Assim, pelo fato de £2(RY) ser completo (ver Teorema D.7), vemos que existe
z € L2(RY) tal que |£[2f,(€) — z em L£2(RN). Além disso, aplicando o Corolario 3.2.5,
temos
[fo = Fla=1fa = fl2 =0,

e, portanto, pela Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver
Teorema D.6), existe uma subsequéncia (f,, )32, e h € L2(RN) tal que f,, (£) = f(£) quase
sempre em RY e |]/”n\k(§)| < h(€) para todo k quase sempre em RY. Considerando agora
R > 0 arbitrério, evidenciamos que se |¢| < R, entdo [¢[*]fn, ()2 < R*h2(€) € LY(RY)
quase sempre em B(0, R) e |€]*(fn, (€))% = [€]*(f(€))? quase sempre em B(0, R). Como
consequéncia, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema D.5),

temos

APV 246 — . 4T 12
J gl f@Pag= [ tim (€7, )P
= lim [ el ()P

—oo JI¢I<R

< Jim [l [ fu(€)PdE

= |Z|2
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Ou seja,

Ll @Pa = pm [ eI Pae < [ef,

demonstrando que
HARY) C {f € L2(RY) : [62f(6) € L2(RY)] .

Reciprocamente, seja f € £L2(RN) tal que |¢]2f(€) € L2(RY). Provaremos que f € H2(RN).
De fato, notemos que (1 + |£[2)f(€) € L2(RY), de onde existe uma sequéncia (f,)°, C
C(RN) € S(RV) tal que f, — (1 + [€]2)f(€) em L£2(RYN). Definindo para cada n natural

_ fal§)
N
vemos que ¢,(§) # 0 precisamente quando f,(£) # 0 e portanto (g,)>2, C C(RY) C
S(RY), de onde, aplicando o Lema 3.2.3, evidenciamos que para quaisquer j, k = 1,2,..., N,

as sequéncias (£;9,(£))%%; e (§;€kgn(£))2°, estao contidas ambas em S(RY). Além disso,

temos por exemplo

| fn(&) = fum (O
(1+I£|)
7o 1+2rs|2+|5|4

[/n(§) = fm(O)P

616:90(6) — E56k9m ()} = / 6l? d

4
- 2 “
2
= ‘fn _fmga

mostrando que (£;€:9,(€))%; é uma sequéncia de Cauchy em £*(RY). Assim, de modo
semelhante, podemos provar que as sequéncias (g,)n> € (§;9,(£))2, sdo também sequén-
cias de Cauchy em L£2(RY). Segue agora que, ao considerar o espaco vetorial S(RY) com
a topologia gerada pela norma | - |5, o Corolario 3.2.3 e o Corolario 3.2.4 nos revelam que
a aplicacio de S(RY) em S(RY) definida por f — f é um isomorfismo isométrico cuja
inversa ¢ a aplicacdo f — f. A partir desse fato, fica evidente que as sequéncias (Gn)S2 4,
(5] gn(§)> (ﬁjfkgn(§)>n: sao todas sequéncias de Cauchy em £2(RY). Notando agora,

a partir do Teorema 3.2.2, que

&i&kgn = —(=&&kgn) = —(=&&kgn) = —(0;0kgn) = —0;0kgn
e que, de modo semelhante, gg/n = —10;§y, vemos que as sequéncias (4,)5;, (0;0n)22,
e (0;0k0,)%%, sdo todas sequéncias de Cauchy em L£2(RY) quaisquer que sejam j, k =
1,2,...,N, ou seja, (§,)>2, é uma sequéncia de Cauchy em H?*(RY) e portanto existe

h € HA(RY) tal que g, — h em H?*(RY) (ver Teorema F.1). Como, em particular, temos

— AG, = h — Ah em L*(RY)
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e também, a partir de (3.12), temos para h e cada n natural

= —[¢*h,
A% = _|§|2gn7
Segue, a partir do Corolario 3.2.5, que
|G = AF) = (b= AR)|, = |(gn + [€90) — (B + |£|2ﬁ>\
= |+ 1€P)gn — (L +I€)A),

de onde concluimos que (1+]€[2)g, — (1+]¢[2)h em £2(RY). Relembrando que (1+|€]2)g, =
fo = (L+€2)f em L2(RY), temos, a partir da unicidade do limite, que f = h e portanto,
f=heH]RY), como desejado. Sejam agora f, g € H2(RY) e considere a expressao

(fghe = [ 01+ 1E)F©FEe.

Provaremos que a igualdade acima define um produto interno em H?(RY). De fato,

« Notemos que (f, g)y2 estd bem definida, pois de acordo com a Desigualdade de
Holder, g € LY(RY), ja que f,§ € L2(RN) e [¢]*f§ = |£[2fI¢1?g € LY(RY), j& que
€121, €9 € L2(RY).

e« Se A € Ceh e HAYRY), entao a igualdade (f + Ag, h)nz = (f, h)y2 + Mg, h)ge2 é

consequéncia imediata do fato da Transformada de Fourier ser uma aplicacao linear.

« A simetria conjugada é verdadeira, pois
(foghe = [0+ 1€ F©a)de

L+ e F©)g(6)de

LA 1En f©a(e)de

T T

« Por dltimo, temos que
(fofhe = [ A+ IEDIFE)Ps > 0.
Além disso, se (f, f)n2 = 0 entdo, pelo Teorema D.2, temos f =0, ouseja, f=0.

Como consequéncia, || f|l2 = 1/(f, f)H2 define uma norma em H?(RY) (ver Teorema E.2).

Para provar a equivaléncia entre as normas, note inicialmente que a partir do Corolério
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3.2.5 ¢ (3.12):

N N
£l = 1£15+ 2210515+ D2 10,0k f1;
j=1

jk=1

N N
=15+ D_10:F15+ D 10;0cf15
j=1

jk=1

=3+ &5+ Y | — &S5
j=1

n 2 Nj?k:l 21 F 2 al 2| F 2
= [ FOPae 3 [ IPIf@FaE+ 3 [ l66FITe)Fae

= [ (IR + 1e) 1F©rag
— P13+ [ 16PIF©de,

nos mostrando que

£z < I £ |-

Por fim, temos pela Desigualdade de Holder e pelas identidades envolvendo o Laplaciano

estabelecidas no inicio da prova desse teorema, que:

[ ler@rae = [ IAT@I1f e

< |AFl2lfl2
= |Aflal 1
< If1I5-
Nos mostrando que
£l < V2I Iz,
finalizando finalmente a demonstragao do resultado. ]

Usando as propriedades da Transformada de Fourier, obtemos o seguinte resultado

sobre derivadas fracas.

Lema 3.2.6. Sejam f,g € L*(RY) tais que
— oo IV
o fAvdx = /RN gudz Yv e C5°(RY).
Entao f € H*(RY), além disso
|eP(E) = 4(€) quase sempre em € € RY

e Af =g.
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Demonstragio. Como C5°(RY) é denso em H?(RY) (ver Teorema F.4), temos que, para
cada z € H*(RY), podemos considerar uma sequéncia (z,)%%, C C5°(RY) tal que z, — 2
em H?*(RY), de onde, em particular, temos que Az, — Az em L*(RY) e 2, — 2 em

L*(RY). Notando agora, que, pela Desigualdade de Hélder, segue

’/RN fAz,dx — /]RN fAzdx

= ‘/ f(Az, — Az)dx
RN

< Az, — Az)|d

< [ 1f(dz = Az)lda

< |fl2lAzn — Azl

e, de modo semelhante,

‘/RN gzndr — /RN gzdx’ < |glal2n — 2l2,

vemos que

nh_g)lo /RN fAz,dx = /RN fAzdz,

nh_}rglo /RN gzpdr = /RN gzdx.

Lembrando que por hipdtese
/RN fAz,dx = /RN gzpdx Vn € N,

concluimos, ao tomar o limite n — oo, que, para todo z € H?(RY),

/RN fAzdr = /]RN gzdx. (3.13)

Ao considerar p € S(RY), temos, em particular, Re(yp),Im(¢) € H?(R"Y) e, portanto,
ambas as fungdes satisfazem (3.13). Logo, por ser Ay = ARe(z) — Alm(z), temos

FAdz :/ gpda Vo € S(RM).
RN RN

Assim, pela Relagao Forte de Parseval em L£2(RY) (ver Corolario 3.2.5 ) e pelo fato ja

verificado anteriormente de que Zg\p = —|¢*p, segue
- . A _ A 2%
| iBedr= [ [Apdr—— [ flelpac

/RN gpdr = /RN gpdg,
ou seja,

— [ fleipde = [ gpdg o € S®), (3.14)

Provaremos agora que §(RN ) = S(RY). De fato, pelo Teorema de Plancherel (ver Teorema
3.2.6) temos S(RY) = S(RY), de onde, pela estrutura vetorial do espaco S(RY), concluimos
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que EA(RN ) = S(RY) = S(RY). Como consequéncia, esse fato nos revela que (3.14) significa

equivalentemente que:

— [ fletnds = [ gndg vn e S@®),

de onde, em particular,
| (= FIel = mde =0 vy € CERY)
e, portanto, pelo Teorema de Du Bois Raymond (ver Teorema D.14), temos
~[€12f(€) = §(€) € L2(RY) quase sempre em & € RY,
mostrando que f € H*(RY) (ver Teorema 3.2.7) e, portanto,
fAvdx :/ v(Af)dz Vv e CP(RY).
RN RN
Logo, por hipdtese

/ U(Af)dm:/ fAvdx:/ gudr Vv € CP(RY),
RN RN RN

ou seja,

/RN(Af —g)vdz =0 Vv e C2(RY)

mostrando que Af = ¢ a partir de mais uma aplicacao do Teorema de Du Bois Raymond

e finalizando a demonstragao do lema. O]

Teorema 3.2.8. Sejam u uma solugio fraca de (P) para algum X\ € R e f € L*(RY).
Entio u € H*(RY),

—Au = Mu+ f quase sempre em RY

. 1
min{ <0332 b lully < |13 + 27Vl

Em particular, para A < 0,
Gy : L*(RY) — H*RY) ¢é um operador linear continuo

com
1
1Gaflla < m{N w} fls ¥ € L2@®).

Demonstragio. Pela defini¢do de solucio fraca de (P) sabemos que u € HY(RY) e
Vu - Vodz = / O+ flode Yo e C(RY). (3.15)

RN RN
Por outro lado, pela definicdo de derivada fraca, temos, para cada ¢ =1,2,..., N e para

cada v € C°(RY), que
/N O;udyvdx = —/

R RN
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De onde

Vu-Vvd:v:—/

uAvdr Vv € C°(RY),
RN

RN
nos mostrando que

/ uAvdz :/ wudr Yov € O (RY),
RN RN

onde w = —(Au+ f) € L*(RY) e w € HY(RY) C L?*(RY). Podemos agora aplicar o Lema
3.2.6 para concluir que u € H2(RY) com —Au = Au+ f e [£[20(€) = Ma(€) + f(€) quase
sempre em £ € RY. Além disso, qualquer que seja v € C5°(RY) C S(RY), segue

’ [ O0uyde| = | [ u@drojds] = ‘ /. a(ajakvndg‘
= | [ aggda| < [ 1agila
< [, lePlallolag < |iga
RN
N+ FI (8o = [+ fly vl

0o

, |

onde a primeira linha ¢é justificada pela definicao de derivada fraca e pela Identidade de
Parseval (ver Corolario 3.2.5), a segunda linha se justifica por (3.12), a terceira linha se
justifica pela Desigualdade de Holder e a dltima linha também se justifica pela Identidade

de Parseval.

Agora, relembrando que Cg°(RY) C S(RY) ¢ denso em L?(RY) (ver Teorema D.13),
podemos considerar uma sequéncia (f,)5°; C C°(RY) tal que f, — 9;0pu em L*(RY).
Logo, pela Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver
Teorema D.6), existe uma subsequéncia (f,,, )i, e existe h € L2(RY) tais que f,, — 0;0ru
e |fn| < h quase sempre. Assim, (9;0xu) fn, — |0;0rul* quase sempre e pela Desigualdade
de Holder [(0;0ku) fn,| < |0;0kulh € LY(RY). Finalmente, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue (ver Teorema D.5):

|0;05ul3 = /}RN llgglo 0;0ku f,dx

0; 0ku)f7ldx

= lim (
l—o0 JRN

< lim |)\U—f- f|2|fnz|2
l—00
= |)\’LL + f|2|6j6ku|2,
provando que

Como consequéncia imediata da desigualdade acima temos

N
3 10;0kul? < N2(Jhu + f12)

Jk=1

_ N? <A2|u|§ U2+ 2)\/RN ufdx) .
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Notando agora, a partir do inicio da demonstracao do Lema 3.2.6, que podemos fazer

v=u€ H?*(RY) em (3.15), vemos que a identidade

2 _
/RN Vu|?dz = /RN(Aquf)udx

¢é verdadeira. Isso nos diz que
ZA/N ufdr = 2| V|2 — 2)2[uf?
R

e, portanto,

N

> (oy0hel < N* (Nl + 1/ +2) [ ufdo)

jk=1
= N (Nluls + |f15 + 2\ Vul3 — 2X%[ul3)
= N*(|f[5 + 22X Vul3 = NJul3)

Finalmente,

‘f’z + 2)‘|VU‘2 > )\2\u|2 + Z |8 8ku\2

jkl

N
> min{Ny/\Q} (!U@ + 2 |aj3ku|§)

7,k=1
= min { =5, 22} lul,

Se A < 0, entdao denotamos como anteriormente u = G, f e assim

min{m,v} IGAFI2 < |FI2 + 2A\[Vul2 < |fI2,

ou seja,
1
G < — = max ,

provando que
Gy : L*(RY) — H*(RY)

¢ um operador linear continuo.

3.3 Regularidade - W??

Nesta se¢ao provaremos o Teorema 1.1. Tal resultado é baseado na Desigualdade de

Calderén-Zygmund, que, por sua vez, € fruto da teoria de Calderén-Zygmund das integrais

singulares, area de intensa investigacao no campo da Andlise Harmonica, como pode ser

visto em (STEIN, 1970).
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Teorema 3.3.1. Seja 1 < p < co. Entdo para todos i, = 1,2,...,N e u € C(RY),

existe uma constante C(N,p) tal que
|0:0ul, < C(N, p)|Auly.

Demonstracio. A demonstracao do teorema segue a partir das mesmas ideias dos argu-
mentos contidos na pagina 58, da dissertagao (PRADO, 2009), que é bastante detalhada,

e por isso, sera omitida. O

Para uma breve introducao a teoria das integrais singulares, referenciamos o
capitulo 7 do livro (MUSCALU; SCHLAG, 2013), em que o teorema acima também pode
ser encontrado na pagina 175. Para uma exposi¢ao mais completa e rica, referenciamos o
classico (STEIN, 1970). Feito os devidos créditos, temos como consequéncia do Teorema

3.3.1, o seguinte resultado que nos sera de fundamental importancia:

Corolario 3.3.1. (Estimativa de Calderén-Zygmund) Seja 1 < p < oo. Entdo para
todosi,j=1,2,...,N eu € W*P(RY), existe uma constante C(N,p), tal que

’aiaju‘p < C(N,p)|Aulp.

Demonstragio. Sejau € W2P(RY). Pela densidade de C5°(RY) em W2P(RY) (ver Teorema
F.4), temos que existe uma sequéncia (u,)2; C Cg°(RY) tal que u,, — v em W2P(RY).
Em particular, quaisquer que sejam 4,j = 1,2,..., N vemos que |0;0;u,|, — [0:0;ul, e

|Au, |, — |Aul, em LP(RY). Logo, pelo Teorema 3.3.1, segue para cada n natural que
|0:0junlp < C(N, p)|Augp,

de onde o resultado segue ao fazer n — oo. O

Observamos que a estimativa de Calderén-Zygmund também é verdadeira em
dominios limitados. Para uma demonstracao da estimativa nesse caso, referenciamos o livro
(GILBARG; S.TRUDINGER, 1998), paginas 230 a 235. Citamos também (ZAHN, 2005)

para uma prova mais completa. O caso limitado estd fora do escopo desta dissertacao.

Estamos prontos para enunciar e provar o proximo resultado.

Teorema 3.3.2. Sejam A\ < 0 e f € LP(RY) para algum p € (1,00). Entdo existe um

tnico elemento u € W*P(RY), tal que

—Au= X u+ f quase sempre em RY.

Demonstragdo. Considere uma sequéncia (f,)2%,; C C5°(RY) tal que |f, — f|, — 0 (ver
Teorema D.13). Sabemos, de acordo com o Teorema 2.3.2, que u, = Ty f, = fno* E¥ é tal
que

—Au, = My, + f, em RY,
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onde A\ = —k?, com k > 0. De acordo com Lema 3.1.3 sabemos também que u,, € W1P(RY)
para cada n natural. Além disso, por ser cada f, pertencente a L?(RY) qualquer que seja
6 > 1, vemos que em particular que f, € L"(RY) com r € (2N/(N + 2),2] e, portanto,
pelo Teorema 3.1.1, temos, para cada ¢ = 1,2,..., N, que d;u,, = S, f,,, de onde, por (3.2)

e (3.4), segue que existem constantes C, Cy > 0 tais que

N
lunllfro = lunly + > 10sunly
j=1

N
j=1

< Cl|fn|g + 02|fn|§
= (Cl + C2)|fn 57

mostrando que (u,)%2; é uma sequéncia de Cauchy em W?(R"). Como temos também
Au, = —(Au, + f,), vemos que a sequéncia (Au,)% ; é uma sequéncia de Cauchy em
LP(RYN). Mostraremos agora que u,, € W2P(RY) para cada n. De fato, pelo Teorema 2.3.2,

sabemos que
&@-un = &akafn = &fn * @Eﬁ,,

de onde, por ser 9,E% € L'(RY) e 9;f, € LP(RY), vemos pela Desigualdade de Young
para Convolugdes (ver Lema 3.1.1) que 9;0;u,, € LF(RY), pois 1/p = 1/p+1/1—1. Assim,
pela Estimativa de Calder6n-Zygmund (ver Coroléario 3.3.1), concluimos que, para todos
i,j=1,2,..., N, a sequéncia (9;0;u,)>, é de Cauchy em LP(RY), provando que (u,)>,
é uma sequéncia de Cauchy em W2P(RY). Logo, pela completude do espaco W2P(RY)
(ver Teorema F.1), existe u € W2P(RY) tal que u,, — u em W*P(RY). Em particular
—(Auy — My, — fr) = —(Au — du — f) em LP(RY), de onde, a menos de subsequéncia,
temos que 0 = —(Au, — A\u, — f,,) = —(Au — Mu — f) quase sempre em R, provando
que

—Au = M+ f quase sempre em RY. (3.16)

Se wy, wy € W2P(RY) satisfizerem (3.16), entdo w = w; —w, satisfaz —Aw = Aw. Devemos
demonstrar que w = 0. Para esse fim, seja (w,)%%; C C5°(RY) uma sequéncia tal que
wy, — w em W2P(RY). Assim, ao definir r,, = Aw,, + A\w,, vemos que 7, — 0 em LP(RY)
e, portanto, |r,|, — 0. Em seguida, considere g(t) = [t|P~%t e seja (g,n)5°_; a sequéncia de
funcoes definida para cada m natural por

p—2

gm(t) =t <t2 + ”11) :

Temos que cada g,, ¢ impar, de classe C!, crescente, pois

p—

p—4
1\ 2 1\ =z
g (t) = (t2+> +(p —2)t? <t2+> >0 Vt €R,
m m
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e além disso, ¢,, — ¢ uniformemente em R. Logo, por meio de um argumento empregado
diversas vezes na dissertacao, a Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, em conjunto com o proprio Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

temos que

)\/ |lwPde = )\/ lim |w,[Pdz = A lim / |wy,|Pdz = A lim / wyg(wy)dz, (3.17)
RN RN N—00 n—oo JRN n—oo JpN

pois tg(t) = |t|P. Fixemos agora n natural. Em seguida, note que as fungoes w,g,,(w,) e

wyg(wy,) sdo integraveis, pois sdo continuas e o suporte de w, é compacto. Logo

= | [ walgm(wn) = glw,))de

< [ lwnllgn(w) = g(w,)d,
R

‘/RN Wy G (W, ) dx — /RN wyg(wy,)dz

de onde segue a partir da convergéncia uniforme g,, — g em R e da integrabilidade da
funcao w,, que
lim /RN Wy G (W, )dx = /RN wyg(wy)dz ¥n € N.

m—0o0

Uma vez que r, € C;°(RY), de maneira semelhante, para cada n natural fixado, temos

lim rngm(wn)dx:/ rng(wy,)dz.
RN N

m—o0 R

Note também que, a partir da continuidade das fungoes g/, da regra da cadeia e do

Teorema A.1.9, temos para cada i = 1,2,... N que

Assim
/ —gm(wn)Awndx:/ \Vw,|*g, (w,)dx.
RN ]RN

Logo, a partir de tais consideragoes, temos, para cada n natural fixado,

A/RN wWyg(wy)de = A li_rgo Wy G (Wy, )dx

RN ™M

= lim /RN AWy, G (W, ) A

m— 00

= lim (rn — Awy,) gm (wy,)dx

m—oo JRN

= lim . — G (W) Aw,dx + /RN rng(wy)dx

m— 00

I K 2 7
= lim . |Vw,| gm(wn)dw+/RN rng(wy,)dz

m—00
> /RN rng(wy,)de,

de onde, a desigualdade acima segue do fato de cada g, ser crescente. Juntando os fatos,

e usando (3.17), tudo isso nos revela que

o0

» :
)\/RN |w[Pdz > lim /RN rng(w,)d.
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Estudaremos agora o limite da desigualdade acima. Para isso, seja ¢ =p/(p — 1) e

note que

L Jgtwn)lde = [ fwntlwn 1 Dde = [ fuw, [ de = [ Jwde < +oc,
RN RN RN RN

ou seja, |g(wy)[? = |w,[b. Logo, como 1/p +1/q = 1, pela Desigualdade de Holder temos

< |ralplg(wn)ly = |Tn|p|wn|g_17

‘ / Tng(wy)da
]RN

e usando as convergéncias |1, |, = 0 e |w, 27! — |w[?~!, concluimos que

Jim . rng(w,)dzr =0,

nos mostrando que
)\/ |lwPdz > 0, onde A <0,
RN

e provando que [pn |w[Pdz = 0 e como consequéncia do Teorema D.2 que w = 0, finalizando

a demonstracao. O]

Corolario 3.3.2. Seja f € LP(RY) N LYRY) em que p € (2N/(N +2),2] e q>p. Seu é
uma solugdo fraca de (P) onde X € R, entio u € WI(RY).

Demonstracao. Provaremos o resultado primeiro para o caso p = 2. Pela defini¢ao de

solucdo fraca do problema (P), temos para qualquer ¢ € C°(RY) que

/RN Vu-Vedr = /RN()\u—l—f)god:c = /RN(—u-i- A+ Du+ f)ed,

ou seja, u é solugao fraca do problema —Au +u = ® onde & = (A + 1)u + f. Como por
hipétese f € L2(RY) N LY(RY), ¢ > 2, podemos aplicar o Teorema 3.1.2 para concluirmos
que u € WH(RY) e portanto ® € LI(RY). Assim, aplicando o Teorema 3.3.2, existe
v € W24(RY) tal que v é a tinica solucdo forte da equacio —Av + v = ®. Provaremos que
u = v. De fato, por ser v € W24(R") e —Av + v = @, temos para qualquer ¢ € C5°(RY)
que

/ (Vv - Vo +vp)dr = / dpdur,
RN RN

de onde, ao usar que u ¢é solugao fraca do mesmo problema, teremos

/RN(V’U -V +vp)dr = /RN(Vu -V + up)de,

mostrando que

/RN(Vw Vo +wp)dr =0 Yo € C°(RY),

onde w = v — u. Considere agora £ € WH (RN) e seja (0,)22, € C°(RY) uma sequéncia
tal que ¢, — & em W' (RY) (ver Teorema F.4) onde ¢ = ¢/(¢ — 1). Com base na



Capitulo 3. Teoria de Regularidade - LP 105

Desigualdade de Holder, note que as fungdes Vw -V, e Vw - VE sao integraveis e também

‘/}RNVUngpndx—/RNVw-Vﬁdx

:‘/RNVw~V(g0n—§)dx

< [ IVw- V(e —g)lds

N
< Z ‘ajw‘q‘aj<90n =&y =0,
j=1

provando que

lim [ Vw-Veude = / Y - Vedz.
RN

n—oo JrN

Como de modo andlogo temos

nhj& /RN wp,dr = /]RN wédx,

vemos que
0= / (V- Vg, + wep)dz — / (Vuw - VE + we)dz,
RN RN
demonstrando que
1

/RNWw - VE+wé)dr =0 V& e WH (RY) com (1] + i 1.

No que se segue, para cada R > 0 seja £g : R — R a fungio definida por Eg(t) = [¢|92ug(t),
onde ur € C*(R) é tal que

t, [t|<R
1r(t) =
0, |t|>R+1
e |pugr(t)| < |t| para todo t € R.
)
IR
-r\1 R o R R+1 v

Figura 3 — Funcao pgr
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Provaremos agora que {gr(w) € Wwhe (RY ). Para isso, note que

Er(t) = (¢ = Dtt|" ur(t) + [t 1p(t)
e portanto

[ER()] < (g = 2)[t] |t + [t
= (g — D"

Ao notar também que £z(0) = 0, ég € CHR) e que & é limitada em RY, vemos que uma

aplicacao do Teorema F.5 nos diz que
0j€r(w) = Er(w)Ojw e VEr(w) = p(w)Vw.

Logo, para cada j =1,2,..., N

L 1osgrtw)fde = [ 10;¢p(w)|7da
R R
= [, lp(w)dulidz
< [ (g =Dl 2|;u))7 da

q(g—2)

=(q=1)77 [ || o)1 de
R

e ao notar que |Q;w|¥@ V) € LIV RYN), (¢ — 1) = (¢ — 1)/(qg — 2) e |w|2e=2/a=D) ¢
L= (RN), uma aplicagao da Desigualdade de Hélder nos revela que 0;Eg(w) € LY (RN).

De maneira semelhante

| Jer()rds = [ flwl*2u(w)

_4q
' dx

9
' dx

< [l 2wl
]RN

:/ |w|?dz < 400,
RN

concluindo a demonstracio de que &g(w) € WH?' (RN). Segue agora que, ao considerar

© = &r(w), temos, para cada R > 0,

0= /RN(Vw Vo +wp)dr = /RN (&r(w)|Vw]? + Er(w)w)dz.

Demonstraremos agora que

lim | (Ex(w)|Vw]® + Er(w)w)dz = /RN((CI = DIl Vwl* + [w|)dz. (3.18)

R—oo JRN
Para esse fim, veja que quase sempre em RY
lim &5 (w) = (¢ — 2)[w|"Hw|* + Jw|*~*.1
R—o0

= (¢ = 1w
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e, além disso,
€ (w)][Vwl? < (g —1)w|"?[Vw]?.

Assim, seremos capazes de aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(ver Teorema D.5) para provar que

lim Ep(w)|[VwPdr = /N(q — 1)|w| % Vw|*dx
R

R—oo0 JRN

contanto que a fungao |w|? ?|Vwl|? seja integrdavel. Com efeito, para ¢ = 2 esse fato ¢

imediato, ja para ¢ > 2, notemos que
w| 2| Vw|*dz ——/ w Vw
/RN’ [Vl BN (Jwl® ) (| | )

de onde, ao ver que |w|72 € LY@ (RN) (q/(q—2))" = q/2 > 1 e |Vw|?> € L@/@=2)(RN),
temos que a Desigualdade de Holder nos assegura a integrabilidade de |w|972|Vw|?. De

modo semelhante temos quase sempre em RY que

; _ q—2 2 q
lim &n(w)w = |wl"w]? = [u]

€r(w)w] = [Jw|" 2pr(w)w| < [w]*?|w]? = [w]* € L'(RY).
Logo, ao aplicar novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver
Teorema D.5), concluimos que

i — q
lim Er(w)wdr = /RN |w|?dz,

R—oo JRN

finalizando a demonstragao de (3.18). Finalmente
0= [ (€I Ve +rw)w)de > [ (g = Dol |Vul + [u])de

ou seja,
/ (g — D|w|"?|Vw]?* + |w|?)dz = 0
RN

e assim pelo Teorema D.2 temos (¢ — 1)|w|7?|Vw|* 4+ |w|? = 0 quase sempre em RY,
provando que w = v — u = 0 quase sempre em R, ou ainda, u = v € W24(R"), como

desejado.

Suponhamos agora que p € (2N/(N +2),2) e ¢ > p. Se ¢ > 2, entdo a propriedade
de interpolacao dos espagos LP (ver Teorema D.4), nos diz que f € L*(RY) N LI(RY) e
portanto u € W24(RY) de acordo com o caso p = 2. Podemos entdo supor que p < q < 2.
Nesse caso, seja v assim como no caso p = 2, a tnica solugdo forte em W24(RY) do

problema
~Av+v=>® emque ® =N+ 1u+ f e LYRY).

Logo, pelas imersoes de Sobolev (ver Teorema F.7), temos W24(RY) — LY(RY), com
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1
1. 0 €[g,00] se 5 — % <0,

2. 0 €[q,) se

3. 0€[q7Nqu2q] sel—%>0.

Se 1 ou 2 é satisfeito, entdo vemos que v € L2(R™) pois estamos supondo ¢ < 2. Se agora

3 é satisfeito, note que, como
2N 2N

> >
4 N+2~ N+4’

entao
g N
N —2q’
de onde, também nesse caso, temos v € L*(RY). Note agora que v € W??(RY) implica

Ojv € WH(RYN) para todo j =1,2,3,..., N. Logo, novamente pelas imersdes de Sobolev
WLHa(RN) — LY(RY), com

1. 0 €fg,00]sel— 4 <0,

2. 0€g,00)sel— & =0,

3. Qe[q,ﬁ—ﬁ[q} sel—% >0,

como anteriormente, caso ocorra 1 ou 2, temos d;v € L?*(RY), pois estamos supondo ¢ < 2.

Caso ocorra 3 temos que por hipotese

2N
N +2’

q>
e entao
qgN
N—q’
nos garantindo também que 9;v € L2(RY). O escrito acima nos mostra que v € H'(RY) e

portanto u e v sao solugoes fracas do problema

2 <

2N
—A = P e LYRY ( 2).
z24+z em que ® € LY(RY) com ¢ € Nio

Finalmente, a unicidade de solucao fraca do problema acima (ver Teorema 2.1.1), nos

prova que
u=ve W»(RN),

como desejado. O]
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4 Regularidade para uma classe de Proble-

mas Flipticos nao lineares

O objetivo deste capitulo ¢ mostrar que a teoria até agora desenvolvida também
pode ser usada para verificar a regularidade de solugoes fracas de problemas elipticos nao
lineares. O presente capitulo sera entao dividido em duas partes: a primeira parte consiste
em demonstrar que existe solucao fraca para o problema que iremos propor e a segunda
parte consiste em regularizar a solugao fraca encontrada. Enfatizamos também que no

presente capitulo vamos supor N > 3.

4.1 Descricao do Problema e Existéncia de Solucao Fraca
Consideremos o problema
—~Au+V(z)u= f(u) em RN
u € HY(RY)
em que V : RY — R é uma funcio localmente Hélder continua satisfazendo

(V1) Existe a > 0 tal que V(z) > a > 0,

(Vo) V(z +y) = V() para todo x € RY e para todo y € ZY,
e f € CYR;R) é uma fungao satisfazendo

(f1) limy o L& =0,

(f2) Existem C'>0ep € (2,27), com 2% = 2N/(N — 2), tais que
1£(s)| < C(ls| + |s|P7Y) Vs e R,
(f3) Existe p > 2 tal que
pF(t) < tf(t) Vvt €R,

onde F(t) = [5 f(s)ds e além disso existe to > 0 tal que F(t,) > 0.

Exemplo 4.1.1. Se A > 0, entdo a fungao V definida por V(z) = A é localmente Holder

continua e satisfaz (V;) e (V). Para um exemplo de uma fungao f € C*(R;R) que satisfaz
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(f1), (f2) e (f3), considere p € (2,2*) e defina:

P71 se s> 0,
f(s) =

0 se s < 0.

A funcdo f assim definida, é de classe C!, pois p > 2 e, portanto

(p—1)sP"% se s >0,

f'(s) =
0 se s < 0.
Como 0 0

vemos que a propriedade (f;) é satisfeita. Por ser também

|F(s)] < |sPt < s|+|s]P~" Vs €R,

temos que a propriedade (f;) é satisfeita. Por fim, para t > 0 segue que F(t) = [i s*~'ds =

t?/p e entao
pF(t) =t~ =tf(¢).

Se t < 0 entao F(t) = 0, e portanto, também 0 = pF'(t) = tf(t) = 0, de onde, podemos

considerar = p (pois p > 2). Além disso, se tog = 2 entdo F(ty) = 2P/p > 0.

Provaremos agora algumas consequéncias das propriedades das funcoes V e f

listadas em (V;) — (V2) e (f1) — (f3) respectivamente.

Lema 4.1.1. Para V localmente Hélder continua e f € C'(R;R) temos que

1. Se 'V satisfaz (Vz), entao V' € limitada,

2. Se f satisfaz (f1) e (f2), entao para todo € > 0 existe uma constante C. > 0 tal que

1f(s)] < els| + C.ls[P™! Vs € R,

3. Se f satisfaz (f1) e (f2), entdo para todo € > 0 existe uma constante D, tal que

|F(s)] <els|* + De|s|” Vs € R,

4. Se f satisfaz (f3), entio existe v € H'(RY) ndo negativa tal que

/RN F(v)dz > 0.

Demonstracao. De fato,
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1. Considere o conjunto
B = {1 € RN : |7|pax < 1},

em que |- |max denota a norma do maximo. Ao notar que B é um conjunto compacto e
que toda funcao localmente Holder continua é continua, podemos aplicar o Teorema
de Weierstrass (ver Teorema A.1.1) para concluir que existe uma constante M > 0
tal que

|[V(x)| < M Vx € B.

Seja agora z = (21, 29, 23, . . . , 25) € RY e considere x, = (|21], | 22], |23),-- -, 2n]) €

ZN e note que z + ., € B. Assim, pela propriedade (V5), temos
V()| =[V(z+ )| < M,
provando a limitagdo da fungao V.

2. Seja € > 0. A partir de (f1) temos que existe 0 < 0 < 1 tal que se s € (—4,0) \ {0}
entdo |f(s)| < ¢|s|. Pela propriedade (f2) existem C' > 0 e p € (2,2*) tais que

[f(s)l < C(ls| + [s~") Vs € R,
de onde, ao considerar |s| > 1 e notar que p — 1 > 1, segue que

[f(s)] < C(ls] +[s"7)
< 2C|s|P1.

Seja agora h : [—1,—=6] U [§,1] — R a funcdo definida por
) —cls|

st

h(s)

Como h é uma funcdo continua no conjunto compacto [—1, —d] U [, 1], o Teorema

de Weierstrass (ver Teorema A.1.1) nos revela que existe uma constante C’ tal que
[f(s)| < Clls|”™" +els| Vs € [-1,—d] U [3,1].

Em resumo, o resultado entao segue ao notar que, também por (f3), é verdade que
f£(0) =0 e ao definir C. = max{2C, C.}.

3. Seja &’ > 0. Diretamente pelo item anterior temos que
|f(s)] < €|s| +Cu|s|P™ Vs €R

e portanto

/
C.
()| < Glsl+ 2 Isl? Vs € B,

de onde o resultado segue ao considerar ' = 2¢ e D. = Cy./p.



Capitulo 4. Regularidade para uma classe de Problemas Elipticos nao lineares 112

4. Seja R > 0 e considere fr € C§°(R) uma fungao tal que 0 < pg(t) <t onde

th ’t| S R?
Br(t) =
0, |[t|>R+1.
Yy
to
/ X
_R_1 —R o R R+1 v

Figura 4 — Funcao g

Defina agora a funcio vg : RY — R por vg(x) = Br(]z|) e note que vy € WH(RYN)

de acordo com o Teorema F.6. Como vy € L?(RY) e para cada j = 1,2,3,..., N,
temos

[ooom@Pas= [ e pias

RN B(0,R+1) |z|?

< C|B(0,R +1)| < +o0,

em que a constante C' > 0 é construida a partir da limitagdo da fungao fy(|z|)
e pelo fato de ser |z;|?/|z|? < 1, concluimos que vg € H'(RY). Além disso, por
ser f continua, entao Fj 4, ¢ uma fungao continua e pelo Teorema de Weierstrass
(ver Teorema A.1.1), existe B > 0 tal que |F(t)] < B para todo 0 < t < t;. Como

consequéncia temos que

sup |F(vg)] = sup |F()| < B,

z€RN te[0,to]

e assim
/ F(og)de = / Flto)dz + / F(vg)da
RN B(0,R) B(0,R+1)\B(0,R)
> A|B(0, R)| — B|B(0, R+ 1) \ B(0, R)|,

em que por hipétese A := F(tg) > 0. Finalmente, ao aplicar a Férmula de Integragao

de Fungoes Radiais (ver Teorema D.11), temos que

R
1B(0,R)| = WN/ PNl = N pN
0 N
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e portanto

R+1
IB(0, R+ 1)\ B(0,R)| = wN/ PN-1gp = N

[ (R4 1)Y= RY),

de onde

/N F(vg)dx > AwFNRN — BWWN(RqL DY + BWWNRN — 00 quando R — o0,
R

provando que
/ F(vg)dz > 0,
RN

para R suficientemente grande, em que vy € H*(RY) é ndo negativa. O
Notemos agora que se u € H'(RY), entdo a limitagio da fungao V, a propriedade

(f2) e o0 Teorema D.1 nos garante que f(u) — V(z)u € L. (RY) e portanto, nos inspirando

no que foi feito ao inicio do Capitulo 2, podemos definir:

Definicao 4.1.1. (Solugdo Fraca do Problema ndo linear) Uma funcio u é dita
solugdo fraca do problema (Q) se u € HY(RY) e

/RN (Vu-Vov+V(x)uv)dr = /RN fw)vdr Yo € C°(RM).

Nosso préximo objetivo é demonstrar a existéncia de uma solucgdo fraca nao trivial
do problema (@). Para tanto, o primeiro passo a ser dado é definir o funcional energia

associado ao problema em questao:

Defini¢ao 4.1.2. (Funcional Energia) O funcional energia I : H'(RY) — R associado

ao problema (Q)) € definido como sendo

1

1) = 5l = [ | Flu)da,

em que
lull = /RN(Wu\2 +V(2)u?)dz.

Lema 4.1.2. Se V satisfaz (V3) e f satisfaz (f1) e (f2), entdo o funcional energia I estd
bem definido.

Demonstragao. De fato, pelo Lema 4.1.1 temos que V' é limitada e também que para

e = 1, existe uma constante C' > 0, satisfazendo,
F(u) < |u]* + Clul?, em que p € (2,2").
Logo, a limitagao da funcao V nos garante que

Jul} = [ (VP +V(2)e?)ds < +oo.
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Além disso, a imersdo de Sobolev H'(RY) < LI(RY) para q € (2,2*) (ver Teorema F.2)
nos diz que

/ F(u)dz < 400,
RN

provando que o funcional energia I estd bem definido. n

Lema 4.1.3. Se V satisfaz (V1) e (Va) entdo (-, )y : HY(RY) x HY(RY) — R definida
por

(u,v)y = /N(Vu -V + V(x)uv)dz
R
define um produto interno em HY(RY) cuja norma associada
1
(u, u)y = |lullv
¢ equivalente d norma usual de H'(RY).

Demonstracao. De fato, note que, pela limitacao da funcao V' e a Desigualdade de Holder,
a aplicacdo (-, )y estd bem definida. Além disso, ela é bilinear devido ao fato do gradiente
ser linear e simétrica por defini¢do. Considerando agora u € H*(R™) nao nulo, teremos,

de acordo com (V}), que

(u,uyy = /RN(|VU|2 + V(z)u?)dz
> [ (Vul? + aut)da

> min{a, Ljul}, > 0.
provando que (-, -}y é um produto interno e além disso mostrando que

Jully > /min{a, LHul s

Notemos agora que por (V3), existe M > 0 tal que |V (z)| < M para todo x € RY. Assim,

[ully < y/max{M, 1}[ul| a1,

estabelecendo a deseja equivaléncia entre normas. O

de modo semelhante

Teorema 4.1.1. Se f satisfaz (f1) e (f2) e V satisfaz (V1) e (V) entdo o funcional energia
I estd bem definido, é de classe C*(H*(RY);R) e, para cada v € H'(RY),

I'(uw)v = (u,v)y — /RN f(u)vdxr Yo € HY(RM).

Demonstracao. Uma demonstragao bastante detalhada pode ser encontrada nos Lemas
2.9 e 2.11 em (BRAZ, 2022). O]
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O Teorema acima nos diz que, se formos capazes de encontrar u € H'(RY) nio
trivial tal que I'(u) = 0, ou seja, encontrarmos um ponto critico nao nulo de I, entao
teremos encontrado uma solugdo fraca nao trivial do problema (). Para comegar a
caminhar nessa dire¢ao, primeiramente vamos verificar que I satisfaz a geometria do passo

da montanha, mais precisamente:

Lema 4.1.4. Sejam f satisfazendo (f1), (f2) e (f3) e V satisfazendo (V1) e (Va). Entao o

funcional energia I é tal que 1(0) =0 e além disso:

1. Ezistem r,3 > 0 tais que todo u € H'(RY) com |jul|y = r satisfaz

I(u) >8>0,

2. Eziste ug € HY(RY) com ||uglly > r tal que I(ug) <0

Demonstracao. De fato,

1. Pelo Lema 4.1.1 item 3 temos para todo € > 0 :
1
1) = Sllully = [ Flu)de
1
> Slully — elul; = Celulp,

de onde a imersdo de Sobolev H'(RY) < LI(RY) para ¢q € (2,2*) (ver Teorema F.2)
e a equivaléncia entre normas estabelecida no Lema 4.1.3, nos garante a existéncia
de constantes A, B > 0, tais que
1

I(u) 2 Slully = elul; = Celul
1
sllulli = eAllully = C-Bllully

1 2

= [(5 - =A) - Bl el
Note que, pela definigdo do funcional energia I, temos I(0) = 0. Logo, considerando
e > 0 tal que 1/2 > Ae e considerando r > 0 tal que

1 cA\7e
2 :
r < ( c ) =C,

segue que se 0 < ||lul|y < C, entéo
1 -
(5-¢4) - BCJull? >0

ou seja,

1
U< [(2 N 5A> — CB|lul[i | ull < I(u).

A primeira afirmacgao segue entao ao definir

g = K; — 5A> — C’gBrp_Q} r2.
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2. Defina a fungao ® : (0,00) — R por &(t) = F(t)/t". Segue que

O a0
t2n

= (W)~ pF (),

o'(t) =

provando, de acordo com (f3), que ®’(t) > 0 para todo t # 0, ou seja, que ® é uma

funcao nao-decrescente. Pelo Lema 4.1.1 item 4, existe uma fungdo nao negativa
ug € HY(RY) tal que
/ F(up)dz > 0.
RN

Logo, para todo t > 1 temos ®(ug) < ®(tuyg), nos revelando que
tuF(U(]) < F(tUO) vVt > 1,
de onde, pela hipdtese de que p > 2, segue que
1
I(tuo) = 3 ol — /R  F(tug)de
< g t* | F(ug)d
< Slullp =2 [ Flug)de —+ —oc,

quando t — oo, nos garantindo que existe ty > 1 tal que ||touo|ly > r e I(toup) <
0. [

Estabelecido o Lema 4.1.4, evidenciamos ao consultar os trabalhos (O.ALVES;
SOUTO; H.M.SOARES, 2011) e (MARCHI, 2015) que o provado acima se enquadra nas
condigoes abstratas do Teorema do Passo da Montanha Generalizado (ver Teorema E.4) e

portanto existe uma sequéncia (u,,)°%; em H'(RY) tal que
(un) = ¢ e (1+[fun[lv) I T (un)ll = 0,

onde

¢ = inf max I(y(t)) >0,

Cco1m

L ={y€C(0,1]; H'(RY)) : 7(0) = 0 e ¥(1) = uo}.

Sequéncias com as caracteristicas acima sao chamadas sequéncias de Cerami e
desempenham um papel muito importante na teoria dos pontos criticos, como pode ser
visto em (SCHECHTER, 2007).

No restante dessa se¢ao iremos supor que as fungoes f e V satisfazem todas as

hipéteses expostas na primeira pagina deste capitulo.

Lema 4.1.5. Toda sequéncia de Cerami (u,)%%; em H'(RY) associada ao funcional

energia I é limitada.
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Demonstracio. De fato, de acordo com a propriedade (f3) :

I () = e, = (5 = 1)l + [ (P, = oF ()

1
> (5 =1) -

Por ser p > 2, temos /2 — 1 > 0, e portanto,

(5= 1) Bl < Jad () = I/
< )]+ 17 ) v
< ()] + 17 ) v+ 1)

de onde, a limitagao da sequéncia (u,,)%° ; segue das convergéncias garantidas pela definigao

de sequéncia de Cerami e pelo fato de toda sequéncia convergente ser limitada. O

O proximo resultado nos mostra que existe solucao fraca para o problema (@Q). A
prova da existéncia de solucdo fraca, devido & perda de simetria no espaco RY, requer uso
do famoso Lema de Lions, que pode ser encontrado em (LIONS, 1984) no Lema I.1 na

pagina 231.

Teorema 4.1.2. Existe um ponto critico ndao nulo do funcional energia I.

Demonstracao. Uma demonstracao bastante detalhada pode ser encontrada no Teorema
1.1 da péagina 56, até inicio da pagina 62, de (BRAZ, 2022), ignorando as partes da prova
que tratam do termo ¢,,, que no nosso caso especifico pode ser considerado identicamente
nulo. Para uma exposicdo mais concisa da prova, referenciamos o artigo (O.ALVES;
SOUTO; H.M.SOARES, 2011). O

4.2 Regularidade da Solucao Fraca

Nesta secao ilustraremos como o Corolario 3.3.2 pode ser usado para obter regulari-
dade 6tima de solugoes fracas de problemas particulares ao problema (), assim como de
solugoes fracas do problema () em sua generalidade. Nos problemas que consideraremos,

as duas propriedades seguintes exercerao um papel importante:

(f4) Existem C > 0 e p € (2,2*), tais que
1f(s)] < C|s]P~! Vs € R,
(f)) Existe C' > 0, tal que

|f(s)| < C|s| Vs €R.
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Observe que tanto (f5), quanto (f3), implicam (fs).

Expondo de forma mais explicita, iremos inicialmente particularizar o problema
(Q) ao supor que V(x) = XA > 0, para todo # € RY e, além disso, ao supor que f satisfaz a
propriedade (f3). Feitas tais consideragoes, teremos entao o problema
—Au+ X u= f(u) em RV, @)
u e HY(RY).

Portanto, ao notar que V(x) = XA > 0 satisfaz (V1) e (V) e reforgando que se f satisfaz
(f3), entao f satisfaz (fs), vemos que a segao anterior nos garante que existe uma solugao

fraca ndo nula para o problema (Q’), contanto que f € C'(R;R) satisfaca também (f;) e
(fs)-

No que estamos propostos a fazer, o seguinte resultado nos sera de grande valia:

Teorema 4.2.1. (Teorema de Schauder) Sejam Q C RN um dominio limitado com

fronteira suave e f € C%*(Q). Se v é uma fungio continua em OS2, entdo o problema
—Au=f em Q
U= em Of)

possui uma tnica solugio u € C**(Q) N C(Q).
Demonstragio. Ver [(GILBARG; S.TRUDINGER, 1998), Theorem 6.13 p. 106]. O

O Teorema 4.2.1, em conjunto com o Corolario 3.3.2, nos permite obter a regulari-

dade das solugbes fracas do problema (Q'):

Teorema 4.2.2. Seja [ : R — R uma funcio localmente Hélder continua satisfazendo
(f5) e seja A > 0. Se existe solugao fraca uw # 0 para o problema (Q'), entdo u €
C*(RN) N LE(RYN), para todo k € [2, 0], satisfaz a equagio

—Au+du= f(u) em RY (4.1)
e, além disso,
lim u(x) = 0.
|z|—o0

Demonstragdo. Provaremos inicialmente que u € C*(RY) N L*(RY), para x € [2,00],

para algum 0 < o < 1 e limjg,c u(x) = 0. De fato, seja ¢ > 1 e note que
|f(u)]* < Cu| P~ D1,

de onde, a partir da imersio H'(RY) — LA(RY) para 8 € [2,2*] (ver Teorema F.2),
concluimos que

2*
p—1

2
f(u) € LYRY) onde sup{p_l,l} <qg<
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Assim, tendo provado que f(u) € L4(RY) para os valores de q explicitados acima, observe

agora que
2 <9 2* S 2N
— e
p—1 p—1~" N+2’
ou seja,
2 2% 2N
N 2 .
[p—l’p—l} <N+2’ }7&

Portanto u # 0 é uma solugao fraca da equacao
—Au+ u = f(u),

onde f(u) € L"(RY) para algum r € (2N/(N + 2),2]. Logo, pelo Coroldrio 3.3.2 (aplicado

com p = q=r), segue que u € WQ’T(]RN ). Dividamos por casos:

e Se 1/r —2/N <0, entdo, pelas imersoes de Sobolev (ver Teorema F.7), temos
W2T(RY) < L*(R™) para todo s € [r, +00).

Logo, como r < 2, vemos que u € L*(RY), para todo k > 2. Ao fixarmos s; >
sup{(p — )N, (p — 1)r}, temos

W2 (RY) — L¥(RY).

Segue que u € L*(RN) e f(u) € L*/®P=D(RN) N L"(RY), onde s1/(p — 1) > r
Podemos entd@o aplicar mais uma vez o Corolario 3.3.2 (com p=re q¢=s1/(p — 1)),

para concluirmos que
we W (RY) ¢ whitT(RY).

Logo, por ser s1/(p — 1) > N, uma aplicagao do Teorema de Morrey (ver Teorema

F.3) nos garante que

lim u(z)=0 e wueCRY)NL®RY).

|z| =00

Notando também que s1/(p — 1) > N implica

N(p—1
2( il >>N e 1<2- Ne-D _,
p—1 S1

vemos que, ao aplicar o Teorema F.8, temos

s —1)N
WQ’P%l(RN) — C"*RY) com 0<a<1-— u,
S1

demonstrando que u € CH*(RY).
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e Sel/r—2/N >0, entao existe t; > 0 tal que 1/t; = 1/r —2/N. Assim, pelo Teorema
F.7, temos

W2I(RY) = L™ (RY),

mostrando que v € L(RN) e f(u) € L/®~D(RN). Por ser

2N N+2
T€<2,2} e p—1€(1,+>,

N + N -2
segue que
ho_ 2 _ 2N N-2_ 2N
p—1~ N2 N_2N+2 N+2
de onde,
2N t

< <
Nt2 " p_1°>

e portanto temos duas possibilidades de aplicacao do Corolario 3.3.2:
1. Set;/(p—1) <r,entdo t1/(p—1) € (2N/(N + 2),2] e, portanto, aplicamos o
Corolario com p =g =t /(p — 1),

2. Set;/(p—1) > r, entao aplicamos o Corolario com p=req=1t/(p—1).
Ou seja, de qualquer modo, o Corolario 3.3.2 nos garante que:
u e W1 (RV).
Se (p — 1)/t —2/N < 0, podemos proceder como no primeiro caso (dessa vez
considerando sy > sup{(p — 1)N, (p — 1)r,t1/(p — 1)}) para concluirmos que
lim u(z) =0 e ue CRY)NLYRY), k€ [2, 00

|x|—00

e, além disso,

—1)N
u € CH*(RY) com 0<a§1—u,
52

onde o fato de que u € L*(RY), para k > 2, segue a partir da propriedade de
interpolagao dos Espagos de Lebesgue (ver Teorema D.4), com p = 2, pois por

hipétese u € L?(RY), em conjunto com a imersio
t t
Wz’Fll(RN) — L*(RY) para todo s € [11, +oo> .
p —

De modo geral, se (p — 1)/t; —2/N < 0, consideramos

Sj > Sup{(p - 1)N7 (p - 1)T, tj/(p - 1)}

e usamos a propriedade de interpolacao dos Espacos de Lebesgue para p = 2, em

conjunto com a imersao

t) tj
W51 (RY) — L*(RY) para todo s € [ ’ 174‘00) :
D
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Se (p— 1)/t —2/N > 0, entao existe to > 0 tal que 1/ty = (p — 1)/t; — 2/N, de
onde, ao proceder como no inicio do presente caso, dessa vez usando que
t c ( 2N N+2>
p—1 N+2 "N -2/’

podemos provar que

+oo> ep—lE(l

t
9.2
u € W1 (RY),
reiniciando o ciclo. Continuando esse processo, podemos provar pelo Principio da

Inducao Finita, que

1 , 1 2 2
—=(p-1" == + ara j > 2. 4.2
e e I = TR EE
De fato, de modo geral
1 -1 2
~ P — — para j > 2.

tj tj—l N
Logo, ao considerar a fun¢do x — (p — 1)x — 2/N, vemos que o seu unico ponto fixo

é o0 numero ¢ := m. Como consequéncia

1 p-1 2
ty N
p—1 2
- —(p—1 —1e— =
0 (p=Det+(p—1e— &
1
— (1) <—c> te
131
Portanto, ao supor a hipétese de inducao
1 . 1
tj,1 ( ) tl
temos
1_p-1 2
ti  tia N
. 1 2
o o) -
e e R
. 1 2
- (=) e
e e Rl el v
, 1
=@-1" ( - c) +e,
t
estabelecendo (4.2).
Por fim, como t; > 2N/(N — 2), entao
1 2 <0
tr Np-2)
provando que, em um numero finito de passos, com j suficientemente grande, teremos
p—1 2
- — <0,
t; N

finalizando essa etapa da prova.
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Provaremos agora que u € 6’120’69 (RY ). Para isso, sejam z( € RY, r > 0 e defina
Q) := Blxo,r]. Sabemos, por hipdtese, que f € C27

oe (R) e, pelo ja provado acima, que

u € L>®(€Q). Como consequéncia, temos f € C%*(I), onde I := [—|u|poe (s |u] Lo ()]

Portanto, ao considerarmos 0 < v < af3, temos, para todos x,y € €2 com x # y, que

(@) = Fu)l g Jula) = u(y)l
&z —y = VBT ey
< [flosrlulgaolr — y[**~

IN

[/1o.5.1 (U] 0.0 (diam (€))7,

demonstrando que f(u) € C%7(Q). Podemos agora definir § = min{a, v} e pelo mesmo
raciocinio acima, concluir que u,f(u) € C%(Q), de onde, pela estrutura vetorial dos

espacos de Holder, temos
g(x) = [(u(x)) — du(z) € C™(Q).
Por outro lado, pelo Teorema de Schauder (ver Teorema 4.2.1), o problema

—Aw =g em Q)\ 9N

w=1u em Of)

possui uma tnica solugdo w € C?%(Q). Portanto, pela Primeira Identidade de Green (ver

Teorema A.1.10), temos, para qualquer ¢ € C§°(2), que

/ Vw - Vedr = —/ Awepdr = / ged. (4.3)
Q Q Q

Provaremos agora que u = w. De fato, como u € C*(RY) N H'(RY) ¢ solucio fraca do
problema

—Au=g, em€RY
u € HY(RY)
temos, para qualquer ¢ € C3°(2), que
/QVu -Vedr = /Qggodx. (4.4)
Como consequéncia de (4.3) e (4.4), concluimos que

/QV(U —w) - Vedr =0, Yo CPRY). (4.5)

Como u—w = 0em I e u—w € CLY(Q) C H(Q), temos, pelo Teorema F.9, que
u—w € H}(Q). Assim, existe uma sequéncia (o), C C5(Q) tal que ¢ — v — w em

H}(Q). Todavia, em vista da Desigualdade de Poincaré (ver Teorema F.10), a expressao

(& Muyoy = [ VE- Vnda,
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define um produto interno em H} () cuja norma gerada ¢ equivalente & normal usual de

H'(Q). Dessas consideracoes, temos por (4.5) e pela continuidade do produto interno que:
/Vu— V(u—w)dz = (u—w,u—w)yq)
= hm (u — W, k) H1(Q)

:hm/Vu— - Vippdr = 0,

k—o00

ou seja, [lu— w1 (q) = 0, mostrando que u = w € C*?(Q) e concluindo que u € CEY(RN).
Para finalizarmos a demonstragao, nos resta provar que u satisfaz (4.1) no sentido classico.
Isso realmente acontece, pois, pelo Teorema de Du Bois Raymond (ver Teorema D.14),

temos

E(x) := —Au+ M u— f(u) =0 em RV \ A,

em que A C RY é um conjunto de medida de Lebesgue nula. Assim, como todo conjunto
de medida nula possui interior vazio, concluimos que B := R¥ \ A é denso em A. Portanto,
para todo a € A, existe uma sequéncia (a,)3>; C B tal que a,, — a. Como consequéncia

da continuidade da fungdo F(x) em R”, evidenciamos que
0= E(a,) — E(a),
demonstrando que E(a) = 0, ou seja, que (4.1) é satisfeita em todo o espago RY. O
A mesma estratégia adotada na prova do Teorema 4.2.2, pode ser usada para obter

a regularidade C2%(RY) da solucio fraca do problema (Q'), onde, dessa vez, estaremos

supondo que f satisfaz (f}).

Corolario 4.2.1. Seja f: R — R uma funcao localmente Hélder continua satisfazendo
(fY) e seja A > 0. Se existe solugio fraca uw # 0 para o problema (Q'), entdo u €
C*(RN) N LA(RY), para todo k € [2, 0], satisfaz a equagio

~Au+ = f(u) em RY (4.6)
e, além disso,
lim u(x) = 0.
|x|—o00

Demonstracao. De fato, temos que
[f(u)]* < C?Juf?,
de onde por ser u € H'(RY), vemos que f(u) € L*(R"). Logo, o Corolério 3.3.2 (aplicado

com p = q = 2), nos revela que u € H? (RN ). Dividamos agora por casos:

e Se1/2—2/N <0, entdo podemos proceder como no Teorema 4.2.2 (substituindo
p = 2 no argumento), para concluirmos que u € CH*(RN)N L*(RY), k € [2, 00], com

0<a<1elimpyeu(z)=0.
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e Se 1/2—2/N > 0, novamente procedendo como no Teorema 4.2.2, teremos de modo

geral
1 1 2 1 1 2
t—j:tj—_l—ﬁ em que Ezi N
de onde, pela férmula do termo geral da progressao aritmética com razao —2/N,
temos
1 1 2 2
y =G w) U0y
12
“3 W
N -4y
2N

o que mostra que 1/t; < 0, para j suficientemente grande.
A passagem de C1% para 0120’3 ¢ completamente analoga ao feito no Teorema 4.2.2. O

Em seguida mostraremos que podemos obter a regularidade C’loC (RY) da solugio
fraca u € H'(RY) do problema (Q)) se supormos que u pertence a um espago de Lebesgue

adequado.

Lema 4.2.1. Seja f: R — R uma fungao localmente Hélder continua satisfazendo (f3) e
seja V : RN — R uma fungdo localmente Holder continua limitada. Se u # 0 é uma solugdo
fraca do problema (Q) tal que v € LP~DIRN) em que ¢ > N, entio u € C*(RVN)NLF(RY),

k € [2,00], satisfaz a equagao

—Au+V(z)u= f(u) em RY e lim u(z) = 0.

|z|—00
Demonstragio. Seja g(x,t) == f(t) — V(x)t e seja n € C§°(R) uma funcao satisfazendo
n(t) < 1/]tP~2 se 1 < |t| < 2, tal que

1 selt] <1,
n(s) =

0 selt|>2.

Em seguida, defina as fungoes
g(x, 1) == n(t)(t + g(z, 1)),
ga(x,t) == (1 = n(t))(t + g(z,1)).

Provaremos a partir da propriedade (f2) e da limitagdo da funcao V, que existe uma

constante C’ > 0 tal que

g1 (2, )] < C'[t], (4.7)
|ga(, )] < [P (4.8)
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Figura 5 — Funcao 7

De fato, sendo C' > 0 a constante que aparece na propriedade (f2) e M’ > 0 tal que
|V (x)] < M’ para todo z € RY| temos

lg(z,t) +t| = |f(t) = V(z)t + ]
<F@OI+ V(@) [t] + 2]
C(It] + [¢=1) + MJt] + [t]
sup{C, M', 1} (3[¢| + [¢["™")

< 3sup{C, M', 1}(|t| + [t}"™),

IN

IA

demonstrando que
lg(z,t) +t| < M(|t| + [t|P~') onde M = 3sup{C, M’ 1}.
A partir de agora analisaremos as duas fungoes g;(z,t) e ga(x, t).
1. Anélise da fungao g;(x,t) :
o Caso |t| <1, temos n(t) = 1 e por ser p—1 > 1, segue que [¢[P~! < |¢| e portanto

< M([t] + [t~
< 2M1].

o Caso 1 < [t] <2, temos |n(t)| < 1/[t|P~2 e |t| < |¢[P7, pois p— 1 > 1. Logo

|g1(2, )] < M= (¢ + [¢~)

P2
£
£

<2M

— 2 Mt|.
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o Caso [t| > 2, entdo n(t) = 0 e portanto g;(z,t) = 0, de onde a desejada

desigualdade segue trivialmente.
2. Anélise da funcao go(z,t) :

« Caso |t| < 1, entao n(t) = 1 e portanto gs(x,t) = 0, de onde a desejada

desigualdade segue trivialmente.

e Caso 1< [t] <2,entdo 0 <1—n(t) <1lelt| <[P, pois p— 1> 1. Logo

g2, )| < M(|t] + [t"~)
< 2M|t|P~,

« Caso |t| > 2, entdao n(t) =0 e [t| < [t[P~!, pois p — 1 > 1. Logo
|ga(, )] < 2M [t~

De onde, estabelecemos (4.7) e (4.8) com €’ = 2M. Se agora u; € H'(RY) ¢ a tnica

solugdo fraca do problema (ver Teorema 2.1.1)
—Auy +uy = gi(x,u) em RY, (4.9)

entao a propriedade de interpolacdo dos espagos L? (ver Teorema D.4) nos revela que
gi(z,u) € L*(RY) N LYRY) com g > N e, portanto, pelo Corolario 3.3.2, temos u; €
W24(RY) com ¢ > N, de onde o Teorema de Morrey (ver Teorema F.3) e a imersdo nos

espagos de Hoélder (ver Teorema F.8) nos prova que

uy € CHRYY N LFRY), k€ [2,00] e lim uy(x) = 0.

|z|—o00

Logo, como u € H*(RY) é solugao fraca do problema
—Au = g(z,u) em RY, (4.10)
temos, por (4.9) e (4.10), que us = u — uy é solugdo fraca do problema
—Auy +uy = go(w,u) em RY,

em que go(z,u) € L"(RN)N LYRYN) com r € (2N/(N +2),2] e ¢ > N, nos revelando, pelo
Corolério 3.3.2, que uy € W24(RY), onde ¢ > N. Logo, procedendo como anteriormente,

temos
uy € CHPRNY N LMRY), k€ [2,00] e lim uy(x) = 0.

|z|—o00

. ~ . 1.6 A~ .
Definindo entdo # = min{a, 3}, temos que uy, uy € Cye(RY) e como consequéncia u = u; +

uy € Ol (RN)NLERN), k € [2,00] € i g o0 u() = limyy oo g () +1imyg) o0 ua () = 0.

loc
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Sejam agora g € RY, ry > 0, Q) := Blxzg, 1] e seja v o coeficiente de Holder da
funcao V, vamos definir £ = min{6,~v}. Segue que u, V € C**(Q) e portanto para todos
x,y €8,

@)V ()~ ulp)V ()] = [V )+ ule)V () = u(@)V ) = ul)V (o)
< @IV ) = V)l + V@llu(e) — uty)
< (sup o) VIows + 500 V)l b o1

€N

onde 0s supremos acima existem, pois ambas as func¢oes u e V' sdo continuas no conjunto
compacto 2. Assim, a fungdo V(x)u é localmente Holder continua. Portanto, como por
hipétese f ¢é localmente Holder continua, podemos prosseguir como na prova do Teorema
4.2.2 para demonstrar que f(u) é localmente Holder continua e concluir que g(z,u) é
localmente Holder continua. Seguindo os passos da demonstracao desse mesmo teorema
concluimos pelo Teorema de Schauder que u € C?(RY). Finalmente, para demonstrar que
a equagcao
—Au+V(z)u = f(u)

é satisfeita no sentido classico, basta prosseguir como no final do Teorema 4.2.2, definindo

E(z) == —Au+V(z)u — f(u). O

Provaremos agora que a hipotese de u pertencer a um espaco de Lebesgue adequado

pode ser removida.

Teorema 4.2.3. Seja f : R — R uma funcgdo localmente Hélder continua satisfazendo
(f2) e seja V : RN — R uma fungio localmente Hélder continua limitada. Nessa situagdo,
seu # 0 é uma solugio fraca do problema (Q) entdo, u € C?(RY) N LE(RN), k € [2, 0],

satisfaz a equagdo

—Au+V(z)u= f(u) em RY e lim u(z) = 0.

|z|—00

Demonstragio. Seguindo a prova do Lema 4.2.1 sabemos que u; € H'(RY) ¢ solugdo fraca
do problema

—Auy + uy = g1(z,u),

e que uy € H'(RY) é solucio fraca do problema
—Auy + uy = go(w, u),
onde u = uy + ug € gq € go sao fungoes, tais que, existe uma constante C” > 0 satisfazendo

|91(x, )] < C'Jt],
lga(@, )] < C[tP
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Pelas imersdes de Sobolev (ver Teorema F.2) temos H*(RY) — L(RY), em que 6 € [2,2%],
de onde, o Corolario 3.3.2 nos diz que u; € W29(RY) com 6 € [2,2*]. Por termos também
ga(w,u) € L"(RN) em que r € (2N/(N + 2),2] (veja prova do Teorema 4.2.2), o Coroldrio

3.3.2 nos revela que uy € W2 (RY). A partir daqui, temos entao as possibilidades:

1. (Caso 1) Se1/2* —=2/N <0el/r—2/N <0, entdo de acordo com o Teorema F.7,

temos
W2 (RY) — LYRY) com 6 € [25,00) e W (RY) — LY(RY) com 6 € [r, 00),

nos mostrando que uy, us € L°(RY) para todo 6 > sup{2*,r}, ou seja, que u €

L®(RYN) para todo « suficientemente grande, provando o resultado pelo Lema 4.2.1.

2. (Caso 2) Se 1/2* —2/N <0e 1/r —2/N > 0, entdo novamente pelo Teorema F.7,

temos

x 1 1 2
WEE(RY) — LYRY) com 6 € [2*,00) e W2"(RY) — LT(RY) com — = TN
U

Logo, relembrando que 7 > 2N/(N +2), vemos que 2* < ¢, e, portanto, u € L% (RY),

nos mostrando que go(z,u) € qufll(RN ). Por ser

g L2
e J— —
N b N—2

temos 2N/(N 4 2) < ¢1/(p — 1), motivo pelo qual podemos aplicar o Corolario 3.3.2

para garantirmos que uy € WQ’P%(]RN ). A partir daqui, temos as possibilidades:

e Se(p—1)/¢1 —2/N < 0 entao, pelo Teorema F.7, temos

q1
700 )
p—1 >

nos mostrando que uy € L*(RY) para todo « suficientemente grande. Como

W21 (RY) — LY(RY) com 6 €

uy, também satisfaz essa propriedade, concluimos que u também a satisfaz e
portanto o resultado segue ao aplicarmos o Lema 4.2.1.
e Se(p—1)/q¢1 —2/N > 0 entao, pelo Teorema F.7, temos
1 p=-1 2

W21 (RY) — L2(RY) com — = .
T

Como p — 2 < 4/(N — 2), entdo podemos provar que ¢; < ¢o € assim, por
um argumento analago ao empregado no inicio do Caso 2, concluimos que

Uy € WZ;%(RN ). Notando que de modo geral

N 1 p-1 2 112
@ <---<gq emque — = — — com — =———,
! 9 ¢ N a r N
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podemos proceder como anteriormente e garantir, por meio da férmula (4.2)
substituindo ¢; por ¢;), que em um nimero finito de passos, com k suficiente-
j POrdgs), q p
mente grande, teremos
-1 2
P=—-_ 2 <o,
k N

estabelecendo o resultado desejado.

3. (Caso 3) Se 1/2* —2/N >0e 1/r —2/N <0, podemos proceder como no Caso 2,

onde dessa vez

X 1 1 2
W2r(RY) — LY(RY) com 6 € [r,00) e W?* (RY) — L"(RY) com ol
1
com
r<t;<---<tj pois r <2,

em que
1 1

2 d
—— onae — =-—- - —
tj tj—l N (21 2% N

e, além disso,
1 (N —2)—4j

t 2N
4. (Caso 4) Se 1/2* —2/N >0e 1/r —2/N > 0, entdo, pelo Teorema F.7, temos
u, € WY (RY) — L'(RY) e uy € W (RY) — L®(RY).

Observe que como r > 2N/(N+2) er <2 < 2N/(N—2), entdo ¢; € (2N/(N —2),t)
e, portanto, pela propriedade de interpolacao dos espagos LP, concluimos que u; €
Lo (RY), ou seja, u € L4 (RY). Logo, gi(z,u) € L9 (RY) e go(z,u) € Li-T1(RV) e
assim, pelo Corolario 3.3.2, vemos que u; € W24 (RY) e uy € WZ%(RN), nos

gerando as seguintes possibilidades:

e Se 1/t —2/N < 0e (p—1)/¢s —2/N < 0, entao o resultado segue da
mesma maneira que se foi observado no Caso 1, o mesmo também ocorrendo se
1/¢; —2/N <0e(p—1)/¢g; —2/N <0.

e Sel/q1 —2/N<0e(p—1)/q1 —2/N >0, entao

W27q1 (RN) SN LQ(RN) com 6 S [Q17 00)7
a1 1 p—1 2
W21 (RY) — L2(RY) com — = :
( ) ( ) q2 (]1 N

Como u; € L¥ (RY), uy € L"(RN)NL®2(RY) e r < ¢ < o, entdo, a propriedade

de interpolacao dos espacgos LP nos revela que

uy € LY(RY) com 6 € [2%,00) e uy € L®(RY),



Capitulo 4. Regularidade para uma classe de Problemas Elipticos nao lineares 130

reduzindo a presente situacdo ao Caso 2. Observe que, de modo geral, se
1/¢; —2/N <0e (p—1)/qg; —2/N > 0, entdo tal redugéo é sempre possivel,
pois

r<q <o <gj

e Sel/qg1 —2/N>0e(p—1)/q¢1 —2/N <0, entao

1 1 2
W2a (RN s [52(RN com —=— — —,
(BY) = L(RY) com — = — -

q1
, 00 | .
p—1 >

Como uy € L"(RN), u; € L¥ (RY) N L*2(RN) e 2* < t; < so, entdo, pela

propriedade de interpolacao dos espacos LP, temos

W21 (RY) — LY(RY) com 0 €

uy € L°(RY) com 0 € [r,00) e u; € L'(RY),

reduzindo a presente situacao ao Caso 3. Observe que, de modo geral, se
1/¢g; —2/N >0e (p—1)/q; —2/N <0, entao tal redugdo é sempre possivel,
pois
o0 <t < g < - 1 1 2 1 1 2
1< S <---<s§ emque —=———— com — =———.
J sj  ¢i-1 N @ r N
Os subcasos acima nos revelam que devemos ater a nossa atencao apenas aos casos
em que
1 2 p—1 2

—— —>0 e —— > 0.
qg N 4a; N

e Sel/g1 —2/N>0e(p—1)/q1 —2/N > 0, entao

W2 (RY) < L2(RY) e W21 (RY) < L2(RV).

Observe que ¢ € (q1,52) e portanto u; € L2(RY), ou seja, u € L=2(RY). De

modo geral, se
1 2 p—1 2

—— —>0 e —— >0,
g N G N
teremos
1 p—-1 2 1 1 2
q; € (gj-1,5;) em que — = — — onde — = — — —,
J (] 1 ]) % 41 N ¢ r N

provando, de acordo com (4.2), que o processo é finalizado em um ntimero finito

de passos.



Capitulo 4. Regularidade para uma classe de Problemas Elipticos nao lineares 131

Observagao 4.2.1. Observe que se tivéssemos usado a func¢io g(x,u) de forma direta no

processo de reqularizacao, teriamos para todo ¢ > 1 e para alguma constante M > 0, que
gz, w)|* < M(Jul? + [u]"®D),

tornando inconclusivo se g(x,u) € L*(RY) para algum o € (2N/(N +2),2] e inviabilizando
o emprego do Corolario 3.53.2. Por esse motivo, nos Lema 4.2.1 e Teorema 4.2.3 foi adotada

a estratégia utilizando as fungoes gy (x,t) e go(x,t).

Corolario 4.2.2. Sob as mesmas hipéteses do Teorema 4.2.3 temos que se u > 0 em RY,

entio u(x) > 0 para todo x € RY.

Demonstragao. Pelo Teorema 4.2.3 sabemos que u é limitada. Defina
V(CL’) - Mu se u(a:) 7£ 0,
0, se u(xz) = 0.

Entéo, pela propriedade (fs) e pela limitacao da fun¢ao V', segue que existe K > 0 tal que

ho < K? em RY, em particular

V( )_fgbu) < K se u(z) £ 0
Agora defina
h(z,u) = K?u+ g(z,u), se u(z)#0

0, se u(x) =0
em que g(z,u) = f(u) — V(z)u. Entdo
h(z,u) = K*u + g(z,u)
=u|K*—V(z)+ fiu) > 0 quando u(x) # 0,
e h(z,u) =0, se u(x) = 0, demonstrando que h é ndo nula quase sempre, pois sabemos

que u # 0 no sentido de Lebesgue. Dessas consideragoes, vemos que u € solugao fraca do

problema
—Au = —K?u + h(z,u).

Ao notar, de acordo com o Teorema 4.2.3, que u € L*(RY) para todo o > 2, vemos que,

para todo a0 > 2,
[ b w)lde = [ K= V(@) + f(w)]"d
< [, (Bsup{Kul. |V (@)Jul. |f(w)]})" da
< [ 3l 4+ V@)l + £ ()])de

_ 30 {K?&/}RN |u|“dx+/RN |V(x)|°‘|u|°‘dx+/RN |f(u)|°‘dx},
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pois u = 0 em apenas um conjunto de medida nula. Note que |u|®, |V (x)||u|* € L*(RY),
para todo a > 2, pois u € L¥(RY), para todo o > 2 ¢ V ¢ uma funcio limitada. Quanto &

fungao |f(u)|*, temos pela propriedade (f2) que
[ Np@rede < [ (Clul + Clupr= | da
RN RN

< (20)° U jul*de + [ |u|(p_1)adx],
RN RN

de onde segue que |f(u)|® € LY(RY) para todo a > 2, pois (p — 1) > 1 e portanto
(p — Da > a > 2 e novamente pelo fato de que u € L*(RY), para todo a > 2. Das
consideragdes acima, concluimos que h(x,u) € L*(RY), para todo o > 2, de onde o

resultado desejado segue ao aplicar o Teorema 3.1.3 com p=2,g=a > N/2, f =he
A= K2 O
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APENDICE A — Resultados Bésicos de

Analise

A1 Analise no RY

Teorema A.1.1. (Teorema de Weierstrass) Toda fungio continua definida em um
conjunto compacto é limitada e atinge seus supremo e infimo, isto €, se K C RN ¢é compacto

e f: K — R € continua, entdo existem a,b € K, tais que
fla) < f(z) < f(b) Vo € K.

Demonstragio. Ver [(LIMA, 2015), Teorema de Weierstrass p.139]. O

Teorema A.1.2. Toda aplicacio continua f : K — RM definida em um conjunto compacto

K C RY ¢ uniformemente continua.

Demonstragio. Ver [(LIMA, 2015), Proposicao 4.9 p. 140]. O

Teorema A.1.3. (Teste M de Weierstrass) Suponha que (f,)S2, seja uma sequéncia
de fungoes complexas definidas em um conjunto A e que exista uma sequéncia numérica

(M), de nimeros ndo negativos tal que

1. |fu(z)| < M, para todon € N ex € A,

2. >0y M, converge.
Entao a série de fungoes Y o2 fn(x) converge absolutamente e uniformemente em A.

Demonstragio. Ver [WHITTAKER; WATSON, 1927), Section 3.34 p.49]. ]

Teorema A.1.4. (Teorema da Aprorimacao de Weierstrass) Seja f :[0,1] — R
uma fungao real continua, definida no intervalo [0,1]. Entdao existe uma sequéncia de

polinomios (P,)>, que converge uniformemente para f em [0, 1].

Demonstragio. Ver [(FIGUEIREDO, 2014), Teorema 3.6 p. 77]. O

Teorema A.1.5. (Regras Operacionais da Derivada) Sejam U C RY aberto,
f,g: U — RM aplicacoes diferencidveis em x € U e £ : U — R uma funcdo diferencidvel
em x. Entdo as aplicagoes (f +g), (f) : U = RM e a fungio (1/€) : U — R (quando

definida) sao diferencidveis em x. Além disso:
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1L (f+9)(z) = f(x) +g'(),
2. (6f) (x) = &'(x) f(x) + &(2) f'(),
1\ _ &)
v (o) =i
A igualdade no item 2 deve ser interpretada como (£f)'(x)v = (£ (z)v)f(x) + &(x)(f'(x)v)
para todo v € RV,

Demonstragao. Ver [(LIMA, 2015), Proposi¢ao 5.1 p.175]. ]

Teorema A.1.6. (Regra da Cadeia) Sejam U C RY e V C RM conjuntos abertos.
Dadas aplicagoes f : U — V eg : V — RF, se f € diferencidvel em x € U e g é

diferencidvel em f(x) € V, entdo go f : U — RY € diferencidvel em x e
(g0 f)(x) =4 (f(x))o f(x).
Demonstragio. Ver [(LIMA, 2015), Regra da Cadeia p. 193]. O

Teorema A.1.7. (Teorema do Valor Médio para Funcées) Sejam U C RY um
conjunto aberto e f: U — R uma func¢ao continua no segmento fechado [a,a+ h] C U e

diferencidvel no segmento aberto (a,a + h). Entao, existe t € (0,1), tal que
fla+h)— f(a) = f'(a+th)h.
Demonstragio. Ver [(LIMA, 2015), Teorema do Valor Médio (para Fungoes) p. 220]. O

Teorema A.1.8. (Teorema de Clairaut-Schwarz) Seja f: U C RY — R™ uma
aplicagdo diferencidvel no aberto U e duas vezes diferencidqvel em x € U. Entao f"(z) é

uma forma bilinear simétrica, isto €,
f"(x)(h, k) = f"(x)(k,h) Vh,k € RN

Demonstragio. Ver [(LIMA, 2015), Teorema de Schwarz p. 230]. O

Teorema A.1.9. (Integracdo por Partes) Seja U C RY um conjunto aberto, limitado

com fronteira de classe C*. Se u,v € CY(U), entdo parai=1,...,N

/ vo;udx = —/ uo;vdx + wur/'ds,
U U U

em que V' € a i—ésima componente do vetor normal unitdrio exterior v ao elemento de

superficie dS.

Demonstragio. Ver [(EVANS, 2010), Theorem 2 p. 712 |. O
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Teorema A.1.10. (Primeira Identidade de Green) Secja U C RN um conjunto

aberto, limitado com fronteira de classe C'. Se u,v € C*(U), entdo

/ Vu - Vodr = —/ vAudx + %UdS,
U U 0

ou oV

em que v € o vetor normal unitdrio exterior ao elemento de superficie dS e Ou/Ov = v-Vu.

Demonstragio. Ver [(EVANS, 2010), Theorem 3 (ii), p. 712].

A.2 Equagoes Diferenciais Ordinarias

Definicao A.2.1. Uma equagdo diferencial ordindria linear homogénea de sequnda ordem

com coeficientes varidveis € uma equacao da forma
L(y) = ao(2)y" + a1 ()y" + az(z)y =0,

em que ag # 0 € ag, ay € as sdo funcoes complexas continuas definidas em algum intervalo

I.

Teorema A.2.1. Se ¢1 e ¢y sao duas solugoes de L(y) =0 em um intervalo I, elas sio

linearmente independentes se, e somente se

W(p1,02)(x) A0 Vael.

Demonstragio. Ver [(CODDINGTON, 1989), Theorem 6 p. 111]. O

Teorema A.2.2. Sejam ¢1 e ¢o duas solugoes linearmente independentes de L(y) =0 em

algum intervalo I. Se ¢ for qualquer outra solugio de L(y) =0 em I, entdo

¢ = c1¢1 + oo,

em que ¢y e cy Sao constantes.

Demonstragio. Ver [(CODDINGTON, 1989), Theorem 7 p. 112]. O
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APENDICE B — Resultados de Analise

Complexa

B.1 Teoremas Classicos

Por regiao entenderemos todo subconjunto 2 C C aberto e conexo.

Teorema B.1.1. Se f é complexa diferencidvel em uma regigo Q2 e f' = 0, entdo f é

constante.

Demonstragio. Ver [(M.STEIN; SHAKARCHI, 2003), Corollary 3.4 p. 23]. O

Teorema B.1.2. (Regra L’Hépital para Fungées Complexas) Sejam f e g fungoes

diferencidveis em zy com f(zy) = g(z0) = 0. Se ¢'(29) # 0, entao

o 1) _ 1)
S g(z) o)

Demonstragio. Ver [(SSFERNANDEZ; C.BERNARDES, 2016), Solucdo 4.5 p. 259]. [

Teorema B.1.3. (Teste do Quociente) Considere a série de poténcias
o0
Z anz".
n=0

Se L := lim ¢

n—o0

existe, entao

Qn,
1. O seu raio de convergéncia é 1/L se L # 0.

2. O seu raio de convergéncia € infinito se L =0

Demonstragio. Ver [(SASANE; SASANE, 2014), Theorem 4.2 p. 111].
]

Teorema B.1.4. A série de poténcias f(z) = Yo%, anzy, define uma fungao compleza
diferencidvel em seu disco de convergéncia. A derivada de f € também uma série de

poténcias obtida diferenciando termo a termo a série para f. Mais precisamente
oo
f1(2) =3 naz""".
n=0

Além disso, [’ possui o mesmo raio de convergéncia que f.
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Demonstragao. Ver [(M.STEIN; SHAKARCHI, 2003), Theorem 2.6 p. 16]. O

Teorema B.1.5. (Teorema de Goursat) Se Q2 C C é um conjunto aberto e T é um

triangulo cujo interior estd contido em €2, entdo

/Tf(z)dz =0

sempre que f é complexa diferencidavel em S).

Demonstragio. Ver [(M.STEIN; SHAKARCHI, 2003), Theorem 1.1 p.34]. ]

Teorema B.1.6. Se f é complexa diferenciavel em um conjunto aberto ), entdo f €

C>(Q).
Demonstragio. Ver [(M.STEIN; SHAKARCHI, 2003), Corollary 4.2 p.47]. O

Teorema B.1.7. (Teorema de Morera) Se f for uma fun¢io continua no disco aberto

D tal que para todo triangulo T C D

| 1z =0,

entdo f é complexa diferencidvel.

Demonstragao. Ver [(M.STEIN; SHAKARCHI, 2003), Theorem 5.1 p.53]. O

Teorema B.1.8. (Teorema Integral de Cauchy) Sejam Q uma regiao simplesmente
conexa e v um contorno fechado suave por partes em 2. Se f : Q@ — C é compleza

diferencidavel em €1, entao

/ f(z)dz=0
2!
Demonstragio. Ver [(SASANE; SASANE, 2014), Corollary 3.2 p. 84]. O]

Teorema B.1.9. Se (f,,)0, € uma sequéncia de fungoes complexas diferencidveis definidas
em um conjunto aberto 2 C C que converge uniformemente para uma funcao f em todo

subconjunto compacto de €2, entdo f € complexa diferencidvel em ).

Demonstragio. Ver [(M.STEIN; SHAKARCHI, 2003), Theorem 5.2 p. 53]. O

Teorema B.1.10. Seja ()5, uma sequéncia de funcoes complezas diferencidveis de-
finidas em um conjunto aberto {2 C C que converge uniformemente para uma fungao f
oo

em todo subconjunto compacto de §2, entdo a sequéncia das derivadas (f)>2, converge

uniformemente para ' em todo subconjunto compacto de Q.

Demonstragio. Ver [(M.STEIN; SHAKARCHI, 2003), Theorem 5.3 p.54]. O
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Teorema B.1.11. (O Teorema da Identidade) Sejam f e g fungoes complexas dife-
rencidveis em uma regido ) que satisfazem f(z) = g(z) para todo z em algum subconjunto

aberto ndao vazio de Q). Entdao f(z) = g(z) em toda a regido Q.

Demonstragio. Ver [(M.STEIN; SHAKARCHI, 2003), Corollary 4.9 p.52]. ]

Definicao B.1.1. (Continuagdo Analitica) Suponha que f seja uma fungio complexa
diferenciavel definida em um conjunto aberto nao vazio U C C. Se V-C C é um conjunto

aberto tal que U CV e F' é uma funcao complexa diferencidvel definida em V' tal que
F(z)=f(z) Yz e U,

entao F' € chamada de continuagdo analitica de f. Notemos entdo que se em adi¢io V' for

conexo, teremos pelo Teorema da Identidade que a extensdo F' € unica.

B.2 O Teorema de Hartogs e o Lema de Osgood

Teorema B.2.1. (Teorema de Hartogs) Sejam U C C" um conjunto aberto e f: U —

C. Suponha que para cada j =1,...,n e para cada 21, ...,%;-1, Zj+1, - - -, Zn fiZOS, @ fungdo
C — f(Zl7 sy R—1, C, Zjtly - 7Zn)
seja complexa diferencidvel no conjunto
U(zty ooy 2jo15Zjs1ys - 2n) = {C € C: (21, .., 2j21,C, Zj1, - - -, 2n) € U}
Entao [ € continua em U.

Demonstragio. Ver [(KRANTZ, 1992), Theorem 1.2.5 p.32]. O

Teorema B.2.2. (Lema de Osgood) Sejam U C C™ um conjunto aberto e f : U — C.
Se f for continua em U e complexa diferenciavel em cada variavel separadamente no

sentido do Teorema de Hortogs, entdo f é complexa diferencidvel em U.

Demonstragio. Ver [(GUNNING; ROSSI, 2009), Theorem 2 p.2]. ]

B.3 O Lema de Watson e o Método de Laplace

Teorema B.3.1. (Lema de Watson) Sejam T > 0 e ¢(t) uma fungao complexa,

absolutamente integravel em [0,T] :

/OT 6(t)|dt < +o0.
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Suponha além disso que ¢(t) € da forma ¢(t) = t7g(t) em que o > —1 e g(t) possui
uma quantidade infinita de derivadas continuas em alguma vizinhanca de t = 0. Nessas

condigoes, a integral exponencial

T
F()\) := / e Mo(t)dt
0
é finita para todo A > 0 e admite expansao assintotica quando A — oo, A > 0 dada por

oo (n)
N g () (oc+n+1)
F(A) ~ Z nI\o+n+1 :

n=0

Demonstragio. Ver [(MILLER, 2006), Proposition 2.1 p.53]. O

Teorema B.3.2. (Método de Laplace) Considere a equagio integral

I(k) = / T (e Fo0 .

Assuma que ¢'(c) =0, ¢"(c) > 0 para algum ponto ¢ € [a,00). Além disso, assuma que
¢'(t) #0 em [a,00) exceto em t = ¢, ¢ € C*([a,0)) e f € C?*([a,0)). Entio se ¢ é um

ponto interior de [a,00), a expressao

2
k¢"(c)

representa o primeiro termo da expansao assintotica de I1(k) quando k — oo, com erro

ek £ (o)

O(e7*9©) /k3/2) . Se ¢ = a, entdo o primeiro termo da expansdo assintética é metade do

daquele obtido quando ¢ é um ponto interior e o erro é O(e=**() /k).

Demonstragio. Ver [(ABLOWITZ; FOKAS, 2003), Lemma 6.2.3 p.431]. O
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APENDICE C - A Funcao Gama

C.1 Definicao da Funcao Gama

Consideremos a aplicagao definida em Re(z) > 0 dada por
Z > / t*le~tdt.
0

E bem conhecido que a aplicacdo acima é absolutamente convergente e complexa diferen-
cidvel em Re(z) > 0 (ver [(FREITAG; BUSAM, 2009), Proposition IV.1.1 p. 193]), de

onde a definicdo abaixo faz sentido:

Defini¢ao C.1.1. (Fungdo Gama) A Func¢io Gama definida em Re(z) > 0, denotada
por I'(z) € a fungdo que possui a lei de formagao
['(z):= / t*~te~tdt.
0
Pelo processo de continuagio analitica (ver Defini¢ao B.1.1), a Fun¢do Gama pode
ser unicamente estendida para uma fungao complexa diferenciavel em C\ (Z_ U {0}) (ver

[(FREITAG; BUSAM, 2009), Proposition IV.1.2, p. 195] ) e a partir desse fato, a Fungao
Gama nesse dominio estendido é entao dada por (ver [(LEBEDEV, 1965), (1.1.4) p. 3]):

1
z+k

(e%] _1 k 00
I'(z) = Z ( ') —I—/ et 2 #40,-1,-2,...,
i K 1

Por causa dessa unicidade da extensao, nesse trabalho chamaremos de Fun¢ao Gama aquela

definida nao apenas em Re(z) > 0 e sim aquela definida no conjunto maior C\ (Z_ U {0}).

C.2 Propriedades Bésicas da Funcao Gama

O resultado que se segue enunciara diversas propriedades da Fun¢ao Gama que

serao importantes.

Teorema C.2.1. A respeito da Funcao Gama, temos que

1. 2T'(2) =T (2 + 1) para todo z € C\ (Z_ U {0}),
2. A Fungao Gama generaliza a fungdo fatorial, ou seja, I'(n+1) = n! para todo n € N,

3. Vale a formula de reflexao de Euler, a saber, I'(z)I'(1 — z) = 7/sen(wz) para todo
z € C\Z.
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4. Vale a formula de duplicacao de Legendre, a saber,
2270 () (2 + 1/2) = /7l(22)
para todo z € C\ {—n/2:n € NU{0}}.

Demonstragio. Ver [(LEBEDEV, 1965), Section 1.2, p. 3, 4, 5]. ]

Definigao C.2.1. (Derivada Logaritmica da Fung¢do Gama) A derivada logaritmica

da Funcao Gama € a funcao i definida como

A respeito da funcao 1, duas propriedades serao tuteis nesse trabalho:

Teorema C.2.2. Em relag¢io a fungdo 1, temos que

1. A férmula de reflexao (1 — z) — ¢ (2) = wcot(nz) € verdadeira para todo C\ Z,

2. (1) =T"(1) = —v, em que v € a constante de Euler-Mascheroni.
Demonstragio. Ver [(LEBEDEV, 1965), Section 1.3, p. 5, 6]. ]
Para finalizar, enunciaremos a relagao entre a Funcao Beta e a Funcao Gama.
Definigao C.2.2. (Fung¢do Beta) A Fungio Beta € a fungao definida por
Ble.y) = | LEl1 e Re(x), Re(y) > 0.

Teorema C.2.3. Para todos z,y € C tais que Re(x) > 0 e Re(y) > 0, € verdade que

L(2)C(y)

Ble.y) = T(r+y)

Demonstragio. Ver [(LEBEDEV, 1965), Section 1.5, p. 13, 14]. ]
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APENDICE D — Resultados de Medida e

Integracao

Teorema D.1. Se (X, A, u) € um espago de medida tal que u(X) < 400 e f € LP, entdo
feL paral<r<p.

Demonstragio. Ver [(BARTLE, 1995), Exercise 6.K. p. 62]. O

Teorema D.2. Seja (X, A, ) um espago de medida. Se f é uma fungao ndao-negativa

A—mensurdvel de X em R, entdo f(x) =0 u—quase sempre em X se, e somente se,
/ fdu = 0.
Demonstragio. Ver [(BARTLE, 1995), 4.10 Corollary p. 34]. O

Teorema D.3. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP eg € LY em quep > 1 e
(1/p) + (1/q) = 1. Entdo fge€ L' e

[fgly < 1 flplgle-

Demonstragio. Ver [(BARTLE, 1995), 6.9 Holder Inequality p.56]. ]

Teorema D.4. (Desigualdade de Holder com k fatores ) Sejam fi, fa, ..., fx
funcoes tais que f; € LPi, 1 <1 <k com
1 1

1 1

S=— e+ — <1

p D1 P2 Pk
Entao o produto fifs... fr € LP e

‘f’p < ’fl‘m‘fﬂpz s ’fk’pk'

Além disso, se f € LPN LY com1 <p<ooel<q<oo, entio f € L" para todo r entre
pegq.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Exercise 4.4 p.118]. O

Teorema D.5. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)>
uma sequéncia de fungoes integraveis que converge em quase todo ponto para uma funcao
real mensurdvel f. Se existe uma fungao integrdvel g tal que | f,| < g para todo n natural,

entao f € integravel e

/fduzgg;/ﬁﬂw
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Demonstragao. Ver [([BARTLE, 1995), 5.6 Lebesgue Dominated Convergence Theorem p.
44). O

Teorema D.6. (Reciproca Parcial do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue) Sejam Q2 C RY um conjunto aberto, (f,)>, uma sequéncia em LP(S)) e
f e LP(Q) tal que |fn — flp, = 0 quando n — oo. Entdo existe uma subsequéncia (fn, )i,
e uma fungao h € LP(Q) tal que f, () — f(z) quase sempre em Q quando k — oo e
| fr, ()] < h(z) para todo k quase sempre em ().

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 4.9. p. 94]. O

Teorema D.7. Se 1 < p < o0, entdo o espaco LP é um espacgo vetorial completo sob a

flp = (/|deu);.

Demonstragio. Ver [(BARTLE, 1995), 6.14 Completeness Theorem p.59]. ]

norma

Teorema D.8. (Teorema de Tomnelli) Sejam (X, Ax,p) e (Y, Ay,v) dois espacos de
medida o-finitos e seja F: X x Y — R uma funcio mensurdvel nio negativa. Entdo as

fungoes definidas em X eY respectivamente por

fla)= [ Fla.y)dv
9(y) = /X F(x,y)dpu,

s40 mensurdveis e

/X</YFdl/>d,u: nyFd<“X”>:/1V</)<FdM)dV-

Demonstragio. Ver [(BARTLE, 1995), 10.9 Tonelli’s Theorem p.118]. O

Teorema D.9. (Teorema de Fubini) Sejam (X, Ax,pn) e (Y, Ay,v) dois espacos de
medida o-finitos e F': X XY — R integrdvel com respeito a medida produto y X v, entdo

as funcoes reais estendidas definidas em quase todo ponto por
f@) = [ Fley)dv
9(y) = /X F(z,y)du,

possuem integrais finitas e

/){(Ade)duz XxYFd(’uXV):/y</XFd”)dV‘

Demonstragio. Ver [(BARTLE, 1995), 10.10 Fubini’s Theorem p.119]. O
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Teorema D.10. (Teorema de Fubini-Tonelli) Sejam (X, Ax,u) e (Y, Ay,v) dois

espacos de medida o-finitos e seja F: X x Y — R uma funcio mensurdvel, entdo

/}((/Y|F|dy) du:/Xxy|F\d(u><u /(/ |Fydu> dv,

e se alguma das integrais acima for finita entdo

/X</YFdV>d,u: Xxde(,qu):/Y</Xqu)du

Demonstracao. Consequéncia imediata do Teorema de Tonelli e do Teorema de Fubini

que acabamos de referenciar. O

Teorema D.11. (Integrag¢do de Funcgées Radiais) Uma funcio f: RY — R € dita
ser uma fungao radial se existe uma fungdo ¢ : [0,00) — R tal que f(z) = ¢(|x|) para
todo x € RY. Se ¢ : [0,00) — R é qualquer fungdo real estendida nao negativa Lebesque

mensusdvel, entao

/ o(Jz|)dr = wn /oo o(r)rNtdr
RN 0
Demonstragio. Ver [(STROMBERG, 1981), Exercise 4 p. 393]. O

Teorema D.12. (Mudancga de Varidvel na Integragdo) Sejam Q, A, B C RY
conjuntos abertos e ¢ : A — B um difeomorfismo de classe C* tal que p(A) C Q. Entdio

f € LYQ) se, e somente se x+— |det(¢ (z))|f(p(z)) € L*(A).

Neste caso:

/@( v)dy = [ f(p(e))ldet('(@))|da

Demonstragao. Ver [(ISNARD, 2018), Teorema 11.14 p.193]. O

Teorema D.13. Seja Q C RY um conjunto aberto. Entio C$°(Q) é denso em LP(S)) para
qualquer 1 < p < o0.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 4.23. p.109]. O

Teorema D.14. (Teorema de Du Bois Raymond) Sejam Q C RY um conjunto
aberto e f € L}, (Q) tal que

/ fo =0 Yue C2(Q).

Q

Entao f =0 quase sempre em §Q.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 4.24. p.110]. O
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APENDICE E — Resultados de Analise

Funcional

Teorema E.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espago vetorial com

produto interno. Entao
(@, )| < ll=([llyll,

para quaisquer x,y € E. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores x ey

sao linearmente dependentes.

Demonstragio. Ver [(BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2015), Proposicao 5.12 p.

105]. O
Teorema E.2. Seja E um espago vetorial com produto interno. Entao a fungio ||-|| : E — R
definida por ||x|| = \/{x,x) € uma norma em E.

Demonstragao. Ver [(BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2015), Corolério 5.1.3 p.
106]. 0

Teorema E.3. (Teorema da Representagdo de Riesz-Fréchet) Sejam H um espago
de Hilbert e o : H - K, (K =R ou C) um funcional linear continuo. Entao existe um
unico yo € H tal que

o(x) = (x,y0) para todo =€ H.

Além disso [|ol] = [lyoll

Demonstragio. Ver [(BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2015), Teorema 5.5.2 p.
126]. O

Teorema E.4. (Teorema do Passo da Montanha Generalizado) Sejam E um
espaco de Banach e I : E — R uma funcdo continua Fréchet-diferencidvel tal que I' : E —
E* é continua, em que, em E, consideramos a topologia da norma, e em E*, a topologia
fraca®. Considere dois pontos (z9,21) € E e seja I' o conjunto de todos os caminhos

continuos de zy até z;

[i={y € C(0,1]; E) : 7(0) = 2 € (1) = z1}.

Defina o numero ¢ por:

¢ == inf max I(4(t)).
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Se existir um subconjunto fechado F de E tal que zy e z, estdo em componentes conexas

o
n=1

do conjunto E\ (FN{x € E: I(x) > c}) disjuntas entdo, existe uma sequéncia (u,)
em E tal que
I(uy) = ¢ e (14 |un|) [T (us)|| = 0.

Demonstragio. Ver [(EKELAND, 1990), Theorem 6 p. 140]. O
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APENDICE F - Espacos de Sobolev

Definigao F.0.1. Sejam m € N, p € [1,00] ¢ Q C RY. Definimos o Espago de Sobolev
Wm™P(Q) como sendo o espagco das fungoes u € LP(QY), tais que, para todo multi-indice «

(veja a se¢ao 3.2 ), com |a| < m, existe g, € LP(Q2), satisfazendo

/uD%pdx: (-1)'6”/ gapda Yy € C(9).
Q Q

Devido a unicidade do elemento g, o denotamos por D%u. Além disso, quando p = 2,

denotamos WP () por H™(2).

Na presente dissertagao, usaremos os seguintes resultados que dizem respeito aos

Espagos de Sobolev:
Teorema F.1. O espaco W™P(RY) com 1 < p < oo é um espago de Banach com a norma

[ fllwme = ( > IDafli) :

laj<m

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), p. 271]. O

Teorema F.2. Sejam p > 1 e N € N. Entdo

1. WHP(RYN) — LYRYN) para todo q € [p, Np/(N —p)], se 1 <p < N,

2. WIP(RN) < LY(RY) para todo q € [N,+00), se p= N,
em que, quando 1 < p < N, a imersdo continua € injetiva.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 9.10, Corollary 9.11 p. 281]. ]

Teorema F.3. (Teorema de Morrey) Parap > N é verdade que W'P(RY) C L>®(RY)N
C(RY), existe uma constante K tal que |uls < Kllu|lwio@y) € limjye u(x) = 0 para
u € WIP(RN). Além disso WIP(RN) — LY(RYN) continuamente para p < q < oo quando
p> N.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Theorem 9.12 (Morrey) p. 282]. O

Teorema F.4. Se 1 < p < oo entdo C°(RN) é denso em W*P(RN) na norma

-

[ fllwsr = (Z IDafIZ) :

|| <k
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Demonstragio. Ver [(ADAMS; FOURNIER, 2003), Corollary 3.23 p.70]. O

Teorema F.5. Seja G € CY(R) tal que G(0) =0 e |G'(s)| < M para todo niimero real s
para alguma constante M > 0. Seja u € WH(Q2) com 1 < p < oo. Entao

GoueWh(Q) e &i(Gou) =G (u)du, i=1,...,N.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Proposition 9.5 p. 270]. ]

Teorema F.6. Seja f uma fungao suave por partes em R tal que f' € L*(R). Entao, se
ue WYQ), é verdade que foue W(Q).

Demonstragio. Ver [(GILBARG; S.TRUDINGER, 1998), Theorem 7.8 p. 153]. O

Teorema F.7. Seja m > 1 um inteiro e seja p € [1,400). Entdo

1. WmP(RY) — LY(RY) onde q € [p, Np/(N —mp)] se 1/p —m/N >0,
2. WmP(RYN) — LIYRYN) onde q € [p,+0) se 1/p —m/N =0,

3. Wm(RN) — LURYN) onde q € [p, +oc] se 1/p —m/N < 0.

Além disso, o mesmo resultado continua sendo verdadeiro se trocarmos RN por um sub-

conjunto aberto Q C RY de classe C' com fronteira limitada.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 9.13. p. 283 ou (ADAMS; FOURNIER,
2003), Theorem 4.12 p. 85]. ]

Teorema F.8. Sejam m > 1 um inteiro tal que mp > N e k € N tal que k <m — N/p <
k+ 1. Entao
WP (RY) < CPARY)

em que
1.0<A<m—k—N/psem—k—N/p<1,

2.0<A<lsem—k—N/p=1.

Além disso, o mesmo resultado continua sendo verdadeiro se trocarmos RN por um sub-

conjunto aberto Q C RY de classe C* com fronteira limitada.

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), p. 284]. O

Teorema F.9. Seja Q um aberto de classe C*. Se u € WFP(Q)NC(Q), entdo u € W, (Q)

se, e somente se, u =0 em O).
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Demonstragio. Ver [(BIEZUNER, 2010), Teorema 11.24. p. 228|. O

Teorema F.10. (Desigualdade de Poincaré) Suponha que 1 < p < oo e seja ) um

conjunto aberto limitado. Entao existe uma constante C' > 0 (dependendo de ) e p) tal que
|U‘LP(Q) < C’VU/|LP(Q) Yu € Wol’p(Q)

Em particular, a expressio |Vu|pp(q) € uma norma em Wy (Q) equivalente ¢ norma usual
de WP (Q). Em HL(Q), a expressdo

N
(u, v) i) == Z/Qaiu&»vdx
i=1

define um produto interno que induz a norma |Vulp2q), que € equivalente d norma usual

de H'(Q).

Demonstragio. Ver [(BREZIS, 2011), Corollary 9.19. p. 290]. O
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