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"If nature were not beautiful;

it would not be worth knowing;

and if nature were not worth knowing;
life would not be worth living. "

(Henri Poincare)



Resumo

Muitos problemas praticos envolvendo modelos lineares em algum momento necessitam
de uma reducao do nimero de variaveis envolvidas, seja pelo custo envolvido em se
trabalhar com muitas variaveis, seja por que uma certa quantidade de variaveis ja explica
satisfatoriamente o problema abordado. Podemos citar entre outras técnicas a analise de
componentes principais, a sele¢ao do melhor subconjunto de variaveis, a selecao progressiva
de variaveis, etc. Nesse trabalho apresentaremos como proceder a selecao de variaveis
de um modelo linear utilizando o algoritmo genético . Além disso, mostramos que o
algoritmo genético elitista (AGE) converge para o conjunto das populacoes contendo uma
solucao do problema de otimizagdo considerado, ao mesmo tempo, mostramos como usar

a convergéncia do AGE para obter solugoes para o problema de selecao de varidveis.

Palavras-chave: 1. AGE 2. AIC 3. Selegdo de variaveis 4. Processos estocasticos 5. Cadeias
de Markov



Abstract

Many practical problems involving linear models has a step that consists in reducing
the number of variables of the model, either it is very expensive to deal with too many
variables or because some of the variables are able to explain the response satisfactorily.
We can cite among such methods of reducing the number of variables of a linear model,
the principal component analysis, best subset selection, forward stepwise selection, etc. In
this work, we present how to use the elitist genetic algorithm in order to select a collection
of variables for a linear model. Besides that, we show the convergence of the elitist genetic
algorithm to the set of all possible populations containing a solution of the problem under
study, at the same time we will obtain solutions to the variable selection problem using

the convergence of the elitist genetic algorithm.

Keywords: 1. AGE 2. AIC 3. Variable selection 4. Stochastic processes 5. Markov Chain
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1 Introducao

O advento da era da informacgao provocou uma grande transformagao cientifico-
tecnolégica no que tange a grande disponibilidade de dados a serem armazenados, pro-
cessados e transmitidos. Tal transformacao, acarretou como consequéncia o aumento dos
desafios inerentes ao processamento computacional de modelos estatisticos relacionando as
variaveis dos dados considerados no formato de banco de dados. Os desafios que surgiram
para obter modelos relacionando uma variavel Y com as demais variaveis X,..., X, no
mesmo banco de dados levou ao surgimento do problema de selegao de varidveis (AHMED,
2014). Esse problema, consiste em buscar um subconjunto de Xj, ..., X, que permita
descrever ou modelar Y partindo do principio que em grandes quantidades de informacao

ha redundancias ou irrelevancias nas variaveis.

O problema de sele¢iao de variaveis tornou-se especialmente importante no contexto
dos modelos lineares (RAO; TOUTENBURG, 1995) porque lidar com modelos com uma
grande quantidade de variaveis pode ser tedrica e computacionalmente dificil. Devido
a esses fatores, surgiram muitas técnicas visando resolver esse problema no contexto
linear. Porém, tais técnicas apresentam muitas restrigdes teéricas (como diferenciagdo ou
convexidade) e praticas (como exigéncia de muitos recursos computacionais e instabilidade
na convergéncia para uma solu¢ao) nos modelos. Assim, apresentamos neste trabalho uma
técnica alternativa para selecao de varidveis que permite evitar tais restrigoes: o algoritmo

genético.

Visando contornar os problemas citados acima, muitas técnicas foram desenvolvidas
para resolver o problema de selecao de variaveis. Dentre as técnicas existentes podemos
citar: RIDGE, andlise de componentes principais, LASSO, selecdo progressiva e regressiva
de varidveis e selecao do melhor subconjunto de varidveis (RISH; GRABARNIK, 2014)
(JAMES et al., 2013) . Especificamente, mostraremos que uma classe particular de algoritmo
genético pode performar selegdo de variaveis: o algoritmo genético elitista (GOLDBERG,
1989).

O algoritmo genético elitista faz parte de uma classe de algoritmos de otimizacao
estocastica. A subclasse desses algoritmos tratada neste trabalho é caracterizada por ser
um tipo de processo estocastico conhecido como Cadeia de Markov homogénea multifasica.
A convergéncia desta classe de algoritmos é garantida pela convergéncia em probabilidade
do tipo de Cadeia de Markov (KARR, 1978) que os caracterizam.

Veremos que a existéncia da distribuigao assintética (ou distribuicao limite) associ-
ada a Cadeia de Markov sera crucial para garantir a convergéncia do AGE. A convergéncia

das distribuicoes da cadeia para a distribuicao assintética nem sempre ocorre e o estudo
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de condigoes necessérias e suficientes para obter essa convergéncia torna-se necessario para
que possamos garantir a convergéncia da Cadeia. Mostramos que quando a Cadeia de
Markov é finita, homogénea, irredutivel, aperiédica e fechada a convergéncia ocorre em
tempo finito. Sabendo disso, verificamos que o AGE é uma Cadeia de Markov que satisfaz
todas as condicoes citadas anteriormente e portanto converge para uma populacao que

contém as solugoes para o problema de otimizacao.

Sabendo que o AGE converge para o conjunto das populagdes contendo a solugao
do problema de otimizagao, precisamos especificar como o algoritmo sera configurado para
seu uso em problemas praticos. A solu¢do do problema de sele¢ao de variaveis usando o
AGE depende da representacao do problema e da funcao objetivo a ser otimizada. Neste
trabalho, mostramos que uma representacao binaria do problema através de um vetor
binario mostrando a pertinéncia ou impertinéncia de uma variavel na solucao torna maior
a interpretabilidade do AGE e ao mesmo tempo simplifica a interpretabilidade do modelo
linear ajustado as variaveis selecionadas pelo AGE. Ao mesmo tempo, o uso do estimador
da distancia de Kullback-Leibler conhecido como critério da informacao de Akaike ou AIC
(ANDERSON; BURNHAM; ANDERSON;, 1998) (SAKAMOTO; ISHIGURO; KITAGAWA,
1986) para ser a fungao objetivo do AGE nos permite performar a selegdo de variaveis de
forma consistente e dirigida, evitando as incertezas e intratabilidade associadas a este tipo

de problema.

O conjunto de dados Credit é um dos conjuntos de dados presentes na biblioteca
ISLR (ISLR..., ) da linguagem de progrmagao R (TEAM et al., 2013) (COMPUTING,
2018). Este conjunto é composto por 400 exemplos descritos por 12 varidveis. No texto
(JAMES et al., 2013) é mostrado que ao usar sele¢ao progressiva e regressiva de varidveis
para selecionar dentre as 11 primeiras variaveis descrevendo os exemplos de Credit para
prever as observacoes da variavel restante, obtemos solugoes diferentes para o mesmo
problema contrariando o fato de que existe tnica solugao exata para o mesmo. Tal
inconsiténcia nos motivou a usar o AGE para resolver o problema de selecao de variaveis,

visto que possuimos garantia de convergéncia para uma solugao desse problema.

Como parte final do trabalho, mostramos a aplicacao do AGE para selecionar varia-
veis no conjunto de dados Credit (conjunto este caracterizado por solugdes inconsistentes
quando aplicamos outras técnicas de solugao) para construgao de modelos de regressao
linear. Observamos em detalhes o funcionamento das etapas do AGE com a representagao
binaria do problema e o uso do AIC como funcao objetivo. Além disso, concluimos o traba-
lho mostrando a efetividade do AGE na busca de uma solucao do problema de selecao de
variaveis. A solucao exata do problema foi encontrada e consequentemente encontramos a
unica configuracao de varidveis que minimiza o AIC, provando a versatilidade do algoritmo

neste tipo de problema.

Observagao. No livro (JAMES et al., 2013) é possivel encontrar um exemplo onde o
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uso de técnicas diferentes de selecao de variaveis pode levar a solugoes inconsistentes.
Especificamente, no exemplo mostrado no livro é aplicado a selecao regressiva e progressiva
de variaveis sobre o conjunto de dados Credit no mesmo contexto explicado acima, ou seja,
usar as 11 primeiras variaveis para encontrar um subconjunto que permita descrever as

observacoes da variavel restante de Credit.
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2 Algoritmos genéticos

2.1 Introducao

Dada uma fungao positiva f : D C R* — R, todas as vezes que falarmos
em problema de otimizacao nesse trabalho, estaremos nos referindo a um dos seguintes
problemas:

" =argmax f(z) ou % =argmin f(x).
zeD zeD

Neste capitulo serao apresentados os fundamentos tedricos necessarios para a com-
preensao de uma classe de algoritmos denominada de algoritmos genéticos (GOLDBERG,
1989). Tal classe é constituida por algoritmos que buscam imitar ou repetir mecanismos
de evolugao biolégica como fontes alternativas para a construcgao de solugdes de problemas

de otimizagao.

O algoritmo genético é uma subclasse dos algoritmos evolutivos (algoritmos baseados
em processos evolutivos naturais) desenvolvidos para analisar e resolver problemas de
otimizacao. Tais algoritmos se utilizam de um viés metaheuristico, ou seja, durante o
processo de otimizagao a busca por pontos de 6timo ¢é realizada através da amostragem de
um subconjunto de pontos de D (dominio da fungao considerada no problema) evitando
assim o custo e a ineficiéncia computacional de uma busca generalizada em todos os

elementos do dominio.

Os algoritmos genéticos possuem caracteristicas que os diferenciam dos demais,
por exemplo: possuem estratégias implicitas especificas para buscas dirigidas de pontos
de 6timo, devido ao viés metaheuristico, esses algoritmos sao projetados para buscar
pontos de 6timo de forma eficiente, visam buscar pontos préximos dos 6timos através de
procedimentos randomizados baseados em amostragem e aplica¢oes de transformacoes sobre
os elementos obtidos na amostragem. Os algoritmos genéticos permitem uma abordagem
generalista em problemas de otimizacao evitando assim exigéncias comuns em outros
procedimentos de otimizagdo como continuidade, diferenciabilidade ou convexidade das

fungoes envolvidas na otimizacao.

Na proxima secao introduzimos a teoria de Cadeias de Markov necesséaria para
entender a modelagem do algoritmo genético, assim como compreender quais sao as suas

propriedades que garantem sua convergéncia.
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2.2 (Cadeias de Markov

Cadeias de Markov, martingais, movimento browniano, etc, todos sdo processos
estocasticos que possuem alguma propriedade que os caracterizam. Dessa forma, para
entendermos o que sao Cadeias de Markov precisaremos antes entender o que sdo processos

estocasticos.

Defini¢ao 2.2.1. Um processo estocastico {X,, }nen ¢ uma cadeia de Markov se satisfaz :
P(Xn - Zn | Xn—l - Z.n—la s 7X0 = ZO) - P(Xn - Zn | Xn—l = in—l)

para todo vetor de estados (i, ...,i,) em que {ig,...,i,} C S(em que S é o espago de
estados do processo). Assim, a propriedade que caracteriza uma Cadeia de Markov é que

o estado futuro do processo depende apenas do estado presente.

A descrigdo de um processo estocastico {X,, },en é baseada no conhecimento das
probabilidades
P(XO :’io,...,Xn :Zn),

para todo n € N (ou seja, conhecer a distribui¢ao dos estados do sistema). De acordo com

o Teorema da multiplicacao:
P(X,, =ipn,..., X0 =1p)

:P<X0220)P(X1221|X0:Z())P(Xn:Zn|Xn_1:Zn_1,,X[):Zg)

Por sua vez, se esse processo for uma Cadeia de Markov, a expressao anterior pode ser

reescrita da seguinte maneira
P(X, =ipn,..., X0 =1p)
=P(Xo=1i0)P(X1 =11 | Xo=10)... P(Xp =in | Xpo1 = in_1).

Logo, quando estamos trabalhando com Cadeias de Markov, a fim de calcularmos
todas as distribuigoes finitas (P(X,, = i,,...,X0 = 40)), precisamos tanto conhecer
P(Xy = ip) quanto P(X,, =i, | X,—1 =i,-1) para todon € Neig,...,i, € S.

Definigao 2.2.2. Seja S = {1,...,m} o espaco de estados finito de uma Cadeia de

Markov. Uma distribuicao de probabilidade inicial para esse espago é um vetor

tal que 3 70(i) = 1.
i=1
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Assim, quando estamos considerando Cadeias de Markov finitas com espago de
estados S = {1,...,m} a distribuicdo de probabilidade de X, é a distribuicao inicial da

cadeia. Em outras palavras, temos uma distribuicio 7°: S — [0, 1] tal que

Agora precisamos olhar para as probabilidades de transicao
P(Xn = Zn ‘ Xn—l = in—l) VneNe inyin—l es

a fim de sermos capazes de calcular as distribuigoes finitas da cadeia de Markov.

As Cadeias de Markov sao classificadas em duas classes baseado na dependéncia

das probabilidades de transicao do indice n € N.

Definicao 2.2.3. Uma Cadeia de Markov {X,, },en ¢ homogénea quando as probabilidades
de transicao
P = P(Xy =i | Xnot = in1)

v

nao dependem dos indices n, ou seja,
Dbij = P(Xn =J | Xn-1 = Z) = P(Xn+k =J | Xntk—1 = i)?

para todo k € {—n + 1,—n + 2,...}. Quando isso ocorre, ndo usamos mais o indice
n e p;; passa a representar a probabilidade de transicao da cadeia do estado ¢ para o
estado 7, independente do passo em que essa transicao ocorra. Por outro lado, quando a

(n—

probabilidade de transigao p;; L) depende do tempo n a Cadeia de Markov é denominada

de nao-homogénea.

Definicao 2.2.4. Seja { X, },en uma Cadeia de Markov homogénea no tempo com espago
de estados S = {1,...,m}. Vemos que existem m? probabilidades de transi¢ao p;; =
P(X, =j | X,—1 =1). A matriz quadrada P de dimensao m x m cujas entradas sao p;; é
chamada matriz de transigdo da cadeia de Markov {X,, },en. Iremos representar tal matriz
por
Puin - Pim
p—|: .

Pmi " Dmm

Note que Y- p;; = 1 para todo 1 < i < m (matrizes satisfazendo tais propriedades
j=1

sao chamadas de matrizes estocasticas). Além disso, toda matriz estocastica é a matriz de

transicao de alguma Cadeia de Markov finita homogénea no tempo.
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Exemplo 2.2.1 (Caminhada aleatéria com fronteira refletora). Considere o conjunto S =
{1,...,m} e uma particula se movendo entre os elementos de S da seguinte forma: Se
a particula estiver nas extremidades, ela sempre vai deslocar para o ponto de S mais
préximo dela com probabilidade 1. Se a particula estiver em qualquer outro ponto de S,
ela se movera com probabilidade p para o ponto mais a direita e com probabilidade 1 — p
para o ponto mais a esquerda. Se definirmos a cole¢ao de eventos por {X; = i,i € S}
como sendo a particula estar no tempo k£ no estado ¢, tal processo estocastico representa o
movimento da particula e as probabilidades de transigdo (da forma como o processo foi

definido) serdo dadas pela matriz de transi¢ao

0 1—-p O 1
0 0 1-p 0]

Definicao 2.2.5. Definimos a probabilidade de transicao de um estado ¢ para um estado

j em n passos como
P = P(X, = j | Xo=14).

Com base na definicdo acima e no teorema da probabilidade total
P(X =Y P(X, = i)pl.
i€S
Teorema 2.2.1 (Chapman-Kolmogorov). Seja {X,, },en uma Cadeia de Markov homogé-

nea, entao vale para todos os estados 7,7 € S que

(n+m)
p’L] Z pzk: pk] :
keS
Observagao. Se P é a matriz de transigdo da Cadeia de Markov homogénea {X,, },cn, a

probabilidade p§?+m) definida acima é o elemento (7,5) da matriz P"™.

Com base na distribuigio de probabilidade inicial P(Xy = i) = 7°(7) e no Teorema
de Chapman-Kolmogorov podemos obter a distribui¢ao de probabilidade ~, dos estados

da cadeia em um passo n como o produto matricial
Yn = 7P

Definicao 2.2.6. Seja P a matriz de transi¢do de uma Cadeia de Markov homogénea
{ X, }nen. Diz-se que a cadeia {X,, },en possui distribuigao assintética (ou é ergddica)
quando existe o limite

lim pgl) =m;,VjEeS,

n—oo

independente do vetor de distribuicao inicial 7°
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Tal distribuicdo v, nos permite compreender como a cadeia esta distribuida nos
estados do sistema no tempo n. Ao mesmo tempo, computar tal produto matricial para
n grande pode ser invidvel e o estudo da distribuigdo assintética (também chamada

de distribui¢do de probabilidade invariante ou estacionaria) torna-se essencial para a

compreensao do sistema no longo prazo, ou seja, se S = {1,...,m} a distribuicdo 7 =
(71, ..., Tm) definida por
o ()
dim p;;” =, (2.1)

quando esses limites existem. Dizemos que uma Cadeia de Markov homogénea {X,, },en
converge quando possui distribuicao assintotica w. Porém, quando a distribuicao 7 obtida
por (2.1) depender da distribuigao inicial 7 concluimos que a Cadeia de Markov {X,, }nen
nao converge para uma distribuicao fixa. Em virtude de tal observacao, pode-se encontrar
nos trabalhos (KARR, 1978) e (LAWLER, 2018) condigoes suficientes para que uma
Cadeia de Markov homogénea seja convergente. Especificamente, tais trabalhos mostram

que uma cadeia homogénea, finita, aperiodica e irredutivel é convergente.

2.3 Algoritmo genético

Nessa se¢ao vamos explicar a dinamica realizada pelo algoritmo genético na busca
de um ponto de 6timo global supondo a existéncia de tal ponto. Para ficar mais visivel o
que acontece em cada etapa interna do algoritmo genético vamos supor que o dominio da
funcao f é da forma D = [ay,b1] X - - X [ay, by]. O primeiro passo que o algoritmo genético
faz é uma discretizagao de D, chamado de espaco de busca. A partir dessa discretizagao, o
espaco de busca serda o conjunto onde o algoritmo busca a solu¢ao do problema. Quando o
ponto de 6timo é um dos pontos da discretizacao de D, o algoritmo genético encotra-o ao
final do processo de busca. Para aumentar a chance de que o ponto de 6timo pertenca a

discretizacao, toma-se a discretizacdo mais fina possivel.

A discretizacao de D é feita da seguinte maneira: para cada intervalo [a;, b;] obtemos
uma quantidade de pontos que seja poténcia de 2 (isso vai ficar claro mais adiante), ou
seja, em uma quantidade do tipo 2!. Dessa forma, obtemos uma discretizacio de D através
do produto cartesiano dos pontos obtidos de cada intervalo [a;, b;] . Em outras palavras, o
nosso espaco de busca sera uma malha obtida pelas n-tuplas formadas pelos pontos obtidos

da discretizacao de cada intervalo do produto cartesiano que determina D.

Exemplo 2.3.1. Suponha que f : [0,1.5] x [3,4.5] — R. Caso se decida discretizar uniforme-
mente cada um dos intervalos em 2% pontos, terfamos uma discretizacao de [0, 1.5] dada
por {0,0.5,1,1.5} e de [3,4.5] dada por {3,3.5,4,4.5}. A malha formada por tal partigao é

S = {(0,3),(0,3.5),(0,4),(0,4.5), (0.5,3), (0.5,3.5), (0.5,4), (0.5,4.5), (1, 3),
.(1,3.5), (1,4), (1,4.5), (1.5,3), (1.5,3.5), (1.5,4), (1.5, 4.5)} '
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Uma vez que o espaco de busca esteja definido, o proximo passo é definir a
quantidade de elementos que farao parte da populacao. A populagao é formada por
pontos de nosso espaco de busca e é a partir de modificagoes que ocorrerao nesses pontos,
que o algoritmo busca o ponto de 6timo procurado. Uma vez escolhido o tamanho da
populacao com a qual trabalharemos, o proximo passo é escolher aleatoriamente essa
quantidade de pontos do espaco de busca para montarmos nossa populagao inicial. As
modificagoes que ocorrerao nos pontos da populagao serdo via a aplicagdo dos operadores
de sele¢do, cruzamento e mutagao nessa populacao. Veremos que apos a aplicagdo desses
operadores, um apods o outro, obteremos uma nova populagao e novamente aplicaremos
esses operadores na nova populacao e esse processo se repete até que algum critério de

parada pré-estabelecido seja atingido (geralmente considera-se o nimero de iteragoes).

Até esse momento, decidimos entao o espaco de busca S que é a malha construida
a partir da discretizacao dos intervalos e o nimero de elementos que a populacao vai
conter, por exemplo K. Assim, podemos montar o conjunto formado por todas as possiveis

populagoes de K elementos, em que cada elemento é um ponto de S,

E= {(Il,l‘g, ...,IK)/l’i S S,Z = 1,2, ,K}

Com base na definigdo de E, podemos associar cada ponto (x1, z, ..., Tx) a uma
representacao binaria. Tal representacao adequa o formato das populagées em E para
posterior aplicacdo dos operadores genéticos de cruzamento e mutacao conforme sera
justificado. Para facilitar a explicagdo, imaginemos que cada intervalo [a;, b;] que compoe
D, sejam divididos uniformemente em 2! pontos. Com isso, podemos fazer a associacio de
cada ponto obtido com um vetor binario de [ coordenadas da seguinte maneira:

(bi — a;)
2l —1

Dessa forma, cada ponto da malha pode ser associado a um vetor binario de nl coordenadas,

a; < (0,0,...,0), a; + (0,0,...,0,1), ... b; < (1,1,..., 1).

onde n é o nimero de intervalos cujo cartesiano forma o D e [ é o niimero de coordenadas
do vetor que esta associado a cada elemento de um dado intervalo [a;, b;]. Note que se
dividirmos cada intervalo numa quantidade diferente, cada coordenada de um ponto
da malha serd associado a um vetor binario de dimensao diferente. Contudo, isso nao

impossibilita o desenvolvimento das etapas seguintes, como veremos.

Com uma populagao inicial estabelecida, podemos comecar a fazer as modificagoes
via os operadores de selecdao, cruzamento e mutacao. Essas modifica¢des sao realizadas
da seguinte maneira: o operador de sele¢ao é aplicado na populagao e isso faz com
que a populacao sofra modificagoes. Essa populagao modificada passa pelo processo de
cruzamento recebendo novas modificagoes, sobre as quais o operador de mutacao é aplicado.
Depois dessa sequéncia de modificagoes obtemos outra populagao que passara por sua
vez por esse mesmo processo e isso vai ser repetido até que algum critério de parada seja

atingido.
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Mais uma vez , para facilitar o entendimento das etapas do algoritmo genético,
descreveremos cada etapa baseado num exemplo numérico. Suponhamos que desejamos

encontrar o ponto de maximo da fungao f : [0, 3] x [1, 3] — R definida por f(z,y) = 2?+y>.

Para isso, particionaremos cada intervalo [0, 3] e [1,3] em 2% pontos obtendo a
Tabela 1

Tabela 1 — Codificagao dos pontos da primeira e segunda entradas da discretizagao

x | identificacao x | 'y | identificacao y
0 000 1 000
3/7 001 9/7 001
6/7 010 11/7 010
9/7 100 13/7 100
12/7 011 15/7 011
15/7 101 17/7 101
18/7 110 19/7 110
3 111 3 111

A identificagao de um par (z,y) da discretizagao é obtida concatenando a codificagao

1)
concatenamos a identificagao de g que ¢ 010 com a identificacao de 1—79 que ¢é 110, ou seja,
6 19
707
usando sua representagao através do par (T,7) em que

3 3
T = Z ai23_i y = Z bi23_i.
i=1

=1

da componente = e da componente y. Por exemplo, se buscamos a identificagao de (

a identificagao de ( ) € 010110. Um vetor bindrio ajasazbbsbs pode ser decodificado

Com o par (T,7) obtemos o par (z,y) através das relagoes

Tmax — Lmin

_ ) — Ymax — Lmin
$—$m1n+$< 23_1 )a

> y:ymln+y( 23_1

que é a decodificagao desejada.

2.3.1 Populacao inicial

A populacao inicial consiste em escolher aleatoriamente, com reposi¢ao, um
subconjunto de K elementos da malha. Dessa forma, podemos ter alguns elementos
repetidos na populagao. Para apresentar as proximas etapas do algoritmo genético vamos

supor que obtemos a seguinte populacao inicial
PO = {001100, 101110, 000100, 000000, 110110, 011000},
que corresponde na discretizacao que fizemos aos pontos em S

P ={(3/7,13/7),(15/7,19/7),(0,13/7),(0,1), (18/7,19/7), (12/7,1)}.
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Calculamos agora o valor da imagem de cada ponto em P por meio da funcio f
conforme mostrado na Tabela 2 (a necessidade de se calcular a imagem pela f dos pontos

da populagao ficard claro mais adiante).

Tabela 2 — Valor de imagem dos pontos na populacio inicial P©)

Codificacao (x,y) f(x,y)
001100 | (3/7,13/7) | 3.632653
101110 | (15/7,19/7) | 11.95918

000100 (0,13/7) | 3.44898
000000 (0,1) 1

110110 | (18/7,19/7) | 13.97959
011000 (12/7,1) | 3.938776

Dessa forma,
6
S (s, i) = 37.95918.
i=1
Observacao. Quanto maior for a quantidade de pontos na discretizacao, maior sera a

precisao da solugao que o algoritmo genético encontrara.

2.3.2  Selecao

A selecao é um operador que tenta imitar a etapa da selecdo natural do
processo evolutivo. No nosso caso, quando estamos procurando o ponto de méaximo de uma
fungdo, um ponto ser mais adaptado do que outro significa ter uma imagem maior pela f.
Essa etapa, faz entao com que aqueles pontos mais aptos continuem a integrar a populagao
enquanto os pontos menos adaptados (de imagem pela f menor) sejam substituidos por
cOpias desses outros pontos mais adaptados. Para fazer isso, o algoritmo genético nessa
etapa, atribui um peso a cada ponto, ou seja, se a populagao atual é P = {x, z9, ..., 2k}
cada elemento desse tera o peso

Pz, = 7;(%) .
> f (75;7)
p=1
Existem diversos métodos que podem ser utilizados para selecionar, com maior proba-
bilidade, os elementos da populagao com maiores valores de imagem. Neste trabalho
utilizaremos o método da roleta, que consiste em selecionar os individuos da nova popula-
¢ao, a qual terd a mesma quantidade de elementos que a populagao anterior, por meio
de sorteio. Como vimos, cada ponto z; da populacao tem um peso p,, e que somados
totalizam 1. Dessa forma, podemos definir uma variavel aleatéria discreta X que assume
os valores z; com probabilidade p,, e da qual ¢é facil gerar uma amostra de tamanho K
(tamanho da populacdo anterior). Logo, o sorteio nada mais é do que a geragao de K
valores dessa variavel aleatéria X. Voltando ao nosso exemplo, mais precisamente a Tabela

2, repetiremos tais valores bem como os pesos de cada um dos individuos na Tabela 3.
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Tabela 3 — Aplicacdo da selecio nos pontos da populacio inicial P©)

Individuo | Codificacao | (x,y) |f(x,y) %
0 001100 | (3/7,13/7) | 3.632653 | 0.09569893
iy 101110 | (15/7,19/7) | 11.95918 | 0.3150537
13 000100 (0,13/7) 3.44898 | 0.09086023
ia 000000 (0,1) 1 0.02634409
is 110110 | (18/7,19/7) | 13.97959 | 0.3682796
is 011000 (12/7,1) | 3.938776 | 0.1037635

Espero que agora tenha ficado claro porque precisamos calcular o valor de f em

cada ponto da populacao.

Ao gerarmos uma amostra de tamanho seis de X obtemos uma nova populacao
PW dada por

PM = {110110,110110, 110110, 101110, 110110, 101110},

que corresponde na discretizacao que fizemos a

ngl ={(18/7,19/7),(18/7,19/7), (18/7,19/7),(15/7,19/7), (18/7,19/7), (15/7,19/7) }.

2.3.3 Cruzamento

O operador cruzamento tenta emular a transferéncia dos genes paternos para
a prole que ocorre durante o cruzamento entre individuos da mesma espécie. Espera-se
que os filhos herdem via tal processo as melhores caracteristicas de cada progenitor.
Assim como na natureza, o operador cruzamento precisa de dois individuos para poder
atuar. Na literatura dos algoritmos genéticos é natural chamar o vetor binario obtido na
codificacdo de cada elemento de cromossomo e cada bit do vetor de gene. A troca do
material genético se dard pela troca dos genes entre os pais, gerando novos elementos
que sao chamados de filhos. No exemplo que estamos desenvolvendo, cada cromossomo
possui 6 genes. Novamente, existem varias formas de procederem os cruzamentos, nesse
trabalho usaremos a seguinte forma de gerar os descendentes a partir dos pais. Dado um

cromossomo, por exemplo, 011010 vemos que este cromossomo tem 5 possiveis pontos de

quebra (pq)
0pg1 1 pgz2 1 pgz 0 pgs 1 pgs 0.

Desta forma, imaginando que dois elementos, por exemplo, 011010 e 110101 sao escolhidos
para participar do processo de cruzamento. O operador cruzamento agira da seguinte

maneira:

1. Primeiro escolhera aleatoriamente qual ponto de quebra ele ird usar dentre os 5

possiveis.
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2. Uma vez escolhido o ponto de quebra, ele mantera inalterado os genes antes do ponto
de quebra e trocara os genes depois do ponto de quebra entre os individuos, gerando

dessa forma dois novos individuos que serao chamados de filhos.

No nosso exemplo, se o ponto de quebra sorteado for pgs o resultado do operador
sobre esses dois pontos serd: 011011 e 110100. Note que as cinco primeiras posi¢oes (antes de
pgs) foram preservadas nos dois vetores resultantes (vetor inicial - 011010, cinco primeiras
posigoes do vetor resultante - 01101). A dltima posi¢ao do vetor resultante foi a tltima
posicao do outro vetor (outro vetor 110101, tltima posi¢ao 1). Ao juntarmos as cinco
primeiras posi¢oes com esse ultimo bit, teremos o primeiro vetor resultante. A mesma

construgao se repete no segundo vetor resultante.

Uma vez que sabemos quais vetores sofrerao a aplicagao do operador cruzamento, nés
sabemos quais possiveis resultados podem ser obtidos dessa operacao. O problema é: Como
escolhemos os elementos nos quais aplicaremos o operador de cruzamento? O operador
cruzamento, ao contrario do de selecao, possui um parametro chamado probabilidade de
cruzamento, e € esse parametro que nos auxiliara na escolha dos elementos que participarao
do processo de cruzamento. Novamente, existem varias formas de se fazer isso, nesta

dissertacao utilizaremos o seguinte método:

1. Primeiro geramos uma amostra de tamanho igual a quantidade de elementos de

nossa populagao (K) de uma Bernoulli de pardmetro p..

2. As coordenadas que derem 1, serdo os elementos da populacao que participarao do
processo de cruzamento. No exemplo que estamos desenvolvendo (a populagao é
formada por 6 elementos), imagine que ao gerarmos uma amostra de uma Bernoulli
de parametro p. obtivéssemos 011101. Isso dird para nés que o segundo, o terceiro, o

quarto e o sexto elemento da populacgao foram escolhidos para participar do processo.

3. Neste trabalho, uma vez determinado os elementos que participarao, os pares de
elementos onde o operador selecao sera aplicado é montado da seguinte maneira: O
primeiro e o segundo escolhidos, o terceiro e o quarto, ... , esse processo continua até
o ultimo escolhido. Pode acontecer de ser escolhido um niimero impar de elementos.
Nesse caso o tultimo elemento nao formara par e portanto voltara para a populagao

sem sofrer mudanca.

4. o operador cruzamento é aplicado aos pares e os vetores resultantes substituirao os

vetores utilizados para sua obtencao.

Observagao. Note que quando existe dois pontos que sao iguais (lembre-se que pode haver
pontos repetidos na populagao, principalmente depois da sele¢ao), e estes sao escolhidos

para o processo de cruzamento, o resultado continua sendo filhos idénticos aos pais. Logo,
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se em algum momento da dinamica do algoritmo genético, chegarmos a uma populacao
formada apenas por repeti¢des de um mesmo ponto, o operador cruzamento e de sele¢ao

nao conseguem fazer mudanga nessa populacao.

Observagao. Note que quanto maior o valor de p., mais provavel que mais pontos sejam

escolhidos para participarem do processo de cruzamento.

Voltando ao nosso exemplo, vemos que depois da selecao nossa populacao é a
PY. Supondo que ao gerarmos nossa amostra de tamanho 6 (tamanho da populacio) da
Bernoulli(p,) obtivéssemos 100101. Isso nos diria que o primeiro (110110), o quarto (101110)
e o sexto (101110) pontos foram escolhidos para participar do processo de cruzamento.
Entretanto, pela forma como se dd a escolha dos pares, o sexto ponto nao forma par
com ninguém e por isso volta para a sua posi¢ao sem ser transformado. Suponha que no
passo da escolha do ponto de quebra, o pgs tivesse sido o escolhido, ou seja, 11pg20110 e
10pg21110. Mantendo as informagoes antes de pgs e trocando as informacoes depois de pgo

obtemos 111110 e 100110 e portanto a nova populagao é

P® = {111110,110110, 110110, 100110, 110110, 101110}.

2.3.4 Mutacao

A mutacgdo é um operador que tenta emular a mutacdo que o meio pode
provocar no individuo. Por exemplo, dizem que no inicio dos tempos a girafa nao tinha
um pescoco tao longo e que foi o fato da vegetagao disponivel ficar cada vez mais alto que
provocou ao longo do tempo essa modificagao/adaptacao (GOLDBERG, 1989). Entao, a

mutacao ¢ vista como um processo que acontece no individuo e que a nivel dos genes.

O operador mutacao assim como o operador cruzamento possui um parametro, a
saber: a probabilidade de mutacao, p,,. A probabilidade de cruzamento ajudava na escolha
dos individuos que participariam do processo de cruzamento. A probabilidade de mutagao
vai nos auxiliar na escolha dos genes do individuo sofrerao mudancas. Relembrando o
processo de cruzamento, era gerado uma amostra de tamanho K (tamanho da populacao)
de uma Bernoulli(p.). Os individuos correspondentes as amostras que resultaram em 1,
eram escolhidos para participar. Aqui o processo vai ser muito parecido, s6 que faremos

isso para cada individuo. O processo pode ser esquematizado da seguinte maneira:

1. Para cada individuo, gere uma amostra de tamanho [ (ntimero de coordenadas do

vetor bindrio associado ao ponto escolhido) de uma Bernoulli(p,,).

2. Os genes correspondentes as amostras que resultaram em 1, sdo escolhidos para
sofrer mutagao. Por exemplo, se nossos vetores bindrios correspondentes aos pontos
tém tamanho 6, e 100110 ¢ o vetor que estamos trabalhando, se ao gerarmos uma

amostra de tamanho 6 de uma Bernoulli (p,,) e obtivermos 001010, concluimos que
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o terceiro e quinto genes do vetor vao sofrer mutac¢ao. E como é essa mutacao? E
bem simples, se o valor da terceira posi¢ao for 0 ele vai mudar para 1 e se for 1 ele
vai mudar para 0. O restante dos genes continuam inalterados. Nesse nosso exemplo,

o vetor depois da mutacao sera 101100.

3. Repita o passo anterior para cada um dos vetores da populagao.

Voltando ao nosso exemplo que estamos resolvendo, no momento estamos (depois de passar

pela selegao e cruzamento) com a populagao
P® = {111110,110110,110110, 100110, 110110, 101110}.

Apés gerar uma amostra de tamanho 6 de uma Bernoulli(p,,) para cada individuo em P®?)
analisamos quais entradas dessas amostras sao iguais a 1, isso nos dird que genes serao
mutados. Supondo que p,, = 0.02 e que o resultado das amostras para cada individuo
tenha sido 000000,010000,000000,000000,000000 e 000000. Note que pelas amostras da
Bernoulli(p,,), apenas o segundo elemento da populagdo sofrerd mutagao e ela se dard no

segundo gene que passara de 1 para 0 e a nova populagao sera

P®) = {111110,100110, 110110, 100110, 110110, 101110}.

Entao , nossa nova populagao corresponde na nossa discretizacao a populagao

Piuar = {(3.19/7),(9/7.19/7), (18/7.19/7), (9/7,19/7), (18/7,19/7), (15/7.19/7)}.
Apos aplicar o operador de mutagao temos de avaliar novamente os valores de imagem
dos elementos em PCEZZLI pela funcao f. Na Tabela 4 vemos os valores de imagem de nossa

populacao atual.

Tabela 4 — valor de imagem dos elementos de P® pela funcio f;

Individuo (x,y) flz,y)
111110 | (3,19/7) | 16.36735
100110 (9/7,19/7) | 9.020408
110110 | (18/7,19/7) | 13.97959
100110 (9/7,19/7) | 9.020408
110110 | (18/7,19/7) | 13.97959
101110 | (15/7,19/7) | 11.95918

Entao , para encontrar a solucao para o problema de otimizacao que foi exposto
repete-se a execucao dos passos mostrados de forma iterativa até que o algoritmo genético
alcance algum critério de parada (geralmente o nimero de iteragdes). Se tivéssemos
alcangado os resultados da Tabela 4 na ltima iteracao do algoritmo, entao a solugao do
problema de otimizacao seria o ponto da ultima populagao obtida com maior valor de

imagem pela fungao f, ou seja, o ponto (3,19/7).
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Observacao. Note que se antes de comecarmos a etapa de mutagao a populacao atual for
composta de cdpias de um mesmo ponto, o operador mutagao (caso p,, > 0) pode gerar
qualquer populagao desejada com probabilidade maior que zero. Essa etapa é que faz com

que o algoritmo nao fique preso em pontos de maximo (minimo) local.

Apods compreendermos cada uma das etapas do algoritmo genético, podemos agora
apresentar uma visao geral de tal algoritmo através de um pseudocddigo. Denotando a

populagao no tempo ¢ por P(t) temos a seguinte descrigdo do algoritmo genético:

Algorithm 1 Algoritmo genético
<0
Inicializar(P(t))
Avaliar(P(t))
iter <— numero de iteragoes
while ¢t < iter do
t+t+1
P(t) « Selecao(P(t — 1))
P(t) < Cruzamento(P(t),p.)
P(t) < Mutacao(P(t), pm)
Avaliar(P(t))
end while

. Os parametros do algoritmo genético sao determinados de acordo com o tipo de
algoritmo que estamos escolhendo. Se estamos lidando com a versao homogénea de tal
algoritmo fixamos p. e p,, antes de iniciar as iteragoes, mantendo-os inalterados durante
toda a execucgao do algoritmo. No caso nao-homogéneo, fixamos p. e p,, antes de iniciar as

iteragoes e podemos modificar seus valores em cada iteracao.

Outra observacao a ser feita sobre o pseudocddigo apresentado é quanto ao arma-
zenamento da melhor solucao encontrada. No caso elitista, criamos uma posi¢do adicional
para armazenar a solug¢ao que otimiza a funcdo objetivo usada na etapa de avaliagao
(guardamos uma copia do individuo que apresenta maior ou menor valor pela fungao
objetivo dependendo se o problema é de maximizagao ou minimizagao). Tal armazenamento
sempre ocorre apos a etapa de avaliagdo. No caso nao-elitista, nao ocorre o armazenamento
da melhor solucao e podemos desconsiderar o que foi dito antes sobre armazenar a melhor

solucao.

Observacdo. Uma das caracteristicas mais importantes do algoritmo genético é que a
escolha da codificagdo do problema é crucial para que o mesmo encontre as solugoes
buscadas. Escolhas diferentes de codificagao podem levar a solugoes diferentes para o
mesmo problema. Assim, escolher codifica¢Oes intuitivas, simples e adequadas para o

problema é um passo muito importante para conseguir resolver o problema de interesse.

Observacao. A escolha da fungdo objetivo é outro ponto importante sobre os algoritmos

genéticos. Buscar otimizar tal funcao, permite lidar com problemas de otimizac¢ao comple-
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xos sem a necessidade de compreender os mecanismos internos que regem esses problemas.
Assim, podemos performar uma busca no espago de estados do problema avaliando os
candidatos a solucao usando a funcao objetivo e considerando que as etapas do algoritmo
sao procedimentos randomizados tal busca nao possui vieses implicitos, garantindo que
encontraremos solugoes 6timas (ao invés de solugoes locais). Logo, quanto mais representa-
tiva for a fungao objetivo para as caracteristicas de interesse de um problema ou de sua

dinamica, maiores serao as probabilidades de encontrar as solugoes exatas do problema.

2.4 Classificagao dos algoritmos genéticos

No decorrer de seu processo histérico de desenvolvimento os algoritmos genéti-
cos sofreram reformulagoes e modificacoes visando torna-los mais eficientes e robustos, de
forma a estabelecer garantias para a convergéncia do algoritmo (ou seja, garantir que o
algoritmo encontre pontos de 6timo da funcao objetivo com base na discretizacao de seu

dominio) para o ponto de étimo global da fungdo a ser otimizada.

O algoritmo genético que estamos desenvolvendo no exemplo, para encontrar o
ponto de maximo da funcio f(z,y) = 2% + y* é o algoritmo que foi desenvolvido por
(HOLLAND, 1975) e que foi chamado de algoritmo genético canénico (AGC). Neste tipo
de algoritmo os parametros p. e p,, nao mudam durante a evolucao do algoritmo. Em
(RUDOLPH, 1994a) foi mostrado que este algoritmo nao converge quase certamente para
o conjunto de populacoes que contenham o ponto de 6timo como um dos seus pontos.
Além do mais, neste mesmo artigo (RUDOLPH, 1994a), Rudolph propée uma modificagdo
neste algoritmo e mostra sua convergéncia quase certa para o conjunto de populagoes que
contenham o ponto de 6timo como um dos seus pontos. A modificacao proposta foi que
se criasse uma nova posi¢ao no vetor populacgao, a posicao K + 1 e nela seria guardado
o ponto de maior imagem conseguido ao realizarmos o AGC nos K primeiros pontos do
vetor populacao. O valor desse ponto s6 seria alterado, caso ao final de alguma etapa
algum ponto da populagao atual tivesse imagem maior que a imagem do ponto guardado

na posi¢do K + 1. Esse algoritmo foi denominado algoritmo genético elitista (AGE).

Em (GREFENSTTETE, 1986) uma série de simulagdes foram apresentadas no
sentido de ilustrar que a variagdo dos parametros p. e p,, interferem na saida do algoritmo
genético. O algoritmo genético ndo-homogéneo (AGNH) foi apresentado em (CAMPOS
V.S.M.; CRUZ, 2012) como uma tentativa de melhorar a eficiéncia do AGC, uma vez
que era permitido aos parametros p. e p,, variarem dentro de certas condi¢oes. A versao
nao-homogénea do AGE, chamada de algorimo genético nao-homogéneo elistista (AGNHE),
foi apresentado por (CRUZ; PEREIRA, 2012), com objetivo de melhorar o desempenho do
AGE. Outras tentativas de melhorar o desempenho do AGC sem que houvesse variacao em
Pe € Pm, podem ser lidos em (DOREA C.C.Y.; PEREIRA, 2010), comparagoes numéricas
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entre o AGNHE e AGE podem ser encontradas em (CAMPOS V.S.M.; ASSIS, 2012) e
maneiras apropriadas de implementar o AGNHE pode ser encontrado em (ANDRADE;
PEREIRA, 2015).

Muitas outras modificagoes foram implementadas a partir dos AGC, mas uma coisa
que a maioria dessas versdes possuem em comum ¢é que sua analise de convergéncia se
da via a teoria de Cadeias de Markov. Porque o AGC, AGE, etc, sao Cadeias de Markov
conforme veremos. Como sé estudamos as Cadeias de Markov homogéneas, utilizaremos

apenas as versoes AGC e AGE que mostraremos serem Cadeias de Markov homogéneas.

Uma vez que AGC é uma Cadeia de Markov, a anélise de sua convergéncia se
dard segundo a teoria de Cadeias de Markov abordada nesse capitulo. Contudo, além de
fazer a andlise de convergéncia (encontrar a distribui¢ao assintética) queremos saber qual
a probabilidade, quando no limite, da cadeia estar numa populacao em que um de seus
pontos seja o ponto de étimo desejado. Em (CRUZ, 1998) é mostrado que o AGC é uma
Cadeia de Markov e que a saida da etapa de selecao é a entrada da etapa de cruzamento,
assim como a saida da etapa de cruzamento é a entrada do processo de mutacao e a
saida do processo de mutacao é o resultado da primeira iteragao e a entrada do passo
zero ¢ a entrada do processo de sele¢ao. Logo, nao apenas o valor do proximo passo é
completamente determinado pelo passo presente (caracterizagdo de Cadeia de Markov)
como ainda sabemos a forma da matriz de transi¢cdo (produto das matrizes de cada etapa

do processo).

Observagio. Como pode ser visto em (CRUZ, 1998) e em (SOBRINHO, 2014), a etapa de
mutacao pode transformar a populacao anterior a essa etapa em qualquer outra populagao
com probabilidade maior que zero. Isso significa que a matriz de transicao da etapa de
mutagao é uma matriz com todas as entradas positivas. Isso faz com que o produto das
matrizes ABC (A,B e C sdo as matrizes de transi¢ao das etapas mutagao, cruzamento e
selecdo respectivamente) seja uma matriz com todas as entradas positivas. Isso implica
que a matriz de transicdo do AGC possui todas as entradas positivas, portanto o AGC é
uma cadeia irredutivel, aperiddica e finita, logo, convergente conforme pode foi provado
em (SOBRINHO, 2014), implicando que o AGC é convergente.

Como falamos anteriormente, gostariamos de saber se no equilibrio (no limite)
qual a probabilidade da cadeia estar num conjunto formado por populagdes em que um
dos pontos de qualquer dessas populacoes seja o ponto de 6timo procurado. Para isso

precisamos definir algumas ferramentas que nos ajudarao no céalculo dessa probabilidade.

Definigdo 2.4.1. Seja Z,, = max{f(b) | b € P™} uma sequéncia de varidveis aleatérias
representando o maior valor de f assumido por algum elemento da populacdo P™. Dizemos
que um algoritmo genético converge para um ponto de maximo global quando

lim P(Z, = f*) =1,

n—-+o0o
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em que f* =max{f(b) | b€ S} é o ponto de maximo global do problema.

Observagao. No caso de um problema de minimizacao, trocamos as defini¢oes de Z, e f*.

A defini¢ao de Z,, passa a ser
Z, =min{f(b) | b € P™}
e a definicao de f* passa a ser

f*=min{f(b) | b€ S}.

O teorema a seguir mostra que o AGC nao converge quase certamente para o ponto

de 6timo global procurado.

Teorema 2.4.1. O algoritmo genético candnico representado por uma cadeia de Markov

homogénea, finita, aperiddica e irredutivel ndo converge para um 6timo global.

A demonstracao de tal teorema pode ser encontrada em (SOBRINHO, 2014) com
todos os detalhes pertinentes e complementada por resultados em (LAWLER, 2018). Logo,
o algoritmo genético nao converge para um ponto de 6timo global de acordo com o teorema
2.4.1.

No caso do algoritmo genético elitista, vemos que a tinica diferenca (e essa diferenca
¢ fundamental) é que uma nova posicao (K + 1) é criada no vetor populagao (nessa
posicao armazenamos o ponto com maior ou menor valor dependendo se o problema é de
maximiza¢ado ou minimizagao). A populagdo inicial é formada pelas K primeiras posigoes
sendo formada por pontos da malha que foram sorteados aleatoriamente e na posicao K +1
uma copia do ponto de maior imagem (caso haja mais de um, sorteia-se aleatoriamente um
dentre eles). Em seguida as etapas do AGC sao aplicadas para as K primeiras entradas e
ao final da etapa de mutagao, verifica-se se algum das K primeiras entradas tem imagem
maior que a imagem do ponto que se encontra na posicao K + 1. Caso positivo, o ponto
de maior imagem tem uma copia colocada na posicao K + 1 e em caso negativo, nada se
altera. Depois o algoritmo volta a repetir esse procedimento até que um critério de parada

seja atingido.

Novamente, percebemos que na dindmica do AGE a proxima etapa s6 depende
da etapa anterior o que o caracteriza como uma Cadeia de Markov. O espaco de estados

agora é
E={(z1,29, ..., Tx41) /2 € Syi=1,2, ... K +1e f(zxp) > flz;),i=1,2,...,K}.

Desta vez, essa cadeia nao é irredutivel mas possui um conjunto fechado tal que a cadeia
restrita a esse conjunto é irredutivel, aperidédica e finita, logo, convergente. O problema, é
saber se a cadeia chega nesse conjunto quase certamente em tempo finito. Em (RUDOLPH,
1994b) é mostrado que a cadeia realmente atinge esse conjunto fechado em tempo finito

quase certamente.



Capitulo 2. Algoritmos genéticos 29

Teorema 2.4.2. No algoritmo genético elitista temos que

P(lim | Z,— f*|=0) =1,

n—-+4o0o

em que f* =max{f(z) |z €S} e féa fun¢io a ser otimizada.

Observagao. No caso de um problema de minimizacao, trocamos as defini¢oes de Z,, e f*.
A definicao de 7, é
Z, =min{f(b) | b € P™}

e a definicao de f* é

f*=min{f(b) | b€ S}.

A demonstragdo do teorema acima pode ser encontrada com todos os detalhes
pertinentes em (RUDOLPH, 1994b).

Assim, o algoritmo genético elitista converge quase certamente para o conjunto das
populagoes que contém o ponto 6timo do problema de otimizagao considerado como um

dos seus pontos.

Observagao. O ponto de 6timo buscado (no caso do AGE) sempre serd o individuo na
ultima posicao dentro da populagao (supondo que ji estamos no conjunto das populagoes
contendo os pontos de 6timo). A existéncia desse conjunto é garantida e o AGE entra nele

em tempo finito com probabilidade 1, nao conseguindo sair dele pois o mesmo ¢ fechado.
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3 Selecao de variaveis

3.1 Introducao

Em muitos problemas no contexto da analise de regressao linear buscamos simplificar
os modelos lineares em relacao a quantidade de variaveis a serem incluidas para que
o modelo ajuste-se adequadamente aos dados. Tal necessidade pode justificar-se pela
existéncia de redundancias e irrelevancias nos dados que podem acarretar em: reducao
no nivel de interpretabilidade do modelo, maior quantidade de recursos computacionais
para determinar os parametros do modelo e até mesmo reduzir a percepc¢ao de padroes

presentes nos dados.

Visando contornar os problemas citados acima, muitas técnicas foram desenvolvidas
para resolver o problema de selecao de variaveis. Dentre as técnicas existentes podemos
citar: RIDGE, andlise de componentes principais, LASSO, selegdo progressiva e regressiva
de varidveis e selegao do melhor subconjunto de varidveis (RISH; GRABARNIK, 2014)
(JAMES et al., 2013) . Neste capitulo, serd apresentado uma outra técnica nao muito
conhecida para performar selegao de variaveis: o algoritmo genético elitista (GOLDBERG,

1989).

3.2 Selecao de variaveis

Seja S = {X1,..., X4} um conjunto de variaveis reais independentes, uma variavel

real Y e um modelo de regressao linear multipla
Y = f(X,a)+e

em que X = (X7, ..., Xy) é um vetor de variaveis, &« = (ay, - -+ , ay) é o vetor de pardmetros
do modelo (os coeficientes de regressio) e e ¢ a varidavel aleatoéria representando o erro do
modelo Y. O problema de selecao de variaveis consiste em determinar um subconjunto
V C S de variaveis a serem incluidas no modelo. Equivalentemente, o problema de selecao
de variaveis consiste em determinar quais sao as componentes nao-nulas do vetor de

parametros .

Tal problema possui diversas abordagens de solucao literariamente consolidadas.
Dentre elas temos a sele¢ao do melhor subconjunto de variaveis: tal método consiste em
construir todos os modelos possiveis para a variavel resposta Y com as d variaveis de

X = (X, ..., Xy) e analisar qual modelo possui o menor nivel de erro (quando consideramos
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algum critério para mensurar os erros cometidos nos dados)
min erro(f).
f
Observagao. erro(f) é o tipo de funcao erro selecionada pelo usudrio para mensurar
numericamente o erro cometido pelo modelo f nos dados disponiveis.
Observacao. No contexto da andlise de regressao linear multipla, frequentemente conside-

ramos a funcao f como

f(X, Oé) = Qg + Oéle + OZQXQ + -+ OédXd.

Como as d variaveis em X permitem construir no maximo 2¢ modelos com con-
figuragoes distintas de varidveis, entdo temos que realizar os seguintes procedimentos
gerais para selecionar qual dos 2% modelos melhor se ajusta aos dados determinados por
X=(X1,...,Xq):

1. Comegamos com um modelo sem nenhuma variavel fy(z) = oy definido como um
modelo constante e igual ao intercepto «g. Tal modelo estd em um conjunto denotado

por M.

2. Para cada k € {1,...,d} denotamos por M o conjunto formado por todos os

modelos que contém exatamente k variaveis. Pela identidade combinatorial
d
d
j=0 \J

a uniao dos conjuntos My gera todos os modelos distintos possiveis com no maximo
d variaveis. Em seguida, escolhemos em cada conjunto My para k € {1,...,d} um
modelo f tal que

erro(fy) = }gﬁl erro(f)

gerando ao final um conjunto M = {f1,..., fa}.

3. A partir do conjunto M escolhemos o modelo com o melhor subconjunto de variaveis

de {X3,..., X4} como sendo o modelo fi, de indice kg tal que
erro(fr,) = min erro(f).

Temos ainda outros métodos de selecao de varidaveis que nao serao discutidos no

ambito deste trabalho.

Quando consideramos o modelo linear

Y:Of0+OélX1+052X2+"'+OédXd—|—e
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e um conjunto de observagoes (Y, X1, ..., Xy) podemos reescrever o modelo no formato de

produto matricial da seguinte forma
Y =Xa+e,

em que X € M,,xq4(R) é a matriz reunindo as observagoes das varidveis do modelo e e é o

vetor aleatério associado ao modelo em questao.

Determinar o modelo linear acima é equivalente a estimar os parametros em « e o
erro do modelo e. Usando o método de quadrados minimos, obtemos tais estimativas dos

pardmetros minimizando a funcao objetivo

fla) = (y = Xa)'(y — Xa).

Em (RAO; TOUTENBURG, 1995) vemos que encontrar uma solu¢ao para tal problema é

equivalente a encontrar uma solucao para o sistema linear
X'Xa =Xy,
cuja solucao geral é dada por
a=(X"X)"X'y+ (I - (X'X)" X" X)v,
em que v € R? é arbitrario.

Definigao 3.2.1. Seja A € M,,«,(R) uma matriz de posto qualquer. O espago coluna de

A é o espaco vetorial definido pelo conjunto
col(A) ={Az e R" | z € R"}.
Porém, a solucao do sistema acima existe independentemente da matriz de obser-
vacoes X ser inversivel e é chamada de inversa generalizada cuja definicdo segue:

Definigao 3.2.2. Seja A € M,,«,(R) uma matriz de posto qualquer. Uma inversa
generalizada de A é uma matriz G € M, (R) tal que X = Gy é uma solugdo da equacao
AX =y para todo y € col(A).

Observacao. No caso particular da matriz X ser inversivel, temos que
a=(X'X)"1 X"y,
¢ a solugao do sistema linear acima.

Os teoremas seguintes nos fornecem métodos para computar os coeficientes de
regressao do modelo linear descrito anteriormente. Com base neles podemos fazer o ajuste

dos modelos apés selecionar as variaveis a serem incluidas no mesmo.
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Teorema 3.2.1. A fungio objetivo f(a) = (y — Xa)'(y — Xa) alcanga valor minimo em
qualquer solucao de X‘'Xa = X'y. Além disso, a estimativa de y é dada por ¥ = X em

que a é qualquer solucdao de X' Xa = X'y.

Teorema 3.2.2. O estimador @ de a = (ay, ..., ay) é uma solu¢ao do problema
i - X
min [y — X[,

em que & é ortogonal a col(X), ou seja, @ é a projecao ortogonal de y sobre col(X). O

estimador & existe e é unico com expressao dada por

a=X(X'X)"X'.

O lema seguinte nos fornece uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um

estimador seja nao-viesado com variancia minima.

Lema 3.2.3. Seja T uma estatistica tal que E(T') = 6, e Var(T) < co. Entao, T' é um

estimador nao-viesado de varidncia minima para 6 se e somente se
cov(T,t) =0 Vt tal que E(t) =0e Var(t) < occ.
Teorema 3.2.4. O estimador linear ndo-viesado de dispersao minima para o = (ay, . . ., q)
é
a=(X'X)"'X".
A matriz de dispersao minima é

(XX

Visto que temos estimado o vetor de parametros «, podemos agora estimar o erro
do modelo. Tal erro pode ser estimado como
e=y— Xa,
em que & foi obtido no Teorema 3.2.4.

Teorema 3.2.5. O estimador do erro € = y — Xa do modelo é o estimador linear

nao-viesado de dispersao minima de e.

Com base no estimador do erro obtido no Teorema 3.2.5 podemos obter um
estimador nao-viesado para a variancia do modelo linear dado por

s = _ y'e
n — Posto(X)

Até o momento nao fizemos qualquer suposicao sobre a distribui¢ao do vetor erro
e associado ao modelo linear y = X« + e, implicando que os resultados apresentados até

aqui sao gerais em sua esséncia.
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A partir deste ponto, vamos supor que o vetor e possui distribui¢do normal
multivariada com média 0 e variancia ol e observemos as consequéncias imediatas. Dada
a distribuicdo do erro e, o modelo para y tém distribuigao N(Xa, 0?), o que nos permite

concluir o seguinte teorema.

Teorema 3.2.6. O estimador de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo
linear e o estimador obtido por quadrados minimos sao iguais. Além disso, o estimador de

méxima verossimilhanca % de o2 é assintoticamente nao-viesado.

Observagdo. Nesse caso, o estimador de maxima verossimilhanca coincide com o estimador
obtido por quadrados minimos porque estamos supondo a normalidade da variavel aleatéria

determinando o erro.

Sabendo que o estimador obtido por quadrados minimos é & = (X!'X) ' X'y e
que Var(a) = ¢*(X'X)™! podemos concluir supondo que existe o limite TLIEEO XtTX que
a converge em média quadratica para «. Dessa forma, prova-se que & é um estimador
consistente para a porque convergéncia em média quadratica implica convergéncia em

probabilidade.

Observagao. A prova dos teoremas acima encontram-se na referéncia (RAO; TOUTEN-
BURG, 1995).

3.3 O critério da informacao de Akaike

O critério da informagao de Akaike, popularmente conhecido como AIC(Akaike
information criterion) é um estimador de uma medida numérica conhecida como informagcao
de Kullback-Leibler (ANDERSON; BURNHAM; ANDERSON, 1998). Dadas duas fungoes
f e g, a informacgao de Kullback-Leibler é definida por

1(f,9) = Q/ f()In ( flz) ) .

g9(z,0)

A importancia de tal medida esta no fato que dado um conjunto de dados gerado por um
modelo f, a informacao de Kullback-Leibler entre f e g determina a informagao perdida
ao usar o modelo g para ajustar os dados gerados por f. Conhecendo a definicdo da
informacao de Kullback-Leibler podemos derivar o AIC' como um estimador de tal medida,
cuja expressao é

-~

AIC(g) = —2In(L(9)) + 2K,

em que 0 ¢ o estimador de méxima verossimilhanga dos parametros do modelo g e K é
o numero de parametros do modelo g. O AIC possui ampla aplicagdo para solucionar o
problema de selecao de modelos, ou seja, podemos buscar um modelo em um conjunto

finito de modelos M = {g1, ..., gm} que melhor se ajusta aos dados gerados por um modelo
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desconhecido f. A selecao de modelos ocorre buscando qual modelo em M possui menor

valor de AIC e consequentemente melhor aproxima o modelo desconhecido f.

Especificamente quando tratando de modelos de regressao linear com erro distri-

buido normalmente, o AIC pode ser escrito como

AICLp(g) =nln (W) + 2K,

em que SQR(g) é a soma dos residuos quadraticos do modelo g usado para aproximar o
modelo desconhecido f, K o niimero de parametros do modelo e n o nimero de observagoes
disponiveis nos dados. Quando consideramos a estimac¢ao dos parametros por meio do
método dos quadrados minimos, o nimero de parametros estimados ja inclui na contagem

o intercepto e a variancia do modelo, o que nos leva a observar o AIC' como
AICLp(g9) =nln (82> + 2K,
em que

n

52 S QR(Q)‘

Devido a estudos posteriores e limitagoes observadas na expressao inicial do AIC,
estimulou-se novas buscas por estimadores da informagao de Kullback-Leibler adequados
para diferentes contextos dos dados. Nos trabalhos (HURVICH; TSAI, 1991) e (SUGIURA,
1978), perceberam que o AIC' pode gerar estimativas imprecisas da informagao de Kullback-
Leibler se o nimero de parametros é grande em comparacao a quantidade de dados
disponiveis. Assim, derivaram um AIC ajustado a pequenas amostras chamado AIC, cuja

expressao €

AIC.(g) = AIC(g) + (2’““”) |

n—K-—1

onde n é o tamanho da amostra disponivel e K o nimero de parametros do modelo g.

Apesar de existirem variagdes do AIC, todas elas possuem termos de penalidade
dependendo de K (o ntimero de parametros do modelo). A existéncia de tais penalidades
implica que quanto maior o nimero de pardmetros K do modelo, maior o valor de AIC'
associado ao modelo. Como o objetivo da selecdo de modelos é encontrar um modelo com
o menor valor de AIC' em M, podemos simultaneamente realizar a selecao de variaveis
a serem incluidas no modelo visto que dados dois modelos em M com o mesmo valor
de AIC o principio da parsimoénia (variante do principio da navalha de Occam) declara
que o modelo com a menor quantidade de parametros é mais adequado para aproximar o
modelo desconhecido f. Dessa forma, obter um modelo com menos parametros nao-nulos

¢ equivalente a obter um modelo com menos varidveis (e suas tranformagoes).
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3.4 Algoritmos genéticos e selecao de variaveis

Os trabalhos (ACOSTA-GONZALEZ; FERNANDEZ-RODRIGUEZ, 2007), (PA-
TERLINI; MINERVA, 2010) e (LACERDA; CARVALHO; LUDERMIR, 2002) mostram
como os algoritmos genéticos podem ser utilizados para selecao de modelos no contexto
da construgao de modelos de regressao. Além disso, exibem estudos experimentais que
corroboram os beneficios do uso do algoritmo genético para o problema de selegao de
variaveis. Porém, tais trabalhos nao justificam do ponto de vista tedrico porque os algo-
ritmos genéticos sao uma classe com propriedades adequadas para a solugao deste tipo
de problema, nem mesmo especificam em detalhes a estrutura dos algoritmos genéticos
que estao utilizando nas andlises experimentais. No trabalho (LACERDA; CARVALHO;
LUDERMIR, 2002) os autores fazem uso de dois conjuntos de dados encontrados respec-
tivamente em (R.W., 1996) e (PURDIE LUCAS E.A.; 1992). O primeiro conjunto de
dados ¢ o conjunto 'Body fat measurement’ constituido por 252 observagoes e 16 variaveis
independentes: idade, peso, altura, densidade, peso corporal liquido , dez outras medidas de
circunferéncia corporal de um individuo e a variavel resposta é a porcentagem de gordura
corporal. O segundo conjunto de dados é o conjunto 'Cholesterol measurement’ formado
por 264 observagoes e 21 variaveis independentes, em que 20 destas variaveis descrevem
medidas de absor¢ao 6tica de amostras de sangue em diferentes frequéncias e a variavel

resposta é o nivel de colesterol no sangue.

Motivado por estas observagoes fizemos no Capitulo 2 a fundamentacio tedrica
ausente nos trabalhos mencionados e apresentamos a partir de agora como o algoritmo
genético elitista (homogéneo) pode ser usado para a sele¢do de varidveis visto que demons-
tramos no capitulo 2 que tal algoritmo converge quase certamente para o conjunto das
populagoes que contém o ponto de 6timo do problema de otimizagdo envolvendo a funcao
objetivo. O uso dos algoritmos genéticos € justificado por sua alta flexibilidade para solucao
de problemas de otimizagao, pois permitem uma busca simultanea de solugoes através
de uma populacao de candidatos a solucao ignorando diversas limitacoes necessarias em

outras técnicas de otimizagao (como diferenciagdo ou convexidade das fungoes envolvidas).

A partir de agora vamos mostrar como faremos uso dos algoritmos genéticos para
buscar solugoes para o problema de selecao de varidveis. De acordo com a exposi¢ao
sobre os algoritmos genéticos feita no Capitulo 2, o uso de uma fungao objetivo a ser
otimizada ¢ necessaria para utilizar algoritmos genéticos. Para selecionar as variaveis
e consequentemente modelos faremos uso do critério de selecao de modelos AIC (que
como vimos ¢ uma medida de discrepancia entre modelos e pode ser usada para selecao
de varidveis) que sera usado como fungao objetivo no algoritmo genético. Para ilustrar
como esses procedimentos ocorrem, suponha que temos um conjunto de dados X com
seis variaveis V = { X7, X, X3, X4, X5, Xg} e desejamos fazer sele¢ao de varidveis em V

utilizando o algoritmo genético. Para isso, vamos associar o nimero 0 a uma variavel
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quando a mesma nao esta incluida no modelo e o niimero 1 quando a variavel esta incluida
no modelo. No processo de inicializacao do algoritmo genético, geramos aleatoriamente (de
acordo com os procedimentos descritos no Capitulo 2) diversas configuragoes das varidveis
que definem os modelos. Vamos supor que obtivemos os modelos definidos pelas seguintes

configuragoes de variaveis
M = {110010,010111, 111100, 001010, 000111}.

Com base nessa populagao, avaliamos os modelos em M usando o AIC para determinar o
nivel de adequacao dos mesmos aos dados em X e mantemos uma copia do modelo em
M que apresenta menor valor de AIC' (de forma que nas iteragoes posteriores possamos
comparar as melhores configuracdes de variaveis encontradas e sempre manter uma copia
da configuracdo com menor valor de AIC'). Apés isso, aplicamos os operadores genéticos de
selec@o, cruzamento e mutagao conforme explicado no Capitulo 2. Com base na populagao
inicial usamos o AIC como funcao objetivo do algoritmo genético da seguinte forma: em
cada um dos modelos em M avaliamos o valor de AIC' do modelo (da mesma forma que
medimos a aptidao de um individuo em uma populacao quando descrevemos o algoritmo
genético no Capitulo 2) e aplicaremos os operadores de selegao (com o intuito de manter
as configuragoes de varidveis com menor valor de AIC), cruzamento (visando evitar
vieses na populacao obtida por selecao e diversificar as configuracoes de variaveis para a
préxima etapa) e mutacao (para evitar que o algoritmo convirja precipitadamente para
uma configuracao de variaveis cujo modelo linear associado tenha valor de AIC como um
minimo local quando consideramos a relacao de proximidade entre duas configuragoes
como o nimero de componentes diferentes entre duas sequéncias bindrias) com o objetivo
de obter uma configuracao de variaveis que apresente menor valor de AIC em relagao a
todas as outras configuragoes na populagao atual, ou seja, vamos usar o algoritmo genético
para obter um modelo linear com uma configuragao de varidveis alcancando o menor valor
possivel de AIC'. A solugao que vamos considerar ao final sera aquele modelo obtido apds
a aplicacao do algoritmo genético elitista que possui o conjunto de variaveis que apresente

o menor valor de AIC.

Observacao. De modo geral, ao usar o algoritmo genético no problema de sele¢ao de
variaveis criamos um conjunto aleatorio de candidatos a solugao. Tal conjunto sofre con-
tinuamente transformagoes randomizadas representadas pelos operadores genéticos de
sele¢do, cruzamento e mutagao (visando eliminar vieses na busca pela configuragao ade-
quada de varidveis). As sucessivas populagoes obtidas iterativamente, apresentam solugoes
cada vez melhores do problema de sele¢do (no sentido de apresentarem configuragoes
de varidveis cujos modelos lineares ajustados a essas variaveis possuem valores de AIC
cada vez menores, implicando em modelos com menos variaveis e melhores qualidades

preditivas).

Observagdo. O uso da codificagao binaria no algoritmo genético e da escolha do AIC como
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funcao objetivo foi deliberado e motivado pelo fato de que tais escolhas nos permitem
performar uma busca dirigida pelos modelos com menos variaveis e melhores propriedades
preditivas. Essa codificacao especifica permite representar o espaco de busca dos modelos
lineares ajustados aos dados e determinar a exata configuragao de variaveis do melhor

modelo para os dados.
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4 Aplicacao do algoritmo genético elitista em

um problema de selecao de variaveis

Conforme foi exposto no capitulo anterior com o exemplo do conjunto de dados
Credit, existem conjuntos de dados tais que a aplicacdo de técnicas para o problema
de selecao de variaveis baseadas em métodos de selecao gradativa de variaveis pode
levar a solugoes distintas. Veremos neste capitulo como o algoritmo genético elitista nos
permite superar esses problemas através de um método consistente, robusto e estavel
computacionalmente que nos permite encontrar uma solucao para o problema de selecao

de variaveis no conjunto de dados Credit.

Para contextualizar como faremos uso do algoritmo genético elitista para selecionar
variaveis em Credit e simplificar o nivel de complexidade inerente a compreensao das etapas
do mesmo, vamos fixar os parametros e hiperparametros deste algoritmo. Especificamente,
vamos executar uma iteragdo do AGE para solucionar o problema de selecao de variaveis
em Credit com uma populacao inicial de tamanho n = 8, probabilidade de cruzamento

p. = 0,6 e probabilidade de mutacgao p,, = 0, 1.

Detalhamos agora como representaremos o problema para usar o AGE . O espago

de estados do problema ¢é o conjunto
S ={0,1}",

formado por todas as sequéncias binarias de comprimento 11. Cada sequéncia em S
representa uma configuragao das variaveis selecionadas e nao-selecionadas para um modelo
de regressao linear (no caso do conjunto de dados Credit o bit 0 representa que a variavel
nao deve ser escolhida e 1 que a varidvel deve ser escolhida). A fungdo objetivo a ser
utilizada é o AIC (Akaike information criterion) discutido no capitulo anterior e sera
aplicada sobre os modelos de regressao linear definidos com as configuragoes de variaveis

determinada pelos elementos da populacao atual que o AGE esta lidando iterativamente.

O conjunto de dados Credit que serda utilizado para a selecao de varidveis pode ser
encontrado na bibilioteca ISLR e analisado apds o carregamento de tal biblioteca como
segue:
| head (data)

2 ID Income Limit Rating Cards Age Education Gender Student Married
3

11 1 14.891 3606 283 2 34 11 1 1 2
3
52 2 106.025 6645 483 3 82 15 2 2 2

2
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63 3 104.593 7075 514 4 71 11 1 1 1
2

74 4 148.924 9504 681 3 36 11 2 1 1
2

85 b5 55.882 4897 357 2 68 16 1 1 2
3

96 6 80.180 8047 569 4 77 10 1 1 1

11 Ethnicity Balance

13 1 3 333
14 2 2 903
15 3 2 580
16 4 2 964
17 5 3 331
18 6 & 1151

4.1 — Carregando dados presentes em Credit

buscamos encontrar qual a melhor combinacao de varidveis em Credit de forma a construir
modelos de regressao linear para prever a variavel Balance. As varidveis que consideramos
para essa busca sao as variaveis de nomes:

I colnames(datal,-12])

2 [1] "1ID" "Income" "Limit" "Rating" "Cards" "Age"
3 [2] "Education" "Gender" "Student" "Married" "Ethnicity"

4.2 — Nomes das varidveis em Credit

Definidos os detalhes técnicos podemos agora iniciar a simulagdo do AGE para
solucionar o problema de selegdo de varidveis. Podemos gerar uma populagao inicial com 8
individuos contendo 11 bits cada (onde 11 representa a quantidade de varidveis em Credit
a serem usadas para selegdo) com os parametros declarados anteriormente:

1 [[11]
2 [1] 01111000101 AIC: 4821.188

t [[2]]
5 [11 11011111001 AIC: 5222.036

7 [[3]]
8 [1] 1 01 01111010 AIC: 5488.230

10 [[4]1]
11 [1] 1

N
o
o
[
[N
o
[
[
o
-

AIC: 5917.383

13 [[5]1]
14 [11 O

-
(@]
o
S
[
[
S
-
(@]
o

AIC: 5915.468
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16 [[6]1]

7 [11 1 0011001111 AIC: 5378.100
18

19 [[7]1]

20 [11 01 010011110 AIC: 4854.932
21

22 [[81]

23 [11 11100110100 AIC: 4860.889

4.3 — Simulacao da populagao inicial e respectivos valores de AIC

Tendo como base essa populagao inicial armazenamos o individuo com menor valor

de AIC:

t [[1]]
2 [11 01111000101 AIC: 4821.188

4.4 — Individuo com menor valor de AIC

Aplicamos agora a primeira etapa do AGE : a selegao . Para isso, devemos selecionar
os individuos da populacao inicial com maior probabilidade de ter AIC baixo quando
consideramos os modelos de regressao linear definidos pelas configuragoes de variaveis
presentes na populagao inicial. Com base, no algoritmo do Apéndice obtemos a seguinte
nova populagao:

| fsel (popsel,dadosrecorte)
2

3 [[1]]

1 [1] 11100110100 AIC: 4821.188
6 [[2]]

7 [1] 11011111001 AIC: 5222.036
3

9 [[3]]

0w [1] 01111000101 AIC: 5488.230

12 [[4]]
3 [1] 10101111010 AIC: 5917.383

15 [[5]1]

6 [11 11100110100 AIC: 5915.468
17

15 [[6]]

9 [11 01 010011110 AIC: 5378.100
20

21 [[7]]

22 [1] 1

=
—
o
o
—
-
o
—
o
o

AIC: 4854.932
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[[811
[t] 1t 0011001111 AIC: 4860.889

W

N
ot

4.5 — Simulacao da etapa de selegao

Esta populacao ¢ formada pelos individuos da populagao inicial com maior proba-
bilidade dos modelos de regressao linear ajustados com as variaveis determinadas por eles

terem baixo valor de AIC.

A préxima etapa do AGE é realizar o processo de cruzamento. Com a probabilidade
de cruzamento estando fixada como p. = 0,6 vamos obter um subconjunto da populacao
obtida no processo de sele¢ao, onde cada elemento da populacao tém probabilidade 0,6 de
pertencer ao subconjunto. Por meio do AGE podemos gerar o seguinte subconjunto:

1 [[6]1]
2 [1] 01 01 0011110

4 [[71]
5 [11 11100110100

4.6 — Simulagao obtendo os individuos para sofrerem cruzamento

Com base nesse subconjunto o processo de cruzamento ocorrerd aos pares e o
elemento que ndo formar um par retorna inalterado para a populagdo (no nosso caso, nao
ha retorno de nenhum individuo). Os pares formados sofrerdo cruzamento a partir da
troca de bits definida pelo ponto de quebra 3 obtido aleatoriamente (conforme exposto
no Capitulo 1). Apoés isso, os pares modificados de individuos voltam a fazer parte da
populagao. Como resultado final do cruzamento temos a nova populacao :
| fpc(pc,popsel, popaux)

2
3 [[11]
t [11 1

=
o
—
[
—
—
=
o
o
—

AIC: 5222.036

6 [[2]1]
7 [11 O

[
e
e
[
o
o
o
e
o
[

AIC: 4821.188

9 [[3]1]
0 [1]1 1

o
—
o
=
—
-
—
o
—
o

AIC: 5488.230

12 [[4]]
3 [1] 10011001111 AIC: 5378.100

15 [[5]]
6 [1] 11100110100 AIC: 4860.889

18 [[6]]
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v [1] 11100110100 AIC: 4860.889

21 [[7]]
22 [1] 01 000110100 AIC: 5917.726

24 [[8]]
25 [1] 11110011110 AIC: 4839.548

4.7 — Nova populacao apods o processo de cruzamento

Assim, no processo de cruzamento trocamos aleatoriamente sequéncias de bits (que
representam a pertinéncia de uma varidvel ao modelo) entre configuragoes de variaveis
na populagdo na tentativa de obter novas configuragdes com valores menores de AIC do

modelo linear que inclui tais variaveis.

Apods a execugao do processo de cruzamento na populagdo passamos a ultima etapa
da primeira iteracao considerando que a probabilidade de mutagao esta fixada em p,, = 0,1
em cada individuo da populagdo obtida por cruzamento, modificaremos os bits de cada
individuo com probabilidade p,,. Assim, dado um individuo da populacao modificaremos

o bit 0 para 1 e vice-versa com probabilidade p,,. Obtemos a seguinte nova populacao:

| fpm(pm,popsel)

N

3 [[1]1]

1 [1] 001 00 O0O0O0O110
6 [[2]1]

7 [1] 1 0000111010
8

9 [[3]1]

0w [1] 01 010000101

12 [[4]1]
3 [1] 01100110000

15 [[5]1]
16 [1] O

o
o
=
-
o
o
=
o
=
=

18 [[6]]
19 [1] O

o
(@]
=
-
(@]
o
-
(@]
=
=

21 [[7]1]
22 [1]1 1

o
-
-
-
(@]
(@]
-
(@]
=
-

24 [[8]]
25 [1] 00 001 100O0O0 1

4.8 — Nova populagdao apos o processo de mutacao
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Ao final do processo de mutacgao, computamos o AIC do modelo de regressao linear

ajustado as variaveis em cada individuo da populacao obtida por mutacao. O resultado

desta computacao pode ser visto a seguir:

1 calcmin(popsel ,dadosrecorte)

3 [[11]

1 [1] 00100000110 AIC: 5379.169
5

6 [[2]1]

7 [11 1 0000111010 AIC: 6052.458
8

9 [[3]1]

0 [11 01 010000101 AIC: 4853.050
11

12 [[41]

3 [11 01100110000 AIC: 5228.321
14

15 [[5]11]

6 [1] 00011001011 AIC: 5499.465
17

18 [[6]11]

9 [1] 00011001011 AIC: 5499.465
20

21 [[7]1]

22 [1] 10111001011 AIC: 5501.367
23

24 [[811]

25 [11 00001100001 AIC: 6045.677

4.9 — Populagao obtida por mutacao e seus respectivos valores de AIC

Apés esse procedimento, verificamos se existe algum individuo cujo valor de AIC' do
modelo associado é menor do que o que armazenamos no inicio da iteragdo (caso haja
mais de um modelo escolhemos aquele com a menor quantidade de varidveis). No nosso
caso, nao ha nessa iteracdo uma configuragao de variaveis cujo valor de AIC seja menor
do que o que armazenamos inicialmente. Assim, a melhor solugdo encontrada até agora
permanece inalterada:

I [[11]
2 [1] 01111000101 AIC: 4821.188

4.10 — Configuragao de variaveis escolhida na primeira iteracao

Vejamos agora se obtemos uma solugao melhor ao realizarmos 10 iteracoes:

1 [[1]]



Capitulo 4. Aplicagdo do algoritmo genético elitista em um problema de selegio de varidveis 45

2 [1] 11110111101 AIC: 4838.009

1 [[2]1]
5 [t 11110111101 AIC: 4838.009

7 [[3]1]
8 [1] 11 11 0111101 AIC: 4838.009

10 [[4]1]
11 [1] 11 11 0111101 AIC: 4838.009

13 [[5]]
4 [1] 11110111101 AIC: 4838.009

16 [[6]]
7 [11 11110111101 AIC: 4838.009

19 [[7]11]
20 [1] 11111011110 AIC: 4824.936

22 [[8]]
23 [1] 11111011110 AIC: 4824.936

4.11 — Populacao obtida pelo A.G.E. apds 10 iteragoes

. Vemos que em 10 iteracoes o algoritmo ja estd em uma populagao contendo individuos
cujos menores valores de AIC' sdo préximos do menor encontrado até agora (embora ainda

sejam maiores).

Vejamos o resultado em 20 iteracoes:

1 [[1]]
2 [t 11111101111 AIC: 4822.05

1 [[2]1]
5 [t 11111101111 AIC: 4822.05

7 [[3]1]
¢ [11 11111101111 AIC: 4822.05

10 [[4]1]
11 [1] 11111101111 AIC: 4822.05

13 [[5]1]
4 [1] 11111101111 AIC: 4822.05

16 [[6]1]
17 [1] 11 111101111 AIC: 4822.05
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19 [[7]1]
20 [1] 1111110111 1 AIC: 4822.05

22 [[8]]
23 [1] 11111101111 AIC: 4822.05

4.12 — Populagao obtida pelo A.G.E. apds 20 iteragoes

. Na vigésima iteracao, o AGE estd uma populacao contendo copias do mesmo individuo.
Porém, nenhuma das configuragdes de variaveis nessa populagdo apresentou valor de AIC
menor do que o armazenado até o momento. Logo, nessa iteracao a solucao do problema
de selecao de variaveis em Credit permanece a mesma encontrada na primeira iteracao:

1 [[1]1]

2 [t 01111000101 AIC: 4821.188

4.13 — Configuragao de variaveis escolhida como solugido na vigésima iteracao

. Assim, as variaveis selecionadas em Credit foram:

I "Income" "Limit" "Rating" "Cards" "Student" "Ethnicity

4.14 — Variaveis escolhidas ao final da vigésima iteracao

Para finalizar, quando executamos o AGE com os pardmetros declarados ante-
riormente 1000 vezes em uma populagao de 1000 individuos obtemos como solugao do

problema de selecao de variaveis o seguinte resultado:

1 [01]]
2 [11 01111100100 AIC: 4817.039

4.15 — Variaveis escolhidas apdos 1000 iteracoes

. Esta configuracao apresenta valor de AIC menor do que as configuragoes obtidas no
espago de busca (todos os modelos possiveis). Além disso, tal configuracdo é a tinica que
apresenta menor valor global de AIC' (implicando esta ser a tinica solugdao possivel para
este problema) dentre todas as outras configuragdes no espago de busca. Assim, as varidveis

selecionadas foram:

1

2 "Income" "Limit" "Rating" "Cards" "Age" "Student"

4.16 — Variaveis escolhidas apos 1000 iteracoes

Observagao. No caso do conjunto de dados Credit, existe uma tnica solug¢ao possivel para

o problema de selecao de variaveis,ou seja, existe Unica configuragao de variaveis que
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minimiza o AIC. Em outros conjuntos de dados, é possivel existir miltiplas configuragoes
de variaveis minimizando o AIC' (multiplas solugoes do problema de sele¢ao de variaveis)
e cada uma dessas solugoes podem ser adequadas ao contexto do problema especifico a
ser representado (a escolha de uma solugao depende unicamente dos objetivos a serem

alcangados com o modelo determinado pela configuracdo de variaveis).

Observacao. Independentemente de escolhermos o AIC como funcao objetivo para ser
otimizada pelo algoritmo genético, a unicidade de solucao no problema de selecao de
variaveis nao pode ser garantida visto que dependendo do tipo de problema em que vamos
usar as variaveis selecionadas pelo algoritmo genético, é possivel que diversos subconjuntos

de variaveis diferentes expliquem bem as observagoes da variavel sob estudo.
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o1

APENDICE A - Implementacao do

algoritmo genético elitista

Segue o cddigo fonte do algoritmo genético elitista utilizado para simular o problema

de selecao de variaveis no ultimo capitulo deste trabalho.

rm(list=1s())

 #funcao a ser minimizada

f<-function(dadosrecorte ,popinicial){

n<-nrow (popinicial)
resultado<-c ()

for(i in 1:n){

}

aux<-0
auxl<-c ()
if (sum(popinicial [i,]==0)){
Im.fit=1m(Y~1, data=dadosrecorte)
aux<- AIC(1lm.fit) #Aqui e o valor do AIC quando o n.de variaveis
e zero.
}
if (sum(popinicial[i,]) !=0){
auxl<-which(popinicial[i,]!=0)
dadosaux<-as.data.frame (dadosrecorte[,c (1, Caux1+1))])
Im.fit=1m(Y~., data=dadosaux)
#aux<-sum(abs(residuals(lm.fit))) #Se fosse tentar minimizar o EMQ
aux<-AIC(1m.fit)
}

resultado[i]<-aux

return(resultado)

32 #0 espaco de estados sera dado por Uma lista de 11 entradas onde cada

uma delas

33 #representa uma das variaveis da regressao, se a entrada

correspondente a ela



APENDICE A. Implementagio do algoritmo genético elitista 52

#e 1, ela estara no modelo, se O ela nao estara no modelo. Usaremos o
AG para
#escolher quais as variaveis que cuja regressao nos retorno o menor

valor dos

) #residuos.

#Espaco de estados com 2711 elementos desde 00...0 ate 11...1

#Como o espaco de estados e muito grande teremos que otimizar a forma
de gerar

#as populacoes de selecao,cruzamento e mutacao

; fsel<-function (popsel,dadosrecorte){

n<-nrow (popsel)

aux<-c ()

aux<-f (dadosrecorte ,popsel)

m<-max (aux)

pesos<-m-aux+1

pescolha<-pesos/sum(pesos)
escolha<-sample(l:n,n,prob = pescolha,replace=TRUE)
paux<-popsel [escolha,]

return (paux)

fpm<-function (pm,popsel){
n<-nrow (popsel) -1
aux<-c ()
popaux<-matrix(rep(0,31*(n+1)) ,ncol=31)
popaux [n+1,]<-popsel[n+1,]
for(i in 1:n){
aux<-sample(c(0,1) ,31,replace = TRUE,prob=c(l-pm,pm))
popaux [i,]<-abs(popsel[i,]-aux)
}

return (popaux)

#Nesse momento popsel e popaux devem ser iguais para aplicar o

cruzamento

fpc<-function(pc,popsel, popaux){
n<-nrow (popsel) -1
aux<-usados<-c ()
aux<-sample(c(0,1) ,n,replace = TRUE,prob=c(l-pc,pc))

usados <-which (aux==1)
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g<-length (usados)
if ((qh/%h2) >=1)
{
for (s in 1:(q%/%2))
{
pquebra<-sample (0:31,1)
if (pquebra!=0 & pquebra!=31){
popsel [usados [(2*xs-1)],pquebra:31]<-popsel [usados [(2*s)],
pquebra :31]
popsel [usados [(2*s)],pquebra:31]<-popaux[usados [(2*s-1)],
pquebra:31]
}

}

return (popsel)

}

#Calculo do minimo

5 calcmin<-function (popsel,dadosrecorte){

aux<-c ()

aux<-f (dadosrecorte, popsel)

aux1<-c ()

auxl<-which.min (aux)
ifelse(length(auxl)>1,auxl<-sample(auxl,1) ,auxl<-as.numeric (auxl))

return (c (auxl,aux[aux1]))

; #Comeca o algoritmo

, bestconf <-function(pm=pm, pc=pc,npop=npop,npassos=10,dadosrecorte=

dadosrecorte) {

mudpm<-(pm-0.001) /npassos

resultado<-matrix(rep(0,as.numeric (33*npassos?’/%100)) ,ncol=33)

#Gerando a populacao inicial

; popaux<-popsel<-matrix(rep(0,31*(npop+1)),ncol=31)

, #Escolhendo a matriz inicial aleatoriamente

popsel<-matrix (sample(c(0,1) ,31*x(npop+1) ,replace=TRUE) ,nco0l=31)
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122 #Encontrando o minimo para colocar na ultima linha

124 linha<-calcmin (popsel [-(npop+1) ,],dadosrecorte)
125 popsel [(npop+1) ,]<-popsel[linhal[1],]

127 #Comeca o loop do AG

129 for(o in 1:npassos){
130 if(0%%10) {pm<-pm-mudpm}

132 popsel [1:npop,]<-fsel(popsel[-(npop+1),],dadosrecorte)
134 popaux<-popsel

136 popsel<-fpc(pc,popsel, popaux)

138 popsel<-fpm(pm,popsel)

140 #Vai trocar ou nao o melhor

142 #linha<-calcmin (popsel [-(npop+1) ,],dadosrecorte) [1]
144 linhal<-calcmin (popsel ,dadosrecorte)

146 if (0%%100==0) {

147 aux<-0

148 auxl<-c()

149 if (sum(popsel[linhal [1],]==0)){

150 Im.fit=1m(Y~1, data=dadosrecorte)

151 aux<- summary(lm.fit) #Aqui e o valor do R2 do modelo escolhido

com o menor AIC.

152 }

153 if (sum(popsel[linhal[1],]) !'=0){

154 auxl<-which(popsel[linhal [1],]!=0)

155 dadosaux<-as.data.frame (dadosrecorte[,c (1, Caux1+1))1]1)

156 Im.fit=1m(Y~., data=dadosaux)

157 #taux<-sum(abs(residuals(1lm.fit))) #Se fosse tentar minimizar o EMQ
158 aux<-summary (lm.fit)

159 }

160 resultado [0%/%100,]<-c(popsel[linhal[1],],1linhal [2],aux)
161 print (resultado[0%/%100,])

162 }

163 popsel [(npop+1) ,]<-popsel[linhal[1],]

164 }

165 return(resultado)

166 }
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pm=0.99

pc=0.6

npop=1000

resultado<-bestconf (pm=pm, pc=pc,npop=npop,npassos=10000, dadosrecorte=

dadosrecorte)

5 bestconf (pm=pm, pc=pc,npop=npop,npassos=200,dadosrecorte=dadosrecorte)

resultado<-matrix (rep(0,31%10) ,nco0l=31)
for(j in 1:10){
resultado[j,]<-bestconf (pm=0.9, pc=0.5,npop=100,npassos=10000,

dadosrecorte=dadosrecorte)

A.1 — Codigo fonte do algoritmo genético elitista
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