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Resumo

Nesta dissertacao, apds uma breve revisao sobre a Teoria da Relatividade Geral de
Einstein e suas aplicagoes para os modelos cosmologicos de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW), apresentamos e discutimos as teorias alternativas de
gravidade denominadas de gravidade f(R). Estas teorias surgem quando substitui-
mos na acao de Einstein-Hilbert o escalar de curvatura de Ricci R por qualquer fun-
¢ao f(R) nao-linear bem comportada. Elas fornecem uma maneira alternativa para
explicar a aceleracao céosmica atual sem necessitar envolver qualquer componente
de energia escura ou a existéncia de dimenssoes espaciais extras. Quando lidamos
com gravidade f(R), dois diferentes principios variacionais podem ser seguidos, a
saber, o formalismo métrico e o de Palatini, os quais levam a equagoes de movimento
muito diferentes. Descrevemos brevemente o formalismo métrico e entao nos concen-
tramos no principio variacional de Palatini para a acao da gravidade. Fazemos uma
derivagao sistemaética e detalhada das equagoes de campo para a gravidade f(R)
de Palatini, as quais generalizam as equagoes de Einstein da Relatividade Geral.
Em seguida obtemos as equacoes de Friedmann generalizadas, que podem ser usa-
das para testes cosmologicos. Para exemplificar, usamos compilagoes recentes de
observagoes de supernovas do tipo Ia e mostramos como a classe de teorias de gravi-
dade f(R) = R — 3/R" explica a recente aceleragao observada do universo quando

colocamos vinculos razoaveis sobre os parametros livres 3 e n.

Examinamos também a questdo de como teorias f(R) de gravidade em Pa-

latini permitem espacos-tempos em que a causalidade, um resultado fundamental

vi



em qualquer teoria fisica [22], é violada. Como é bem conhecido, na Relatividade
Geral existem solucoes para as equagoes de campo que possuem anomalias causais
na forma de curvas tipo-tempo fechadas, sendo o modelo de Gédel o exemplo mais
bem conhecido de tais solugbes. Aqui mostramos que toda solugao do tipo-Godel
de gravidade f(R) em Palatini com fluido perfeito, caracterizado por densidade p
e pressao p, satisfazendo a condicao de energia fraca p + p > 0, é necessariamente
isométrica a geometria de Godel, demonstrando, portanto, que essas teorias apre-
sentam anomalias causais na forma de curvas tipo-tempo fechadas. Esses resultados
ampliam um teorema sobre modelos tipo-Godel para a estrutura das teorias de gra-
vidade f(R) de Palatini. Derivamos uma expressao para o raio critico r. (além do
qual a causalidade é violada) para uma teoria arbitraria de gravidade f(R) de Pa-
latini. A expressao encontrada tornou claro que a violacao da causalidade depende

da forma de f(R) e dos componentes do contetdo de matéria.

Examinamos objetivamente as solugoes tipo-Godel de um fluido perfeito na
classe f(R) = R — /R" das teorias de gravidade de Palatini e mostramos que,
para uma densidade de matéria positiva e para # e n em um intervalo permitido
pelas observagoes, essas teorias nao admitem como solugoes de suas equacoes de
campo a geometria de Godel juntamente com um fluido perfeito. Nesse sentido,
teorias de gravidade f(R) remediam a patologia causal na forma de curvas tipo-
tempo fechadas que é permitido na Relatividade Geral. Examinamos também essa
violagao de causalidade ao considerar um campo escalar como conteiido material.
Para essa fonte, mostramos que a gravidade f(R) em Palatini da origem a uma
tnica solucao do tipo-Godel sem violagao de causalidade. Finalmente, mostramos
que a combinacao de um fluido perfeito mais um campo escalar como fontes de
geometrias tipo-Godel, levam a solugoes na forma de curvas tipo-tempo fechadas

como a solugoes sem violagao de causalidade.
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Abstract

In this dissertation, after a brief review on the Einstein’s General Relativity Theory
and its application to the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) cosmo-
logical models, we present and discuss the alternative theories of gravity dubbed
f(R) gravity. These theories come about when one substitute in the Einstein-Hilbert
action the Ricci curvature R by some well behaved nonlinear function f(R). They
provide an alternative way to explain the current cosmic acceleration with no need
of invoking neither a dark energy component, nor the existence of extra spatial di-
mensions. In dealing with f(R) gravity, two different variational approaches may
be followed, namely the metric and the Palatini formalisms, which lead to very
different equations of motion. We briefly describe the metric formalism and then
concentrate on the Palatini variational approach to the gravity action. We make a
systematic and detailed derivation of the field equations for Palatini f(R) gravity,
which generalize the Einstein’s equations of General Relativity, and obtain also the
generalized Friedmann equations, which can be used for cosmological tests. As an
example, using recent compilations of type Ia Supernovae observations, we show
how the f(R) = R — (3/R"™ class of gravity theories explain the recent observed
acceleration of the universe by placing reasonable constraints on the free parameters

£ and n.

We also examine the question as to whether Palatini f(R) gravity theories
permit space-times in which causality, a fundamental issue in any physical theory

[22], is violated. As is well known, in General Relativity there are solutions to the
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field equations that have causal anomalies in the form of closed time-like curves,
the renowned Godel model being the best known example of such a solution. Here
we show that every perfect-fluid Godel-type solution of Palatini f(R) gravity with
density p and pressure p that satisfy the weak energy condition p + p > 0 is neces-
sarily isometric to the Godel geometry, demonstrating, therefore, that these theories
present causal anomalies in the form of closed time-like curves. This result extends a
theorem on Godel-type models to the framework of Palatini f(R) gravity theory. We
derive an expression for a critical radius r. (beyond which causality is violated) for
an arbitrary Palatini f(R) theory. The expression makes apparent that the violation

of causality depends on the form of f(R) and on the matter content components.

We concretely examine the Goédel-type perfect-fluid solutions in the f(R) =
R—f3/R" class of Palatini gravity theories, and show that for positive matter density
and for # and n in the range permitted by the observations, these theories do not
admit the Godel geometry as a perfect-fluid solution of its field equations. In this
sense, f(R) gravity theory remedies the causal pathology in the form of closed time-
like curves which is allowed in General Relativity. We also examine the violation
of causality of Godel-type by considering a single scalar field as the matter content.
For this source, we show that Palatini f(R) gravity gives rise to a unique Godel-
type solution with no violation of causality. Finally, we show that by combining a
perfect fluid plus a scalar field as sources of Godel-type geometries, we obtain both
solutions in the form of closed time-like curves, as well as solutions with no violation

of causality.
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Notacao e Convencoes

A assinatura da métrica (-, +, +, +)

e Considere a velocidade da luz sempre com valor unitario (¢ = 1) e a constante

de acoplamento gravitacional xk = 87 G.

e Os indices gregos variam de 0 a 3 e os latinos de 1 a 3. Indices repetidos

obedecem a convencao de Einstein.
e Meétrica Conforme: h,
e Determinante de h,,: h
e Conexoes de Levi-Civita Generalizadas na Métrica hy,: I';,

e Conexoes Levi-Civita na Métrica g,,: {ﬁy}

[0}

e Tensor de Curvatura Generalizado: EMBV

e Escalar de Ricci Generalizado: R

e Derivada Covariante na Base de Tetrada 04: D4

e D’lambertiano de ® na Base de Tetrada: O® = 48V, V®
e Derivada Covariante com Respeito a {ij}: V.

e Derivada Covariante com Respeito a I'},: 'V,

v



e Campo Escalar (genérico): ¢

e Campos de Matéria (coletivamente): 1
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Capitulo 1

A Teoria de Einstein para o Campo

Gravitacional.

1.1 Introducao

A curiosidade humana sobre o entendimento da natureza remete a muitos séculos
passados. Nesse sentido, sempre foi de grande interesse dos pensadores da antigui-
dade a busca por leis que regessem o universo, em particular o interesse por leis que
expressassem a relacao de interagao de corpos a distancia. Apds muitas especulagoes
filosoficas e qualitativas desses pensadores, faltava-lhes um tratamente mais fomal e
quantitativo. Coube ao proeminente cientista inglés do século XVII, Sir Isaac New-
ton, propor e formalizar um processo de interacao a distancia de corpos materiais,
dada por uma lei bem definida, a chamada Lei da Gravitagdo Universal [1|. Essa,
por sua vez, estabelece que o médulo da forca de interagao gravitacional ocorre
proporcionalmente ao produto das massas dos corpos interagentes e inversamente

proporcional ao quadrado da distancia de separacao entre eles, isto €,

e (1.1)



Na equagao (1.1), G é a constante de gravitagdo universal (G = 6.67 X
107" Nm?kg™'); m; e my sao as massas pontuais dos corpos interagentes e r é a

distancia de separagao entre eles.

No entanto algo sutil caminhava junto a essa idéia. O fato era que essa inte-
racao gravitacional a distancia se dava instantaneamente. Tal observagao durou por
muito tempo até surgirem as idéias de James C. Maxwell sobre o Eletromagnetismo.
Maxwell observou que as interagoes de fmas, por exemplo com pedagos de ferro, se
apresentavam da forma como Michael Faraday sugerira, ou seja, primeiramente o
pedago de ima geraria ao seu redor uma regiao de influéncia denominada de campo
e que por meio deste haveria a atuacao do ima sobre os pedacos de ferro. A teoria
de Newton para o campo gravitacional mostra-se analoga a Teoria Eletromagnética,
sugerindo que a interacao gravitacional entre corpos materiais deveria ser mediada
por um campo gravitacional de tal modo que a interacao instantanea de Newton

nao faria mais sentido.

No desenvolvimento da teoria Newtoniana para a gravitacao, é verificado que
a equacao de campo que descreve a gravidade somente depende de um componente,
o potencial gravitacional, sendo este dependente unicamente da distancia da fonte
ao corpo teste [2], ndo havendo qualquer referéncia ao tempo de retardamento, o
que mais tarde seria necesséario para o desenvolvimento da Teoria da Relatividade
Especial. Conforme veremos mais adiante, os campos da Teoria da Relativiade
Geral dependerao do tensor métrico e este tera 16 componentes, das quais 10 serao
independentes, sendo func¢oes das coordenadas espaciais e do tempo, como desejava

a Teoria da Relatividade Especial.

Com novas interpretagoes de conceitos fundamentais como espaco, tempo,
matéria e energia, Albert Eintein em 1905 prop6s uma versao inovadora e radical
desses conceitos, bem como uma reformulagao da Mecanica. Nessa época, foi intro-
duzido, pelo fisico alemao Hermann Minkowski, o conceito de espago-tempo como

uma Unica entidade, ao contrario do espago e tempo separados da Fisica Newto-



niana. As idéias de Einstein ficaram conhecidas como a Teoria da Relatividade
Especial. Os fundamentos que regem a Teoria da Relatividade Especial se baseam
em dois postulados, a saber: i) as leis da Fisica devem ser as mesmas para quaisquer
observadores inerciais, isto é, que estejam em movimento uniforme uns em relacao
aos outros, e ii) a velocidade da luz tem o mesmo valor, independente do movimento

relativo entre observador e a fonte, sendo esta a velocidade limite da natureza.

Apo6s a construcao da Teoria da Relatividade Especial em 1905, Einstein
estava convencido de que ela estava incompleta pelo menos em dois aspectos [3].
Em primeiro lugar, afirmava que nenhuma interagao fisica poderia se propagar mais
rapido que a velocidade da luz; isso vinha a se contrapor com a teoria da gravidade
de Newton, que concebia a gravidade como uma forga que agia instantaneamente
sobre objetos distantes. Em segundo lugar, aplicava-se somente a uma descri¢ao do
movimento do ponto de vista de referenciais inerciais. Uma transi¢ao para referen-

ciais nao-inerciais lhe tomaria mais 10 anos de esforco e dedicagao.

A fomulacao quadridimensional desenvolvida por Minkowski para a Teoria
da Relatividade Especial serviu como subsidio para uma teoria mais geral de relati-
vidade, embora Einstein tenha refutado inicialmente tal formulacao. Além disso, o
conceito de espago-tempo defendido na Teoria da Relatividade Especial nao poderia

ser simplesmente transferido para uma Teoria da Relatividade Geral.

Contudo, antes de chegarmos a formulagao desenvolvida por Einstein para a
Teoria da Relatividade Geral é necessario enfatizar que o objetivo a que Einstein
se propunha era de generalizar a Teoria da Relatividade Especial, passando de re-
ferenciais apenas inerciais para os referenciais acelerados , ou seja, os referenciais
nao-inercias [4]. Tentando essa generalizacao, ele foi acometido do “Pensamento mais
feliz de sua vida” o chamado Principio da Equivaléncia. Esse principio coloca em
pé de igualdade as massas inerciais e as massas gravitacionais, isto é, a mesma qua-
lidade do corpo se manifesta ora como “inércia”, ora como “gravidade” (“peso”) [5].

Assim, em sua tentativa de generalizar a Teoria da Relatividade Especial, Einstein



inevitavelmente se via envolvido em uma nova teoria de gravitagao!

Para exemplificar o Principio da Equivaléncia podemos pensar da seguinte
forma: suponha que uma pessoa esteja dentro de uma cabine fechada (de forma que
garanta o nao acesso a qualquer informagao externa) e que este conjunto (cabine +
pessoa) se encontra em movimento acelerado em relagdo a um referencial inercial
externo a ela. Suponha também que a pessoa da cabine se sinta prensada em direcao
ao piso da mesma. Dessa forma, esse observador interno a cabine nao saberia dizer,
por qualquer experimento fisico que realizasse, se estaria colada ao chao devido a
presenca de um campo gravitacional dentro da cabine, ou se seria devido a uma ace-
leracao que o conjunto da cabine estaria sofrendo. De maneira similar imagine que
essa pessoa agora esteja flutuando no interior dessa mesma cabine. Provavelmente,
ela também nao saberia dizer se estaria flutuando juntamente com a cabine no es-
paco sideral devido a auséncia de interacao gravitacional, ou se estaria em queda
livre com aceleragao igual ao campo gravitacional local externo a cabine. Essa ex-
periéncia de pensamento constitui o Principio da Equivaléncia que alicerca a Teoria
da Relatividade Geral, ou seja, a nao distingdo localmente (o quanto seré esse “lo-
calmente” dependerd da quantidade de encurvamento do seu espago-tempo, isto é,
de seu tensor métrico) entre campo gravitacional uniforme/estatico e um sistema
uniformemente acelerado. Para um entendimento mais técnico sobre a necessidade
de o Principio da Equivaléncia ser valido localmente, “imagine uma regiao R; no
espaco-tempo e um sistema de coordenadas cuja origem estd em R;. Podemos entao
marcar uma regiao R., encolhida pelo fator e, multiplicando os valores das coor-
denadas dos eventos de R; por €. Com esses tipos de regides, podemos formular
o Principio da Equivaléncia. Para um sistema cujas linhas de universo de todos o
seus elementos passem por R. e que nao sofram forga externa nao-gravitacional, os

efeitos gravitacionais observaveis dentro de R; sdo pequenos, da ordem de R.” [6].

Essas pequenas regioes sao necessarias porque o Principio da Equivaléncia

tem validade localmente e nelas hé a garantia de uniformidade dos campos gravi-



tacionais atuantes. Isso significa que, ao analisar fenémenos onde possam existir
aceleragoes, isto é, onde os referencias sao nao-inerciais, é possivel ao menos local-
mente, estudar o mesmo fendémeno do ponto de vista de um referencial inercial onde
existe um campo gravitacional uniforme e estatico. Isso é garantido pelo Principio

da Equivaléncia.

Fazendo o mesmo exercicio de pensamento, agora analisando um raio de
luz que atravessasse de um lado a outro dentro da cabine, Einstein concluiu que
o observador interno a cabine veria que o raio entraria por um ponto e sairia por
outro, havendo um desnivel entre eles. Dessa forma, para esse observador, o raio
de luz sofreu um encurvamento. Por outro lado, pelo Principio da Equivaléncia, o
mesmo encurvamento deveria ser observado quando o raio de luz passasse por fortes

fontes de campo gravitacional!

Einstein logo percebeu que a geometria envolvida nos processos de generali-
zagao da Teoria da Relatividade Especial deveria ser alterada deixando de ser plana

para ser curva.

Na teoria relativistica da gravitagao, o espacgo-tempo possui caracteristicas
nao usuais. Por exemplo, ele é: i) Curvo: dizemos que o espago-tempo da Re-
latividade Geral tem uma geometria nao-euclidiana. Na Relatividade Especial, o
espago-tempo é plano; ii) Lorentziano: as métricas do espago-tempo devem ter
sinais mistos. Isto é herdado da Relatividade Especial. Em seu desenvolvimento, a
Teoria da Relatividade Geral esté baseada em um conjunto de principios fundamen-
tais. Esses principios foram sendo criados ao longo do desenvolvimento da propria

teoria. Para esclarecer melhor, os apresentaremos a seguir.
1. Principio Geral da Relatividade: as leis da Fisica devem ser as mesmas
para todos os observadores, estejam eles acelerados, ou nao.

2. Principio da Covariancia Geral: as leis da Fisica devem ter a mesma forma

em todos os sistemas de coordenadas.



3. O movimento inercial é o movimento geodésico: as linhas de universo
de particulas nao afetadas por forgas fisicas sao geodésicas tipo-tempo ou nulas

do espago-tempo.

4. Principio da invariancia de Lorentz local: as leis da Relatividade Especial

se aplicam localmente para todos os observadores inerciais.

5. O espago-tempo é curvo: isso permite que os efeitos gravitacionais, como
por exemplo a queda livre, sejam descritos como uma forma de movimento

inercial.

6. A curvatura do espago-tempo é criada pelo momento-energia contido
no espago-tempo: isto é descrito na teoria relativistica da gravitagao pelas

“equacoes de campo de Einstein”.

Para FEinstein, suas equagoes de campos deveriam refletir como o campo
gravitacional age sobre a matéria, dizendo a ela como se mover e, da mesma forma,
como a matéria gera o campo gravitacional no espago-tempo, dizendo a ele como se

encurvar.

1.2 A Lagrangeana de Einstein-Hilbert.

A equagdo que rege o campo gravitacional newtoniano é descrito pelo potencial
gravitacional que advém da equacao de Poisson. Quando Einstein desenvolveu a
Teoria da Relatividade Geral, ele utilizou para isso uma analogia com a equacao de
Poisson. A dedugao feita por Einstein, com base nessa analogia, pode ser encon-
trada em alguns livros textos (por exemplo [7]). Diferentemente, faremos aqui uma
exposicao mais conveniente da teoria de Einstein. Representando a acao gravitacio-
nal e a acao da matéria do espago-tempo, utilizaremos a formulagao Lagrangeana e

apresentaremos as equacoes que regem o campo gravitacional para Teoria da Rela-



tividade Geral. Para justificar essa preferéncia, daremos razoes para que esta forma

seja padrao.

A Relatividade Geral é uma teoria classica e, portanto, nenhuma referén-
cia a uma agao é realmente fisicamente necesséria; ela poderia apenas conter suas
equacoes de campo sem necessitar de uma formulacao Lagrangeana. Entretanto,
uma formulagao Lagrangeana dessa teoria tem seus méritos. Colocando de lado sua

elegancia, existem pelo menos duas razoes para torna-la padrao:

e Em um nivel quantico, a acao de fato adquire um significado fisico e ha a
expectativa de se ter uma teoria fisica da gravidade mais fundamental, dando

uma efetiva acao gravitacional de baixa energia em um limite apropriado.

e E mais facil comparar teorias alternativas de gravidade por meio de uma acéo,
do que simplesmente por suas equacoes de campo, ja que estas sao mais compli-
cadas. Além disso, parece que, em muitos casos, noés temos um alcance melhor
do entendimento fisico quando estas teorias sao descritas por uma agao (termos

cinéticos, dindmicos e acoplados) [8].

A Relatividade Geral assume que a interagao gravitacional é mediada pela
métrica e nenhum outro campo faz esse papel. Qualquer outro campo estaria associ-
ado a agao da matéria. Portanto, a estrutura geral da agao incluiria a Lagrangeana
para a gravidade, a qual depende exclusivamente da métrica, mais a Lagrangeana

da matéria, que dependeria dos campos de matéria.

No6s necessitamos que a acgao da matéria em sua variagao com respeito a

métria fornega o tensor energia-momento da matéria. Assim, nés definimos

2 0Su
T, =—————, 1.2
K /_g(sg;w ( )

onde 0/0g" é a derivada funcional com respeito a métrica,
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Sy = / 42/ =GLas (G V), (13)

¢ a acao da matéria, g ¢ o determinante da métrica g,,, Ly ¢ a densidade La-

grangeana da matéria e 1 refere-se coletivamente aos campos de matéria.

Para representar a forma da acao gravitacional, nos utilizaremos dos ar-
gumentos que Hilbert usou em sua formulacao. Primeiramente, a densidade La-
grangeana seria um escalar covariante para que pudesse levar a equagdes covari-
antes (equagoes tensoriais). Essa representacao é necessaria porque necessitamos de
equagoes de campo que sejam independentes do sistema de coordenadas (Principio
da Covariancia Geral). Segundo, a densidade Lagrangeana dependeria apenas da
métrica e de suas derivadas primeira e nao de qualquer ordem maior de derivada,
pois assim a variagao métrica da acao nos levaria a equagoes diferenciais de segunda
ordem. Isso é conveniente, ja que nao conhecemos nenhuma teoria de campo que nos
dé equacoes diferenciais de ordem superior a dois. No entanto, essas necessidades
apareceram como uma grande dificuldade para Hilbert, pois nao havia escalar covari-
ante geral que se pudesse construir apenas com a métrica e suas derivadas primeiras.
As derivadas primeiras da métrica nao sao objetos covariantes e nenhuma combi-
nacao podia ser feita para torné-las objetos covariantes. O mais simples escalar
covariante geral que se poderia construir seria o escalar de Ricci, que é obtido pela
contracao do tensor de Ricci com a métrica e que depende da derivada segunda
desta. Essa foi a motivacao de Hilbert para definir a acao gravitacional para a

Relatividade Geral como

1

4 J—
16:C d*zv/—gR. (1.4)

SEH =

Nao entraremos nos detalhes técnicos da demonstracao das equacoes de campo
porque nao é o motivo principal dessa dissertacao. Ademais, os mesmos ja sao bas-

tante conhecidos na literatura. (Para mais detalhes veja as referéncias |9, 10]).
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Variando esta agdo com respeito a métrica (campos dindmicos e indepen-

dentes), obtemos a expressao

R

ng/ = 0. (15)

R, —
Estas sdo as equagoes de Einstein quando 7},, = 0 (Tensor Energia-Momento).
Porém, um caso mais geral pode ser obtido pela incorporacao da agao da matéria

tal que T, # 0, ou seja,

R

§g,w = 81GT ),

Ry — (1.6)

onde G ¢é a constante de gravitagao universal de Newton. Essas sao as equagoes do

movimento/campo da Relatividade Geral.

1.2.1 O Modelo Cosmolégico de Friedmann-Lamaitre-Robertson-

Walker (FLRW).

O modelo FLRW tem como presupostos que o universo seja espacialmente homogé-
neo e isotropico em cada instante de tempo. Embora existam inomogeneidades locais
como galaxias, aglomerados etc., essas “imperfei¢oes” sao despreziveis numa escala

da ordem de 100 Mpc [11].

Em coordenadas esféricas, a métrica de FLRW tem a forma

dr?

ds® = —dt* + a*(t
s + a“(t) T

+ r2d0* + r? sin?(0)d¢? | , (1.7)

onde k é o parametro de curvatura espacial e pode assumir os valores -1, 0, 1, caso o
universo seja hiper-esférico (fechado), espacialmente plano ou hiperbolico [11]; a(t)

¢é o fator de escala da parte espacial da geometria.



A métrica de FLRW admite como fonte de curvatura um fluido perfeito, cujo

tensor energia-momento ¢ dado por

T/w - (,0 + p)uuuu + PIuv, (18)

tal que u, denota a quadri-velocidade de um observador comével com o fluido, p e
p sao, respectivamente, a densidade de energia e a pressao do fluido. Com isso, as

equagoes de movimento de Einstein sao

N 2
a 8tGp k
(—) SR (1.9)

a a

a —4nG(p + 3p)
— = 1.1

onde o ponto sobre a, representa a derivada temporal desta fungao. Assim, a equagao
(1.9) trata da velocidade de expansao, ou contragao do universo enquanto que a

equagao (1.10) refere-se a aceleragao da expansao, ou contragao.

Einstein estava interessado em soluc¢oes para as quais o universo se revelasse
estatico (@ = 0), pois os dados observacionais da época apontavam nessa diregao.
Além disso, ele pensava que sua teoria incorporava o principio de Mach no qual
a inércia dos corpos materias é determinado pelo contetido material do universo
(mais tarde as solugbes encontradas por de Sitter [12] e Kurt Godel [13] mostraram
a nao veracidade daquela afirmacdo). Um universo estatico com a densidade de
energia positiva é compativel com (1.9) caso a curvatura espacial seja positiva (k =
1); entretanto, (1.10) mostra que @ jamais desaparecera neste espago-tempo caso a
pressao p seja nao-negativa (o que é verdade para a maioria das formas de matéria
ordinaria existentes, tais como: estrelas e gas, por exemplo). Einstein, entao, propoe

uma modifica¢ao de suas equagoes para [14]
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R
R, — ng, —Agy =87GT,,, (1.11)

onde A é um novo parametro livre, a constante cosmologica. De fato, o lado esquerdo
de (1.11) possui todos os pré-requisitos aferidos anteriormente, ou seja, é localmente
mais geral, invariante sob mudancas de coordenadas, a divergéncia é nula, simétrico
e podemos construir o tensor de dois indices somente da métrica e de sua primeira e

segunda derivada. Com esta modificagao as equagoes (1.9) e (1.10) tomam a forma

N\ 2
(g) _8nGp+ Ak (1.12)

a 3 a?’

(1.13)

a AnG(p+3p) A
N = _|_ —_
a 3 3

Essas equacoes admitem a solucao estatica com curvatura espacial positiva
e todos os parametros p, p e A nao negativos. Tal solu¢ao é chamada de “Universo

Estatico de Einstein”.

A descoberta de que o universo esta em expansao [15] eliminou a necessidade
empirica para um modelo de universo estatico. Isso mostra que qualquer desvio
entre os termos da equagao (1.13) provocaria o desmoronamento de uma solugao
estatica. Entretanto, o desaparecimento da motivacao inicialmente introduzida por
Einstein pela necessidade da introdugao da constante cosmolégica nao mudou seu
status como a de uma legitima adigcao para as equacgoes de campo gravitacional, ou
como um parametro a ser determinado pelos dados cosmoldgicos. A tnica maneira
de discutirmos cosmologicamente a origem de A seria medir todos os termos, com
grande precisao, da equagao (1.12) e verificar o quao desprezivel é o termo A/3 em
relacao a eles. Existem razoes para que a constante cosmologica seja diferente de

zero e Einstein pode nao ter cometido um erro apés tudo isso.
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A busca pelo entendimento da constante cosmoldgica se tornou alvo de muitas
investidas fisicas. Em particular, os fisicos de particulas propuseram uma nova
perspectiva dessa constante, denominando-a de densidade de energia do vacuo (o
estado mais baixo de energia), onde naturalmente ela apareceria nas medidas dessa
densidade de energia. Fazendo analogias com um campo escalar e associando ao
vacuo flutuagoes quanticas devido ao principio da incerteza de Heisenberg, os fisicos
de particulas conseguiram teoricamente calcular a densidade de energia do vacuo

3. No entanto, as observacoes cosmologicas

chegando ao valor de 2 x 10"%rg/cm
evidenciavam que o valor mais propicio dessa constante deveria ser 2x 10~ erg/cm?
mostrando ser muito menor do que qualquer efeito individual que compunha o vacuo!
A razao entre esses dois valores, o teorico e o experimental, provoca uma discrepancia

de 120 ordens de grandeza no valor da densidade de energia do véacuo. Isso ficou

conhecido na comunidade cientifica como o “Problema da Constante Cosmolégica’.

1.2.2 Medidas de Distancia-Luminosidade e as Supernovas

do Tipo Ia (SNela).

Uma maneira bem conhecida de analisar a distancia de um objeto celeste é examinar
o deslocamento para o vermelho de suas linhas espectrais, o chamado “red-shift” z,
definido por z = (ag/a) — 1, onde a é o fator de escala do universo, e relacionar com

a distancia-luminosidade, dr(z) dada por [16, 17|
dr(z) = ag(1l + z)r(a), (1.14)
onde ag € o valor de a(t) hoje.

Da equagao (1.7), podemos mostrar que a distancia radial r(a) pode ser

escrita como
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H;?

O

Sy [ |QK\I(a)] , (1.15)

onde Q = —k/(agHp)? é uma definigao habitual do parametro de curvatura ligado

diretamente a geometria espacial do universo, I(a) é dado por

% da

I(CL) = CL()H()/ -, (116)

o aa

sendo que a funcao Sk (z) tem a seguinte forma:

sin(z) se Qg <0,
Sk(x) = xr se Qg =0,

sinh(z) se Qg > 0.

Um dos principais objetos de referéncia tteis na medida de distancia cosmo-
logicas sao as chamadas Supernovas do Tipo la. Acredita-se que essas fontes sdo
estrelas anas brancas em um sistema binario que sao acrescidas da matéria de sua
companheira. Quando essas anas brancas atingem a massa de aproximadamente
1,4 massas solares (limite de Chandrasekhar - massa méaxima possivel que pode ser
suportada pela pressao de degenerecéncia dos elétrons-), elas sofrem uma explosao
termonuclear, de tal forma que a estrela toda explode. Devido as supernovas do
tipo Ia serem corpos celestes bastante brilhantes, elas podem ser observadas em
altos red-shifts. Esses objetos sao utilizados como velas padrao por causa de sua

luminosidade incomum e terem curvas de luz bem calibradas.

Medindo-se a magnitude aparente m(z) de uma supernova localizada no red-
shift z e conhecendo-se sua magnitude absoluta M, obtém-se facilmente a distancia

luminosidade a partir do moédulo de distacia, isto é,

13



p, =m(z) — M = 5log (Cj&—@) + 25 (1.17)

pc

onde y, é denominada médulo de distancia.

Como na distancia-luminosidade aparecem elementos tanto da teoria de gra-
vidade como do modelo FLRW em si [equagoes (1.14) e (1.15)], o diagrama de

Hubble pode ser utilizados para estudar e testar os diferentes modelos de universo.

As observagoes de supernovas do tipo Ta [18, 19, 20, 21| mostraram que o
universo se expande aceleradamente de um certo tempo para ca. Esse resultado foi
posteriormente corroborado de forma indireta pelas observagoes da radiagao césmica
de fundo e das estruturas de grande escala do universo. Isso se tornou um grande
problema para a Cosmologia, pois um universo acelerado nao condiz com o contexto
da Relatividade Geral, se levarmos em consideracao apenas a matéria ordinaria

existente atualmente.

Para a resolugao desse dilema véarios candidatos foram propostos. Na ver-
dade, uma expansdo acelerada ja havia sido prevista por de Sitter [12] quando as
equacoes de Einstein eram acrescida do termo Ag,,. Dessa forma, poderia se pensar
que o candidato mais simples que forneceria a tltima fase acelerada do universo seria
a constante cosmologica, pois ela se mostrava uma genuina adi¢gao matematica do
lado esquerdo da equagdo (1.11). No entanto, uma motivagao fisica era necessario.
Deslocando o termo que contém A para o lado direito da equagao de campo (1.11),
vemos que ela passa a ser uma fonte de energia, podendo ser colocada na forma de
um tensor energia-momento, tal que, T# = diag(A, —A, —A, —A), ou seja, parecido
com um fluido perfeito de equacgao de estado p = —p. Tal equagao é um caso par-
ticular de uma equagao de estado do tipo p = wp com w = constante = —1. A sua
densidade de energia pode ser ajustados com os dados observacionais. A constante
cosmologica, sendo considerada um termo de energia, pode representar a energia do

vacuo associada aos campos de matéria. Considerado invariante de Lorentz local, o
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valor esperado do tensor energia momento no vacuo serd (7),,) = — (p) g, onde p
é a densidade de energia referente a A. Entretanto, o modelo padrao da Fisica de
particulas da uma enorme divergéncia entre o valor teérico e o que é esperado ob-
servado experimentamente, o ja citado Problema da Constante Cosmologica. Além
disso, verifica-se que, uma vez a contante cosmoldgica domine sobre a matéria nao
existe modo para a matéria dominar novamente! Nossa presenca no universo é toda
a evidéncia para que isso nao ocorra. Outra alternativa para a expansao acelerada
do universo, levando-se em conta que a gravidade é bem descrita pela Relatividade
Geral, seria considerar campos escalares com propriedades nao usuais, ou seja, sua
efetiva equagao de estado teria uma pressao negativa, o que teria consequéncias di-
retas nas condigoes de energia, como veremos na segao seguinte. Outros preferem
acreditar que o problema de a Teoria da Relatividade Geral nao prever um cenario
de expansao acelerada para nosso universo, tem a ver com a propria teoria, isto é,
a Relatividade Geral nao funcionaria bem em escalas cosmologicas, necessitando,
portanto, de outro formalismo, ou modificacao, para que pudesse apresentar tal

panorama.

Embora as teorias f(R) de gravidade inicialmente nao tenham surgido para
resolver os problemas subjacentes a Teoria da Relatividade Geral, elas parecem
fornecer um cenario diferente e mais abrangente que a teoria de Einstein para a
atual conjuntura cosmologica. Dessa forma, veremos no proximo capitulo, uma

descricao mais detalhada dessa outra formulagao da teoria gravitacional.

1.2.3 Condicoes de Energia na Teoria da Relatividade Geral.

Como ¢é bem entendido em Relatividade Geral, a distribuicao de energia-momento
e qualquer tensao devido a matéria, ou a qualquer outro campo nao-gravitacional,
¢ descrito pelo tensor energia-momento 7),,. No entanto, as equagoes de campo de
Einstein nao especificam quais tensores energia-momento sao fisicamente significati-

vos. Isso pode ser visto como uma fraqueza da teoria, desde que solugoes nao-fisicas

15



sejam admitidas, mas pode também ser visto como uma virtude mostrando que a
Relatividade Geral é independente de qualquer suposicao a respeito de Fisica nao-

gravitacional.

Por esta razao, ¢ necessario observar as condicoes necessarias para que 7},
represente fontes de matéria realistas. Essas condigoes teriam que ser suficiente-
mentes gerais para poderem satisfazer todos os campos (pelo menos em um nivel

classico).

Diante dos problemas expostos na se¢ao anterior, caberia, entao, uma analise
de quais protagonistas poderiam fazer parte do cenario cosmologico como fontes de
matéria-energia. Utilizaremos, mais uma vez, o universo em expansao de Friedmann-

Lemaitre-Robertson-Walker sem restricao de curvatura.

Manipulando as equagdes (1.9) e (1.10), podemos expressar a pressao e a

densidade de matéria-energia como

a\®> k

i I 1.1
(%) +] (1.18)
29+<9> Lk
a a a

As condicoes de energia podem ser determinadas em relagao a um sistema de

(1.19)

coordenadas invariante em termos de 7),, e campos de vetores de caracteristica fixa

(tipo-tempo, nulo ou tipo-espago). Essas condigoes sao dadas por [22]

1. A condi¢do de energia nula (Null Energy Conditions - NEC). NEC é a exigéncia
que T},,n*n” > 0 para o vetor nulo n* € Ty M, onde M ¢é uma variedade espago-

tempo quadridimensional e T, M refere-se ao espaco tangente em M no ponto

se M.

2. A condic@o de energia fraca (Weak Energy Conditions - WEC). WEC exige
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que 7T),t*t" > 0 para qualquer vetor tipo-tempo t* € T;M. Esta condicao

também implica, por continuidade, a NEC.

3. A condigao de energia forte (Strong Energy Conditions - SEC). SEC é a exi-
géncia que para qualquer vetor tipo-tempo (7}, —1'/2g,,)t"t"> 0, onde T" é o

trago de T},,.

4. A condicao de energia dominante (Dominant Energy Conditions - DEC). DEC
exige que T,,t"t” > 0 para qualquer vetor tipo-tempo t# € T, M e exige adi-
cionalmente que 7),,t* nao seja um vetor tipo-espago. Por continuidade a DEC

também vale para qualquer vetor nulo n* € T, M.

Na métrica de FLRW, apenas o tensor energia-momento de um fluido per-
feito, T, = (p + p)uuy + Py, serd considerado e consequentemente as condigoes

anteriores se reduzem a |22, 23, 24]

NEC =: p+p >0,

WEC =: p>0 e p+p=0,

SEC=:p+3p>0 e p+p>0,

DEC =:p >0 e —p<p<p.

A partir dessa exposicao é importante esclarecer algums fatos. A condicao de
energia forte (SEC) e a condi¢ao de energia nula (NEC) sao derivadas de principios
geométricos, advindos da equagao de Raychaudhuri com a exigéncia adicional de
uma gravidade atrativa. A condigdo de energia fraca (WEC) surge da crenca de
que a matéria ordinaria tem densidade de energia nao negativa. A condigao de
energia dominante (DEC) aparece da hipdtese de que o fluxo de matéria e energia
nunca serem mais rapidos que a luz. A partir das equagdes (1.18) e (1.19) mostra-se

facilmente que
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a e
- —— . 1.2
= T+ 3p) (1.20)

Portanto, a expansao acelerada do universo (i positivo) contraria frontal-

mente a SEC.

Atualmente as observagoes indicam que a composi¢ao do universo é de apro-
ximadamente 74% de energia escura, 21,5% de matéria escura e apenas 4,5% de
matéria barionica [25]. Como se vé, em uma totalidade de quase 96%, o universo é
feito de campos de matéria desconhecidos. Essa conclusao fez com que essa quan-
tidade de energia escura na forma de constante cosmologica se tornasse a principal
candidata responsavel pelo cenério de expansao acelerada de nosso universo. En-
tretanto, no contexto da Teoria da Relatividade Geral, as condi¢oes de energia na

forma que vimos nao evidenciam essas componentes exdticas.

E possivel encontrar solucoes alternativas para um universo que se expande
aceleradamente, sem incrementagao de energia escura |26, 27|. Nesse sentido, par-
tiremos do pressuposto de que a Teoria da Relatividade Geral nao é a teoria definitiva
de gravitagao e, para tanto, faremos uso das teorias f(R) da gravidade na formulagao

de Palatini.
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Capitulo 2

Teorias f(R) de Gravidade.

2.1 Introducao

As teorias que envolvem gravidade modificada tem recebido ultimamente uma grande
atengao principalmente no tocante a Fisica de altas energias, Cosmologia e As-
trofisica. Como teorias alternativas para a Relatividade Geral de Einstein, aquelas
que envolvem fungoes nao lineares do escalar de curvatura R, conhecidas como teo-
rias f(R), tem uma longa historia. Logo que a Teoria da Realatividade Geral foi
finalizada, tentativas de sua generalizagao foram propostas. Existem historicamente
motivagoes diversas para a sua generalizacao, seja puramente a busca por uma for-
mulagao mais geral da teoria ou uma motivagao observacional. O inicio dessas
modificagoes ocorreu em 1919 com Weyl [28] e continuou em 1923 com Eddington
[29] ao considerar a inclusdo de invariantes de curvatura de ordem superior na agao

de Eintein-Hilbert.

Essas tentativas iniciais foram motivadas pela curiosidade e o desejo cientifico
de questionar e entender a teoria emergente. Entretanto uma motivagao mais forte

estava por vir.

No inicio da década de 60, evidéncias de uma agao mais complicada deveria

19



ter seus méritos. Devido a bem estabelecida Teoria Quéantica, percebeu-se que a
Relatividade Geral nao era renormalizada e que, portanto, nao poderia ser quan-
tizada convencionalmente. Em 1962, foi mostrado que a renormalizacao em um
ciclo necessitaria que a acao de Einstein-Hilbert fosse acrescida de um termo de
curvatura de ordem superior [30]. Mais tarde, foi verificado que uma agao de or-
dem superior realmente renormalizaria a Teoria da Relatividade Geral [31]. Estudos
mais recentes mostraram que quando corre¢oes quanticas ou teorias de cordas sao
levadas em conta, a acao efetiva de baixa energia gravitacional admite invariantes
de curvatura de maior orden [32, 33, 34, 35|. Essas consideragoes estimularam no-
vamente a atencao da comunidade cientifica para teorias de gravidade de ordem
superior, ou seja, para uma modificacao na acao de Einstein-Hilbert pela inclusao
de invariantes de curvatura de ordem maior que o escalar de Ricci (veja [36] para
uma revisao historica). Entretanto, a importancia de tais termos na acao era consi-
derada restrita a situacoes de forte interacao gravitacional, esperando ser desprezivel
em baixas energias. Por essa razao, correcoes na Relatividade Geral foram conside-
radas importantes apenas em escalas confinadas a escala de Planck, e consequente-
mente ao universo primordial, ou proximo das singularidades de buracos negros. De
fato, existem estudos relevantes tais como os bem conhecidos cenarios de inflagao
estudados em um universo primordial [37, 38, 39|, bem como tentativas de evitar

sigularidades cosmologicas e de buracos negros [40, 41, 42, 43, 44, 45, 46].

Recentemente, um cenario inesperado para o universo, tanto da analise as-
trofisica quanto cosmolégica, tem sido evidenciado pelas mais diversas fontes. Nas
altimas duas décadas, os astréonomos observaram que grande quantidade da massa
do universo deve ser invisivel, embora evidéncias tenham sido acumuladas ao longo
do tempo. H& mais de 70 anos, Smith [47] e Zwicky [48] fizeram uma surpreen-
dente observagao: o movimento individual de galaxias em aglomerados é tao intenso
que a atracao gravitacional de todo o aglomerado de galédxias nao é suficiente para

segurd-lo. Nesse sentido, aglomerados de galaxias deveriam se dispersar, embora
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aparentemente isso nao ocorra. Isso sugere que uma componente desconhecida de
matéria deve estar presente para manter o aglomerado coeso. Muitos trabalhos
recentes tem direcionado para esta conclusao; a dinamica de galaxias individuais,
galédxias duplas, grupos e aglomerados, todos apontam para esta inobservavel mas
unipresente componente de matéria [49, 50| que ficou conhecida por matéria es-
cura. Sua luminosidade por unidade de massa deve ser consideravelmente inferior
do que ao valor habitual na matéria estelar. Astronomos sugeriram que tal matéria
fria poderia estar, por exemplo, na forma de planetas tipo Jupiter, cometas, mini
buracos negros, ou estrelas em seus estagios finais. Atualmente, sua assinatura é
conhecida apenas pela interagao gravitacional, mas estudos continuos em toda a
regiao do espectro eletromagnético ajudaria a delinear suas propriedades. A pre-
senca de tal matéria em quantidade suficiente para segurar os aglomerados poderia

ser insuficiente para fechar o universo (para mais detalhes veja [51]).

Nao obstante as observagoes iniciais de que o universo poderia conter essa
forma de matéria deconhecida, os levantamentos de dados de supernovas do tipo Ia
indicam uma expansao acelerada do universo [18, 19, 52, 53, 54, 55, 146|. Medi-
das indiretas baseadas na combinacao de resultados da radiacao césmica de fundo
(CMBR), estrutura de grande escala e a constante de Hubble corroboram esses re-
sultados [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62|, o que veio a ser confirmado pelo COBE. Segundo
os dados mais recentes do WMAP-7 [25], o universo é constituido aproximadamente
por 4,5% de matéria barionica (matéria que interage eletromagneticamente), 21,5%
de matéria escura fria (Cold Dark Matter) e 74% de uma forma de energia desco-
nhecida denominada de Energia Escura (Dark Energy). A matéria escura possui a
propriedade de se aglomerar com a matéria ordinaria. Informacoes obtidas pelo es-
tudo de lentes gravitacionais também sugerem essa componente escura. Ja o termo
energia escura refere-se a uma desconhecida forma de energia que funciona como um
fluido de pressao negativa permeiando todo o Cosmos. A energia escura seria entao

responsavel pelo recente cenério de expansao acelerada do universo. O fato principal
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é que tanto a matéria escura quanto a energia escura ainda nao foram detectados
em laboratorios. A matéria ordinéria e a matéria escura satisfazem a condigao de

energia forte (SEC), porém a energia escura nao a obedece.

Talvez a forma mais simples de ajustar os dados observacionais seja o modelo
cosmologico conhecido como A-Cold Dark Matter (ACDM), o qual admite, como
dito anteriormente, 21,5% de matéria escura e 74% de energia escura na forma de
constante cosmologica. Esse modelo é, em esséncia, um ajuste empirico dos dados
observacionais [62], ndo explicando a origem da matéria escura nem da energia escura

e, consequetemente, deixando o problema da constante cosmologica insoluvel.

No entanto, outra visao para o entendimento de nosso universo poderia ser
obtida se deixassemos de lado o preconceito quanto a possivel modificacao da teoria
de gravitagao de Einstein. Assim, em principio, ficariamos livres do 6nus de incre-
mentar o universo com componentes de natureza exoética, significando que tanto a
matéria escura quanto a energia escura fossem uma marca de uma teoria de gravi-
dade modificada. Observando que a interagao gravitacional parece ser dominante em
escalas cosmologicas e que essas componentes escuras sao necessarias para explicar
fenémenos quando a curvatura do universo é pequena (vé [63, 64, 65, 66| para outras
propostas que envolvem modificagoes da teoria de Einstein), uma modificagdo na
teoria de Einstein talvez fornecesse a resposta para esses problemas, pois em peque-
nas escalas a Teoria da Relatividade Geral funciona adequadamente. Na verdade,
existem vérias maneiras de modificar a teoria de Einstein. Provavelmente, a mais
bem conhecida é a teoria escalar-tensorial (ST) da gravidade proposta por Brans
e Dicke em 1961 [67]. Outros exemplos de teorias modificadas sdo as tensoriais-
vetorial-escalares (TeVeS) [68]e as , teorias de branas, sendo a mais conhecida a
chamada teoria DGP [69]. Nesta dissertagao, consideramos outra classe de modi-
ficagdo conhecida como teorias f(R). Como enunciado anteriormente, essa teoria
substitui o escalar R da acao de Einstein-Hilbert por uma funcao mais geral do

escalar de curvatura. Embora algumas das formas propostas na literatura para esta
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funcao tenham se mostrado nao viaveis, existem ainda muitas outras que merecem

atencao.

Quando lidamos com teorias f(R) de gravidade, duas abordagens distintas
sao possiveis: uma é conhecida como formulacao métrica e a outra é a formulagao de
Palatini. Para a formulacao métrica, a grande dificuldade pratica é que as equagoes
de campo resultantes sao de quarta ordem na métrica. Além disso, um simples
modelo gravitacional, que aqui utilizaremos, do tipo f(R) = R—(/R", tem mostrado
dificuldades em passar nos testes do sistema solar [70, 71|, apresentando também
problemas para o correto limite Newtoniano |72, 73] e estabilidade gravitacional [74].
Estudos recentes, |75, 76|, mostram que essas teorias nao produzem a era padrao

dominada pela matéria seguida de uma expansao acelerada.

Por outro lado, o principio variacional de Palatini fornece equacgoes diferenci-
ais de segunda ordem na métrica e, usando a cosmologia de FLRW, explica a recente
expansao acelerada do universo sem a necessidade de energia escura |26, 27|. Estu-
dos recentes |77, 78] tem mostrado que as formas funcionais da lei de poténcia para
as f(R) como a citada, sdo capazes de produzir as tultimas trés fases da evolugao
cosmolobgica, isto é, a fase dominada pela radiagao, pela matéria e a fase da tltima
aceleracao. Alguns estudos, ainda em debate na literatura, questionam se teorias
f(R) na fomulagao de Palatini satisfazem os testes do sistema solar, dando uma cor-
reta aproximacao Newtoniana |79, 80, 81, 82, 83| e se estao livres de instabilidades
gravitacionais [84, 85|. Revisoes recentes sobre f(R) e outras teorias de gravidade

modificada podem ser encontradas em [86, 87, 88§].

Em teoria de campos, é uma pratica comum redefinir os campos através de
transformacoes conformes, ou mesmo a introducao de campos auxiliares. Duas teo-
rias sao consideradas dinamicamentes equivalentes se, sob uma redefinicao adequada
de seus campos, suas equacoes de movimento coincidem. A vantagem de se explorar
a equivaléncia dinamica de teorias de campos é que podemos usar resultados bem

estabelecidos de uma teoria para outra dinamicamente equivalente. Contudo, a dis-
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tincao entre teorias verdadeiramente diferentes, porém dinamicamente equivalentes,
é uma questao intricada e levanta ainda grandes debates na literatura cientifica atual
(por exemplo a equivaléncia entre os “frames” de Jordan e de Einstein em teorias
escalares-tensorias). Para um aprofundamento nesta questao veja [89] e referéncias
al contidas. Nas proximas secoes, faremos uma revisao da equivaléncia da gravi-
dade f(R), na formulagao métrica e de Palatini, com teorias especificas da classe de

teorias de Brans-Dicke com potencial.

Apesar de essa dissertagao focar seu estudo na formulagao de Palatini para
a gravidade f(R), mostraremos na segao 2.2, por critério de completeza, como a
teoria f(R) de gravidade se desenvolve no formalismo métrico, uma vez que esta foi
a formulagao utilizada por Einstein no desenvolvimento das equacgoes de campo da
Relatividade Geral. Na secao 2.2.1, mostramos a equivaléncia dessa formulac¢ao com
uma classe especifica de teorias de Brans-Dicke com potencial. Em seguida, na se¢ao
2.3, focamos nosso estudo na formulacao de Palatini e na se¢ao 2.3.1 mostramos uma

equivaléncia semelhante para as teorias f(R) nessa formulagao.

2.2 Teorias f(R) na Formulagao Métrica.

Existem duas diferentes aproximacoes para obter as equagcoes de campo a partir da
acao de Einstein-Hilbert. Uma é obtida variando a acao com respeito a métrica,
um procedimento conhecido como formalismo métrico. A outra aproximagao con-
sidera que a métrica e as conexoes sao campos independentes e a variagao da acao
é feita com respeito a ambas, este método variacional é conhecido por formalismo
de Palatini. Devido a forma linear da acao de Einstein-Hilbert, os dois formalismos

fornecem as mesmas equagoes de campo.

Contrariamente, modificando a agao de Einstein-Hilbert por uma fungao geral
bem comportada do escalar de curvatura, isto é, uma f(R), os dois formalismos

variacionais nao proporcionam as mesmas equagoes de campo. Portanto, quando
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trabalhamos em gravidade f(R), é necessario especificar ndo apenas a agao, mas
também qual formalismo variacional estd sendo utilizado. Vamos considerar nesta

secao o formalismo métrico.

A agdo generalizada pela teoria f(R) é dada por

S = /\/—_gd4:v {if(R) +£M] : (2.1)

onde L é a densidade Lagrangeana da matéria; R é o escalar de Ricci; \/—gd*z é

o elemento invariante do quadri-volume.

Variando a ac¢@o (2.1) com respeito a métrica, obtemos

_ — |1 6(v=gf(R) 2k 6(V=9LM)| <
55 = / J=gd {% Tt a T SR sy (22)

Considere as seguintes variagoes
1 v
6\/ -—49= _5\/ _gg,uuég# ) (23>
9O Ry = —8yu0g", (2.4)

SR = R,,00™ + g"'6R,,, (2.5)

onde R,, ¢ o tensor de Ricci. Definimos também A, = V,V, —g,0 ¢ O =

g*'V,V,. Dessa forma a equacao (2.2) torna-se

1

05 = [Vt | Gl (0B = S0 (R) = 5B (B) 4

2K 5(\/ _.QLM) 5g,u1/
4K ’

V=g  o0g™
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onde [’ refere-se a derivada de f com respeito a R. Portanto, ja que 6S = 0 em

(2.6) qualquer que seja a variagao de dg"”, a equagao de campo obtida sera

1
f/R/w - §fg;u/ - A;w.f/ = KT;W, (27)

onde o tensor energia-momento ¢ definido de maneira usual,

T 2 5(\/__g£M). (2.8)

= _\/_—g 5g,u1/

Observe que, como se esperava, para o caso linear f(R) = R, nés recuperamos as

equacgoes de campo da Relatividade Geral

R

9w = K:Tp/l/' (29)

R, — 5

E facil perceber que a diferenca fundamental entre as equaces de campo de
Einstein e as dadas pela equacao (2.7) é que as ultimas constituem um conjunto de
equagoes diferenciais parciais de quarta ordem na métrica, enquanto que as equagoes
tradicionais de Einstein sao de segunda ondem. Portanto, o formalismo métrico gera
equagoes de campo que para serem resolvidas necessitam de varias condigoes iniciais,
algo nao obtido facilmente. Essa diferenca tem implicacao direta no traco da equagao

(2.7), ou seja,
f'R—2f +30f = «T, (2.10)

onde T é o trago do tensor energia-momento. Observe que, enquanto a equagao
(2.9) fornece uma equagao algébrica para o trago, ou seja, R = —rT, (2.10) leva a

uma equagao diferencial para R.
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2.2.1 Equivaléncia da Formulacao Métrica com as Teorias de

Brans-Dicke.

Em 1961, motivado pelo principio de Mach, Dicke [67] introduziu, juntamente com
seu estudante Carl Brans, o que é atualmente denominado de teoria de Brans-Dicke.
Esta teoria inclui um campo escalar independente da métrica para mediar a interagao

gravitacional. A agao da teoria de Brans-Dicke com um potencial V(¢) é dado por

Spp = i / d'z/—g [¢R - %(@qﬁa"qﬁ) —V(9)| + Sut(guws ¥), (2.11)

onde ¢ é um campo escalar, V(¢) é o potencial do campo escalar ¢, Sy, a acao da
matéria, ¢ os campos de matéria e wy o parametro de Brans-Dicke. Observe que
¢ nao apresenta interacao com a matéria, ou seja, ele nao estd acoplado & matéria,

porém se encontra acoplado nao-minimamente a gravidade.

A equivaléncia dinamica entre a gravidade f(R) e a teoria de Brans-Dicke tem
sido considerada por muitos autores [90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101].

Considere a a seguinte acao métrica

St = 5. [ AIVZGHER) + Saalgn ). 2.12)

Podemos introduzir, nessa a¢ao, um novo campo x onde escrevemos a agao equiva-

lente dinamicamente [90] como

S = 55 [ SV + FONE= )+ Sulgun ). (213)

Variando com respeito a x obtemos a equagao f”(x)(R—x) = 0, de modo que x = R
se f"(x) # 0. Redefinindo o campo x por ¢ = f’'(x) e definindo o potencial

V(o) = x(0)o — f(x(¢)), (2.14)
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a agao (2.13) toma a forma

St = g [ A0V=GOR = V() + Sur(gur ) (2.15)

A comparagdo com a acao dada por (2.11), revela que (2.15) é a acao de Brans-
Dicke com pardmetro de Brans-Dicke wy = 0. Portanto, teorias métrica de f(R)
sao dinamicamente equivalentes a uma classe de teorias de Brans-Dicke sem o termo

cinético [90, 94].

E importante esclarecer um fato; teorias métricas nio siginificam que esta-
mos falando de formalismo métrico, onde a variacao da acao somente se di com
respeito a métrica. Para uma teoria métrica [102|, a matéria deve estar acoplada
minimamente & métrica e nao a qualquer outro campo, pois esse fato é determinante
para a condigao de ter uma representacao de Brans-Dicke (as teorias métricas-afim
desconsideram esse fato e por isso nao possuem um representa¢ao nas teorias de
Brans-Dicke). Como veremos a seguir, o formalismo de Palatini para teorias de

gravidade f(R) também é considerada uma teoria métrica.

2.3 Teorias f(R) na Fomulacao de Palatini.

Foi mencionado que existem dois principios variacionais para a obtenc¢ao das equagoes
de campo na Relatividade Geral. Um diz respeito ao formalismo métrico estudado
anteriormente. O segundo formalismo, denominado de formalismo de Palatini', con-
sidera a métrica e as conexoes como campos independentes e, consequetemente, faz-
se a variagao da agao com respeito aos dois campos. Esses métodos quando aplicados

a Relatividade Geral fornecem as mesmas equagoes de campo, porém, em teorias

1O formalismo de Palatini é divulgado erroneamente na literatura como sendo introduzido
por Palatini e por isso leva seu nome. No entanto, o primeiro a utilizar a idéia que consta da

aproximagcao de Palatini foi Einstein, porém, historicamente, o erro permanece.
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f(R) de gravidade, as equagoes obtidas sao completamente distintas, reduzindo-se
a Relatividade Geral quando f(R) = R. Talvez uma das vantagens mais expressiva
do formalismo de Palatini em relagao ao formalismo métrico seja que as equagoes
de campo fornecidas pelo primeiro sejam de segunda ordem na métrica, enquanto
que o ultimo fornece equagoes de quarta ordem. Outro problema encontrado na
formulagao métrica surgiu logo ap6s a introdugao de modelos com termos }% [103]
na acao gravitacional, quando se estudava o regime de campo fraco dessas teorias.
Uma instabilidade nas equacoes que governam a dindmica do escalar de curvatura R
foi descoberto por Dolgov e Kawasaki [104] na presenga de matéria para um modelo
especifico f(R) = R — pu*/R. Esse problema néo ¢ apenas uma caracteristica dessa
representagio, mas ocorre em uma classe de modelos mais gerais [85]. No entanto,
tal instabilidade nao aparece no formalismo de Palatini [105], tornando ainda mais

relevante o seu estudo.

A seguir, deduziremos as equagoes de movimento em teorias f(R) da gravi-
dade na formulac¢ao de Palatini, bem como todas as outras variaveis necessarias para

o estudo de uma teoria de gravita¢ao(tensor de curvatura, tensor de Ricci, etc...).
Considere a acao dada por

1
S = 5 d*z[Lg + L] (2.16)

onde, Lg = /—gf (E), R = g“”f{w,, L representa a densidade Lagrangeana da

matéria.

Fazendo a variacao da ac@o (2.16) com respeito & métrica e as conexdes,

obtemos

§S = % d*z[6Lg + 5L ). (2.17)

Para esta variagao observe que
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0L = f(05/=9)+v/—9F' 0R = f(65/—0)+v—0f R (69" )/ =9 f' 9" (6 Ry

Entretanto, simplificando um pouco mais e inserindo
/ _g v
5\/ —4= _Tg,uu((sglu )7 (218)

em (2.17), concluiremos que a variagao da agao torna-se

1 - 1 ~
05 = 5 [ Aev=G B S~ nT)o + o [ Aoy 6 (219)

K

2 0SSy 1
onde T, = _\/——_gégj Sy = %/d‘lxﬁM.

Observe que, como as conexoes nao sao definidas a priori na formulacao de

Palatini, entao nao sabemos dizer se o tensor de Ricci, dado por

Ry = 8.1%, — 9,18, + 12,19, — 9,17 (2.20)

oo pv ovT po

é simétrico, ou nao. Entretanto, como qualquer tensor, ele pode ser escrito como
uma parte simétrica mais outra anti-simétrica, ou seja, }NQW, = ﬁ(,w) + ]TZ[W}, sendo
(uv) e [pv] a simetrizagdo e anti-simetrizagdo, respectivamente, do tensor de Ricci
generalizado. Portanto, para o primeiro termo da primeira integral da equacgao
(2.19), obtemos E[W](égu”) = 0, pois g"” ¢é simétrico. Quanto a segunda integral,
desenvolveremos um pouco mais e, por enquanto, nao usaremos essa propriedade. No

caso de as conexoes serem simétricas, conforme estamos supondo, podemos mostrar

que (veja apéndice A)

R, = Va(0T%,) — V,(3T%,), (2.21)
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onde V diz respeito a derivada covariante com relagao as conexoes independentes
I' (gama), as quais nao sao as conexodes de Levi-Civita para a métrica g,,. Substi-
tuindo a equag@o (2.21) em (2.19), obtemos para a segunda das integrais em (2.19)

a seguinte expressao

I= [ day=g 9" (R) = [ d'oy=af 9" [9a0Ts,) - T0T5). (222)

Agora vamos reescrever o integrando usando a definicao de derivada covariante do

produto, isto é,

Valv/=9/'9" (6T%)] = V=39f 9" Va(6T%) + ValV=gf g""1(0T%,),  (2.23)

Vo IV=9f'g" (0T%)] = V=gf' ¢V, (6T%) + V, [V =g f ¢ (6T%,).  (2.24)

Utilizando essas relagoes e substituindo na integral (2.22), ficamos com

I= [ da(=ar o) -0 (=al o)+ [ a9 )ors,)
(2.25)
+9,(V=5 19" (T2,

Apo6s uma reorganizacao dos termos e redefni¢ao de indices chegamos a

I= [ @9t [ dal-Valv=ar'9") + ValV=al RN, (220
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onde V¢ = \/—gf'(g" oI, — g“o‘éFﬁﬂ).
A primeira integral pode ser transformada em uma integral de superficie do

tipo (Teor. de Gauss)
/d%navo‘ = /de\/—gf’(g‘“’éng — g“%Fﬁﬁ) =0, (2.27)

ja que dI' se anula na supeficie. Substituindo esse resultado na equagao (2.19),

obtemos
_ 1 4 D f g 1 4 v, [l v
08 = % d*x _g(f R(uu) - Eg;w - /QTMV)(SQ + % d x[_va( _gf g )
(2.28)
+Vo (V=g g™")d%)0T5,.
Podemos escrever a segunda integral da seguinte forma:
/ d*xTH 6T, (2.29)

onde TH = —%a(\/—gf’g‘“’) + %U(\/—gf’g”“)é’;. Observe que T nao é simétrico

nos indices v, mas podemos escrevé-lo como TH = ) L7 tal que

T = =Va(vV=9f'9"") + Vo(V=31"g"")5%), (2.30)

T =V, (=g f'g°¥)". (2.31)
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Como T V}5Fﬁy = 0, entdao a segunda das integrais da equagao (2.28) pode ser

reescrita como

[ B -al/ a9 + Vo (V0 g TS, (2:52)
Em resumo, temos que a extremizacao da acao (2.16) na formulacao de Palatini leva

a

1 D v 1 — ! v
6S = ﬂ/d”‘z\/—g(f Row) — gg,w — kT,)00"" + o /d“w[—Va(x/—gf g")
(2.33)
+Vo (V=g f'g"")d)16TS,.

Como 05 = 0, em (2.33), a variagao da acao (2.16) com relagao a métrica g, fornece

f
§g,uzz = ’nyua (2.34)

f' Ry =
que proporciona a generalizacao das equagoes de campo de Einstein-Hilbert para

esta formulacao de gravidade.

Ja a variagao de (2.16) com relagdo as conexoes nos da

VoV =9f'¢") + Vo (/=g g7")%) =0, (2.35)

(e

s cuja solugao deve

que é a equacao responsavel pela dinamica dos campos I’
fornecer esses campos. Observe que, para as equagao (2.34) e (2.35), se f(}N%) = R,
que é a Lagrangeana de Einstein-Hilbert, nés recuperamos as equacgoes da Relati-
vidade Geral como ja era esperado. Contraindo os indices « e v da equacao (2.35)

obtemos
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TV 9 + 5V 0+ TV ] =0, (230)

. . 3 .
ou, mais precisamente, EVU(\/—g f'g°*) = 0. Usando esse resultado a equacao

(2.35) se reduz a

Va(vV=gf'¢") =0. (2.37)
Esta equagao pode ser resolvida para as conexoes usando uma aproximagao seme-

lhante a que foi usada na Relatividade Geral. Alternativamente, podemos definir

uma métrica hy,,, tal que,

h,uu = f/g,uzu (238)

e ¢ facil ver, entdo, que a equagao (2.37) implica que a conexao é o simbolo de

Christoffel com relagao a métrica h,,. Observe que definindo h,, = f'gu, h =
h v
det(h,) e g = det(gu), entdao g = 7 A inversa de h, é b = gf_/ onde g" é

a inversa de g,,. Substituindo esses resultados na equagao (2.37), obtemos

- (\/—_hf’

Vo(v=ar's”) = Va (Y f’h“”> o (2.39)

ou seja

Va(V=hh") = 0. (2.40)
Conforme dissemos, a equagao (2.40) significa que as conexoes ', procuradas sao
isto é,

as conexoes de Levi-Civita para a métrica hy,,
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o 1 oo
L = 5h°7 Ouhow + Dulue — Do) (2.41)

Substituindo h,, = f'g,, em (2.41), podemos escrever essas conexoes como

1 !/ « /
1fy={ﬁ}+gpwﬁ%f+ﬁﬁ%f—gwgﬁ%f% (2.42)

onde {ij} = %ga"(aﬂgmj + 0v9u0 — 0rgu) s@0 as conexdes de Levi-Civita para a
métrica g,,. E importante frisar que as equagdes (2.34),(2.38), (2.40), (2.42) sdo as
equacoes que “completam” a solucao no formalismo de Palatini. Em um primeiro
momento, podia parecer que a equagao (2.42) nao definiria realmente as conexoes,

ja que f’ contém derivadas das conexdes. Entretanto se contrairmos a equacao de

campo (2.34), obtemos

F'R—2f = «T. (2.43)

Esta equacao pode ser resolvida para R= E(T), como pretenderiamos aqui. Entao,
os termos em (2.42) envolvendo f’ podem ser expressos como derivadas de 7. Uma
vez que T contém apenas a métrica e nao suas derivadas, a conexao envolvera
somente as primeiras derivadas da métrica, de modo que a equacao de campo sera

de segunda ordem na métrica g,,,.

A partir desse ponto, é possivel demonstrar que o tensor de Ricci generalizado

é dado por (veja apéndice B)

- 3V, VL1

1 !
Ry = Ry + 27 - ?[Vuvv + §guvD]f . (2.44)

onde Ry, é o tensor de Ricci para as conexoes I'j, e as derivadas covariantes V,
devem agora ser efetuadas com a conexao métrica de Levi-Civita. Ao calcular o

trago desta equagao obtemos o escalar de Ricci generalizado, isto é
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5 o 3(Vuf)(VE) 30f
R= Rt 5o -

Cabem aqui algumas consideracoes. Se T' = 0, entao a solugao para a equagao

(2.45)

(2.43) sera constante e hy, serd proporcional a g,,. Isso implica que é;w = R,,
R = R. Portanto, no vacuo, as equacoes de campo se reduzirao as equagoes de
campo de Einstein com a constante cosmologica para uma f(R) genérica. (veja
[106, 107] para o caso do vacuo). A equagdo de campo (2.34) pode ser escrita na

forma das equagoes de Einstein como (veja apéndice B)

R
G =R, — 5 G (2.46)

onde o tensor de Einstein G, agora ¢ dado por

. k w55 [ 1 ! 3 / n Yuv N2
G,uz/ = ?T,uu_T(R_?)—i_F(vuvu_g;wD)f _2f/2 [(vuf )(vuf )_T(VOE;‘ 31’7])

Note que G, ¢ o tensor de Einstein calculado com a métrica g,,,.

2.3.1 Equivaléncia da Formulagao de Palatini com as Teorias

de Brans-Dicke.

Vamos agora examinar a equivaléncia entre as teorias f(R) na formulacao de Palatini
com as teorias de Brans-Dicke, considerando que a acao da matéria seja independente
das conexdes, como naturalmente ¢ feito na literatura [96, 100|. A agdo de Palatini

¢é dada por

Sra =5 [ Fov=GH () + Sur(gu. ). (2.48)
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Observe que R nio é o mesmo R da agao métrica dada pela equagao (2.1), pois
aqui nao se trata da métrica g,,. Sabemos que as conexaos usadas no formalismo
de Palatini sdo as conexoes de Levi-Civita para a métrica h,, = f'g,,. Podemos
expressar a relagao entre as duas métricas conformes simplesmente como h,, = ¢g,..
Assim, podemos usar a expressao (2.45) para expressar R em termos de R e ¢, ou

seja,

- 3 W3
=R+ 559,09"0 — 200, (2.49)

Usando a expressao (2.15), extendida para a fomulacao de Palatini, ou seja,

fazendo R = R, e inserindo (2.49), obtemos

St = o [ a'ev=a (974 20,600 - V@) + Sulgwnt) 250

onde desprezamos a divergéncia total. A agao da matéria nao tem dependéncia com
as conexoes 1", ja que esse foi nosso desejo inicial. Portanto, essa agao ¢ dinami-
camente equivalente a uma agao da teoria de Brans-Dicke (2.11) com parametro
wo = —g. Esse resultado pode ser confirmado em outras literaturas, por exemplo,

18].
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Capitulo 3

Aplicagoes das Teorias f(R) de
Gravidade na Formulacao de

Palatini.

Neste capitulo, damos mais um passo no desenvolvimento das teorias f(R) na for-
mulacao de Palatini com a finalidade de aplica-las em testes cosmoldgicos e tam-
bém obter um maior discernimento da teoria em si. Na secao 3.1, resolvemos as
equagoes de movimento e obtemos a equagao de Friedmann generalizada para uma
funcdo f(R) qualquer. Na segao 3.2, verificamos como a classe de teorias dada por
f(R) = R — 3/R" pode explicar a expansao acelerada do universo, conforme detec-
tada nos testes de supernovas, sem necessitar de qualquer energia escura. Na secao
3.3, examinamos a questdo da causalidade na gravidade f(R) de Palatini. Isto é
feito estudando-se o comportamento dos raios de causalidade nas geometrias tipo-
Godel, e também impondo as condigoes de energia a classe de teorias f(R) da forma
como apresentada na segao 1.2.3. Os resultados desta ultima seg¢@o sao originais na

literatura cientifica e foram publicados em [108].
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3.1 Equacoes de Friedmann Generalizadas na For-

mulacao de Palatini.

Usando a métrica de FLRW, nés necessitamos computar as componentes do tensor
de Ricci generalizado, R,,, o qual é construido com as conexoes independentes
[' (Gama). Para a conveniéncia do leitor, reescreveremos a equacao de Einstein

generalizada e o tensor de Ricci generalizado obtidos no Capitulo 2, ou seja,

= f
f/R(;w) - §guu = lile, (31)
e
s 3 \Y vy Guv
Ry = Ry + Q_f,(vuf/)(vuf,) - % - 2Lf,Df/- (3.2)
Pela definicao do operador [Jf’, obtemos
Of = g*°0.0sf — g*" {35} Onf". (3.3)

Separando os termos da soma em « e 3 nas componentes temporal e espacial ficamos

com

Df/ = 8080f’ + gij&-@jf’ — gOO {8\0} a)\f/ — gij f.\?} 8,\f/. (34)
Considerando um universo espacialmente plano, ou seja, k = 0, a equagao (1.7)

reduz-se a

ds* = —dt* + a*(t) [dr2 +r2dh* + r? sin2(0)d¢2] , (3.5)
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tal que, ¢g"° = —1; ¢g¥ = 0 se i # j, pois a métrica é diagonal. Desta forma, obtemos

para a equagao (3.4)

Of = =03 f + g 02 f + {0} Onf' — g" {3} S (3.6)
Como f = f(R(t)), logo 9?f' = 0. Outro ponto a ser observado ¢ que na métrica
de FLRW, os simbolos de Christoffel {So} sao nulos, portanto nao hé esse termo em

(3.6). Assim, concluimos que (3.6) se torna

Of = =001 = [g" {1} + 97 {5} +97 {5} af” (3.7)

Observando os termos diferentes de zero tanto na métrica de FLRW quanto nas

1
T a2 sin?(9)’
{3:} = aar?sin®(0). Portanto, substituindo esses valores na equacio (3.7), chegamos

conexdes, obtemos g'' = —, {9} = aa; g* = poE %} = aar®e g®
a

a

Of = —f —3H/f' (3.8)
: : a - ; f . df
onde foi definido H = — é a fun¢ao de Hubble; f = e f= TR Dessa forma o
a
tensor de Ricci generalizado se torna
D V 4 f Guv .
R, =R, + 2f’2( SV — 7 + QLf,[f +3Hf']. (3.9)

As componentes espaciais e temporal da equagao (3.9) sao dadas por

f/ 3 £ %
Roo = Roo + = <f> —2—f,<f +Hf), (3.10)
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Riy=Ry+ 2 (f’ + 3Hf’) +TY, (L,) : (3.11)

21" I
Da métrica de FLRW, sabemos que Ry, = ——a. Isso torna a expressao de (3.10)
a
igual a
~ 3a 3 . 3 . 3H .
Roo = —— N2 — —f - —f. 3.12

De maneira equivalente, as componentes espacias diferentes de zero da métrica de
FLRW sdo Ry = ai + 2a%, Roy = r?ai + 2r?a® e Ras = r2adsin®(6) + 2r2a® sin?(0).

Assim, a expressao para a equagao (3.11) de cada uma de suas componentes é,

2 3a°H .

D .. . aq - a® -
fin =0 2084 g S 313
b 2aqa - 2.2 3 2 2H .
= a2t chfaf - rz;b/ U r;}/ I, (3.14)
~ 2--20‘ 22-29“ 322H'29.
Rs3 = (7’2(1&2 —0—21”2a2) sinz(e) + Mf/_’_ ra 511/1 ( )f’—I— r“a S/ln ( )f’
f 2f 2f
(3.15)

Nesse ponto, apos a exposi¢ao dos termos diferentes de zero para (3.11), percebemos
que Roy = r2Ry; e Ray = 12 sin2(«9)§11. Porém, se tomarmos R;; e multiplicarmos
1 =~ 1 ~ 1

2 2 2 2.2 i 2
or a°—, R or r’a*—— e R or ra”sin“(0) —————
P a2 2P r2a? 3 P ( )7"2@2 sin?(6)’
componentes de (3.11) diferentes de zero tonam-se respectivamente iguais a

as expressoes das

~ a , S5H, f]
Ry = a +2H* + 2—f/f/ + Q_f/ 911, (3.16)
-~ a 5H .  f']

= |-+ 2H* + —f + 1
Ry . + + 2f’f + 2 f 922, (3.17)
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N B 5
R33 = g -+ 2H2 f/ f 933 (318)

2f’ 2f

Dessa forma, se generalizarmos para qualquer componente (i5) diferente de zero, e

reescrevendo a componente (00), ficaremos com

ﬁij: '+2H2 2f/f+2j;/ Gij (3.19)
(S
_3a 3H
Ron = =+ 525" = 55 () = 5" (3.20)

Consideremos agora a equagao (1.8), e a equagao (2.34), bem como a qua-
drivelocidade de um referencial comovel com o fluido dada por u, = (—1,0,0,0). A

componente (ur = 00) serd dada, entao, por f/ﬁoo + g = kp.

Para a componente (uv = ij) o resultado é analogo. Assim obtemos para a

expressao (3.20)

3 / 3H f _@
Qf,g(f) —Q—f,f 2f,f taF = (3.21)

_3_

enquanto que, para a equagao (3.19), ficamos com

3. 3f 3kp
H?+1 R R
3 +6H? + 52f,f 2f,f 27 = F

Somando-se a equagao (3.21) com a equagao (3.22), obtemos apds simples manipu-

(3.22)

lagoes algébricas a expressao

P\ k43 | f
(H + 2_f/> =T 6 + 6 (3.23)
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que é a equacdo de Friedmann generalizada para a fomulagao de Palatini [109].
Note que quando f é linear, f/ = 1 e, portanto, f’ = 0. Tendo em conta a equacao
(2.43), podemos ver facilmente que, neste caso, a equagao (3.23) reduz-se a equagao
de Friedmann padrao. Como estamos interessados em comparar nosso modelo de
f(R) com os dados observacionais, vamos explicitar a fun¢ao de Hubble em termos
dos parametros cosmologicos normalmente utilizados no modelo padrao de FLRW.
Para isto vamos considerar um universo dominado por radiacao e matéria tal que
P = Prad + Pmat € P = Prad + Pmat- A equagao de estado para a matéria e radiacao

1
sao respectivamente prar = 0 € Prag = =Praa = P, entao k(p + 3p) = k(pmar + 20rad)-

3
Porém, em Cosmologia, o estudo é feito em fungao de outro parametro , 2(6mega),
que possui ligacao direta com a geometria espacial, sendo definido como €2 = d ,
Perit
) . L. 3H?
onde p ¢ a densidade de matéria de uma dada componente e pq.;; = el
s

densidade critica é assim definida porque existe sempre um valor critico de densidade
de energia para qualquer valor de H, tal que a geometria espacial seja plana (k = 0).
Dito isso, temos, entdo, que prag = QradPerit € Pmat = LmatPerit, dando k(p + 3p) =
kperit(Qmar + 2Q,4q). Por outro lado, sabemos que existe uma lei de conservacao
que advém de V,T"" = 0. Nesse caso, a igualdade ¢ verdadeira se consideramos
que a derivada convariante seja definida em termos das conexoes de Levi-Civita na
métrica g,,. Como V,T" é um vetor, a componente (uv = p0) fornece a lei de

conservacao de energia

p+3Hp(1+w) = 0. (3.24)

onde w é o parametro da equagao de estado p = wp. Resolvendo a equagao (3.24),

obtemos facilmente a expressao

p=po(l+2)*"*), (3.25)
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onde py é a densidade de algum componente fisico (matéria e/ou radia¢éo) hoje e,
a 1

z é o red-shift dado por z = = _ 1. Como Winat = 0, Wrad = 3’ e substituindo esses
a

valores na equagao (3.25) para cada componente, ficamos com

Pmat = pmat,O(l + 2)3 € Prad = prad,()(l + 2)4- (326)

Em termos dos parametros de matéria e da radiacao essas equagoes ficam

Pmat = Qmat,l)(l + Z)3pcrit,0 € Prad = Qrad,ﬂ(l + Z)4pcrit,0 (327)

e como k(p + 3p) = k(pmat + 20raa), Obtemos

k(p+3p) = 3Qnaro(1 + 2)* HE + 6Qaq0(1 + 2)* HE. (3.28)

Substituindo essa expressao na equagao (3.23), chegamos finalmente a
f/ 2 H2
(H + ﬁ) = 6—)?,[3Qmat,0(1 + 2)3 4+ 6Qraa0(1 + 2)* + f/HJ). (3.29)

Esta é a equagao de Friedmann em funcao de pardmetros cosmolbdgicos convenientes

para a obtengao da funcdo de Hubble H(z).

A equagao do trago dada por (2.34), fornece a relagao

f/R —2f= k(_p + 3p) = —kpmat, (330)

cuja derivada temporal é

(Rf" — )R = —kpmat = 3Hkpmar- (3.31)

Usando novamente (3.30), chegamos a
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- Rf' —2f
R=-3H———.
3 f//R_f/

Finalmente, substituindo a expressao de (3.32) na relagao f = f"R, obtemos para

(3.29) o resultado

(3.32)

EQ _ 3Qmat,0<1 + 2)3 + 6Qrad,0<1 + Z)4 + f/Hg
o2~ 6/7¢2 ’

(3.33)

o que determina a funcao de Hubble generalizada em funcao do red-shift e dos

parametros cosmologicos. Na expressao (3.33), definimos

£ = 1_§f_//M (3.34)

2 f/ Rf//_f/'

A relagao para o trago, isto ¢, a equagao (3.30) também pode ser escrita como

f'R—2f = —3Hmaro(1 + 2)°. (3.35)

Entao, a expressao para £ pode ser representada por

9f" Himaro(1 + 2)?
2f/ Rf// _ f/
Verificamos facilmente que para f(R) = R, a equagdo (3.33), com & dado por (3.36),

=1+

(3.36)

dé a equacao bésica do modelo cosmolégico de FLRW com a gravidade padrao da
teoria de Einstein da Relatividade Geral. Entretanto, para qualquer forma funcional
nao linear, ela descreve uma evolugao cosmologica diferente para o universo, mesmo

nos retringindo ao modelo FLRW.
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3.2 Aplicacoes em Cosmologia.

Na maioria dos testes observacionais cosmologicos, a fungao H(z) precisa ser in-
tegrada em determinadas faixas de red-shift, incluindo o momento atual (z = 0).

Os vinculos para z = 0 quando impostos as equagoes (3.33) e (3.35), dao

3Q + fo/H}

1 :
655

f(/)RO - 2f0 = _SHOQQm(zt,O- (337)

9f(/)/ Hngat,O . . ~ L.
S it A partlr daQU.l ede posse das €quacgoes necessarias para
2fo Rofy — fo

o estudo cosmoldgico, faremos a aplicacao das equagoes generalizadas de Friedmann

onde &y = 1+

para uma classe de fungdes f(R) dada por

f(R)=R— B/R". (3.38)

Esse modelo de gravidade foi inicialmente proposto por Carroll [103] e tem se
mostrado muito eficiente para representar as varias fases da histéria do universo na
formulagao de Palatini. Nesse modelo, 5 e n sao parametros livres a serem vinculados
pelos dados cosmoldgicos. Observe que para n = 0 este tipo de gravidade reduz-se
a Relatividade Geral de Einstein com constante cosmologica. Para esta classe de

teorias, usando as equagoes (3.37), obtemos a seguinte relagdo entre os parametros

n, ﬁ € Qmat,O .

(.Z'an)n+l 3Qmat 0
=1 - — 3.39
b n-+2 T ’ (3.39)
Ry , o .
onde x, = W e Ry é o valor do escalar de Ricci hoje. Portanto, especificando os
0

valores de dois desses parametros, o terceiro estard automaticamente determinado.

Em outras palavras, no formalismo de Palatini, os dois parametros livres de f(R) =
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R — 3/R"™ podem ser pensados como um par (n,3) ou (n,Qmnao). Dessa forma,

eliminando /3 entre as equagoes (3.37), obtemos a seguinte equagao algébrica

Csay + Cyay + Csalh + Coxly + Cry + Co = 0, (3.40)

onde os coeficientes C; sao dados por

C5 = —4<Tl + 1)47

04 = 48(n + 1)4 + 18(n + 1)3(n - Q)Qmat,07

Cs = —216(n + 1)3Qparo + 18n(n + 1)2(n + 15)Q2

mat,0’

Co =2Tn(n + 1)%(n — 24)Q2

mat,0

—162n*(n + 1)(n + 4)Q2

mat,0’

Cy = 486n*(n + 1)(n + 3)Q2

mat,

o +162n3(n + 3)Q1

mat,0’

Co = 243n?(n + 3)*Q2

mat,0*

A equagao de evolugao da fungao de Hubble (3.33), tendo em conta a equagao (3.38)
para f(R), fica

(£>2 o 3Qmat,0(1 + Z)3 + 6Qrad,0(1 + Z)4 + TnYy — y_n(xn - 3Qmat,0)/(n + 2)
Hy 6[1 +y " Inb,/(n + 2)]?(2)

(3.41)
onde definimos

9 n(n -+ 1)anmat,0(1 + Z)Syn
22, [(n + 2)y" ! 4 nb,|(y" ! + nby,)

E(z) =1+ (3.42)
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Nesta equacao, b, = 1 — 3Q,4t.0/ 2y, sendo x,, as raizes de (3.40) para cada valor de

n testado, e y = y(z) sdo as solugoes da equagao algébrica

3D e
= 2Tt )3y b, = 0. (3.43)
Tn

Esta ultima equagao ¢ obtida da equagao de vinculo (3.35) onde fizemos y = R/Ry.
Observe que, para um dado n, sdo possiveis, em principio, cinco valores de z,, que
sao solugoes do polindémio de quinto grau da equagao (3.40), levando, portanto, a
cinco valores de [ conforme a equagao (3.39). No entanto, existem dois vinculos que

podemos colocar sobre as solugoes de (3.40), isto é,

1. As solugoes de x,, devem ser reais;

2. Devemos ter z,, > 0.837.

Esta tltima exigéncia vem de dados cosmolégicos, os quais exigem que 3 > 0! e
levando em consideragao o melhor valor observacional de Q,,..0 = 0.279 (Esta ¢ a
média que foi obtida do WMAP-5 [110]). Para outro valor de €240, 0 limite inferior
de z, deve ser recalculado de acordo com a equagao (3.39). Todas as solugoes de
(3.40) que nao atendam essas exigéncias devem ser descartadas. O melhor valor de

H, dado pelo WMAP-5 é Hy = (70.1 £ 1.3)km/s/Mpc.

Para os testes observacionais vamos precisar integrar a equacao (3.41), isto

é, vamos precisar de integrais do tipo

I(z) = OZ %7 (3.44)

para diferentes faixas de z. Dependendo da faixa de z devemos tomar {2,450 = 0

!Esta exigéncia é feita para recuperarmos o modelo ACDM quando n = 0 em teorias dada por

(3.38).
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ou Qg0 = 5 x 107° (para z > 1089). Para n = 0, a equagao (3.40) tem como
solugao zg = 12 — 9010 Neste caso, a equagao (3.39) reduz-se a f = 6HZO,,
onde Qp = 1 —Qy010. Definindo o parametro cosmolégico 25 como Q = A/(3HE),
obtemos finalmente § = 2A para o caso n = 0, o que coincide com a teoria da
Relatividade Geral de Einstein com constante cosmologica. Contudo, se trabalhar-
mos com unidades em que Hy = 1 obtemos [ = 4.326, o que fica mais facil para

compararmos com trabalhos anteriores para os testes dessa teoria.

3.2.1 A Expansao Acelerada do Universo na Formulacao de

Palatini.

Conforme mencionamos durante a dissertacao, o interesse cosmologico, recente-
mente, em gravidade f(R) reside no fato de que essas teorias podem exibir natural-
mente o modelo padrao na qual a evolugao do universo foi dominado pela radiacao,
em seguida pela matéria e posteriormente por uma expansao acelerada, sem neces-
sitar de componentes exdticas como a energia escura. No entanto, a liberdade de
escolha da forma funcional de f(R) faz surgir o problema de como vincular essas
teorias sob o ponto de vista tedrico e/ou observacional. Embora muitos esforgos
teoricos tenham sido feitos para vincular essas teorias [111, 112, 113, 114, 115, 116,
117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133,
134, 135, 136](para uma revisao historica veja [137, 138, 139]), somente recente-
mente do ponto de vista observacional as teorias f(R) passaram a ter um conjunto
de dados cosmologicos possiveis de serem analisados para testar a viabilidade destes
modelos tedricos |77, 78, 140, 141, 142, 143]. Como exemplo, apresentaremos uma
aplicagao do modelo f(R) = R — 3/R" aos dados de supernovas do tipo Ia (SNela)
[26] combinados com os vinculos advindos das ocilagoes acusticas de barions (BAO)
[144] mais o pardmetro de desvio de CMB (“Shift Parameter”) [145, 146], a fim de
limitar os parametros livres da teoria. Conforme vimos na se¢ao (1.2.2), o modulo

de distancia, p,, dado um conjunto de parametros P = (n, Qn.t0), € expresso por
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Figura 3.1: Diagrama de Hubble para os 307 eventos de SNe Ia da amostra Union [147].
As curvas correspondem ao melhor ajuste para o par n e Qpmqto fornecidos pela andlise
estatistica envolvendo SNela (apenas) e SNela + BAO + CMB “Shift Parameter”. Por
motivos de comparagao o modelo ACDM com Qa0 = 0.26 € também mostrado. (Figura

reproduzida da referéncia [26].)

pop = m(z) — M = 5log (Cj\LJijc)) + 25, (3.45)

onde m e M sao, respectivamente, a magnitude aparente e absoluta da fonte, e dj,

¢é a distancia luminosidade expressa por
z d,Z/
dr(z;P) = (1 —_— 3.46
WP =049 [ o (3.46)
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onde H(z';P) é dado pela equagao (3.41).

A figura (3.1), mostra o diagrama de Hubble para os 307 eventos de SNla da
amostra Union [147|. As curvas evidenciam os melhores ajustes de modelos de f(R)
obtidos da analise de SNIa e SNIa + BAO + CMB. Por motivos de completeza
e comparagao, o modelo padrao ACDM com 2,510 = 0.26 ¢ também mostrado.
Observe que todos os modelos discutidos aqui parecem ser capazes de reproduzir

bem as medidas de SNla.

Para verificar o cenario de expansao acelerada de nosso universo, bem como
as fases de dominagao da radiagao e da matéria, utilizaremos o grafico da equagao
de estado efetiva em funcao de 1 4+ z com a analise conjunta de SNIa + BAO +
CMB obtidas dos melhores ajustes individuais dessas fontes. A equagao de estado

efetiva é dada por

2(1+2)dH

30 4 (3.47)

Wepf = —1+

ou seja, depende da teoria de gravidade através da fungdo de Hubble H(z), a qual
¢ expressa por (3.41) na formulagao de Palatini para a gravidade f(R) da forma

(3.38).

O resultado da analise conjunta obtida em [26] dos dados individuais de
SNela, BAO e CMB shift parameter, dao, para a teoria f(R) expressa por (3.38),

os seguintes intervalos (para um nivel de confianga de 99,7%):

n € [—0.3,0.1], Qa0 € [0.22,0.32] e [e[1.3,5.5]), (3.48)

Os melhores ajustes obtidos sao n = —0.12, 3 = 3.45 e consequentemente 2,,4;0 =

0.26. Estes resultados sao consistentes com os obtidos em |77, 78|, usando o conjunto
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Figura 3.2: Fquacao de estado efetiva como funcdo do red-shift, 1 + z, para a teoria
f(R) = R—B/R"™ no formalismo de Palatini. Os valores dos pardmetros correspondem ao
melhor ajuste da andlise conjunta dos testes cosmoldgicos em [26].(Figura reproduzida da

referéncia [26]).

de dados de supernovas Gold e SNLS, respectivamente. Note que o modelo ACDM
corresponde an =0 e 3 = 4.38HZ.

A figura (3.2) mostra a equagao de estado efetiva como fungao de 1+ z para
os melhores ajustes da solugao encontrada por [26] da junc¢ao entre SNIa + BAO +
CMB. Note que, para esta combinacao particular dos parametros, o universo passa
pelas tltimas trés fases da evolugao cosmoldgica, ou seja, dominado pela radiagao
(w = 1/3), dominado pela matéria (w = 0) e a tltima fase de acelerac¢ao (neste caso,
com w = —1). Conforme observado por [75], na formulagao métrica dessa teoria, nao

é possivel reproduzir este cenério; neste caso, o universo passa da era da radiacao
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diretamente para a expansao acelerada.

3.3 Universos Tipo Godel Para a Gravidade f(R)

na Formulacao de Palatini.?

Nas duas versoes da teoria de gravidade f(R), a estrutura causal do espago-tempo
em quatro dimensoes tem localmente a mesma natureza qualitativa que aquela do
espago-tempo plano da Relatividade Especial - localmente a causalidade ¢ mantida.
A analise nao-local, entretanto, é deixada em aberto e a violagao da causalidade pode
ocorrer. No entanto, se a gravidade é governada por uma teoria f(R) ao invés da
Relatividade Geral, varios resultados, tanto de natureza tedrica quanto observacional
devem ser reexaminados na estrutura de gravidade f(R). Uma questao em aberto, a
qual examinamos aqui, é se essas teorias permitem solugoes nas quais a causalidade
¢ violada. Na Relatividade Geral, sabemos que existem solugoes para as equagoes
de campo que tem anomalias causais na forma de curvas do tipo-tempo fechadas
(Closed Timelike Curves) - CTC’s. O famoso modelo de Kurt Godel em 1949 [13] é o
mais bem conhecido exemplo de tais solugoes, tornando evidente que a Relatividade
Geral nao exclui a existéncia de solugoes com linhas de universo do tipo-tempo
fechadas, apesar do seu caréter lorentziano que leva & validade local do principio
da causalidade. Esses resultados também foram denominadas de solugoes rotatorias
de Godel. A motivagao de Gddel em achar solugoes rotatérias das equagoes da
Relatividade Geral esta fortemente calcada na sua tentativa de mostrar que a mesma
admite um conceito de tempo ligado a filosofia idealista, mais exatamente ao conceito
kantiano de tempo [148]|. A idéia de Godel é assim negar a existéncia de um tempo
real (no sentido de objetivamente definido independentemente do observador). Para
Godel, a Teoria da Relatividade assevera a visao kantiana na medida em que ela

nega a existéncia de um tempo objetivo newtoniano, pois todos nés conhecemos

ZNesta sec¢do, e somente nela, usaremos a assinatura da métrica como sendo (+ - - -)
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o resultado da relatividade da simultaneidade. No entanto, para ele o resultado
da relatividade da simultaneidade nao é um argumento forte para a negacao da
objetividade do tempo, pois quando relativisamos o tempo noés o fazemos em relagao
a observadores especificos assumindo que estes se movem com velocidades relativas

v (para mais detalhes veja [149)]).

Tecnicamente, o modelo de Gddel é uma solugao das equagoes de Einstein
com constante cosmologica A para matéria de densidade p, mas também pode ser
interpretado como uma solugdo de um fluido perfeito (com pressdo p = p) sem
constante cosmologica. Neste contexto, foi mostrado por Bampi e Zordan [150] (para
generalizacao veja [151]) que toda solugao do tipo Godel das equagoes de Einstein
com tensor energia momento de um fluido perfeito é necessariamente isométrica
ao espaco-tempo de Godel. Para um melhor entendimento dessa solucao perceba
que todos os modelos cosmologicos que descrevem tanto a geometria do espago-
tempo quanto a matéria responsavel pela modificagao desta estrutura, constituem
configuragoes idealizadas. O projeto de Godel para a construgao de sua geometria
nao difere das demais, que em geral sao detentoras de alguma forma de simetria,
para facilitar os calculos, e governadas por algum fluido perfeito, ideal e livre de
qualquer forma de acao externa. Além disso, é acrescentado a essas geometrias a
energia do vacuo que representa todos os campos de matéria existentes em seus
estados fundamentais. Assim, a geometria de Godel, que se estabelece a partir de

uma teoria de gravitagao, possui como fontes principais os seguintes componentes:

e um fluido perfeito, sem nenhuma interacao entre suas partes;

e a energia do vicuo, representada por A.

Apesar de nao encontrarmos nada de novo nesta geometria, ao analisarmos
as caracteristicas cineméticas dos observadores que se locomovem com a matéria,

observamos que o fluido césmico que gera a geometria de Gédel possui uma rotagao
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intrinseca, ou seja, existe uma vorticidade local. Isso tem como consequéncia a exis-
téncia de CTC. De forma geral, a linha de universo de um observador é caracterizada
por uma curva do tipo-tempo aberta e continua no espago-tempo, de modo que en-
contrar curvas do tipo-tempo fechadas - CTC’s - se evidencia como algo incomum.
A existéncia dessa CTC representa uma violagao explicita das idéias que caracteri-
zam o tempo e consequentemento a relagao causa e efeito. No entanto, se mostrava
em consonancia com a motivacao de Godel. De uma perspectiva minkowskiana, em
curvas do tipo-tempo se aproximar do futuro significa se afastar do passado. Porém,
na geometria de Godel, embora todos os corpos materiais viagem sempre dentro do
limite do cone de luz, é percebido que estes podem passar infinitas vezes por um

mesmo ponto do espaco-tempo permitindo aos observadores voltarem ao passado

[152]!

Uma vez que estamos tratando de teorias alternativas de gravitagao, uma
pergunta é pertinente: serda que em outra formulagao da gravidade é possivel encon-
trar CTC’s e consequentemente estas gerarem situagoes acausais? Se positivo, em
que condicoes podemos evitar a violagao da causalidade, se é que podemos? Com
a nova proposta de generalizacao das equagoes de campo de Einstein verificaremos
sob que condigoes a nocao de causualidade é recuperada quando utilizamos as teo-
rias f(R) de gravidade no formalismo de Palatini (essa analise ja foi realizada para
gravidade f(R) na formulagao métrica [153, 154]) visto que em qualquer teoria fisica

o conceito de causalidade é de fundamental importancia.

3.3.1 A Geometria Tipo-Godel.

A métrica tipo-Godel do espago-tempo que focamos atencao é dada em coordenadas

cilindricas [coordenadas (r, ¢, z)| por [155]

ds* = [dt* + H(r)d¢]* — D*(r)d¢* — dr* — d2?, (3.49)
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onde

H(r) = " sinhZ(T), D(r) = %Sinh(mr). (3.50)

com w e m sendo parametros constantantes tais que w? > 0 e —oo < m? < 400.3
Todas as métricas tipo-Godel sao caracterizadas por dois parametros m e w: pares
identicos de (m?, w?) descrevem espagos-tempos isométricos [155, 156, 157]. Solugoes
de Godel sao um caso particular de m? > 0 das classes de espaco-tempo na qual

m? = 2w?.

O elemento de linha da métrica (3.49) pode também ser escrita como
ds® = dt* + 2H (r)dtd¢ — dr* — G(r)d¢* — dz? (3.51)

onde G(r) = D? — H?. Dessa forma fica claro a existéncia de CTC do tipo-Gédel,
isto é, circulos definidos por ¢, z, 7 = const dependente do comportamento da funcao
G(r). Se G(r) < 0 para um certo intervalo de r (r; < r < ry, por exemplo), circulos
de Godel definidos por t,z,r = const sao CTC’s. E facil mostrar que as carac-
teristicas causais de espagos-tempos do tipo-Godel dependem dos dois parametros
independentes m e w. Para m = 0 existe um raio critico, definido por wr, = 1, tal
que para todo r > r, existem circulos de Godel nao-causais. Para m? = —u? < 0,
existe uma sequéncia infinita alternando entre regides causais e nao-causais para
t,z,7 = const com e sem circulos de Gédel. Para 0 < m? < 4w?, circulos de Godel

nao-causais ocorrem para r > r. tal que

2 = —p? as fungdes métricas H(r) e D(r) tornam-se fungdes circulares, isto é, H(r) =

3Para m
(4w/p?) sin®(ur/2) e D(r) = p~'sin ur, enquanto que no caso limite m = 0 elas tornam-se H(r) =

wr?e D(r)=r.
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2 m2

. o (MT 4? -
sinh (—) . (3.52)
Quando m? = 4w?, o raio critico r, — oco. Entao para m? > 4w? nao existem
CTC, e, portanto, a quebra de causalidade do tipo-Gddel é evitada.

Usando as equagoes (3.49) e (3.50) é facil mostrar que o escalar de Ricci para
a métrica tipo-Godel tem um valor constante R = 2(m? — w?). Os calculos podem

ser simplificados se fizermos a seguinte escolha de base:

0° =dt + H(r)dp, 0= dr, (3.53)

0? = D(r)dp, 6% =dz, (3.54)
relativamente a qual o elemento de linha (3.49) tem a forma

ds® = napt08 = (0°)2 — (0")2 — (6%) — (6°)2. (3.55)

Nesta base, as equagdes de campo (2.47) sdo escritas como

, 1
f Gap = kTup — §(IQT -+ f)UAB, (356)

onde levamos em conta que para universos tipo-Godel o escalar de Ricci tem valor
constante. Um célculo direto das componentes diferentes de zero do tensor de Eins-

tein fornece

Goo = 3w? —m?, G =Gxn=w? Gsg=m"—u (3.57)

Tendo estabelecido os ingredientes base do problema da causalidade em gra-
vidade f(R) de Palatini, examinaremos a seguir se estas teorias permitem solugoes

causals ou nao causais.

57



3.3.2 Causalidade em um Universo Tipo-Godel.

Conforme mostrado em [153], um importante elemento relacionado ao problema da
causalidade em universos tipo-Godel é a fonte de matéria. Nesta se¢ao examinaremos
a questao de como fontes de matéria poderiam gerar solucoes causais do tipo-Godel
em gravidade f(R) de Palatini. Consideraremos trés fontes distintas de matéria, a
saber, um fluido perfeito, um campo escalar e a combinacao de um fluido perfeito

com um campo escalar.

3.3.3 Fluido Perfeito.

Primeiramente consideraremos como fonte de matéria um fluido perfeito de densi-

dade p e pressao p cujo tensor energia-momento (escrito na base de tetradas) é

Ty = (p+ p)uaus — pias. (3.58)

Substituindo em (3.56) e usando (3.57) as equagoes de campo reduzem-se a

2(3w? —m?) f' + f = K(p + 3p), (3.59)
20 f" — f = K(p—p), (3.60)
2(m? = W) f' — f = Kk(p—p). (3.61)

Combinando as equagoes (3.60) e (3.61), obtemos a expressao (m? —2w?) f’ =
0. Geralmente se exige das teorias f(R) que f' # 0 e positivo. Esta é a condi¢ao
para manter inalterado o sinal da constante de gravitagao de Newton efetiva (veja
por exemplo [158, 159, 160]). Portanto, devemos ter m? = 2w? o que define a métrica

de Godel. Entao as equagoes de campo sao reescritas como

m? = 2w?, (3.62)
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Kp = (3.63)

Y

f
2

kp=m2f — g, (3.64)

onde f e f’ sdo avaliados em R = m?. Este resultado pode ser visto como um
extensao dos resultados da Relatividade Geral de Bampi e Zordan [150] para o
contexto da gravidade f(R) no formalismo de Palatini, no sentido de que, para
arbitrarios p e p (com p # —p), toda solucdo de fluido perfeito da gravidade f(R) de
Palatini, que satisfaz a condicao f’ > 0, é necessariamente isométrico a geometria

de Godel.

A respeito das caracteristica causais dessas solu¢oes primeiro notaremos que,
desde que sejam isométricas a geometria de Godel, elas exibem CTC’s, isto é, circulos
nao-causais na qual o raio critico r. é dado pela equagao (3.52). Entretanto, levando-
se em conta as equagoes (3.63) e (3.64), nos temos que, em uma teoria de gravidade

f(R), r. é dado por

2f

re = 2sinh ™ (1) [ ———
2kp + f’

(3.65)

mostrando-se evidente que o raio critico, acima do qual existe um circulo nao-causal,

depende tanto da teoria de gravidade como do contetido material.

Investigando a causalidade para uma especifica teoria de gravidade f(R) na
formulagao de Palatini, notamos que, na Relatividade Geral, as equagoes (3.63) e
(3.64) reduzem-se a kp = kp = m?/2, implicando que tanto a densidade quanto a
pressao serao positivas. Entretanto, para uma teoria descrita por uma dada f(R)
e um valor fixo de m? as equagoes (3.63) e (3.64) definem a pressao e a densidade
de energia, nao necessariamente positivas. Desde que para um fluido perfeito essas
quantidades estejam relacionadas, nés gostariamos que elas obedecessem a condigao

de energia fraca (WEC), ou seja, impomos que

29



f(m?)

meI(mQ) . 5

> 0. (3.66)

Uma vez que todas as quantidades da desigualdade (3.66) sao avaliadas em R = m?,

elas podem naturalmente limitar, para uma dada f(R), os valores possiveis de m?.

Este limite se revela dentro do limite do raio critico, dado por

2
r. = —sinh™'(1), (3.67)

m

e também dentro do limite da “rotacao” w.

Para exemplificar, investigaremos a existéncia de CTC no modelo f(R) =
R— T Na aproximacao de Palatini, a andlise da evolugao cosmolégica pelo estudo
dos pontos fixos e estabilidade contra pertubacoes, mostraram que, com n > —1
e > 0 essas teorias admitem os trés cenérios de fase inflacionaria do modelo
cosmologico padrao [78]. De fato, a compatibilidade com os dados observacionais,
tais como as de supernovas do tipo Ia (SNela) + os picos da ocilagao actstica de
barions (BAO) + radiagao cosmica de fundo (CMBR) examinados nas referéncias
[26, 27, 77, 78, 161|, vincula os pardmetros n e ( para esta teoria no intervalo
n € [-0.3,0.3] e 8 € [1.3,7.1] em um nivel de confianga de 99.7%. Impondo a

condicao de energia fraca (WEC), equagao (3.66), encontramos que os valores de m

estao vinculados pela desigualdade

m> T+ (2n+1)3 > 0. (3.68)

Levando-se em conta a anélise de estabilidade, a qual exige 3 > 0 e n > —1
[78], raizes reais de m para a equagao (3.68) podem ocorrer somente no intervalo
—1 < n < —0.5. No entanto, como vimos acima, n = —0.3 é o limite inferior encon-
trado por esses parametros. Entao concluimos que nao existe m real que satisfaca

a equagao (3.67), isto ¢, de acordo com os dados observacionais e anélise de esta-
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bilidade, a gravidade f(R) de Palatini dada por (3.38) juntamente com um fluido
perfeito como fonte da geometria de Godel, nao pode obedecer & condi¢ao de energia
positiva (3.66). Neste sentido, estas teorias remediam a patologia causal na forma

de curvas do tipo-tempo fechadas as quais sao permitidas na Relatividade Geral.

3.3.4 Campo Escalar.

Consideremos agora como fonte da geometria um campo escalar ®(z) com um tensor

energia-momento dado por

1
Tf(x%) = Q4Q5 — 577ABCI)\M<I>|N77MN, (3.69)
onde a barra vertical denota componentes da derivada covariante relativamente a
base local 04 = e{Y dz® [veja equacdo (3.53)]. E facil mostrar que o campo escalar da
forma ®(z) = ez + const satisfaz a equacao do campo escalar 0@ = nBV ,,Vz® =0
para uma amplitude constante e de ®(z) [155]. Entao as componente diferentes de

zero do tensor energia-momento para este campo sao

2
S S S S €
Toy =T\ = T3 =T33 = 5. (3.70)

e as equagoes de campo (3.56) para esta fonte de matéria sdo

(Bw? —m?) f + g, (3.71)
W2 f! — g =0, (3.72)
(m? —w?)f — g = kel (3.73)

Combinando a equagio (3.71) com a equagio (3.72), obtemos a relagao (4w?—

m?)f" = 0. Consideramos teorias f(R) que satisfazem a condigao f’ > 0, entao
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devemos ter m? = 4w?. Estas condicoes fazem surgir uma classe tinica de solucoes

tipo-Godel dada por

m? = 4w?, (3.74)
2

P R 3.75

/ 202’ (3.75)

f = re?, (3.76)

onde f e f’ sao avaliados em R = 3m?/2. Claramente, temos uma classe de solugoes
sem violacao da causalidade do tipo-Gédel (r. — oc). Observe que para este tipo

de fonte, a teoria f(R) descrita por (3.38) d4 a seguinte equagao para m?

g

m? = % {—(n + 3) : (3.77)

1/(n+1)
509)

independente do valor da intensidade do campo escalar. Para o intervalo de n €
[—0.3,0.3] e o valor particular de 8 = 3.45, obtemos m € [2.5,1.6], fornecendo,
portanto, vérias “rotacoes” w, sem violacao de causalidade. Para valores diferentes
de 3 teremos outros intervalos de m sem violacao da causalidade no universo de

Godel.

3.3.5 Fluido Perfeito + Campo Escalar.

Agora consideraremos para a fonte de matéria na geometria de Godel a combinagao

de um tensor-energia momento dado por

Tup =TV + 1), (3.78)
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onde Tg\g), corresponde a um fluido perfeito expresso por (3.58) e TIE@ é dado por

(3.69). As equagdes de campo (3.56) para esta combinagao dao

ker = (m? — 2w f', (3.79)
Kp = %(2@02 —m?) f + %, (3.80)
Kp = %(Gu)? —m?)f — g, (3.81)

onde f e f’ sdo avaliados em R = 2(m? — w?). Uma classe de solugoes causais

tipo-Godel para estas equagoes que satisfaz a condi¢ao f’ > 0 é dado por

m? = 4w?, (3.82)

PR |
kp=—kp=w’f — 5 (3.83)
ke = 22 f', (3.84)

tal que das equagoes (3.52) e (3.82), claramente observamos que r. — co. Portanto
para esta combinacao de campos materiais podemos encontrar solugoes sem violagao

da causalidade do tipo-Gddel (circulos de Godel).

Como ilustragao, agora examinaremos se teorias descritas por (3.38) admitem
estes tipos de solugdes causais. Tomando a equagao (3.83) e considerando valida a

WEC, facilmente obtemos que a densidade de energia deve obedecer

(n+3)3— 22" >0, (3.85)

onde z = 3m?/2. Considerando que 3 > 0, estas equagoes admitem solugoes reais se
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-0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3

Figura 3.3: Algumas solugoes da equagao (3.86) para 3 = 3.45 e diferentes intensidades

do campo escalar: xo = 1.45 (linha pontilhada) e xg = 3.45 (linha continua).

n > —3. Entao, de acordo com os dados observacionais, o intervalo encontrado para
n satisfaz o vinculo (3.85). Além da restrigdo (3.85), os valores de n e [ também

satisfazem a equagao
2" — zox" +nB =0, (3.86)

que resulta de (3.84) e (3.38). Aqui zy = 3ke? é o valor de z paran = 0. No intervalo
de n € [—0.3,0.3] determinado das observacao |26, 27, 77, 78, 161], a equagao (3.86)

apresenta uma ou mais solugoes para cada n dependendo da intensidade do campo
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escalar (vinculado por xg) e o pardmetro 3 da teoria. Na figura (3.3), mostramos al-
gumas dessas solugoes para o valor particular de § = 3.45 (melhor ajuste encontrado
para (3 em [26]) e duas diferentes amplitudes do campo escalar: xy = 1.45 linha pon-
tilhada e xy = 3.45 linha continua. Como pode ser visto, para cada intensidade do
campo escalar existe uma tnica solucao para n < 0 enquanto existem dois diferentes
valores de z, ou seja, dois valores possiveis de m? para cada valor de n > 0. Isto
significa que neste tltimo limite obtemos causalidade para duas diferentes “rotacoes”

w.

Solucoes nao-causais do tipo-Gdodel sao dadas pelo pardmetro m e w tal que
0 < m? < 4w? A seguir examinaremos uma classe de solucoes nao-causais do

tipo-Godel das equagoes (3.79)-(3.81) dadas por

m2 — 3w2’ (387)
2
_ W ! 3.88
Kp 5 1+ 5 (3.88)
3w? ., f
_ W T 3.89
wp=—-f =3, (3.89)
ke2 = W f, (3.90)

onde aqui f e f’ sdo calculadas em R = 4w?. Combinando as equagoes (3.90) e

(3.38), encontramos que os valores de n e 3 devem satisfazer a equagao

5y, (3.91)

n+1 n n
Yy =Yy + At

2 e yy = re? o valor de de y para n = 0. No intervalo de

onde definimos y = w
n € [—0.3,0.3], obtidos das observagoes, a equacao (3.91) apresenta também uma
ou mais solugdes para cada valor de n, dependente do valor de yg e . Na figura (3.4),

mostramos algumas dessas solugoes para [ = 3.45 (o melhor ajuste encontrado por
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Figura 3.4: Algumas solugoes da equagao (3.91) para 3 = 3.45 e diferentes intensidades
do campo escalar: yo = 1.0 (linha pontilhada) e yo = 3.45 (linha tracejada). A linha

continua representa o valor superior da solu¢ao da desigualdade (3.92) para (3 = 3.45.

[26]), e duas distintas intensidades do campo escalar: y, = 1.0 (linha pontilhada)
e yo = 3.45 (linha tracejada). Como podemos inferir dos graficos, a equacao (3.91)
tem uma tunica solugao para cada n < 0 enquanto que para n > 0 existem duas
solucoes no intervalo considerado. No entanto, se considerarmos a positividade da

densidade de energia (WEC), estas solugdes ficam restritas pela desigualdade

3
i 4% <1 + Z”) <0, (3.92)

que resulta da primeira equagao de (3.88) e a teoria dada por (3.38). Na figura (3.4),
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as solugoes w? que obedecem & desigualdade (3.92) estao todas situadas abaixo
da linha continua. Vemos que as solugdes da equagao (3.91) para n < 0 ainda
obedecem & condicao de densidade de energia positiva do fluido perfeito para o
campo escalar,mas apenas para certas faixas de valores (por exemplo, na figura (3.4),
para yo € [1.0,3.45]). Para n > 0 temos solugoes duplas apenas no intervalo y, €
[1.0,2.2]. Portanto concluimos que para esta combinagao de campos de matéria para
a teoria de gravidade dada por (3.38) que obedece & condi¢ao de energia positiva,
s6 pode haver violagao de causalidade do tipo-Gédel (circulos de Godel) em duas

situagdes: (1) n <0e1.0<yy<345e (ii))n>0e 1.0 <y, <22

Como esperado, os resultados dessas combinagoes de fontes de matéria re-
fletem os efeitos obtidos nas se¢oes (3.3.3) e (3.3.4), isto é, com apenas um fluido
perfeito como conteudo material, no contexto de teorias f(R) de gravidade do tipo
(3.38) na formulagao de Palatini, verificamos que a solu¢ao encontrada por Godel
na Relatividade Geral, nao é obtida nessa nova proposta de gravidade, evitando,
portanto, a violacao da causalidade na forma de curvas do tipo-tempo fechadas. Da
mesma forma, quando se tem apenas um campo escalar como fonte de matéria, as
teorias f(R) no formalismo de Palatini do tipo (3.38), fornece uma tnica solugao
onde o principio da causalidade é recuperado, mesmo tendo a geometria de Godel
como solugao. O que esta se¢ao nos mostrou é que combinando um fluido perfeito
mais um campo escalar como fontes materiais, obtemos intervalos dos parametros m
e w da geometria de Godel, que podem satisfazer a causalidade ou nao, mostrando

ser uma resposta razoavel ao que se esperaria.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectiva

4.1 Conclusoes

No Capitulo 1 desta dissertacao, fizemos uma breve revisao da Teoria da Relati-
vidade Geral de Albert Einstein. Expressamos as equagdes que regem o universo
na estrutura de FLRW, além da alteracao feita nessas equagoes de campo quando
foi inserida a constante cosmolbgica, na medida em que se esperava um universo
estatico. Mostramos também que existe uma ligacao importante entre as medidas
de distancia de supernovas do tipo Ia e a teoria de gravidade,mostrando ser bas-
tante util para vincular os possiveis parametros livres da teoria de gravidade do tipo
f(R). Além disso, observamos que as condigoes de energia na Relatividade Geral
nos mostram certos vinculos sobre o contetido de matéria-energia do universo que
nao condiz com o que é observado atualmente, corroborando com nossa motivagao

de modicacao da Relatividade Geral.

No Capitulo 2, fizemos uma breve revisao historica da motivagao que houve
pela alteracao da Relatividade Geral e da necessidade atual dessa modificagao. Em
seguida, adotamos a postura de que a Teoria da Relatividade Geral nao ¢é a teoria

definitiva de gravitagdo e mostramos as teorias alternativas de gravidade denomi-
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nadas de gravidade f(R). Desenvolvemos seus dois formalismos, tanto o métrico
quanto o de Palatini sendo dada maior énfase a este tltimo. No formalismo de
Palatini, fizemos o desenvolvimento sistemaético e detalhado das equagoes de campo
da gravidade f(R), obtendo posteriormente as equagdes de FLRW generalizadas
nessa formulacao. Como exemplo, utilizamos uma classe de teorias descrita por
f(R) = R — /R™ e vinculamos os parametros livres da teoria com os dados re-
centes de supernovas do tipo la. Para complementar, verificamos a equivaléncia
entre os formalismos métrico e Palatini com as teorias de Brans-Dicke. Em seguida,
obtivemos as equacoes generalizadas do tensor curvatura, do tensor de Einstein, e do
escalar de Ricci. Em resumo, o capitulo 2 revé como se desencadeou o interesse pela
modificagao da Relatividade Geral além de nos fornecer as ferramentas matematicas
necessarias para o estudo de uma teoria de gravidade modificada por f(R), tanto

no formalismo métrico quanto no formalismo de Palatini.

No Capitulo 3, desenvolvemos as equagoes de Friedmann para uma parametriza-
¢ao particular da forma funcional f(R), a saber, f(R) = R—(/R". Ao analisar como
teorias f(R) de gravidade na formulagdo de Palatini, permitem espagos-tempos onde
a causalidade pode ser violada, percebemos que as solugoes do tipo-Gddel para um
fluido perfeito, considerando os parametros livres da teoria vinculados pelas fontes
observacionais recentes de supernovas do tipo Ia, e, também, a densidade de matéria
desse fluido positiva, concluimos que essas teorias nao admitem, como solucoes de
suas equagoes de campo, a geometria de Godel juntamente com este conteido ma-
terial. No entanto, a mesma analise feita agora com um campo escalar mostrou que
existe uma tnica solugao da geometria de Godel, evitando a violagao de causalidade.
Finalizando, fizemos também esse mesmo estudo considerando a combinagao tanto
de uma campo escalar como de um fluido perfeito como fontes dessa geometria.
Nesse cenario, vimos que existem tanto solugoes na forma de curvas tipo-tempo

fechadas, como solugoes sem violacao de causalidade.
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4.2 Perspectivas

No futuro, pretendemos estudar outras formas funcionais existentes na literatura que
forne¢am uma abrangéncia maior de resultados para a gravidade f(R) na formulagao
de Palatini, tais como os modelo teéricos de Wayne Hu [162], Eric V. Linder [163],

loav Waga [164] e Alexei A. Starobinsky [165], respectivamente expresso por

c(R/m?)"
co(R/m2)" + 17

2. f(R)=R—cr(1—ef/m),

3. f(R)=R— 355{1 - {1 + (%)nr/ﬁ},
<1+%;)"_1].

Apos esse estudo preliminar, tentaremos ajustar os parametros livres dessas teorias

1. f(R)=R—-m?

4. f(R) =R+ ARy

com testes comologicos de medidas de distancia luminosidade de supernovas do tipo
la, di(z,P), bem como os testes referentes a fun¢ao de Hubble, H(z) e os de lookback
time, t1(z, P) (definido como a diferenga entre a idade do universo hoje e sua idade

em um red-shift z), matematicamente expresso por

tL(Z,P) = tH /0% (1 T Z’C)ig(z’7P)’ (41)

onde tyy = 1/Hy = 9.8h~! Gyr é o tempo de Hubble, E(z',P) ¢ a funcao de Hubble
sem dimensao e {P} é o conjunto de parametros caracterizando o modelo cosmolo-

gico.
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Apéndice A
A Variacao de Ry .

O tensor de curvatura é dado por

o - o « o A a A
R/‘«ﬁ’/ — aﬁry‘u - ayrﬁu + Pw\rw - FI//\F@LL‘

Fazendo a seguinte transformacao em todas as conexoes

(0% (o3 (0%
FW — FW + 61“,/#,
teremos,

oy — Bg, +0Rs,,

(A.3)

onde 0RY,  é a expressao procurada para que possamos contrair o 1° e o 3° indices

uBy

e obtermos a variacao de R, .

Defenimos um novo tensor de curvatura como

= 0(L5, + 0T%,) — 0,(T'G, + 615,) + (0§, + oI5, (T, +0T7,)
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— (T8 + 0T ) (T, + 5Fgu).

Portanto, desenvolvendo os produtos e desprezando os termos de segunda ordem das

variacoes das conexoes, chegamos a

R%5, = R, + 95(072,) — 0,(875,) + ['%,(12,) + (U5}, (A.5)
_F3A<5Fgu> - ((SFSA)I%M

Substituindo a expressao da derivada covariante em Js(6I'5,) e 0,(0I',),

obtemos apoés algumas manipulagoes algébricas

N;Ojﬁl/ = R;O;,BV + 65(5F3p) - 61/(]‘1%#) + (Fgu - FI//\/B>6F?\[M7 <A6>

onde V significa a derivada convariante com respeito as novas conexoes I'(gama) e

que portanto

0R%, = V(0T2,) — V,(I%,) + (T3, — T)5)0T%,. (A.7)

Contraindo o 1° e o 3° indice temos o tensor de Ricci, entao

5§,UV = 60&(51—‘3/1) - 6'/(1_‘3;1) + (ng - Fi\a)csriu (A8)

Observe que estamos desconsiderando qualquer simetria nos indices av das
conexdes. Caso a simetria exista (Conexdes de Levi-Civita), entdo a expressao

anterior se reduz a

0Ru = Vo (0T%,) — V,(I'2,). (A.9)
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Apéndice B

Equacao de Einstein Generalizada.

Para o céalculo do tensor de Ricci generalizado necessitamos do tensor de curvatura

generalizado a partir do qual calculamos o trago desse tensor. Entao

o, =0T%, — 9,00, + g %, — T2 1" (B.1)

vp~ B

assim, contraindo o 1° com o 3° indices, temos

R, = 0,I%, — 9,19, + T ", —To T (B.2)

ap™ pv vp™ poo

que é o tensor de Ricci generalizado. As conexbes que aparecem nesse tensor sao

conexoes também generalizados, de tal forma que

T,
re, ={0}1+ 2;, (B.3)

onde definimos T, = (050, f' + 650, f" — G905 f").
Nesse caso, ficamos com as seguintes associagoes
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Ry — {ﬁu} :

Portanto, deve existir alguma relacao entre EW e R, tal que

e quando "= R, J(f’) = 0 e portanto EW =R,
Buncando essa relagao, iremos pelo seguinte caminho:

Substituimos a equagao (B.3) em (B.2), obtemos a expressao

0ul{5} + 2] {W}+2';s {am?f, L+ o]

{VP} + 2f/ {ua} _'_ 2f/

Desenvolvendo chegamos a

Ty, T"‘ TO‘ 17,

Ry = Ry + 04 [Qf,]—a

2f/ {Olp} 2fl 2;7) ZV}] + (2f/

& T TP
{up} 2]6/ 2f/> ya}]_(2f€)(2l},)7

onde R, = 0, {ﬁy} L {ﬁa} + {gp} {fw} - {3,0} {Za}'
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1
Colocando-se em evidéncia na equagao (B.7) os termos com o fator 7 temos

apo6s algumas manipulagoes algébricas

1
4f/2

[—2(0af") (6500 ' 40500t = Guvg™ O\ S ) +2(00 ) (052 O f + 050 f = Guag™ Onf' )+
(8200 f" + 6200t = Gupg™ NS (820, f' + 820, — Guug” ONf) — (620, f'+

850y [ = Gupg ™ OnS) (000af" + 050, f" — Guag” Orf")]

que pode ser resumida em

3VLVLf

TR (B.8)

onde agora a derivada covariante V, deve ser calculada com as conexoes de Levi-

Civita da métrica g, .

1
Cosiderando agora na equagao (B.7) os termos de 7 teremos

1 / « / « / (o1 /
4_f,[4 {fw} apf - QQqupA {ap} 8>\f + QQMOégp)\ {l/p} a)\f + 2ngg A Z,a} 6)\f (Bg)
—40,0,f — 20a(9u g™ Orf")].

Para simplificar a expressao (B.9) devemos observar que

1. Como f é uma funcéo escalar de R, entao 0, f" =V, f’. Assim, podemos ter:
Vo(Vuf) = Vo (0uf') = 0,0, — {5} 01 (B.10)

ou seja,
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VoVuf = 0,0, — {0} 0,f" (B.11)

2. Para a conexao de Levi-Civita temos que
Valguwg™) =0, (B.12)
ou seja,
(V)9 + g (Vag™) = 0. (B.13)

Assim, podemos concluir que

Oa(9uwd™™) = Gupg™ {60} = 9 {80} 97+ 9009” {5} — 9 {0, } 97 (B.14)

3. Além disso, a definicao do D’lambertiano nos fornece

g;wga)\ﬁaa)\f/ = g;wa/ + guygap {ép} a/\f/. (B15)

1
Substituindo todas essas relagoes em (B.9), obtemos para o termo de — a

expressao final

1 1 ,
—P[VMV,, + igWD]f . (B-16>

Desta maneira o tensor de Ricci generalizado (B.2) assume a forma

~ VLIV 1 1 ,
Ry =R, + MQT = Va5l (B.17)
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Para o calculo do tensor de Einstein, definido por G, = Ry, — 591% ne-
cessitamos do escalar de curvatura generalizado dado pelo traco de EW. Portanto,

tendo em conta o trago de (B.17) teremos a relagao

= 3(Vu (VS 30f

R=R+ T 7 (B.18)
No formalismo de Palatini, as equagoes de movimento sao
~ f k
R(uu) - 2_f,g,uz/ = ?T,uzu (Blg)

onde k = 87 é a constante de acoplamente e G é a constante de gravitacao universal

Newtoniana.

Substituindo a equagao (B.17) na equagao (B.19) e somando em ambos os

_g;wR

lados a expressao , obtemos
R k f V.V 1 1
Ry — oI = FT;W + 2_f,9uv - #2# + F[Vuvv + §9WD]JN (B.20)

g BTV | 30F
2 2f/2 f/

.

Assim, agrupando os termos com fatores semelhantes chegamos a expressao

. k Jw S f 1 / 3 / /
G = 50w = 5 (R = 5) + 5 (V¥ = guD)f = 555 (Tuf)(Vf) - (B21)
g,ul/ N2
I (P

que é a equacao de Einstein generalizada.
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