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"A persisténcia € o caminho do éxito".

(Charles Chaplin)



Resumo

Um dos mecanismos responsaveis pela difusao andémala ¢é a existéncia de correlagoes
temporais de longo alcance como, por exemplo, no movimento browniano fracionéario e nos
modelos de caminhadas aleatérias segundo os perfis de memoria do elefante e de alzehimer,
sendo que nestes dois dltimos casos o caminhante guarda a memoria dos seus primeiros
passos. Uma questao a ser elucidada, e que foi a principal motivagao de nosso trabalho, é
se a lembranca do histérico inicial constitui-se em condi¢ao necesséria para a observacao de

difusdo anémala (no caso, superdifusdo).

No6s damos uma resposta conclusiva, ao estudarmos um modelo de caminhada nao-
markoviana em que a memoria do passado do caminhante, no instante ¢, é dada por uma
gaussiana centrada no tempo t/2 e com desvio padrao ot que cresce linearmente com a idade
do caminhante. Para grandes valores de ¢ vemos que este modelo se comporta de forma
similar ao modelo de elefante; No limite oposto (¢ — 0), embora o caminhante esquega os
tempos iniciais, observamos resultados semelhantes ao modelo de caminhada de alzheimer,
em particular a presenca de persisténcia induzida por amnésia, caracterizada por certas
oscilagoes log-periddicas. Concluimos assim que a memoria de tempos iniciais nao é uma
condi¢ao necessaria para o surgimento da superdifusao nem da persisténcia induzida por
amnésia, podendo aparecer mesmo em perfis de memoria que esquecem os passos iniciais,

como o perfil gausssiano aqui investigado.
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Abstract

One of the mechanisms responsible for the anomalous diffusion is the existence of
long-range temporal correlations, for example, Fractional Brownian Motion and walk models
according to Elephant memory and Alzheimer profiles, whereas in the latter two cases the
walker can always "remember" of his first steps. The question to be elucidated, and the
was the main motivation of our work, is if memory of the historic initial is condition for

observation anomalous diffusion (in this case, superdiffusion).

We give a conclusive answer, by studying a non-Markovian model in which the
walker’s memory of the past, at time ¢, is given by a Gaussian centered at time ¢/2 and
standard deviation ot which grows linearly as the walker ages. For large widths of o we
find that the model behaves similarly to the Elephant model; In the opposite limit (o — 0),
although the walker forget the early days, we observed similar results to the Alzheimer walk
model, in particular the presence of amnestically induced persistence, characterized by certain
log-periodic oscillations. We conclude that the memory of earlier times is not a necessary
condition for the generating of superdiffusion nor the amnestically induced persistence and
can appear even in profiles of memory that forgets the initial steps, like the Gausssian memory

profile investigated here.
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Capitulo

Introducao as caminhadas aleatorias

A "danca" aleatoria de pequenas particulas em suspensao num liquido, um fenémeno
conhecido como movimento browniano, se constitui em um dos mais interessantes e proficuos
problemas da ciéncia, servindo de paradigma para uma extensa quantidade de sistemas encon-
trados em diferentes areas do conhecimento, tais como fisica, quimica, biologia, e economia,
tendo em comum a agao de processos estocasticos em sua evolugao temporal. As primeiras
observagoes sobre este tipo de movimento foram feitas por Jan Ingenhousz quando o mesmo
estudava o movimento de pequenas particulas de poeira de carvao em éalcool [I] o qual ele
descreveu como sendo um movimento irregular. Contudo, a descoberta deste fenémeno é,
em geral, atribuida ao botanico escocés Robert Brown e por esta razao este movimento é
hoje conhecido como movimento browniano. No ano de 1828, Brown publicou o trabalho "A
brief account of microscopical observations made in the months of June, July and August,
1827, on the particles contained in the pollen of plants; and on the general existence of active
molecules in organic and inorganic bodies”E] [2], no qual ele relata a descoberta de que o
movimento de graos de poélen mintsculos suspensos em agua e observados ao microscopio
exibiam um movimento irregular e incessante. Posteriormente, ele observou que este mesmo
fendbmeno ocorria em particulas de po; isto o levou a concluir que os movimentos nao eram

devidos a mecanismos biolégicos associados ao polen.

Nas décadas seguintes, intimeras tentativas foram realizadas para desvendar a na-

tureza do movimento browniano. Experimentos de laboratério indicavam uma dependéncia

ITraducdo em portugués: Uma breve descricio de observacdes microscopicas efetuadas nos meses de
Junho, Julho e Agosto de 1827 sobre particulas contidas no polen de plantas.
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entre a intensidade do movimento das particulas, o tamanho destas, a viscosidade do meio, e
também a temperatura da solucao na qual a particula estava imersa. A concep¢ao moderna
de que o "zigue-zague" das particulas brownianas seria devido as colisdes com as moléculas do
fluido foi introduzida somente a partir de 1860. Uma primeira descricao mateméatica sobre o
movimento browniano foi feita em 1880 por Thorvald N. Thiele em um artigo sobre o método
dos minimos quadrados. De forma independente, Louis Bachelier, em 1900, defendeu sua tese
de doutorado intitulada "Teorias das especulagoes" sob a orientacao do matematico Henri
Poincaré na qual usou pioneiramente o movimento browniano como modelo para explicar a

performance de bolsas de valores [3].

Em 1905, além dos artigos sobre a teoria da relatividade e o efeito fotoelétrico, Eins-
tein publicou um artigo sobre o movimento browniano [4]. Ele percebeu que o movimento
erratico das particulas brownianas em um meio composto por moléculas poderia ser melhor
descrito por meio de uma interpretacao probabilistica. No desenvolvimento deste trabalho,
ele propoe, a partir de uma interpretacao microscopica, uma nova deducao da equacao ma-
croscopica de difusao, ja conhecida anteriormente, mas obtida de forma empirica. Na época
a grande importancia da teoria do movimento browniano de Einstein residiu no fato desta
ter fortalecido a ideia atomica, que era ainda controversa no inicio do século XX. Simultane-
amente a publicagao de Einstein, Smoluchowski [5] notou que o deslocamento das particulas
brownianas podia ser interpretado como resultado da colisoes com as moléculas do solvente, e,
através de métodos estocasticos, calculou o deslocamento médio das particulas em suspensao

ap6s muitas colisoes.

O movimento browniano pode ser descrito de diversas maneiras: o tratamento difu-
sivo de Einstein, a variante estocéastica ou de forga flutuante proposta por Paul Langevin [6],
a abordagem via equagdo de Fokker-Planck [7], e finalmente, as caminhadas aleatorias. As
caminhadas aleatorias foram introduzidas em um artigo de Karl Pearson publicado na re-
vista Nature de 1905 onde ele propoe o seguinte problema: “a man starts from a point O and
walks [ yards in a straight line; he then turns through any angle whatever and walks another
[ yards in a second straight line. He repeats this process n times. I require the probability
that after these n stretches he is at a distance between r and r + dr from his starting point,
0.” E] [8]. Pearson estava interessado em saber como os mosquitos da maléria se espalhavam;

ele observou que este processo poderia ser descrito através da equacao de difusao e mostrou

2Tradugdo em portugués: um homem inicia a partir de um ponto O e caminha [ metros numa linha reta,
ele entao gira através de um angulo qualquer, e anda mais [ metros numa segunda linha reta e repete este
procedimento N vezes. Eu quero a probabilidade de depois de N desses trechos ele esteja numa distancia
entre 7 e r + dr a partir do ponto inicial O, tradugao nossa.
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que o deslocamento dos mosquitos partindo de uma posi¢ao inicial era proporcional a raiz
quadrada do tempo e a distribuicao de muitos caminhantes aleatorios iniciando da mesma
origem tinha uma forma gaussiana. As caminhadas aleatérias, desde entao, passaram a ter
uma conexao com os trabalhos de Einstein do movimento browniano e se tornaram uma das

principais ferramentas para o entendimento de processos de difusao.

Os trabalhos de Einstein e Pearson s6 eram capazes de descrever caminhadas em que
0s passos nao apresentavam correlagoes, caracterizadas por persisténcia nos passos (distan-
cia entre duas sucessivas posi¢oes). Contudo, uma série de pesquisas (iniciadas na segunda
metade do século XX) mostraram que esta suposigdo de nao correlagdo entre os passos era
insuficiente para descrever completamente os processos difusivos anomalos, caracterizadas
por uma dependéncia nao linear do deslocamento quadratico médio das particulas. As di-
fusdes anomalas passaram a ser amplamente usadas na modelagem de sistemas fisicos [9],
biolégicos [10], dentre outros. Para descrever estes fendmenos foi necessario a introdugao
de novas classes de caminhadas, tais como, as caminhadas aleatérias continuas no tempo,
caminhadas de Lévy e o movimento browniano fracionario. Faremos uma introducao a estas,

e posteriormente, apresentaremos algumas aplicacoes.

1.1 Difusao

O fenémeno de difusao consiste em um mecanismo de transferéncia de massa, energia
ou informagao [I1], como por exemplo na penetra¢ao de oxigénio numa célula do corpo hu-
mano: entre as células e o meio externo existe uma diferenca de concentracao, e as moléculas
do oxigénio tendem a se mover do local de maior concentracao (meio externo) para o local de
menor concentragao (citoplasma). Podemos observar outro caso difusivo quando colocamos
algumas gotas de corante em agua: vemos que inicialmente a 4gua muda de cor apenas numa
regiao pequena, mas como o passar do tempo, toda a agua fica colorida e homogénea, como

mostrado na figura [1.1]



Capitulo 1. Introducao as caminhadas aleatérias 5

Figura 1.1: Gotas de corante diluidos em agua; inicialmente o corante ocupa uma regiao pequena
que se espalha formando uma mistura homogénea (Imagem retirada da referéncia: [12]).

Os dois exemplos citados apresentam uma caracteristica em comum: uma diferenca
de concentracao de uma dada substancia entre diferentes regioes do espaco ou diferentes
meios. Similar ao calor que flui, naturalmente, de um corpo com maior temperatura para um
com menor temperatura, ha uma tendéncia para que a difusdo ocorra em um certo sentido,
de uma regiao de maior concentracao para uma de menor concentragao. Embora durante
intervalos de tempo pequenos, possa ocorrer uma inversao no fluxo molecular em certos
pontos, é possivel mostrar que, numa escala macroscopica, este fenébmeno é uma manifestacao

da irreversibilidade temporal associada a Segunda Lei da Termodinamica.

Uma forma de quantificar a rapidez com que o processo de difusao ocorre é definindo

a densidade de corrente de particulas, denotada por J_', da seguinte forma,

J = p(7, 1), (1.1)

em que p(7,t) é o numero de moléculas que se difunde por unidade de volume (concentragao),
e U é a velocidade com a qual esta massa de substancia se difunde. J corresponde ao ntimero
liquido de particulas que cruzam por unidade de tempo, a unidade de area perpendicular a

diregao de difusao.

A Lei de Fick [13] expressa uma relagao entre a densidade de corrente de difusao e
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a variacao da concentracao através do espaco,

J = —DVp, (1.2)

em que D é um coeficiente caracteristico da substancia, designado por coeficiente de difusao
e Vp é o gradiente de concentracao. O sinal negativo indica que o fluxo resultante ocorre no
sentido no qual p decresce. A Lei de Fick é uma lei de natureza estatistica, através desta é

possivel descrever uma parte significativa de processos de difusao.

Fisicamente, podemos pensar o seguinte: se nao ha fonte ou sorvedouro (respecti-
vamente, ponto no qual a substancia difusiva é criada ou destruida), e se num certo volume
infinitesimal a densidade aumenta com o tempo, é porque uma certa quantidade de subs-
tancia entrou através da superficie que delimita esse volume. Este fato pode ser expresso,

matematicamente, através de uma equacao conhecida como equagao de continuidade

p — -
- . J=0. 1.
L vT=0 (1.3)

Podemos reunir a Lei de Fick ([1.2)) e a equagao da continuidade (|1.3)),

ap - -
- -D = 1.4
2+ V- [-DV] =0, (14)
que resulta em,
dp _ 2

em que consideramos D = D(r). A equagao (1.5) é conhecida como equagao de difusao,
obtida aqui através da Lei de Fick que é uma lei de origem empirica (observacional), mas na

proxima se¢do mostraremos uma forma alternativa ("microscopica") de derivé-la.
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1.2 Teoria de Einstein-Smoluchowski

O trabalho de Einstein evidenciou uma conexao profunda entre processos de difusao
e o movimento browniano, através de sua percepcao de que o movimento erratico de uma
particula, imersa em um meio composto por moléculas, que experimenta miltiplas colisoes
(ver figura ¢ mais bem descrito em termos probabilisticos. Ele propos uma nova dedugao
para a equagao de difusao ([1.5)), antecipando a relagao de Chapman-Kolmogorov e as teorias
modernas de cadeias markovianas [I4], que iremos discutir no capitulo seguinte. O modelo
unidimensional abordado por Einstein serda exposto a seguir, a idéia central consistiu em
supor que as particulas executam colisoes independentes e direcionalmente aleatoérias, sem

correlagoes temporais de longo alcancd?]

Figura 1.2: A esquerda a bolinha em azul representa a particula em suspensio no soluto, as bolinhas
em vermelho representam as moléculas da solucdo. A direta temos a trajetoéria da particula maior
que descreve um movimento erratico (Imagens retiradas da referéncia [15]).

Seja p(A)dA a probabilidade de uma particula em suspensao sofrer um deslocamento

entre A e A + dA num intervalo de tempo 7. Essa densidade de probabilidade deve ser

simétrica,

p(A) =p(=4A), (1.6)

uma vez que deve ser igualmente provavel a particula browniana efetuar um deslocamento

3Usaremos nesta segdo a notagdo da referéncia [14].
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(A) e (—A) e normalizada,

/+Oop(A)dA _1, (1.7)

oo

visto que a particula deve efetuar um deslocamento para algum lugar do espago. Se p(x,t) é
o niamero de particulas por unidade de volume num instante ¢, devemos ter a seguinte relacao

probabilistica,

Pyt +7) = /_oo p(z+ A, )p(A)dA. (1.8)

o0

Como 7 e A devem ser macroscopicamente pequenos, podemos escrever as expansoes

em série de Taylor,
0
plx, t+ 1) :p(m,t)—i—a—ijL... (1.9)
como também,
op 10%p
At) = pa,t) + =A 4+ =A%
Substituindo ((1.9) e (1.10) em (1.8, levando em conta as propriedades de p(A), e

considerando apenas os termos de ordem dominantes,

(1.10)

) o B 192
plz,t) + a—jf - / [p(x,t) + 8—§A + Ea_ng p(A)dA (1.11)

—0o0

obtemos a equagao de difusao dada por,

op 9?p

o~ Doz (1.12)
com o coeficiente de difusao,

1 [
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Portanto, o desvio quadréatico médio do deslocamento,

o0

(A?) = / A?p(A)dA = 2Dr, (1.14)
—0o0

é proporcional ao coeficiente de difusao, variando linearmente do tempo. Como o movimento

das particulas sao independentes, a origem das coordenadas nao deve ter nenhum significado.

Portanto, a func¢ao p(z,t), devidamente normalizada,

/_OO p(x, t)dz = po, (1.15)

o0

representa a densidade de particulas cujas posigoes sofreram um acréscimo x entre o instante
inicial e o tempo ¢. A solugao da equagao (|1.12]), com a condicdo inicial de que todas as

particulas brownianas estao inicialmente concentrada em um ponto, é uma funcao gaussiana,

2
P T
pz,t) = \/47:? exp (_4_Dt) : (1.16)

Com a interpretagdo de p(z,t), o deslocamento quadratico médio das particulas

brownianas, obtido por Einstein foi

(z*) = 2Dt. (1.17)

Uma expressao independente para o coeficiente de difusao D pode ser obtida usando

a lei de forcas de Stokes e a equacao dos gases ideais, e é dada por

RT

D=—— 1.18
6mnaN,’ (1.18)

onde R ¢é a constante dos gases, T' é temperatura da solucao, a o raio das particulas browni-
anas, 7 a viscosidade do meio, e N, o nimero de Avogadro. Jean Baptiste Perrin, usando a
teoria do movimento browniano, realizou varias experiéncias, a partir de 1908, com o intuito
de determinar o valor do ntimero de Avogadro, obtendo um valor de 6.82 x 10% [ moléculas

em cada mol [16].

A equagao (1.18) antecipou o Teorema da flutuagao-dissipagao, poderosa ferramenta

4Adotaremos a notacdo de ponto como separador da parte decimal.
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em Fisica Estatistica para a predicao do comportamento de sistemas termodindmicos fora

do equilibrio. Uma discussao sobre este assunto ¢ feito na referéncia [I7]. Combinando as

equagoes (|1.17)) e (1.18]), obtemos

RT

RO P R — 1.19
(z%) G, (1.19)

Podemos ver que o deslocamento caracteristico (v/22) cresce com /t. Neste racioci-
nio é possivel estabelecer uma conexao com o problema conhecido como passeio aleatério

que sera apresentado a seguir.

1.3 O passeio aleatério unidimensional

O problema mais simples de caminhada aleatéria consiste na caminhada aleatéria
numa rede em 1 dimensao como, por exemplo, apresentado em Mark Kac [I8]. Neste modelo,
podemos imaginar uma particula como um caminhante que se move ao longo de uma reta,
partindo da origem. A cada intervalo de tempo 7, ela salta uma distancia [ para a direita
com probabilidade p ou uma distancia [ para esquerda com probabilidade ¢ = 1—p, conforme

mostrado na figura [1.3]

+—F——————t—t—+—+)
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1.3: Particula parte da origem e efetua passos unitarios, apos 5 passos esta localizada no
ponto x = —1

A formulagao deste problema conduz a seguinte questao: qual a probabilidade Py (m)
de que o caminhante se encontre na posigao x = ml depois do mesmo ter dado N passos?
Sejam N; o nimero de passos que o caminhante da para a direita e Ny o niimero de passos
dados para a esquerda. Sua posi¢ao apoés N passos serda z = ml = (N7 —Ny)l e a probabilidade

de uma determinada sequéncia de N; passos para direita e Ny passos para a esquerda, é dada
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por
(p---p)(g--q) = P g™, (1.20)

Se observamos a figura (1.3 notamos que existem diferentes formas do caminhante

atingir o ponto x = —1, uma forma possivel é mostrada na figura, no entanto, o mesmo

caminhante partindo da origem poderd dar 2 passos para direita até atingir o ponto x = 2,
em seguida dar 3 passos para esquerda até atingir x = —1. Portanto, diferentes sequéncias de
passos podem conduzir a um mesmo ponto. Se apoés N passos o caminhante deu N; passos

para direita e Ny para esquerda o niimero de sequéncias possiveis sera

NI

m. (1.21)

Reunindo as equagoes e , temos que a probabilidade dar N; passos para
a direita e Ny passos para a esquerda, de num total de N passos, é dada pela distribuigao

binomial,

N!
Pn(N,) = pNghe, (1.22)

Como o caminhante devera efetuar um passo ou para direita ou para esquerda,

p+q=1e N = N;+ N,, essa probabilidade devera ser normalizada,

N
Py (Ny) =(p+VN =1 1.23
NZ_ (V1) ZNl,NQ,p ¢ =@p+aq) (1.23)

Note que a probabilidade Py (N;) varia entre 0 e 1. Como m = N; — N,, a probabi-
lidade Py(m) sera

Py(m) = (N+m)]'\]!(Nm)'p<N;m>q(N2m>- (1.24)
2 ' 2 '

A conexao com o problema de difusao é feita considerando o fato que somente uma

particula que esteja numa posigao x = (m—+1)l ou z = (m—1)l podera no tempo t = (N+1)7
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atingir a posicao x = ml no passo seguinte. Podemos entao escrever a relagao de recorréncia,

Pnyi=pPy(m —1) 4+ gPy(m+1). (1.25)

No caso em que p = ¢ = 1/2, e tomando o limite em que 7 e [ sdo muito pequenos,

podemos escrever as representacoes continuas,

Pyy1— Py OP

— 1.2

T ot (1.26)
P(ml—1)+ P(ml+1) —2P(ml) 9°P

~ 1.2

[? ox? (1.27)
Neste limite, podemos obter a equacao de difusao,
oP 0*P

—=D— 1.2

ot 0x? (1.28)

em que o coeficiente de difusao, D = [?/27.

A suposigao que fizemos de p = ¢ = 1/2 corresponde ao caso da caminhada aleatoria

simétrica e pode ser associada a um movimento browniano unidimensional.

Momentos

Vimos que apds N passos o caminhante estara localizado em um ponto z = (N7 —
Ns)l, em que [ é a largura do passo, podemos considerar o caso em que [ = 1, ou seja, 0s

passos sao unitarios e constantes. Entao, o valor médio da posicao sera

(z) = (N1 — Na) (1.29)

o valor médio (x) é também chamado de primeiro momento da variavel x.

Uma vez que N = Ny + Ny, podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma:

() = 2(N}) — N. (1.30)
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O valor quadratico da posi¢ao (z?) designado como segundo momento ser4,

(%) = (N1 — N2)?) = 4(N7) — 2(N1)N + N2, (1.31)

Observe que para encontrar o primeiro e segundo momento basta conhecermos (Ny)

e (N?). Usando a equacao ([1.22), temos

N N
N! B
<N1> = Z Nle(Nl) = Z N1mleq(N M) (1.32)
N1=0 N1=0
E facil mostrar que
P

Py Z Py (N1) = (M) (1.33)

P Nizo

Com essa tltima relacao podemos chegar a seguinte expressao para o valor médio de

9 B
(p+q)" = Np(p+q)" e1-p = Np (1.34)

(V1) :pﬁ_p

De forma anéloga, podemos encontrar uma segunda relagao tutil,

0 0 <
= _ /N2
P58y N%:O Pn(Ny) = (Ny) (1.35)

Portanto,

o 0 N

(ND) = Py, PPt 4) (1.36)
= pa%Np(p +q)V ! (1.37)
= Np+ N(N —1)p? (1.38)

O valor médio do deslocamento sera dado por
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() = 4(N7)—2(N,)N + N? (1.39)
= 2pN — N (1.40)
= N(2p—1) (1.41)

E o valor médio quadrético do deslocamento:

(%) = 4(N?) —2(N,)N + N? (1.42)
= 4(Np+ N(N —1)p*) —2N(N — 1) + N? (1.43)

de p e o tempo t,

(x) = t(2p — 1) (1.44)

(x%) = t*(2p — 1)* + tdp(1 — p) (1.45)

em que consideramos que os passos sao unitarios e correspondem a um instante de tempo.
Quando p = 1/2 temos um "random walk" simétrico, e as equagdes se reduzem a (z) = 0
e (z?) ~ t (movimento browniano). No limite assintético (grandes valores de t), o segundo

momento apresenta uma descontinuidade quando p = 1/2, nesse limite,

t 3
(a?) ~ para p 7 5 (1.46)
t para p= %
Podemos ainda calcular a variancia definida por
o? = (2*) — (2?) (1.47)

Para a caminhada aleatoria a variancia assume o valor

o? = tdp(p — 1). (1.48)
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Os resultados que apresentamos para uma dimensao podem ser, facilmente, gene-
ralizados para dimensdes superiores. A titulo de ilustragdo, mostramos na figura [1.4] uma

caminhada aleatoria em 3D.

&0

=109

Lod

50

L1 ]

®
100

Figura 1.4: Caminhada aleatoria em 3 dimensoes (Figura retirada da referéncia [19]).
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1.4 Distribuicao gaussiana e distribuicao de Lévy

No modelo de caminhadas aleatérias, descrito na se¢ao anterior, é possivel descrever
o movimento da particula introduzindo variaveis aleatérias, Si, Ss, .. que assumem valor +1
e —1 conforme o passo é dado para direita ou para esquerda. A posicao do caminhante apos
N passos corresponde a soma destas variaveis. Pode-se mostrar que neste exemplo, no limite
em que o numero de passos tende a infinito, a probabilidade de encontrar a particula em uma
posicao x apds muitos passos, é dada pela distribuicao gaussiana ﬂ ja encontrada no caso da

difusao anteriormente comentado,

P(z) = \/% exp (%) (1.49)

em que p é o valor médio da variavel aleatoria (primeiro momento) e o é a variancia. As
condicoes para que o deslocamento total x esteja distribuido de acordo com uma gaussiana
para N suficientemente grande é que os primeiros momentos nao divirjam e as variaveis sejam
independentes. Este resultado é conhecido como o Teorema central do limite e ¢ um dos mais
importantes resultados no ambito da Fisica Estatistica [20], podendo ser interpretado, como
o fato de que esta distribuicao é uma espécie de atrator no espaco das distribui¢oes, no limite
em que o numero de passos tende a infinito. No capitulo 2, estudaremos em mais detalhes
processos estocasticos e faremos uma dedugao deste teorema. A figura ilustra algumas
distribui¢oes gaussianas para diferentes valores de p e 0. Podemos observar que este tipo
de distribuicao possui caracteristicas bem definida: ela é simétrica e suas caudas decaem

rapidamente quando o niimero N — oco.

Durante muito tempo somente os processos difusivos que poderiam ser descritos
usando o Teorema central do limite foram estudados (difusdo normal), até a observacao
da necessidade de outras distribuicoes para a descrigao de processos de difusao andémala
(estudados na proxima segao), por exemplo, distribui¢oes mais "espalhadas", que apresentam

"caudas longas".

Do ponto de vista matematico, deve-se mencionar que em 1925, Paul Lévy [21]

5A distribuicao gaussiana é também chamada como curva normal. O pioneiro no estudo desta distribuicdo
foi o matematico francés Abraham de Moivre e outros grandes nomes também estao ligados a ela tais como,
Laplace que em 1783 a utilizou para descrever a distribuicao dos erros no langamento de projéteis, e Gauss
que em 1809 a empregou para analisar dados astrondmicos.
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0.9

0.8r

u=0, 5°=0.2, |
n=0, =1, |
n=0, '52:2.
u= -2, o*=0.5.

Figura 1.5: Distribuigdes gaussianas para diferentes valores de o - quanto maior o o mais os valores
das posigoes estao dispersos.

generalizou o Teorema central do limite, desconsiderando a necessidade do segundo momento

ser finito. Seus trabalhos mostraram que a distribuicao gaussiana é um caso especial de uma

distribuicao mais geral, a distribuicao estavel de Lévy.

O caso mais geral, conhecido como distribuigoes assimétricas a-estaveis de Lévy, é

dada por

p(t) = exp [itm — |ct|*(1 = 3 sign(t) 9)], (1.50)
tan[(am)/2], para o #1

o { —(2/m)In|t|, para «o=1. (L51)

P(z) = %/ Oodt exp (itz) (1), (1.52)

na qual P(z) é a transformada de Fourier da fungao caracteristica (), m representa um
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"deslocamento", ¢ a largura da distribui¢ao e S é uma assimetria, que caracteriza o compor-
tamento assintotico de "cauda grossa" fazendo com que eventos raros sejam mais provaveis.

Na figura temos distribuicoes de Lévy com diferentes parametros.

0.7

0.6

ALY L) L) LRy L) ELLLLLLLL) LLLLLLL
FATTTITI FRTTRTNTI FITTIRITI AARRACRICAARARTCN] ARTTRTINT] FITRRTTITI

0
X

Figura 1.6: Distribuiges de Lévy para diferentes parametros [22].
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O parametro « € (0,2] é o mais importante no estudo de voos de Lévy e caminhadas
de Lévy. Para (0,2) a fungao densidade de probabilidade no limite assintético tem compor-

tamento em lei de poténcia, com expoente ;1 = o + 1. Somente, em alguns casos especiais

tem-se uma forma fechada para essas distribuicoes:
e Distribuigdo gaussiana (o = 2,8 = 0) com variancia o2 = 2¢%.

@)= —¢ eXp<—M>-

e Distribui¢ao de Cauchy-Lorentz (o = 1,5 = 0)

J(x) = T (e —p)?+c2

Na figura apresentamos os dois casos particulares das distribuicoes o estaveis

citadas acima em diferentes escalas.

P(x)

Figura 1.7: Distribui¢oes de Cauchy (a = 1) e gaussianas « = 2, as trés figuras forma obtidas em
escala linear, semi-log e log-log, respectivamente. [22].

As distribuigoes o estaveis de Lévy tém sido empregadas em larga escala para des-
crever modelos em diversas areas da Ciéncia nas quais a distribuicao gaussiana falha. Estas
foram usadas com sucesso para modelar eventos aleatérios como a inversao dos polos mag-
néticos terrestre [23], a trajetoria de um féton em um meio turbulento [24]. Por exemplo, os
batimentos do cora¢ao humano [10] satisfazem uma distribui¢ao de Lévy, o trabalho de Peng
et al. mostrou que o intervalo entre duas batidas do coragao humano de pessoas saudaveis
satisfaz essa distribuicao, com valores de 4t = oo + 1 = 2.7. Em particular, a distribuicao de
Lévy tomou grande destaque na Econofisica [25], em 1987, e vem sendo cada vez mais usada

para modelar séries temporais ligadas a bolsas de valores.
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1.5 Difusao normal e difusao andtmala

Um processo de difusao governado por uma func¢ao densidade de probabilidade gaus-
siana cuja variancia cresce linearmente com o tempo é conhecido como difusao normal. Uma
difusao que nao apresenta o comportamento normal é usualmente chamada de difusao ano6-
mala, entretanto, esse fenémeno ainda é pouco compreendido. . Tal fenémeno tem sido
conhecido desde o tratamento de Richardson de difusao turbulenta em 1926 [26]. Um experi-
mento simples de rotacao de um fluido em um objeto circular, como mostrado na figura |1.8],

ilustra a diferenca entre os dois tipos de difusao.

! video camera

d d 2d

Figura 1.8: Rotacao de um fluido em um anel (figura retirada da referéncia [27].

Neste experimento, a agua é bombeada para dentro do anel por meio do orificio I
e bombeada para fora no ponto O. O anel cheio com agua gira como um corpo rigido. O
bombeamento do fluido gera um fluxo turbulento neste. Uma camera posicionada em cima
do anel registra a formagao da turbuléncia e consegue monitorar as trajetorias das particulas

do fluido injetado, essas trajetorias sao mostradas na figura [1.9]

Vimos no movimento browniano que as particulas efetuam pequenos passos com o
passar do tempo e descrevem trajetorias irregulares; entretanto tais trajetérias tornam-se
estatisticamente homogéneas. Na figura |1.9| podemos observar duas caracteristicas as quais
nao sao presentes no movimento browniano: existem regioes de "armadilhas" em que as

particulas ficam em uma area relativamente pequena durante intervalo de tempos longos, e ha
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"longos voos" de particulas que sao transportadas no espaco ao longo de grandes distancias.

Figura 1.9: Fotos das trajetorias do fluido tiradas pela camera posicionada na parte de cima do
anel (Imagens retirada da referéncia [27]).

Além do experimento que citamos, existe uma grande quantidade de casos, em que o
crescimento linear do deslocamento médio da particula com o tempo, (z?) ~ t nao é observado
e a difusao ocorre de forma mais rapida ou mais lenta. Uma forma usual de caracterizar o

tipo de difusao é através do expoente de Hurst (H) [28] 29] que foi introduzido por Harold
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Hurst quando o mesmo estudava o fluxo de dgua no rio Nilo. Hurst recolheu um conjunto de
dados que representavam o nivel de agua e analisou estes através de uma estatistica conhecida
como andlise R/S. Neste trabalho, correlagdes temporais foram observadas empiricamente,
de forma que, o expoente de Hurst passou a ser usado para medir correlagoes de longo alcance

em séries temporais.

No estudo de caminhadas aleatorias este parametro quantifica como o deslocamento

quadratico médio varia com o tempo ¢

(z%) ~ 127 (1.53)

processos em que H > 1/2 sdo chamados de superdifusivos, neste caso ocorre um crescimento
superlinear no tempo do deslocamento quadratico médio. Quando H < 1/2 a difusao é
subdifusiva, caracterizada por um crescimento sublinear. Apesar da difusdo andomala [30),
31], ser definida em geral quando H # 1/2, no senso de caminhadas, tal fendbmeno pode
excepcionalmente acontecer no caso em que H = 1/2 [32], mas com funcdo densidade de
probabilidade nao-gaussiana. A figura ilustra a diferenca na trajetorias das particulas
em processos de difusao normal e difusao anomala.

.

“““L
G

H""\-\
M""-\_\_\_\L
EO M‘“‘x\x
“wd

Tt

Figura 1.10: A esquerda processos de difusdo normal- os passos sdo sempre pequenos. A direita
longos "voos" sao dados pela particula e seguidos por regides de "aprisionamento", em contraste
com a difusdo normal (Figura retirada da referéncia [27]).
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Da equagao (1.53)), temos que se a trajetoria de um ntamero suficiente de particulas

para um determinado sistema é conhecida, entao construindo o grafico log(z?) versus log(t)

é possivel determinar o tipo de difusao que ocorre.

10 . 7 :
H=1 /
. oy ) H>1/2 )
Limite balistico i =
/7 Superdifusao /
gL J/ B - i
H> I e ///
Regime // // H=1/2
super-balistico ~ ifusa
A 6 p / ) s Difusao normal
g / 4
/
o) / /
o /
— 4t e -
/ / /// ,/”/
,/ s H<1/2
/ - e Subdifusao
2 L / / - -
,/ pd
// // H=0
; S | o C(l)nﬁnamento e localizagdo
0 2 6 8

log t

Figura 1.11: Caracterizacao da difusao através do expoente de Hurst [33].

10
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Até agora apresentamos motivagoes experimentais para o estudo de processos ano-
malos, como também a sua caracterizacao. Contudo nao discutimos o que podera originar
um processo de difusao andémala. Sao varias as possiveis causas: a presenca de correlacoes
espaco-temporais de longo alcance, uma distribuicao de probabilidade de cada passo com
variancia divergente, a existéncia de tempos diferentes entre cada passo, ou ainda a presenca
de inomogeneidades no meio difusor. Para exemplificar o segundo caso, focaremos nossa
discussao na andlise da soma Xy (que representa a posi¢ao de uma particula) de N variaveis
aleatorias [;, se as distribuigoes dos passos A([) tiverem a forma de uma lei de poténcia dada

por

A1) ~ 170+ a >0, | — 0. (1.54)

Assumindo um limite inferior [y,

(1) = /l T (1.55)

(1?) = / T =) g1 (1.56)

lo

De forma que existe uma dependéncia da média e da variancia com « para determi-

nados intervalos,

e 0<a<l: (I) e (I*) sao infinito.
o l<a<2: (1) ¢é finito, (I%) infinito.
o a>2: (Iy, (I*) sao finitos.

O caso em que a > 2 recai no Teorema central do limite. Nos outros casos, Xy
converge para as distribuigoes a-estaveis de Lévy. Abordaremos a seguir duas situacoes que
podem originar este fendmeno: caminhadas aleatorias com tamanhos de passos iguais, mas
com um tempo de espera nao constante, e caminhadas aleatérias com tamanho de passos que

obedecem a uma lei de poténcia, mas com tempo de espera iguais.

Cada uma dessas duas situagoes ou sua combinagao pode dar origem a caminhadas

fisicamente interessantes, usualmente chamadas de caminhadas de Lévy.
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1.6 Caminhadas aleatdérias continuas no tempo

No estudo de caminhadas aleatérias (random walks) nés tinhamos modelado que os
passos na caminhada ocorriam em intervalos regulares no tempo, o qual denotamos por 7,
apo6s N passos o tempo total da caminhada serda t = N7. Em outras palavras, o tempo
era discreto. Iremos agora considerar que o tempo 7; entre dois passos pode seguir uma
distribuicao continua, como também a largura [; dos passos. Este modelo é conhecido como
modelo de caminhada aleatéria com tempos continuos (CATC), ou em inglés, (Continuous
Time Random Walks - CTRW) foi proposto, em 1965, por Montroll e Weiss [34], e pode
ser interpretado como uma generalizacao da caminhada aleatoria. A difus@o anomala pode
surgir quando ocorre uma divergéncia nos momentos de 7 ou [. Podemos sintetizar o modelo

da seguinte forma:

e um nimero n(z,t) de saltos é efetuado pela particula num intervalo de tempo (0, t);

e a particula parte da origem em um tempo t = 0 até um tempo ¢, e entao realiza um

salto de comprimento [y, a particula espera nessa posicao até um tempo t, > ty;

e em um tempo t, ela salta até uma nova posicao [y + ls, e este processo é repetido.

Os tempos 74 = t; — 0,79 = ty — t1,... sao denominados tempo de espera. Uma

esquematizacao do modelo é feito na figura [1.12]

Apobs n saltos, o deslocamento da particula no tempo ¢ seréd

x = Xn:z (1.57)
=1

Seja (1, 7) a funcao densidade de probabilidade conjunta a qual representa a pro-
babilidade de um passo de comprimento [ ser dado em um tempo 7. A funcao distribuicao

de probabilidade da largura dos saltos A(l) sera portanto,

Q) :/OOO dr (I, 7), (158)
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Figura 1.12: A esquerda: um processo CATC numa rede em 2D. Os tempos de espera sao simbo-
lizados por um circulo de didmetro proporcional ao tempo, os saltos sdo equidistantes. A direita o
diagrama do processo em 2D com os saltos com comprimentos diferentes e tempos de espera iguais.

e a funcao distribuicao do tempo de espera,

wuy:/%tﬂwaﬁ) (1.59)

[e.9]

no caso particular em que ¥(l,7) = A(z)w(t) o tempo e o espago sdo desacoplados. Os tipos
diferentes de CTRW podem ser categorizados através do tempo de espera caracteristico, ou

tempo de espera médio,

(H—AwﬁMﬂr (1.60)

e da variancia da largura dos saltos,
o’ = / dl (1) I? (1.61)

E possivel mostrar [35] que a funcdo de distribuicio de probabilidade W¥(z,t) de

encontrar a particula em um posi¢ao x em um tempo ¢, obedece a seguinte relagao no espago
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Fourier-Laplace,

1= w(s) 1
U(k,s)= . L - w(~8)5\(/€)] (1.62)

onde w(s) ¢ a transformada de Laplace de w(7) e A(k) ¢ a transformada de Fourier de ().
A equagao ([1.62) é conhecida como equagao de Montroll-Weiss. Através desta equagao é

possivel generalizar os transportes anémalos. Os seguintes casos podem ser distinguidos:

e Se a distribuigdo de probabilidade do tempo de espera for do tipo Poisson, w(7) =

771 exp(—t/7)[36] com T = 7, junto com a fungao distribui¢ao da largura dos passos

[ como uma fun¢ao gaussiana, no limite de tempos longos a fungao V(z,t) é uma

gaussiana.
e Quando a probabilidade do tempo de espera 7 se comporta como uma lei de poténcia
[37, 38, 39],

w(r) = 7~ (1+a) (1.63)

o tempo de espera médio, T é dado por:

(T)y = /w(T) T dr (1.64)

Quando ocorre uma divergéncia em T observamos um processo de subdifusao. Neste

caso, é possivel mostrar que a posicao média

(x%) ~ ™ 0<a<l. (1.65)

Este comportamento ¢ sub-difusivo, uma vez que x? cresce sublinearmente para 0 <

a < 1.

A CTRW ¢é uma formulagao mais geral dos processos anémalos e é possivel através
desta reproduzir a superdifusao ou a subdifusao. A figura ilustra a diferenca entre os

dois tipo de regimes.
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Figura 1.13: A esquerda: caminhada em 2D que apresenta regime subdifusivo. A direita o regime
é superdifusivo, para um mesma quantidade de passos (Figura reproduzida da referéncia [41]).

1.7 Voos e caminhadas de Lévy

Uma divergéncia no primeiro momento da funcao distribuicao de probabilidade do
tempo de espera w(7) pode ocasionar a subdifusdo. Em contrapartida, quando o segundo
momento da fungao distribui¢ao A(l) dos passos apresenta divergéncia, correspondendo a
saltos extremamente longos, um processo chamado de voo de Lévy é observado. Em um voo

de Lévy os saltos possuem larguras que se distribuem com uma densidade de probabilidade
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A(1) decaindo como uma lei de poténcia.

A(l) ~ |17 (1.66)

onde o indice de Lévy o = p—1, com 0 < a < 2, de modo que p varia no intervalo 1 < p < 3.
Nos casos em que 4 = 1 o movimento é dito balistico, p > 3, movimento browniano. Devido a
divergéncia em sua variancia de A(l) saltos longos podem ocorrer e trajetorias auto-similares
sao observadas. Este processo apresenta superdifusao para pequenos valores de um isto é
uma consequéncia dos saltos instantaneos. As trajetérias de um voo de Lévy possuem uma

dimensao fractal dy = o. A figura ilustra a funcao distribuicao dos passos.
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Figura 1.14: A figura ilustra a dependéncia de A(l;) com I;, para diferentes valores de p, observe
que a medida que p aumenta, a probabilidade diminui [40].

Para voos de Lévy, consideramos a duracao de cada passo constante. Entao a ve-
locidade e o tempo total de percurso sao, respectivamente proporcionais ao comprimento
do passo e ao nimero de passos. Assim, voos de Lévy podem ser definidos com passos
instantaneos com duracao nula. Consequentemente, o desvio quadrético médio nao existe
como funcao do tempo. Por esta razao nao existem aplicagoes diretas dos voos de Lévy em

fenomenos fisicos. Todavia, em uma caminhada em que o caminhante viaja com velocidade
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finita, independente do tamanho do passo, o tempo de percurso é proporcional a distancia
total percorrida, conduzindo uma dependéncia superlinear do desvio quadratico médio com
o tempo, isto é, uma difusao do tipo anémala. Estas caminhadas sao conhecidas como ca-
minhadas de Lévy (CL). Em CL o tempo de cada salto é proporcional & sua largura. Isto
conduz a comportamento significativamente diferentes entre Voos de Lévy e Caminhadas de
Lévy: podemos caracterizar o primeiro como tendo saltos sem memoria governados por cau-
das longas, enquanto o tultimo apresentam correlacoes em cada passo. Na literatura existe

uma vasta publicagao sobre esse assunto [42, [43].

1.8 Movimento browniano fracionario

O movimento browniano fracionério é um processo que apresenta uma caracteristica
de auto-similaridade. Um processo estocastico é estatisticamente auto-similar com parametro
H, 0.5 < H < 1, se para qualquer real a > 0, o processo a’’ X tem as mesmas propriedades

estatisticas de X (7).

As relagoes para a média, variancia e autocorrelacao devem ser validas:

(X(t) = <Xa(—flt)> (1.67)
O'g((t) = U;(}}t) (1.68)
R(t,s) = w (1.69)

nas quais H é o expoente de Hurst conhecido também como parametro de similaridade,
como estudado, ele é a medida de dependéncia de longos intervalos de um processo estocas-
tico. H = 0.5 indica uma auséncia de auto-similaridade, quanto maior H mais o processo é

correlacionado.

O comportamento auto-similar em uma caminhada aleatéria pode ser observado
se consideramos apenas deslocamento de n passos; e mesmo assim a forma do processo é

conservada.
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O movimento browniano fracionario é um processo gaussiano que apresenta a auto-

similaridade, e pode ser definido como:

By = Xt (t > 0) (0.5 < H < 1.0) (1.70)

onde X é uma variavel aleatoria com distribuigao normal de média zero e variancia 1. Em

particular, para esses processos nos temos:

(B(t)) = (Xt =t"(X) = 0. (1.71)

onde usamos o fato que (X) = 0. A figura mostra movimentos brownianos fracionarios

para diferentes valores de expoente de Hurst.
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Figura 1.15: Movimentos brownianos fracionarios para diferentes expoentes de Hurst (Figura reti-
rada da referéncia [44]).

A variancia, para esse processo, é dada por

= o( Xt ~ t?H (1.72)

A densidade de probabilidade também tem uma forma gaussiana, mas com desvio
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padrao t2H

1 x?
fBH - Wexp <_2t2H) (173)

O movimento browniano fracionéario ganhou destaque na comunidade cientifica com
os trabalhos de Mandelbrot [45], nas décadas de 1960 e 1970. Ele tinha como objetivo
reproduzir correlagoes de longo alcance em séries temporais. Essas correlagoes podem ser
verificadas em séries financeiras, hidrologicas, etc. O ingrediente basico do movimento brow-
niano fracionario é que "extensoes de interdependéncia" entre seus incrementos é infinita. Isto
conduz a amostragens distantes entre si exibirem interdependéncia, diferente dos processos

puramente aleatorios.

A funcao autocorrelagao quantifica niveis diferentes de aleatoriedade nos passos da

caminhada. A autocorrelacao de By é dada por

Por outro lado,

((Bu(t) — Br(s))*) = ((By(t) — Bi(s) — 2Bu(t)Bu(s))) = [t — s[*" (1.75)
Entao,
(Br(t)Br(s)) = é(((BH(t) — By(s))*) — |t = s?) (1.76)

Com isso, obtemos a autocorrelagao,

1
Ry(t,s) = §(t2H — s |t —s]?) (1.77)
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1.9 Aplicacoes de teoria de caminhadas aleatoérias

Agregacao por difusao limitada

O movimento browniano pode ser usado para modelar regides costeiras, montanhas,
etc., que quando amplificadas apresentam a mesma impressao predominante (estrutura frac-
tal). Os depositos eletroquimicos constituem outro exemplo tipico de movimento browniano:
Uma solugao de sulfato de cobre em uma célula de eletrodeposicao pode dar origem a uma
estrutura conhecida e com agregacao por difusao limitada - DLA (ver figura , cujo mo-
delo tedrico foi proposto por Witten e Sander em 1981 [46]. A formagao do DLA se da
num processo em que particulas submetidas a passeio aleatério devido ao movimento brow-
niano aglomeram-se para formar agregados de tais particulas. Experimentos desta natureza
sao importantes em ciéncias de polimeros, ciéncia dos materiais, imunologia e varias outras

areas.

Figura 1.16: Uma estrutura DLA gerada por uma solugao de sulfato de cobre em uma célula de
eletrodeposicao (Imagem reproduzida da referéncia [47]).
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Caminhadas aleatérias com tempos continuos

O modelo de caminhadas aleatérias com tempos continuos foi usado por Weiss no
final de 1990 para modelar um processo fisico no qual uma molécula de DNA é transportada
em um gel electroforese [48]. Durante este processo as moléculas de DNA sao for¢adas por
um campo elétrico a passarem pelo gel poroso. A taxa com que as moléculas passam através
do gel depende da sua mobilidade, tamanho e de sua carga. Moléculas muitos grandes ficam
presas no gel, levando um tempo muito longo de espera entre os deslocamentos. O trabalho
de Weiss sugeriu que este processo é descrito com eficiéncia com CATC e neste caso o tempo

médio de espera diverge 1) ~ 77177 para 1 < v < 2.

Uma outra aplicagdo usando CATC foi feita por Agnaldo e colaboradores [49]. No
estudo de difusao anémala em células solares de 770, em que eles mostraram que elétrons

faziam CAT na rede cristalina.
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Figura 1.17: Eletrons fazem CATC ("CTRW") na rede nanocristalina [22].
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Caminhadas e voos de Lévy

As caminhadas de Lévy e voo de Lévy sao encontradas em intmeras aplicagoes

algumas aqui brevemente mencionadas:

Mecénica de fluidos: Em 1993, Henry Swinney considerou a rotacao de um fluido em
um recipiente na forma de uma maquina de lavar [50]. Ele mostrou que quando o recipiente

girava as particulas tragavam trajetorias tipo voos de Lévy com a = 1.3

Movimento de animais: O ramo da ecologia comportamental que estuda estratégicas
de busca de alimentos executada por animais em seus ambientes nativos é chamado de teoria
de "foraging" . Este estudo conduziu & seguinte questao: qual seria o comportamento de busca
com relacao ao custo-beneficio obtido a partir de diferentes opcoes de busca? Neste caso, o
custo corresponde a um gasto energético e beneficio ao menor gasto energético. Resultados
experimentais mostraram que uma grande classe de animais, sob condi¢oes de escassez, nao
se valem de distribuigoes gaussianas quando em busca de alimentos, mas sim de distribui¢oes

de Lévy. Uma vasta discussao sobre este assunto ¢ feita na referéncia [33].

Os modelos de caminhadas de Lévy sao amplamente usados para descrever processos
em que existem estratégicas de busca. Além dos exemplos que citamos, diversos problemas
puderam ser modelados de forma anéloga, como extragdo de petroleo em reservatorios [51],
celulares procurando por antenas em campos [52]. A obten¢ao de qual distribui¢ao maximiza
a eficiéncia de busca pode trazer ganhos quando existe a necessidade de se fazer uma busca
aleatoria, por exemplo na quebra de um codigo criptografado [53]. Portanto, este modelos

apresentam aplicagoes diretas no nosso cotidiano.

Modelo de trafego

O movimento browniano fracionario em conjunto com o Ruido Gaussiano Fracionario
(versdao do Movimento Browniano Fracionério a tempo discreto) sao processos mais utilizados
na abordagem do trafego auto-similar. Norros em 1997 propoés um modelo de trafego auto-
similar baseado no MBF e RGF [54]: de forma sucinta o modelo consiste em considerar um
processo de chegada cumulativo A(t) que representa o ntmero de chegadas no intervalo de
tempo (0,t], onde A(t) = mt + X (t), sendo X (¢) auto-similar.
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O modelo acima descrito é uma boa escolha porque tem a vantagem de uma simples
caracterizagao de uma distribuicao complexa de trafego, sendo descrito por apenas 3 para-
metros, m - taxa média de fluxo, a coeficiente de varidncia e H expoente de Hurst. A figura
1.18| permite uma estimativa para o expoente de Hurst, através de uma grafico da variancia

e do tempo ¢, para o modelo de trafego.
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Figura 1.18: Estimativa do expoente de Hurst a partir da variancia [54].



Capitulo

Memoria em caminhadas aleatorias

2.1 Processos estocasticos com memoria

Vimos no capitulo 1, que as caminhadas aleatoérias sao sistemas nao-deterministicos,
cuja descricao exige o uso de conceitos e métodos probabilisticos. Devemos usar entao mode-
los estocasticos [B5] que sdo representagoes matemaéticas de processos aleatorios os quais tem
como conceito chave a nogao de probabilidade. Quando jogamos uma moeda, nao viciada,
dizemos que a probabilidade de dar cara ou coroa é igual a 1/2. Esta nogao é construida
a partir da definicao de probabilidade como uma frequéncia relativa do resultado de um

experimento quando este é repetido um ntimero infinito de vezes.

Uma variavel cujo valor pode ser determinado através de um experimento é conhecida
como variavel aleatéria. O maximo que podemos saber a respeito de uma variavel aleatoria é
a probabilidade de que durante um experimento um resultado particular seja obtido; isto nos
conduz a ideia de que a probabilidade reflete nossa parcial ignorancia. Se a variavel aleatoria
associada a um evento depender do tempo dizemos que esta é uma variavel estocéstica. A
variavel estocéastica, X (t), representa uma caracteristica mensurével (estado do sistema) de
interesse com um parametro, geralmente, o tempo t que pode assumir valores continuos ou
discretos. Quando a variavel aleatoria assume qualquer valor dentro de um intervalo [a, 0],
esta variavel ¢ dita continua. Em contrapartida, se a varidvel aleatoria assume apenas alguns

valores neste intervalo, a variavel é dita discreta.

Durante um processo estocastico as variaveis usadas para descrever o sistema podem

37
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apresentar correlagoes ou nao entre diferentes escalas de tempo. Caminhadas nao correlaci-
onadas ou com correlagoes muito curtas sao ditas markovianas, ou sem memoria, estas sao
caracterizadas a partir da definicao da probabilidade de transicao de um estado do sistema
para outro depender apenas dos estados atual e final. Apesar do sucesso das caminhadas
markovianas na descricao de sistemas de interesse, a maioria dos processos estocasticos sao
nao markovianos e apresentam memorias de longo alcance. A importancia do estudo de
processos estocasticos com memoria pode ser observada pelo grande ntimero de publicacoes
sobre este assunto, em areas como: econometria [56], modelagem de internet [57], estudos
climéticos [58|, linguistica [59], ou sequenciagdo de DNA [60]. Neste capitulo fazemos um

breve resumo dos temas acima mencionados.
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2.2 Funcao distribuicao de probabilidade

A uma variavel estocéstica discreta podemos associar um numero p; > 0, que repre-
senta a probabilidade de um determinado evento 7, associado ao valor especifico da variavel,
acontecer. Se a variavel estocastica é continua, podemos associar a um evento uma densi-
dade de probabilidade f(x), definida de modo que a probabilidade de um valor aleatério X
€ [—00,400| ocorrer em um intervalo x e x 4+ dx é dada por f(x)dx. A normalizagdo da

probabilidade (soma total de valor unitario) impde a validade da seguinte relagao :

o f(z)de = 1. (2.1)

—00

Um conjunto de quantidades igualmente relevantes (e em sentido informacional equi-
valente a fungao densidade de probabilidades) é formado pelos chamados momentos, definidos

de modo que o n-momento da variavel aleatoria X é dado por,

+o0
(x") = / 2" f(x)dx, (2.2)

observe que para n = 0 retomamos a condi¢ao de normalizacao. Quando n = 1, temos o
primeiro momento de x ou valor médio, (), que denota o valor médio de X em uma grande
(a rigor infinita) série de realizagoes. Quando n = 2, temos o segundo momento (z?), cuja

obtencao nos permite caracterizar a largura da distribuicao através da variancia definida por

0® = ((z — (2))*) (2.3)

em que (z — (z)) representa um desvio da média. A variancia é sempre positiva e permite
estimar como os pontos estao dispersos em torno do valor médio. Também é usual definir o

desvio padrao o, como a raiz quadrada positiva da variancia.

Uma forma de caracterizar a assimetria da distribuicao em torno do valor médio é
através da obtengdao do terceiro momento (z%). Quando a assimetria ((z®) > 0) é positiva
a distribuigao possui uma cauda mais longa a direita, quando ((z®) < 0) a distribuigao ¢é

mais extendida a esquerda, como mostrado na figura , e quando (z3) = 0 a distribuigao é
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simétrica em relacao ao valor médio.

Assimetria
C'S T T T T T T T
— <x3>nulg,
— <> positivo
0.5k — <x3> negativo 1

><L'J—

Figura 2.1: Medida da assimetria da distribuicao.

E por fim, o quarto momento (z*) fornece uma medida de alongamento e achata-
mento da distribuigao conhecida como curtose - (z*) > 0 a distribuigao ¢ alongada, (z*) < 0

a distribuicao é achatada, como ilustrado na figura

Uma fungao 1til para o estudo da fungao de distribuigao, f(z), é a sua transformada

de Fourier

+o0

o) = () = [ e ot (2.4)

—00

e na teoria de probabilidade esta grandeza recebe o nome especial de funcao caracteristica
de f(x). Uma expansao da fun¢ao exponencial em série de Taylor, nos permite escrevé-la em

termos dos momentos,

/_+°°eitxf($)dx:/+°° (1+ (z’zlf:!v) n (it;)z +) f(z)dr = i(m;& (2.5)

[e.e] —0o0 n=0

Podemos notar que uma vez conhecida a fungao caracteristica (ou equivalentemente todos os
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Figura 2.2: Curtose da distribuigao.

momentos) ¢ possivel determinar a fungao densidade de probabilidade através da transfor-

mada inversa de Fourier,
1 [T _
flz) = —/ e " p(t)dt. (2.6)
2 J_ o

Uma propriedade importante é que a funcao caracteristica da soma de variaveis

independentes é o produto de fungoes caracteristicas das variaveis aleatérias individuais,

+o00o
¢(t1---7 tn) _ <eit[z1+x2+...,xn}> — / dzy...dz, ei(tlmlJr"'th"x")f(l'l, e xn)

o0

+o00
= / dzy f(z1)e™™ . dw, f (z,)e""n

o0

- oo, (2.7)

Usaremos este resultado para provar na proxima secao o Teorema central do limite, ja intro-

duzido no capitulo 1.
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2.3 O Teorema central do limite e o Teorema central do

limite generalizado

No capitulo anterior enunciamos o Teorema central do limite o qual afirma que a
soma de variaveis aleatérias idénticas e independentes tende a uma distribuicao gaussiana
quando os momentos das variaveis aleatorias sao finitos. Uma demonstragao, na sua forma
mais simples, pode ser feita da seguinte forma: Seja {z;} uma sequéncia de variaveis aleatorias
independentes, todas com uma mesma distribuigdo de probabilidade (mesmos momentos) e

(z; — (x))

o
que esta possua valor médio igual a zero e variancia unitaria. De acordo com a equagao (22.5)),

com segundo momento finito. Vamos definir uma segunda variavel y; = de forma

a funcao caracteristica da variavel y é dada por

2
B(t) = (e =1+ z’t%’—f + (zt)2<@2’—‘> + ... (2.8)
e no limite t — 0,
2
By~ 1 (2.9)

onde levamos em considerac¢ao o fato do primeiro momento ser zero ({(y) = 0 ). A soma 5,

normalizada das n variaveis y; ¢ dada por

n yj
So=3 L (2.10)
j=1 v

e usando o resultado da equagao (2.7)) temos, portanto,

o(t) = ﬁ[l@- (%) = [¢

21" -2
~ {1—%} — exp 2 (2.11)

onde usamos a identidade lim, (1 + £)" = exp”.



Capitulo 2. Memoria em caminhadas aleatorias 43

Uma vez determinada a fungao caracteristica ¢(t), podemos substitui-la na equagao

(2.6)

Fa) = iﬂ / :O exp (—itz) exp (‘7’52) dt. (2.12)

Resolvendo a integral da expressao acima obtemos,

oV 2T

fla) = ! em(—%;), (2.13)

onde o ¢é a variancia que deve ser finita. Pode-se mostrar que este teorema ainda vale em
condigbes menos restritivas, tais como momentos diferentes (desde que finitos) e correlagoes
entre as variaveis (desde que suficientemente reduzidas). Uma questao correlata, esta asso-
ciada ao conceito de estabilidade de uma distribuigao, isto é, quando é que a densidade de
probabilidade fy(X) para a soma dos N passos possui a mesma distribuicao de f(x) dos
passos iniciais a menos um fator de escala? Uma resposta imediata seria a fungao gaussiana,
uma vez que o produto de varias fungoes caracteristicas de densidades de probabilidade é
outra gaussiana. Contudo, Augustin Cauchy, em 1853, percebeu que existia outra solucao
para o problema da adicao de N variaveis aleatérias, a assim denominada distribuicao de
Cauchy. Conforme estudado na se¢ao 1.4, um resultado ainda mais geral, foi obtido por Paul
Lévy com a demonstragao da existéncia de outras distribuigoes estaveis, que se comportam
como atratores no espago das distribuigoes, mesmo sem a restricao de momentos finitos.
Tal generalizacao proposta por Lévy foi baseada no fato do produto de duas exponenciais

alongadas (exp (—|t|~*)) também ser uma exponencial alongada com o mesmo a.

2.4 Processos markovianos e nao-markovianos

Um processo estocastico pode ser classificado de intimeras formas, como por exemplo,
quanto a continuidade (a variavel aleatoria é discreta ou continua), quanto a sua distribui¢ao
(a distribuigao de probabilidade é gaussiana ou ndo-gaussiana). Uma outra forma de clas-
sificagao que tem se tornado extremamente ttil é baseada no conceito de memoria, ou seja,
correlagao temporal. O conceito chave nesta abordagem ¢é o de densidade de probabilidade

condicional.
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Imagine uma situagao em que Pj(x1,t;) seja a densidade de probabilidade de encon-
trar uma particula browniana em torno de z; no tempo t; e Ps(x9,12) seja a densidade de
probabilidade de encontrar a particula browniana em torno de xy em um tempo t;. Como
a particula parte de um determinado ponto do espago, a funcdo Pi(x1,t;) deve obedecer a

seguinte condi¢ao de normalizagao,

“+o0o
/ Pl(l‘l,tl)dl'l = 1. (214)

—00

Se estivermos interessados na densidade de probabilidade de que a particula esteja
localizada em torno x; no tempo t; e em um tempo ty esteja localizada em torno de x5 preci-
samos conhecer a probabilidade conjunta Ps(x1,t1;x2,12) que representa esta possibilidade.

Podemos generalizar esta definigao,

Pn(xlatl;x%t?;‘“;Inatn)a (215>

como sendo a probabilidade da variavel aleatéria assumir um valor z; em um tempo t;, 2o
em um tempo ty e x, em um tempo t,. Podemos definir também probabilidades marginais,

somando sobre algumas variaveis, como por exemplo:

+oo
/ P, (z1,t1; 20, by ooy T, ty)dxy, = Py (21,115 X9, oy ooy Tpo1, tpo). (2.16)

oo

Poderiamos questionar qual a probabilidade de encontrar a particula em torno do
ponto T, em um tempo t, se sabemos que a mesma estava em um ponto x; no tempo t;7 A
resposta a essa pergunta é dada através do conhecimento da probabilidade condicional. Uma

definicao formal desta é dada da seguinte forma

Po(x1,t1; 02, t2) = Piji(21, th]xa, t2) Pi(21, 1) (2.17)

onde Pyji(x1,t1|x2,t2) representa a probabilidade da variavel aleatoria assumir um valor x,

em um tempo ty dado que esta assumiu um valor x; em um tempo t;. Podemos generalizar
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a equagio (2.17),

P(z1, 509, t05 30, tn) = Pooap (@1, b @2, Loy ooy [Ty tn) Poe1 (Tn—1, tao1) (2.18)

Uma relacao entre a densidade de probabilidade em diferentes tempos é obtida com-

binando as equagoes (2.16) e (2.18]),

—+o00
Py(x9,15) = / Py(21,t1) Pryi (21, th| 20, t2)day (2.19)

[e.e]

Em um modelo mais simples de processo aleatorio, onde nao existe nenhuma memoria
do passado, como o lancamento de uma moeda nao viciada, por exemplo, a equagao toma

uma forma bem simples.

Pn—1|1(x17 t17 an t2; ey 'rn—lv tn—1|mn7 tn) - Pn(mTH t?’l) (220>

Este tipo de processo definido em termos da probabilidade condicional, é completa-
mente aleatério, no sentido em que nao ha memoria. No exemplo citado, o langcamento da
moeda, a variavel aleatoria é discreta. Entretanto, quando a varidvel aleatoéria é continua
dificilmente um processo fisico possui essa caracteristica de aleatoriedade, contudo, podemos
pensar mesmo neste caso, em um processo estocastico que apresente um tipo de memoria
extremamente curta de forma que o valor da variavel aleatoria no futuro dependa apenas do
valor desta no tempo presente e de sua vizinhanga imediata. Estes tipos de processos sao

chamados de processos de Markov.

Os processos markovianos sao definidos a partir da probabilidade para (x,,t,) dado
(x1,t1), (z2,1t2), .., (Xn_1,tn_1), depender somente de (z,_1,t,—1;Tn,t,), onde t, é o tempo

futuro e t,,_1 é o tempo passado, neste caso temos,

Pn—l|1(l‘17 b1, X2, 12, .., Tp_1, tn—1|xna tn) = P1|1(xn—17 tn—1|$n7 tn) (221)

em que a densidade de probabilidade condicional P (2n—1,tn—1|%n,t,) é chamada de proba-
bilidade de transi¢ao. Os processos markovianos sao aqueles que obedecem a equagao (2.21]),
a partir desta é possivel criar uma cadeia hierarquica, por exemplo, para n = 3, temos que a

densidade de probabilidade é dada por
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Ps(x1,t1, T2, 2, w3, t3) = Pa(x1,t1, T2, ta) Poji (22, ta]xs, t3)
= Pi(x1,t1)Pip (@1, t1|z2, t) Prp (22, ta]as, t3) (2.22)

P, sao chamados de probabilidade de transi¢ao. Se integrarmos sobre 3, obtemos

o0

P(zy,ti|z3,t3) = / Py (1, th |22, ta) Pip (w2, ta|as, ts)das (2.23)

o0

onde t; < ty < t3. A equagao conhecida como equagao de Chapman-Kolmogorov rela-
ciona a probabilidade de transicao de dois passos consecutivos, observe que esta é um produto
de passos individuais, de t; — t5 e to — t3, mostrando que os passos sao independentes. Em
processos nao-markovianos ou com memoria de longo alcance, esta independéncia nos passos

nao é observada.

2.5 Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é um tipo simples de processo markoviano, que gera, no caso
discreto exemplificado aqui, uma sequéncia de possiveis estados conectados por probabilida-
des de transicoes entre eles. Neste caso, a integral da equagao [2.19 se transforma em um

somatorio,

M
P(n,s+1 ZPmsP1|1ms|n s+ 1), (2.24)
m=1

onde P(m, s) representa o estado m em um tempo s e P(n,s + 1) representa um estado n
em um tempo s+ 1. A probabilidade do sistema esta inicialmente em um estado m e ir para

um estado n é dado por

= P(m,k)P(k,n) (2.25)

M
k=

1
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onde M é o nimero de estados possiveis. Para entender como este processo funciona iremos
ilustrar a seguir um exemplo. Em sociologia é comum classificagoes de individuos a partir da
sua renda. Se um individuo possui uma renda baixa este é dito estar em um estado 1, um
individuo com renda média estd em um estado 2, e um individuo numa classe alta esta em
um estado 3, etc.. (ver diagrama da figura [2.3)).

0.67

0.52

Figura 2.3: Diagramas de transi¢ao dos estados com respectivas probabilidades.

Vamos usar a equagao ([2.25|) para obter a probabilidade de um individuo pertencer

a uma classe baixa (estado 1) e seus netos tornarem-se de uma classe alta (estado 3), temos

P(n) = P(1,1)P(1,3) + P(1,2)P(2,3) + P(1,3)P(3,3) ~ 0.13 (2.26)

Observe que neste modelo as probabilidades de transi¢oes para um estado s6 de-
pendem do seu estado antecessor. Podemos sofisticar esse modelo considerando o fato da
probabilidade do filho transitar de uma classe para outra depender da classe do avd. Neste
caso a memoria passa a ser curta, mas maior que a situagao anterior. Um processo com mais
memoria, caracterizado pelo fato da probabilidade de transicao de um estado para outro

dependa dos r estados imediatamente anteriores, gera uma cadeia de Markov de ordem r,
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definida matematicamente por,

P(xy, 29, ..., Tp1|Tpn) = P(xp_r|xy) para n>r. (2.27)

Como aplicagao relevante, vale mencionar um artigo de 1948, "Uma teoria mate-
maética da comunica¢ao"[61], onde Claude Shannon propos o uso de cadeia de Markov para
criar um modelo estatistico de sequéncia de letras em um trecho de um texto em inglés;
este trabalho foi pioneiro no campo da teoria da informacao e revolucionou a industria de
telecomunicacoes, lancando as bases para a era da informacao. As cadeias de Markov sao
hoje amplamente usadas - no reconhecimento de fala, reconhecimento de escrita, recuperacao
de informacao, compressao de dados e filtragem de spam, como também sao muito usadas

na Fisica Estatistica Computacional através do uso do método de Monte Carlo.

2.6 Cadeias de Markov homogéneas continuas no tempo

Seja 7; uma variavel estocéstica que representa o tempo com que o sistema permanece
em um estado F;. Desde que a influéncia da trajetéria do passado no processo em seu
futuro seja completamente especificada através do seu estado atual (processo markoviano),
nos conduz a conclusao de que o tempo de permanéncia depende apenas do estado. Podemos

expressar este resultado matematicamente,

P(1; > s|mi > s+1t) = h(t) (2.28)

onde P(7; > s|1; > s + t) representa a probabilidade do tempo de permanéncia no estado E;
seja maior que s+t dado que no estado anterior o tempo de permanéncia tenha sido s e h(t)

é uma funcao apenas do tempo de espera t. A equacao acima pode ser reescrita,

P(r;>s,7>s+t) P(r>s+t)
P(ri> sl >s+1t) = Pl > 3) = P(r > s) (2.29)

usamos o fato que 7; > s+t implica em 7; > s. Reunindo as equagoes ([2.28) e (2.29), obtemos
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a relacao,

P(ri > s+t) = P(1; > s)h(t) (2.30)

fixando s = 0 e notando que P(7; > 0) = 1, obtemos,

h(t) = P(r; > t) (2.31)

Substituindo este resultado na equagao (2.28)), obtemos,

P(r; > s+t) = P(r; > s)P(1; > t). (2.32)

para s,t > 0. E possivel mostrar que a tunica funcdo que satisfaz esta condicdo ¢ a funcéo

exponencial, de modo que a funcao distribuicao de probabilidade deve ser,

fri(®) = froy exp O para t>0, (2.33)

esta distribuicao nao possui memoria. Para entender essa propriedade, iremos imaginar que
estamos em uma parada a espera de um 6nibus. Assumir que o intervalo de tempo entre duas
passagens de 6nibus tem uma distribuicao exponencial, com uma média de 20 minutos. Se
esperamos 25 minutos, em média, vamos ter mais 20 minutos para a passagem de um novo

onibus, de forma que, o tempo que tinhamos esperado nao tem qualquer efeito na estimativa.

2.7 Memoria de longo-alcance

A extensao da teoria de caminhadas aleatorias é possivel quando incorporamos as
fungoes distribui¢oes de probabilidade englobadas pelo Teorema central do limite generali-
zado e a Memoria. Na secao 1.9, quando introduzimos o modelo do movimento browniano
fracionario, estavamos diante de um processo que poderia apresentar persisténcia e antiper-
sisténcia, ou seja, a tendéncia de repetirmos um procedimento ou agirmos contrariamente,
respectivamente. Correlagoes de persisténcia e antipersisténcia podem ser coletivamente cha-

madas de memoria de longo alcance. Uma forma de caracterizar as correlagoes é através do
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conhecimento da fun¢do autocorrelagdo. Num processo estocastico, X = {X; : t = 1,2,...},

com média y e variancia o2, esta grandeza é definida por

r(t) = (X()X(t + 5)). (2.34)

Tal fungao fornece uma medida da dependéncia linear entre os valores da variavel
X (t) em diferentes escalas de tempo; a sua transformada de fourier , r(k), no limite em que

k — 00, escala com k da seguinte forma,

r(k) ~ K1 (2.35)

onde H é o expoente de Hurst. Na maioria dos sistemas correlacionados, podemos inferir
que quando H < 1/2 o processo é dito antipersistente, quando H > 1/2 o processo é dito
persistente e, desta forma este expoente pode ser interpretado como uma medida de persis-
téncia da correlacdo. Para H = 1/2 o processo ¢ dito sem memoria ou com memoria de
curto alcance. Um caso exemplar em que foram observadas correlagoes de persisténcia foi o
experimento de Hurst (mencionado no capitulo 1), Hurst obteve o valor H ~ 0.74. Para um

rede de trafego real, é frequentemente encontrado que 0.7 < H < 0.9.

2.8 A Equacgao Mestra

A equacao que governa a evolugao temporal dos processos estocasticos markovianos
¢ conhecida como equagdo mestra [62]. Para derivar esta equagao iremos retornar a equagao
(2.19), e considerar que as probabilidades de que a variavel aleatéria em um determinado

instante ¢ deriva um valor z; e apés um tempo ¢t + At assuma um valor zp.

—+00

—00

Expandindo P(zp,t+ At) e P(x, t|zp, t + At) (considerando os termos de primeira
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ordem) e substituindo na equagao ([2.36]), obtemos a Equagao Mestra,

OP(n,t)

) / (P, te)wn, (vx — 28) — Plag to)wn, (wr — o)) doe,  (2.37)

onde w representa uma probabilidade de transicao. Uma forma discreta desta equacao pode
ser obtida de forma intuitiva se consideramos P(n,t) como probabilidade de encontrar um
sistema no estado n, num determinado instante de tempo t. Assim, podemos escrever P(n,t)

como sendo,

dP(n,t)

- Ten ro — T ora 2.38
T dent I (2.38)

onde T representa uma taxa de variacao de probabilidade com que o estado n esta sendo

introduzido, isto pode ser expresso da seguinte forma

Tientro = Y P(m, t)w(m — n) (2.39)

com w(m — n) interpretada como a probabilidade, na unidade de tempo, de que o sistema

salte de um estado m para o estado n. De forma anéloga,

Ttora = »_ P(n,t)w(n — m) (2.40)

Através da combinagdo das equagbes (2.39) e (2.40) podemos escrever a equagao

mestra da seguinte forma

OP(n,t)

TR Z[P(m, tiw(m — n) — P(n,t)w(n — m)]. (2.41)

m

A dificuldade, portanto, reside em obter a probabilidade de transicdo de um estado
para outro. Em estados estacionéarios P(n,t) = P(n), e uma condigao suficiente para o

equilibrio é dada por

P(m)w(m — n) = P(n)w(n — m). (2.42)
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A interpretagao deste resultado é que no equilibrio devemos ter o mesmo nimero de
transi¢oes de n para m ou na direcao contraria. A equagao é conhecida como condicao
de balanceamento detalhado. Nesse caso, a probabilidade P(n) além de ser uma probabi-
lidade estacionaria é também a probabilidade de equilibrio termodinamico. A condicao de
balanceamento detalhado é equivalente a reversibilidade microscopica. A probabilidade da
transicao de m — n durante um intervalo de tempo At deve ser igual a probabilidade de

transicao de n — m durante um intervalo de tempo At caso a equagao (2.42)) seja satisfeita.

Na literatura ocasionalmente encontramos uma equacao conhecida como equagao

mestra com memoria,

OP(i,t;1y,t b o , o
%:/ dt > fw; o (t— )P Elints) — wy (¢ — ) P(irta]i ). (2.43)
e =1

Esta equagao foi proposta com o objetivo de descrever a evolucao da probabilidade
quando os processos sao nao markovianos. Contudo, ela nao garante que o processo é nao-
markoviano, como foi visto, se w tiver uma dependéncia exponencial, o sistema nao apresenta

correlagoes de longo alcance.

2.9 A Equacao de Fokker-Planck

A equacio mestra obtida na secdo anterior é uma equacao bastante geral. E valida
para todo processo markoviano. A partir dela, podemos obter uma equacao no nivel me-
soscopico, particularmente apropriada para processos difusivos: a equacgao de Fokker-Planck
(FP). Uma derivagao da equagao de Fokker-Planck (néo feita aqui) pode ser obtida a partir
da equacao de Chapman-Kolmogorov e, de forma sucinta, através das suposicoes de que o
processo ¢ markoviano, homogéneo e que as probabilidades de transi¢ao entre estados sao

continuas e diferenciaveis. A forma geral desta equacao é dada por

oP 9, 2,
o = g5 [P @) P + 55— [D¥ () P] (2.44)

onde D' é conhecido como coeficiente de arraste e D?(x) é o coeficiente de difusao que deve
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ser sempre positivo. Quando D! = 0 retomamos a equacao de difusdo obtida através da
Lei de Fick e portanto, podemos concluir que a equacao de difusao é um caso particular da
equacao de Fokker-Planck. Interpretando a probabilidade como um fluido que escoa com a
condi¢ao de normalizacdo (conservagao); isto pode ser expresso através de uma equagao de

continuidade:

— +=—=J=0. (2.45)
onde J = DY (z)P — aﬁDQP, J seria uma espécie de corrente de probabilidade, com a
condicao de que f P dxq;: 1. Existem diferentes formas para a equacao de FP, equacoes de
FP homogéneas e nao homogéneas, equagoes de FP lineares e nao lineares [63]. Uma forma
particular para a equacao de Fokker-Planck que leva em consideragao os efeitos de memoria

é dada por,

oP ! 0 *
i / [—gD (x,t—7)+ %D (z,t —7)| P(x,7)dr, (2.46)

—0o0

e quando a memoria do processo decai rapidamente, esta equacao assume a forma da equacao

de Fokker-Planck. Podemos escrever a equacao ([2.46[) na forma,

t
%—]; = / K(x,t —7)P(x,7)dt (2.47)
2

0
onde K(x,7) = —%Dl(x, t—7)+ %DQ(x,t — 7) é conhecido como Kernel de Memoria.

2.10 A Equacao de Langevin

Uma abordagem alternativa para descrever certos processos estocésticos, particular-
mente o movimento browniano ¢ a equacao de Langevin, que combina aspectos deterministi-
cos e estocasticos. Esta é uma equagao de movimento para sistemas que experimentam um

tipo particular de forga aleatéria, o de uma particula browniana cuja equagao ¢ dada por:

dv(t)
e

+ru(t) = f(b), (2.48)
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onde v(t) é a velocidade da particula, 7 é o coeficiente de fric¢ao (atrito com o meio difusor), m
é a massa da particula e f(t) é uma forca aleatoria, sobre a qual fazemos algumas suposigoes

fisicas:

e A forca aleatéria é igualmente susceptivel de empurrar a particula num sentido como

no outro, de modo a média de todas as realiza¢oes da forga é zero,
(f()) =0 (2.49)
e As forcas aleatdrias nao apresentam correlacao temporais e deve obedecer a relacao

(f(t1)f(t2)) = go(t2 — t1) (2.50)

em que §(ty — t1) representa a fungao delta de Dirac.

As variaveis aleatérias que obedecem a estes pressupostos sao conhecidas como ruido

branco, ou mais precisamente, o ruido branco gaussiano.
Uma solugao formal da equagao (2.48) é
o(t) =v(0)e m + = [ e mT f()dr (2.51)
Usando a condicao dada pela equacao (2.49)a obtemos o valor médio da velocidade,

(v) = voe . (2.52)

A funcéo correlagao de velocidade definida por ¢(t) = (v(t1)v(ts)), onde t = ty — tq,

pode ser calculada através do uso da equagao (2.51) e da condigdo imposta pela equagao
(2.50) (condigao de ruido-branco),

g _(titta) g _altatty)
t)v(t2)) = (w5 — 5 — " e 2.53
(oot} = (4 - 52 ) 5 4 52 (2.53)

e se queremos determinar a difusao, ou seja, quao longe uma particula estaria com o decorrer

do tempo ap6s ela partir de uma posicao inicial £(0), devemos calcular o deslocamento médio
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quadratico, que pode ser obtido através da equagao (2.52)),

2 9 2 —t 1 —27t

em limites longos o termo dominante é o primeiro, e Az? — Dt, onde o coeficiente de difusao
g

Y
Para descrever sistemas complexos a equacao de Langevin foi modificada. Em 1924,
Mori prop6s uma generalizacao para a equagao de Langevin [64] [65], de modo a englobar
interacoes nao instantaneas de particulas. Esta equacao se tornou uma nova ferramenta para
os estudos de sistemas que apresentam memoria. O ruido em um determinado instante passa
a ter correlacao com o ruido em outro momento. Podemos substituir o coeficiente de friccao

por um Kernel, de forma que a equagao para particula se torna,

m% = —/O T(t —t)u(t)dt + f(t) (2.55)

onde I'(t) é a fungdo memoria. Em principio a equagao de Langevin generalizada permite
estudar processos correlacionados. As fungoes I'(t) e f(t) devem satisfazer as seguintes rela-

coes:

lim I'(¢) = 0. (2.56)
(f@t)) =0. (2.57)
Clt—1t) = (f(t)f(t)) = gl(t —1). (2.58)

Nas expressoes acima C(t — t') corresponde as correlacoes das forgas estocésticas e
g é uma constante. A equagao afirma que as correlagoes do ruido se manifestam com
um certo alcance temporal, o que difere do ruido branco onde a correlacao existe somente
de modo instantaneo. O formalismo de Langevin generalizado, junto com o modelo de ca-
minhadas aleatérias continua no tempo, incorporam a memoria nos processos de difusao e
com o conhecimento da funcao distribui¢ao de probabilidade é possivel, em tese, descrever

por completo os processos andémalos.
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Numa caminhada aleatéria a difusao andémala pode surgir através de varias formas
distintas, tais como quando ocorre em meios inomogéneos (difusdo em meios porosos) ou se é
caracterizada por uma divergéncia nos momentos da distribui¢ao dos passos (voos de Lévy)
ou ainda se possui correlagoes espaco-temporais suficientes fortes entre os passos. Neste
capitulo iremos expor alguns modelos de caminhadas nao-markovianas, que geram difusao
andmala, e que possuem como ingredientes principais as ideias de correlagoes e memoria. A
memoria pode ser entendida como uma capacidade de aquisicao, armazenamento e recupera-
¢ao de informacgoes. Nos seres humanos, devido a capacidade limitada de armazenamento, o
esquecimento de informacgoes passadas corresponde a um mecanismo essencial para que nao
ocorra uma sobrecarga na memoria, de tal maneira que o esquecimento possibilita que novas
informacoes sejam armazenadas pelo cérebro. As formas com que essas informagoes sao ar-
mazenadas e como sao recuperadas apresentam, certamente, um alto grau de complexidade,
com relagao aos seus mecanismos subjacentes quimicos e biolégicos, que nao serao detalhados

aqui, pois fogem ao escopo deste trabalho.

Podemos pensar que as informacoes armazenadas na memoria do caminhante cor-
respondem as agoes tomadas por este no passado. Quando o mesmo tende a seguir uma
determinada acao tomada no passado dizemos que existe um feedback positivo e, no caso
contrario, se o caminhante tende a tomar uma atitude oposta aquela tomada em seu pas-
sado, o feedback é negativo. Podemos introduzir um parametro p que quantifica este feedback,
interpretando-o como a probabilidade de repetir o passo dado no instante passado, de forma

que quando p > 1/2 o feedback ¢é positivo, ou seja, o caminhante tende a ter um comporta-

o6
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mento "conservador"; em contrapartida, quando p < 1/2, o caminhante tende a se comportar

como "reformador".

A forma com que determinados instantes da memoria do caminhante sao recupe-
rados define o que noés chamamos de perfis de meméria. Abordaremos aqui modelos que
apresentam as mesmas dindmicas estocésticas, mas que diferem por seus perfis de memoria.
Estes modelos vem sendo estudados nos tultimos anos e, apesar das simplificacoes adotadas,
exibem comportamentos nao triviais. A dificuldade de obtencao de solugoes analiticas expli-
citas para estes modelos (pouquissimos casos s@o conhecidos), torna necesséria a formulagao
de métodos alternativos aproximativos de carater numérico e/ou analiticos, entre os quais os

mais usados (inclusive em nosso trabalho) sdo baseados em simula¢do computacional.
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3.1 Modelo de Elefante

O primeiro perfil de memoria que iremos abordar foi proposto por Trimper e Schiitz
[66] e nele as ag¢oes tomadas em um instante de tempo ¢ por um caminhante aleatério sao
baseadas nas acoes realizadas durante todo seu passado. Como os elefantes sdo animais
conhecidos por apresentarem uma boa memoria, este modelo foi batizado pelos autores de
modelo de Elefante (ME). No ME cada agao efetuada no passado possui uma probabilidade
1/t de ser recuperada, onde t é o tempo presente, ou seja, todos os instantes da memoria sao
igualmente provaveis. Assim, podemos interpretar a memoria do caminhante como uniforme,

j& que todos os eventos passados sao igualmente relembrados.

No ME o caminhante inicia num tempo ¢, em um ponto x( e, em cada instante de
tempo t discreto, efetua uma passo aleatoério para direita ou para a esquerda. Os efeitos
de memoria sao inseridos na definicao da posi¢ao do caminhante em um tempo ¢t + 1 pelo

algoritmo,

Tyl = X¢ + Vt+1 (31)

onde vy assume valor 1 quando o passo do caminhante é dado para direita e —1 no caso
oposto. Portanto, esta variavel representa o ruido estocastico ja que o valor escolhido segue
uma relagdo probabilistica. A memoria do caminhante é definida pelo conjunto de valores
da variavel estocastica {v, } em que t' <t e & recuperada por meio de uma regra estocastica

descrita a seguir,

e No instante de tempo ¢t = 1 o caminhante d4 um passo para direita com probabilidade
(q) ou para esquerda com probabilidade (1 — ¢) que correspondem respectivamente

v =1ev; = —1;

e Num tempo t + 1 um tempo prévio ¢t é escolhido de forma aleatéria e uniforme no
intervalo [1,t], ou seja, todos os instantes passados possuem a mesma probabilidade

1/t de serem resgatados;

e A direcao em um tempo atual ¢ + 1 é determinada através da seguinte regra:

vy, com probabilidade p
Vi1 =
" —vy, com probabilidade 1- p.
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O parametro p representa a probabilidade do caminhante repetir uma determinada
acdo executada no passado em um tempo ¢. Num processo em que p > 1 /2 dizemos que
estamos em uma regiao de feedback positivo, o caminhante tem um comportamento persis-
tente (conservador) que privilegia a repeticao de agoes passadas. Em contrapartida, quando
p < 1/2 o caminhante tem um comportamento anti-persistente (reformador) e tende a execu-
tar uma acao contraria aquela tomada no instante selecionado e portanto de feedback negativo.
Quando p = 1/2 este modelo reproduz o modelo de caminhada aleatoria sem memoria ja que
nao ha nenhuma tendéncia a ser seguida. Quando p = 1 estamos diante de um processo
de natureza deterministica e o movimento é balistico, ja que a direcao do primeiro passo é
sempre seguida em todos os passos seguintes. Quando p = 0 sempre ocorre uma alternancia
em relagao ao passo realizado no instante passado que foi selecionado, ou seja, este é o ponto

de maximo feedback negativo. .

Em um tempo ¢, apoés N passos, a posicao do caminhante é dada por

Ty = th. (3.3)

t'=1

Os resultados analiticos para os primeiros momentos de (z;) e (z7) foram obtidos na
referéncia [66] e sao reproduzidos a seguir, supondo que 2o = 0. Além disso sao validos no
limite assintético correspondente a t ~ oco. O primeiro momento da varidvel posicao é dado

por

B

Mot 1) (34)

() ~
onde 5 = 2¢ — 1 (caracteristica do passo inicial) e « = 2p — 1. Os parametros « e [ estao
definidos no intervalo [—1,1]. Em termos do parametro «, podemos caracterizar a tendéncia
anti-persistente por a < 0 e a persistente por a« > 0. O segundo momento da posigao é

descrito pela equacao
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( t
31 , p<3/4
(x7) ~{ tlnt , p=3/4 (3.5)
t4p72
4
| @t —a P

onde I' é a fungao gama definida por,

['(z) = /O h t*~te ™t dt. (3.6)

As figuras e mostram o deslocamento médio e o deslocamento quadratico
médio para diferentes valores dos parametros « e p obtidos por simula¢oes computacionais
[67].

Dois diferentes regimes difusivos estao presentes: ocorre difusao normal quando p <
3/4 (o < 1/2) onde o deslocamento quadratico depende linearmente de t e a difusdo anomala
(superdifusiva) existe para p > 3/4 (a > 1/2) caracterizada por um crescimento superlinear
com o tempo do deslocamento quadrético (z?) ~ t%~2, conforme exibido na figura a qual
mostra o expoente de Hurst H em fungao do tempo ¢. O caso limitrofe p = 3/4 tem uma

corre¢ao logaritmica.

A solugao analitica para a distribuicao final assintética de probabilidades da variavel

x tem a forma de uma gaussiana [66]

Plot) = ! ﬂ] | (3.7)

4m t D(t,p) P { 4tD(t,p)

com o coeficiente de difusao D(t,p) dependente dos parametros t e p na forma da equagao

Dit,p) = 8p1_ - [<%>4p_3 _ 1] | (3.9)

Vale ressaltar que mesmo sendo gaussiana a distribuicao final de probabiliadades,

abaixo,

temos um regime de difusdo andémala (p > 3/4) possibilitada pelo rapido crescimento tempo-
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Figura 3.1: Deslocamento médio em funcao de t para diferentes parametros de memoria (reprodu-

zida da referéncia [67]).

ral do coeficiente de difusdo D(t,p). A convergéncia assintotica para a gaussiana, pode ser

inferida na figura que mostra resultados computacionais obtidos na referéncia [67].

3.1.1 Modelo de Alzheimer

Um tratamento mais realista (incluindo esquecimento), foi proposto por Cressoni e

colaboradores [68] que construiram um modelo de meméria parcial no qual uma fragao f da



Capitulo 3. Perfis de memoria 62

IIIHIIII 1 llll”ll I lll”lll I llllI”] LR LILELRRL

T
O p=0.1, a=100
10" 0 p=02,a=1.00
1010 O p=03,a=1.00
A p=04,0=100
= s =
10° B < p=05.a=101
v p=06.0=100
108 > p=07,a=103 S
+ p=08.,0=123 VX
A 7 _ _ VTR
> 10 % p=09,a=160 . —./‘34.5;%';
~ 6 > ”‘g:/'
3 -~
> ,/ﬂ./;:/‘-‘
4 > ‘_:é;:/‘
10" g > :/'éig'/'
3 B~
10° € b g gty
I/g.é';/—
i~
10% 7
1

@ ¥

[Illllll 1 llllllll ] llllIlIl 1 llIl[lll 1 lllIlllI L1 1111l

Figura 3.2: Deslocamento quadréatico médio em funcao de t para diferentes parametros de memoria
(reproduzida da referéncia [67]).

memoria do caminhante é lembrada e uma fracdo (1 — f) da sua memoria ¢ esquecida, sendo
que os eventos lembrados (esquecidos) se situam no passado remoto (recente). O parametro
f é definido no intervalo [0, 1] e reproduz 2 casos limites: Quando f = 0 o caminhante
preserva a memoria apenas do seu passo inicial; No outro extremo, que corresponde a f =
1, todos os pontos da memoéria do caminhante sao lembrados e recuperamos o ME. Para
casos intermediarios de f a caminhada pode ser ndo-markoviana (para valores especificos dos

parametros), mas o caminhante lembra apenas uma fragao da sua memoria.

A dinamica estocastica proposta para o modelo de memoria parcial é semelhante
ao ME, descrito na secao anterior. Entretanto, agora um instante de tempo do passado
distante é escolhido dentro do intervalo [1, ft] e a probabilidade de sortear um determinado
tempo do passado memorizado é igual a 1/ft. Na figura reproduzimos o grafico obtido
para o expoente de Hurst (aqui denotado «) para diferentes valores dos parametros f e p.
Além das fases usuais (porque presentes no modelo do Elefante) da difusdao anémala (em
grandes valores de p) e da difusd@o normal (em valores intermediérios de p), uma nova fase

foi observada, na regiao de anti-persisténcia (para pequenos valores de p). Esta nova fase
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Figura 3.3: Expoente de Hurst (aqui denotado por «) em fungao do pardmetro de memoria p. A
linha tracejada representa os resultados exatos (reproduzida da referéncia [67]).

(também de difusao anomala) foi denominada de "persisténcia induzida por amnésia (PIA)"e
é até certo ponto surpreendente pois revela a existéncia de persisténcia (caracterizada por
superdifusao H > 1/2) em uma regiao de probabilidades que favorecem a anti-persisténcia
(p < 1/2). Ambas as fases de difusdo anémala crescem quando f diminui, as expensas da

fase de diluicao normal.
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Figura 3.4: O expoente de Hurst como fungao do parametro de correlagao p e da fragao f do tempo
total lembrada pelo caminhante. A linha tracejada representa o resultado analitico para o caso em
que f = 1.0. Os resultados foram obtidos para um tempo de realizacdo de 103. No detalhe temos
(x?) para diferentes escolhas de p e f (Figura retirada da referéncia [68].)

A combinacao de pequenos valores de f (esquecimento) e p (anti-persisténcia) produz
oscilagoes na variavel posi¢ao (e em seu segundo momento) que sao do tipo log-periodicas
(ver figura [3.5], reproduzida da referéncia [68]), encontradas em outros fenomenos([70, 69]) e
que estao intimamente relacionadas com invariancias de escalas discretas as quais evidenciam

expoentes complexos.

Estudos posteriores([73] [74, 32]) permitiram a obtencao (através de equagoes implici-
tas) do diagrama de fases completo deste modelo. Na referéncia [71] Cressoni e colaboradores
identificaram a existéncia de seis fases distintas, essas fases sao ilustradas na figura Nas
regiao I e VI a superdifusao foi identificada; Nas regices V e II o regime de escape, caracte-
rizado por uma divergéncia no primeiro momento, foi observado; Nas regioes III e IV o valor
do expoente de Hurst é 0.5, contudo, em III o primeiro momento apresenta comportamento

log-periddico.
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Figura 3.5: Gréfico semi-log do deslocamento z; como uma fungao de ¢ para p = 0.1 e varios valores
de f. No detalhe mostra x;/t'/? versus t. (Imagem reproduzida da [68]).

Um doente com mal de Alzheimer tem comportamentos de persisténcia e repeticao.
Em estagios mais avangados da doenca, o doente lembra apenas de fatos que ocorreram em
sua infancia e, no tempo presente, repete acoes baseadas nestes fatos. Por essa razao, o

modelo de memoria parcial foi apropriadamente denominado de modelo de Alzheimer.
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Figura 3.6: Diagrama de fase completo para o modelo de Alzheimer. (Imagem retirada das refe-

réncias [32])



Capitulo 3. Perfis de memoria 67

3.1.2 Modelo de Alzheimer com diluicao

Uma forma de generalizacao do modelo de memoria parcial foi introduzida por Fer-
reira e colaboradores (|74]), introduzindo diferentes formas de diluigdo no intervalo de tempo
[0, ft], ou seja, eliminando a memoria de alguns instantes deste intervalo, quer por meio de
uma escolha aleatéria, quer através de regras deterministicas. Vamos mencioné-los breve-

mente.

Diluicao aleatoéria

Uma fragao d, dos pontos memorizados do intervalo [0, ft|, sdo escolhidos aleato-
riamente e esquecidos, de forma que os casos d = 0 e d = 1 correspondem ao modelo de
Alzheimer e ao caso totalmente sem memoria respectivamente. Na figura podemos ver
que a diluicao nao afeta qualitativamente os resultados quando comparados com o modelo

de memoria de Alzheimer sem a dilui¢ao, mostrado na figura [3.4]

l—T—T—7—7 —
095 -0 f=0.1 /I
5 5—a f=0.2 / .
0.9 — _ > f=0.3 /
d=0.95
A-A =04 p g
<4< f=0.6 —
>— f=1.0 1
/ 1 1

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 3.7: Dependéncia de H versus p. "A adi¢ao da dilui¢ao para a memoria total do caminhante
nao produz uma variacao significativa no expoente de Hurst. Para a diluicao de 95% e vérios valores
de f, o resultados sao equivalentes ao caso de diluigao zero" (|74])

Na figura temos o diagrama de fase para valores especificos de f e diferentes va-

lores de diluigao. Como pode ser visto, praticamente nenhum efeito significativo é observado
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devido a diluigao.
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Figura 3.8: A figura mostra o expoente de Hurst H para varios valores de f (a) f = 0.1, (b) f = 0.4,
(c) f = 1.0, e varias dilui¢oes aleatorias. (Imagem reproduzida da referéncia [74])

Diluicao usando a série de Thue-Morse

Uma sequéncia de Thue-Morse (deterministica e aperiodica) pode ser gerada através
da seguinte regra, 0 — 01 e 1 — 10. Fazendo o primeiro termo da sequéncia como sendo 1,
podemos construir a sequéncia temporal {1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,...}.
Apagando os instantes da memoria com digito nulo, pode-se notar que, que quando ¢ — oo,

50% dos pontos da memoria sao apagados.
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Diluicao usando a sequéncia de Fibonacci

Uma sequéncia de Fibonacci (também deterministica e aperiodica) pode ser gerada
através da seguinte regra, T'(n + 1) = T'(n) + T'(n — 1). Para se gerar a sequéncia, é preciso
conhecer os dois primeiro termos desta, que sao dados por T'(1) =0 e T(2) = 1. A sequéncia
temporal resultante T": {1, 2, 3,5,8,13,21, ...} define os instantes que serao lembrados. Apre-
sentamos na Figura abaixo, os resultados obtidos nestes duas sequéncias deterministicas, que

sao também qualitativamente equivalentes ao caso nao diluido.

I I E—
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Figura 3.9: (a) o caminhante segue a sequéncia de Thue-Morse o que equivale a uma dilui¢ao
de 50%. Em (b) a diluigao foi aplicada usando a sequéncia de Fibonacci (Imagens retiradas da
referéncia [74]).
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A largura de persisténcia

Uma quantidade importante no estudo de caminhadas aleatérias é a largura de per-
sisténcia w, definida como o ntimero de passos dados pelo caminhante em uma determinada
direcao até este modificar a sua direcao. A distribuicao da largura da persisténcia serve para
identificar dois regimes, gaussiano e nao-gaussiano. Numa difusao gaussiana a distribuicao
tem um comportamento exponencial, ou seja, a probabilidade de persistir na mesma diregao
por N passos, decai exponencialmente com N, enquanto na difusao nao gaussiana, o decai-
mento é mais lento e caracterizado por uma lei de poténcia. A figura [3.10] ilustra estes dois
casos, com parametros de diluicao d = 0.0 e d = 0.95 para os mesmos valores de p com

f=01lef=10.
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Figura 3.10: A distribuigao da largura de persisténcia normalizada em gréafico semi-log. Em (a),
f = 1.0, os dados colapsam em uma reta(comportamento exponencial). Para f = 0.1 um desvio
significativo é observado da distribui¢ao exponencial. Em (c) e (d) é mostrado a inclusao da dilui¢ao
para o caso em que d = 0.95 (Imagens retiradas da referéncia [74]).

Todos os modelos aqui apresentados possuem a memoria dos instantes iniciais e nao
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privilegiam os instantes relembrados, ou seja, todos sao acessados com iguais probabilidades.
Sabemos que nem sempre nossa memoria possui estas caracteristicas; esquecemos os fatos da
nossa infancia e privilegiamos fatos carregados de emoc¢ao como o nascimento de um filho, ou
um evento traumético. Estas emocoes, positivas ou negativas, podem influenciar significati-
vamente nossa agao presente e por isso, fomos conduzidos & imaginar uma modificagao dos
modelos apresentados, de modo a incluir estes aspectos na memoria do caminhante e men-
surar os efeitos produzidos. Este é o tema de nosso trabalho, a ser apresentado no Capitulo

seguinte.



Capitulo

O perfil de memoria gaussiano

4.1 Por que o perfil de memoéria gaussiano ?

Os modelos de caminhadas aleatoérias nao-markovianas, discutidos até o momento,
pressupoem que o caminhante guarda a memoria do tempo inicial em todos os tempos subse-
quentes. Em outras palavras, nos diferentes perfis de memoria propostos para estes modelos
os caminhantes possuiam lembrangas dos seus primeiros passos em todas as escalas de tempo.
Por exemplo, no modelo de Elefante [66], o caminhante tinha total lembranga de seu histérico
com toda sua historia acessada uniformemente. No modelo de modelo de Alzheimer [68] uma
fragdo f da memoria (a mais remota) era lembrada e uma fracao (1 — f) (mais recente) era
esquecida, sendo assim também uniforme o acesso a estas lembrancas. Em particular, no
modelo discutido na referéncia [67], em que os efeitos de redu¢ao de memoria sao estudados,
os resultados pareciam indicar que a memorizacgao da parte inicial da caminha, desempenhava
um papel de longo alcance que sao essenciais, neste modelo de passos de varidncia finita, para

que ocorra este tipo de difusao (no caso presente, difusdao anomala).

De fato em nenhum dos sistemas até entao discutidos a memoria inicial do cami-
nhante foi apagada. De forma que, uma questao natural surgiu: o que aconteceria se isto
ocorresse? Sera que a perda de memoria do historico inicial impossibilitaria a existéncia de
regimes superdifusivos? Tais questoes nos motivaram a propor um perfil de memoria que se
diferencia dos demais perfis ja discutidos, por permitir uma flexibilidade sobre a localizacao

e acessibilidade dos passos armazenados pelo caminhante. Para entender a dependéncia da

72



Capitulo 4. O perfil de memoria gaussiano 73

histéria inicial podemos pensar em uma fun¢ao memoria que depende de um parametro, tal
que, em certos intervalos, a memoria inicial do caminhante é conservada, enquanto que para
outros isto nao ocorre. Escolhemos esta funcao como sendo uma distribuicao gaussiana a
qual é caracterizada por dois parametros, a média e o desvio-padrao ou largura. Quando a
largura da gaussiana é pequena os valores extremos da fun¢ao memoria sao muito pouco pro-
vaveis. Os valores mais provaveis correspondem ao centro da gaussiana, ou seja, & média da
funcao memoria. Quando a largura da gaussiana é estreita o historico inicial do caminhante
é destruido. Por essa razao, escolhemos este perfil de memoria para estudar a dependéncia
da histoéria inicial da caminhada. Usaremos este perfil de memoria gaussiano para construir-
mos um modelo nao markoviano em que para larguras pequenas da gaussiana o caminhante
tem apenas uma lembranca da metade da sua vida, ou seja, de um momento tnico que
nao corresponde a sua historia inicial. Em contrapartida, quando a largura da gaussiana é
grande o caminhante lembra além do seu histérico inicial boa parte de toda a sua histoéria, e

o comportamento é semelhante ao observado no modelo de Elefante.

Outro aspecto que o perfil gaussiano permite investigar, é a existéncia de eventos
mais especiais (lembrados) do que outros, o que nao é possivel nos modelos anteriormente des-
critos. Estes foram as duas principais motivagoes de nosso trabalho: Investigar a influéncia
do esquecimento dos tempos iniciais, assim como a possibilidade de que "eventos especiais",
isto é, mais lembrados que outros, possam alterar o comportamento do sistema, no caso em
questao, um caminhante aleatério. Nas proximas se¢oes apresentaremos o modelo, discutire-
mos o método adotado para estimativa do expoente de Hurst e apresentaremos os principais

resultados obtidos via simulagdo computacional (pelo método de Monte Carlo).
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4.2 O modelo de perfil de memoéria gaussiano

Estudaremos agora um modelo de caminhada aleatéria nao-markoviana unidimensi-
onal com tamanho dos passos uniforme. Em um dado instante, o caminhante pode lembrar
de um evento de seu passado com uma probabilidade dada por uma funcao densidade de
probabilidades gaussiana [72], cujos parametros (valor médio e desvio quadrético) evoluem
proporcionalmente ao tempo. O valor médio da fun¢ao memoria gaussiana é localizado sem-
pre em t/2, onde t é o tempo presente. Em outras palavras, o valor médio da fun¢do memoria
sempre serd metade da vida do caminhante e o desvio padrao ¢’ é dado por ot, onde o sera
definido como o desvio padrao relativo e é estabelecido a priori. Focaremos nossa atenc¢ao no
estudo de diferentes valores de ¢ uma vez que, & medida que ¢ diminui a histéria do tempo
inicial do caminhante vai sendo apagada. Na figura podemos visualizar que a funcao
memoéria gaussiana se desloca a medida que o tempo evolui. A probabilidade de um instante

de tempo ¢’ do passado do caminhante ser retomado é dada por

P() o exp (M) , (11)

2022

onde o é o desvio padrao relativo da gaussiana. Como a fungao P(t’') tem seu valor maximo em
t/2 o valor mais provével para ser lembrado pelo caminhante ¢ metade de sua vida. Utilizamos
uma forma truncada da gaussiana, eliminando os sorteios que correspondem aos intervalos de
tempot < 0et >t fisicamente irrealizaveis. Isto corresponde a uma truncagem das caudas
da gaussiana, que para manter a normalizacao fica amplificada por um fator numérico A(ot).
Esta aproximagao é razoavel (exceto para valores muito altos de sigma e tempos pequenos),
porque o valor médio sempre se localiza na metade do tempo presente e as probabilidades
correspondentes at < 0 et > t sdao aprecialvelmente pequenas. Isto pode ser visto na figura

em que pontos das extremidades da fungao sao extremamente improvaveis.

Para valores pequenos de os a lembranga do caminhante esta centrada na metade da
gaussiana e portanto, nosso modelo difere da caminhada de Alzheimer. Em contraste, para
valores largos de o os pontos estao mais dispersos e podemos pensar que todo o historico do
caminhante é considerado, diferente do modelo de caminhada de Alzheimer o qual é uniforme
dentro do intervalo de tempo ft e zero para outros tempos. O caracter nao-markoviano para
o modelo poderia ser questionado quando a largura da gaussiana é pequena porque neste

caso o caminhante tem uma boa lembranga apenas dos instantes localizados na metade da
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Figura 4.1: O desvio padrao da gaussiana cresce linearmente com t. Em um instante ' o caminhante
tem uma maior probabilidade de retomar uma a¢ao na metade da sua vida t'/2 a medida que o tempo
evoluir até um instante de tempo ¢’ a probabilidade de retomar uma agao é mais provavel em ¢” /2.

sua vida o que poderia nao ser suficiente para manter correlagoes de longo alcance. Mas,
como nossos resultados mostrarao, mesmo neste caso o carater nao-markoviano existe, pois
o fato da gaussiana se mover com o tempo faz com que o alcance da lembranca (que é t/2)

divirja no limite assintético.

A dinamica estocastica para o modelo com perfil de memoéria gaussiano é semelhante

aos modelos abordados anteriormente, como esquematizado a seguir:

e No instante de tempo t = 1 o caminhante executa um passo para a direita com probabi-
lidade g ou para a esquerda com probabilidade 1 —¢q que correspondem respectivamente

avy=1levy =—1;

e Num instante ¢ 4+ 1 um tempo prévio ¢ definido no intervalo (1 <t < t) é escolhido

com probabilidade dada pela equacao (4.1])
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e A direcao em um tempo atual ¢t + 1 é determinada através da seguinte regra:

vy, com probabilidade
={ t b ! (4.2)

—vy, com probabilidade 1 — p.

Note que a diferenca em relagao aos tratamentos anteriores, ocorre apenas no perfil

de memoria.

4.3 Meétodos e resultados

4.3.1 O expoente de Hurst

Como vimos anteriormente, através do conhecimento do expoente de Hurst é possivel
determinar se o sistema encontra-se numa fase de difusao normal ou anémala, ou seja, se as

correlagoes induzidas pela memoria, sao ou nao relevantes.

Em principio, a persisténcia é associada a correlagoes positivas entre o passado e o
futuro e a anti-persisténcia decorre de correlacoes negativas. Entretanto, conforme a referén-
cia [68] é possivel que correlagoes negativas originem a persisténcia quando ocorrem perdas
de memoéria do caminhante. O parametro de feedback p que quantifica as correlagoes, assume
valores de p > 1/2 em regides de feedback positivo e valores p < 1/2, quando predomina
o feedback negativo. A persisténcia observada na referéncia [68], foi atribuida a existéncia
de competicao entre a estocasticidade e feedback. A estocasticidade é associada ao ato de
sortear determinadas agoes contida no intervalo de memoria permitido, enquanto feedback

representa a atitude de aceitar ou rejeitar uma determinada acao sorteada no passado.

A estimativa do parametro de Hurst tem sido um tema muito estudado em varios
campos. Na referéncia [29] o leitor pode visualizar alguns métodos conhecidos para estimativa
do expoente de Hurst, tais como métodos baseados em wavelets, densidade espectral, entre
outros. Neste trabalho escolhemos como procedimento para sua estimativa, a analise do
comportamento temporal do valor médio quadrético ja que no limite assintético (nimero

grande de passos) sabemos que (%) ~ 24

e obtivemos estimativas para esta grandeza, via
simulagao computacional realizadas para diferentes valores dos parametro de feedback p e da

larguras o do perfil de memoéria gaussiano.
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Na figura 4.2| mostramos o grafico de (z?) versus ¢ na escala logaritmica para o valor
de parametro de feedback p = 0.1 e diferentes larguras relativas da gaussiana os. O valor
médio de (z?) foi obtido para um nimero de realizagoes da ordem de 10°. Podemos ver
que o coeficiente angular da reta corresponde a 2H. Este mesmo coeficiente poderia ser
obtido através da analise da variancia, contudo, observamos que os resultados eram bastante
similares. Na figura [£.3] exibimos o grafico da variancia e o deslocamento quadratico médio
para os mesmos parametros, observe que o coeficiente angular é o mesmo uma vez que as

retas colapsam.
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Figura 4.2: Estimativa do expoente de Hurst através do grafico do deslocamento quadratico médio
versus ¢ (no limite assintotico).
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Figura 4.3: Grafico da variancia (linha preta) e deslocamento quadratico médio (linha vermelha).
As duas curvas colapsam (no limite assintotico).

4.3.2 O diagrama de fase

A partir do método discutido aqui é possivel tragar o diagrama de fase para nosso
modelo. Estamos interessados em identificar para quais valores especificos de largura relativa
da gaussiana o sistema exibe persisténcia. Na figura [4.4] mostramos a estimativa numérica
para o expoente de Hurst para varios valores das larguras relativas da gaussiana o. Observe
que para valores grandes de ¢ o comportamento é similar ao modelo de caminhada de elefante,
mas para pequenos valores de ¢ o comportamento ¢ semelhante ao modelo de caminhada de
Alzheimer, apesar do perfil de memoéria gaussiano ser bem diferente do perfil de memoria ali

considerado.
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Figura 4.4: Expoente de Hurst H versus o parametro de feedback p para alguns valores do desvio
padrao relativo o do perfil de memoria gaussiano. Para grandes valores de ¢ , o caminhante pode
se lembrar de quase de toda a histéria ,enquanto para valores pequenos o caminhante se lembra
preferencialmente de eventos que aconteceram quando o caminhante tinha metade do tempo de vida
presente.

Podemos também visualizar na figura [4.4] que para alguns valores especificos de o e
de p surgem a persisténcia mesmo em regides de feedback negativo (p < 1/2). Isto constitui
um forte indicio de que o importante para que a persisténcia ocorra é a perda de memoria e
nao o intervalo de tempo em que esta ocorre. Os resultados numéricos indicam que quanto
menor ¢é a largura da gaussiana maior é a persisténcia para p < 1/2. A medida que o
aumenta, a persisténcia vai desaparecendo. Podemos ver que em o = (0.282 ja nao existe
mais persisténcia para p < 1/2. Para p > 1/2 ao qual corresponde a regides de persisténcias

classicas, a persisténcia, como se espera, cresce lentamente em relacao a o.

No limite de um perfil de memoria infinitamente estreito, o caminhante se lembra
de apenas um tnico evento (|t/2]) do passado, de modo que efeitos de feedback tornam-se

particularmente fortes e superdifusdo ocorre nao so6 para o feedback positivo (p > 1/2), mas
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também para feedback negativo (p < 1/2), indicando ser este um processo nao-markoviano
(devido a divergéncia nas correlagoes temporais para p # 1/2). Mesmo assim, o resultado é
ainda um pouco inesperado os passos sao de tamanho finito e a superdifusao nao é usualmente
associado a anti-persisténcia. Acreditamos que a solugao para esta aparente inconsisténcia
reside no fato de que a média e largura da gaussiana cresce linearmente com o tempo como

a idade, logo o modelo ¢é realmente nao-markoviano para todo o.

Uma visualizagao mais completa do comportamento do sistema pode ser observada
no diagrama de fase completo, apresentado na figura 4.5, onde usamos como parametro de
ordem (entre os regimes difusivos normal e anémalo) a grandeza H — 1/2 , que se anula na
difusao normal. A fase de difusao normal ocorre para valores intermediarios de p, e cresce
com o, de um tnico ponto p = 1/2 quando o tende a zero, até uma regido extensa, p < 3/4
quando o tende a infinito. A fase difusiva na regido persistente ocorre para p > 1/2 cresce
lentamente com o aumento do parametro o até o limite maximo, quando existe para p > 3/4
A fase difusiva na regiao anti-persistente p < 1/2, que corresponde a fase de persisténcia
induzida por amnésia, somente ocorre para pequenos valores de ¢ e p, aumentando até sua
extensao méaxima quando o tende a zero. No limite que ot tendendo a zero, a gaussiana
evolui para uma func¢ao delta; embora nao tenhamos simulado muito proximo a este limite,
conforme observado na referéncia |?|, a fase de persisténcia induzida por amnésia se prolonga

por toda a regiao p < 1/2, atingindo sua maior extensao possivel.

Na proxima segao, vamos analisar mais detalhadamente esta fase de difusao da regiao
anti-persistente, caracterizada por oscilagoes log-periodicas, ja observadas em [73] e que néo
aparecem na fase difusiva persistente, conduzindo a conclusao que a lembranca dos momentos

iniciais nao é uma condi¢ao necessaria para a ocorréncia destas oscilagoes.
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Figura 4.5: O expoente de Hurst H como uma fungao do parametro de feedback p e do desvio padrao
relativo o do perfil de memoria gaussiano. Para grandes larguras, o comportamento é qualitativa-
mente semelhante ao modelo de elefante. A medida que a largura se estreita, a superdifusio surge,
para os valores altos e baixos de p. Surpreendentemente, a superdifusao log-peridédica surge para
baixo p, de modo que o comportamento torna-se semelhante ao do modelo de passeio Alzheimer,
mesmo sendo o perfil de memoria gaussiano muito diferente do perfil de memoria da caminhada de
Alzheimer.
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4.3.3 Oscilacgoes log-peridédicas na posicao

Uma funcao do tipo lei de poténcia descreve bem uma invariancia de escala continua.
Quando uma lei de potencia é modulada por uma func¢ao periédica, dizemos que existe uma
invariancia de escala discreta a qual resulta em expoentes de escala complexos e oscilagoes
log-periddicas. Na secao anterior, quando utilizamos o expoente de Hurst para identificar as
regioes de difusao normal e andémala, mencionamos que na regiao de superdifusao nao classica
(p < 1/2) ocorrem oscilagdes log-periddicas também observadas no modelo de Alzaheimer.
Uma forma de detectar regides de superdifusao log-periddicas é através da analise do primeiro
momento. Na figura[d.6podemos ver que para p = 0.1, quando a largura relativa da gaussiana

¢é pequena oscilagoes log-periddicas sao observadas no deslocamento médio.
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Figura 4.6: Primeiro momento para p = 0.1 e diferentes valores de os, as oscilagbes diminuem a
medida que o desvio padrao relativo aumenta.

A medida que a largura relativa da gaussiana aumenta essas oscilacdes vao sendo
atenuadas e em ¢ = 0.282 nao sao mais detectadas. Isto indica que o delimita regioes
onde existe log-periodicidade de outra onde nao existe log-periodicidade e que as oscilagoes

também sao atenuadas & medida que o parametro de feedback p aumenta. Em resumo, as
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oscilagoes sO existem na fase difusiva anti-persistente.

Para uma melhor observacao do desaparecimento das oscilagoes log-periddicas nos
mostramos na figura o primeiro momento reescalonado por t para valores particulares
do parametro do modelo ¢ = 0.001, e p = 0.1. Notamos que a log-periodicidade nao somente
aparece no modelo de persisténcia induzida por amnésia como também para pequenos valores
de o para o modelo com perfil de memoria gaussiano. Reforcando a ideia de que a difusao

log-periddica ocorre devido a perda de memoria, mas independe dos momentos iniciais.

—o—c=0.001
—©—0=0.057

10* 10°

t

Figura 4.7: Representamos na escala semi-log do deslocamento médio (z) em fungdo de t para
p = 0.1 e diversos valores de 0. O detalhe mostra o primeiro momento (reescalonado por tH ) em
funcao do logaritmo do tempo para uma maior clareza visual. Note como uma periodicidade é
claramente evidente. Perda significativa da memoria (ou seja, pequeno o) leva a maiores amplitudes
para as oscilagoes log-periddica. Este tipo de oscilacdo é um indicador de invaridncia de escala
discreta, em vez de dimensoes fractais reais, temos dimensoes complexas.
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4.3.4 A largura de persisténcia

Definimos a largura de persisténcia (w) como a largura compreendida numa sequéncia
de passos na mesma dire¢ao. No formalismo CTRW (ver se¢do 1.7) podemos pensar como
sendo equivalente ao tamanho dos saltos. Se as larguras de persisténcia sao distribuidas
exponencialmente, a largura dos passos tem um decaimento exponencial e com tempo de
espera ¢é fixo. Neste caso, a teoria CTRW garante que a distribuicao para a posicao de um
caminhante ao longo do tempo é gaussiana. Entretanto, se a distribuicao para a posicao for
gaussiana isto nao garante que as larguras de persisténcia tem um decaimento exponencial
(ou tamanho dos saltos na terminologia CTRW). Contudo, um decaimento nao exponencial

pode ser um indicio de que estatistica é nao gaussiana.

Na figura 4.8 a distribuicao da largura de persisténcia é mostrada para alguns valores
de p e 0 = 0.001 onde o comportamento gausssiano é claramente observado para p = 0.5,
uma vez que, para o nosso modelo o tempo de espera é fixo e a largura de persisténcia tem
o comportamento exponencial. Em contrapartida, para p = 0.1 e p = 0.9 observamos um
comportamento nao exponencial para a distribuicao da largura de persisténcia sendo um
forte indicio que a estatistica da posicao é nao-gaussiana. Como foi visto, p = 0.1 e p = 0.9
com o = 0.001 o regime é superdifusivo (ver figura [4.4).
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Figura 4.8: A distribui¢do do comprimento de persisténcia f(w) médio para 10° realizacdes, mos-
trando um comportamento exponencial para p = 0.5 e nao exponencial para p = 0.1 e p = 0.9.
A forma nao exponencial pode estar associada a distribui¢cdo nao-gaussianas. Este resultado esta
consistente com o regime difusivo (superdifusao) com (H > 1/2) encontrados para (p = 0.1 ep = 0.9)
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Podemos ver através dos principais resultados aqui expostos para o perfil de memoria
gaussiano que a historia inicial do caminhante nao é condi¢ao necessaria para que ocorra o
regime de superdifusao log-periddica. Apesar dos perfis de memoria Alzheimer e gaussianos
serem distintos a superdifusao para p < 1/2 é também observada para intervalos especificos
de 0. Isto nos conduz a ideia de que similarmente ao modelo de Alzheimer é a perda de
memoria da historia do caminhante em determinados estagio da vida (ndo necessariamente

nos instantes iniciais) que conduz a difusdo anémala.
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Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, estudamos caminhadas aleatorias unidimensionais com memoria, isto
é, o caminhante define sua agao no tempo presente a partir de informagoes sobre os passos
realizados em tempos anteriores. Utilizamos métodos de simulacao computacional para inves-
tigar o tipo de difusdo resultante (normal ou anémala), caracterizada por meio do expoente
de Hurst, que mede o comportamento assintético temporal do segundo momento da variavel
posicao. O problema de caminhadas aleatérias, sendo um dos mais tradicionais e interdisci-
plinares da ciéncia, com aplicagoes em diferentes areas tais como fisica, quimica, biologia, e
ciéncias socio-ecOnomicas, permite multiplas abordagens todas ja extensamente exploradas
por variadas técnicas da area denominada "processos estocasticos". Inicialmente, apresen-
tamos um brevissimo resumo dos conceitos e métodos fundamentais, como probabilidades,
processos markovianos e nao-markovianos, as equagoes de Langevin, de Fokker-Planck e as
equagoes mestras de evolucao probabilistica, de modo a situar minimamente o leitor na vasta
literatura da area. A seguir, apresentamos algumas abordagens ja feitas sobre a influéncia da
memoria na difusao, particularmente aquelas que serviram de antecedentes e inspiracao para
nosso trabalho: (i) O modelo de Elefante (ME) onde o caminhante se recorda de todos os pas-
sos dados anteriormente; (ii) O modelo de Alzheimer (MA) caracterizado por uma lembranga
parcial (de uma fragao f dos primeiros passos); (iii) Modelos de Alzheimer diluidos, onde a
fracao dos tempos lembrados é distribuida entre todos os passos ja realizados, mantendo-se
a lembranca do inicio da caminhada. Em todos os casos examinados, os passos lembrados
satisfazem duas caracteristicas em comum: incluem os tempos iniciais e sao equiprovaveis.

Em todos os trabalhos acima citados foi notada a presenca de regimes difusivos normais e

86
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anomalos, sendo que nos casos (ii) e (iii) duas fases de difusdo anomala foram observadas,
uma delas caracterizada por oscilagoes log-periddicas no primeiro (ou segundo) momento da
variavel posicao. Este comportamento s6 apareceu na regiao de feedback negativo em que a
lembrancga do passo dado anteriormente influencia o passo seguinte preferencialmente para
induzir o caminhante a realizar um novo passo na dire¢ao oposta a direcao seguida no pas-
sado. O nosso trabalho, teve como motivacao principal modificar o modelo de Alzheimer para
incluir dois efeitos, que nos parecem mais realistas, ou seja, a possibilidade de esquecimento
dos passos iniciais e a diferenciacao dos eventos lembrados, de modo a permitir que alguns
sejam mais influentes do que outros na agao futura. Nossa abordagem usou um perfil de
memoria em forma de uma distribuigdo gaussiana truncada (o tempo lembrado pode variar
do valor inicial até o instante presente) que evolui temporalmente pois se move com a locali-
zagao de seu centro e o valor de sua variancia crescendo proporcionalmente ao tempo t. No
limite em que a largura da gaussiana (em tempo fixo) tende a um valor infinito recuperamos
o modelo do Elefante e no limite em que tende a zero, ha uma evolucao para um perfil em
que o caminhante s6 se recorda dos eventos ocorridos na vizinhanga de sua meia-vida /2.
Obtivemos numericamente o expoente de Hurst H em funcao dos parametros do modelo, que
sao a variancia e a probabilidade p que mede a persisténcia, ou seja, a tendéncia a repetir
a acao realizada no passado. As trés fases observadas (difusdo normal e duas regides de
difusdo anémala) apresentam as seguintes caracteristicas: A fase de difusao normal ocorre
para valores intermediarios de p, e cresce com, até uma regido extensa, p < 3/4 quando
tende a infinito. A fase difusiva na regiao de feedback positivo ocorre para p > 1/2 e cresce
muito suavemente com o aumento de o, um comportamento oposto ao modelo de Alzheimer.
A fase difusiva na regiao de feedback negativo, ou a persisténcia induzida por amnésia, so-
mente ocorre para pequenos valores de e p, aumentando até sua extensao maxima quando ¢
tende a zero, e neste caso, conjecturamos que ela existe para todos os valores de p < 1/2.
Obtivemos um diagrama de fase qualitativamente semelhante ao do modelo de Alzheimer,
indicando que a lembranga dos instantes iniciais nao é fator necessario para a presenca das
fases com difusao anémala, em particular a regiao com oscilagoes log-peridédicas, enquanto a
diferenciagao dos instantes lembrados (eventos especiais) muda apenas quantitativamente o
comportamento observado, nao induzindo nenhuma nova fase. Véarias perspectivas futuras
(algumas em andamento) foram sugeridas por nosso trabalho, como por exemplo: (i) O de-
senvolvimento de métodos analiticos, assim como a realizagao de simulac¢oes adicionais, que
nos permitam obter informacoes ainda mais precisas sobre o diagrama de fases, bem como

investigar as dimensoes fractais envolvidas no passeio do caminhante; (ii) O uso de outros
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perfis de memoria, em particular um que nos parece promissor é a distribuicao de Poisson que,
por ser nao simétrica, serd uma candidata natural a privilegiar certos intervalos de tempo;
(iii) A investigacdo de caminhadas semelhantes em dimensoes superiores pois, a exemplo da
caminhada markoviana (sem correlagoes) que perde sua "recorréncia" (aqui entendida como
a volta ao ponto de partida) em dimensdes superiores (D > 2), nao descartamos a possibi-
lidade de mudangas substanciais no comportamento do caminhante em situacoes similares;
(iv) Correlagao entre caminhantes, tanto no caso de dois deles com memoria comum até um
instante do passado e que, a partir de um dado tempo, sofrem estimulos diversos, como no

caso oposto, isto é, caminhantes de passados diversos, que passam a apresentar o mesmo

estimulo no presente.



Referéncias Bibliograficas

(1]

2l

3]

4]

17l
8]
19]

[10]

J Ingenhousz, Nouvelles expériences et observations sur divers objets de physique, T.

Barrois le jeune, (1785)

Robert Brown, A brief account of microscopical observations made in the months of
June, July e August, 1827, on the particles contained in thepollen of plants; and on
the general existence of active molecules in organic and inorganic bodies, Phil. Mag.,
4, 161, (1828)

Louis Bachelier, Théorie de la spéculation, L. Ann. Sci., 17, 21,(1900)

Albert Einstein, On the movement of small particles suspended in a stationary liquid
demanded by the molecular kinetic theory of heat, Ann. Phys., 17, 549, (1905)

Marian Smoluchowski, Drei Vortrage tiber Diffusion, Brownsche Molekularbewegung
und Koagulation von Kolloidteilchen, Phys. Zeits, 17, 557,(1916)

Paul Langevin, Sur la théorie du mouvement brownien, Comptes Rendues Acad. Sci,
146, 530, (1908)

H Risken, The Fokker-Planck Equations, (Springer, 1996)
Karl Pearson, The problem of the random walk, Nature, 72, 294, (1905)

M. F. Shlesinger, B. J. West e J Klafter, Lévy dynamics of enhanced diffusion: Appli-
cation to turbulence , Phys. Rev. Lett., 58, 1100, (1987)

C. K. Peng, J. Mietus, J. M. Hausdorff, S. Havlin, H. E. Stanley e A. L. Goldberger,
Long-Range Anticorrelations and Non-Gaussian Behavior of the Heartbeat, Phys. Rev.
Lett., 70, 1343, (1993)

89



Referéncias Bibliograficas 90

[11]

12|

[13]

[14]

[15]
[16]
[17]
18]
[19]

20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

L Cussler, Mass Transfer in Fluid Systems, (Cambridge University Press, 1997)

http://html.rincondelvago.com /practicasdelaboratorio2.html. acesso em 10 de dezem-
bro de 2012

A. Fick, Ann. Phys., 50, 170, (1855)

Silvio Salinas, Einstein e a teoria do movimento Browniano, Revista Brasileira de En-
sino de Fisica, 27, 263, (2005)

http://chaoticutopia.com/friday-fractal-iv. acesso em 10 de dezembro de 2012.

J. Perrin, Mouvement brownien et réalité moléculaire, Ann. Chem. Phys., 18, 1, (1909)
R. K. Pathria, Statistical Mechanics, (Butterworth-Heinemann, 1996)

M. Kac, Random walk and the theory of the Brownian motion, 54, 369, (1947)
http://en.wikipedia.org/wiki/random/walk acesso em 12 de dezembro de 2012.

B. V. Gnedenko, A.N. Kolmogorov, Limit Distributions for Sums of Random Variables,
(Cambridge University Press, 1954)

P Levy, Calcul des Probabilites, (Gauthier-Villars, 1925)
G. M. Viswanathan, (Notas de aula - Curso Tépicos em Fisica, UFRN, 2012)

V. Carbone, L. Sorriso-Valvo, A. Vecchio, F. Lepreti, P. Veltri, P. Harabaglia, [. Guerra,
Clustering of Polarity Reversals of the Geomagnetic Field, Phys. Rev. Lett, 96, 128501,
(2006)

ROGERS G. L., Multiple path analysis of reflectance from turbid media, J. Opt. Soc.
Am. A, 25, 2879, (2008)

Donald A. MacKenzie, Fabian Muniesa e Lucia Siu, Do Economists Make Markets?

On The Performativity of Economics, (Princeton University Press, 2007)

Lewis F. Richardson, Atmospheric diffusion shown on a distance-neighbour graph, Proc.
Roy. Soc., 110, 709, (1926)

http://www.astro.auth.gr/ vlahos/invitedtalksl /patras/diffusion.pdf.



Referéncias Bibliograficas 91

28]

29]

[30]

[31]

32|

331

[34]

[35]

[36]

[37]

38]

[39]

[40]

H. E. Hurst, R. P. Black e Y. M. Simaika, Long-Term Storage: An Experimental Study,
(Constable, London, 1965)

J. Gao, Y. Cao, W. Tung e J. Hu, Multiscale Analysis of Complex Time Series Inte-
gration of Chaos and Random Fractal Theory, and Beyond, (Wiley, 2007)

D. BEN-AVRAHAM e S. HAVLIN, Diffusion and reactions in fractals and disordered
systems, (Cambridge University Press, 2007)

R. METZLER e J. KLAFTER, Random walks on lattices. II. J. Phys. A, 6, 161, (2004)

J. C. CRESSONI, G. M. VISWANATHAN, A. S. FERREIRA e M. A. A. D. S, Weakly
anomalous diffusion with non-gaussian propagators, Phys. Rev. E, 86, 022103, (2012)

G. M. Viswanathan, M. G. E. da Luz, E. P. Raposo e H.E. Stanley, The Physics of
Foraging, (Cambridge University Press, 2011)

E. W. Montroll e G. H. Weiss, Random Walks on Lattices. II, J. Math. Phys., 6, 167,
(1965)

C. H. RYCROFT, (Notas de aula - continuous time random walks. Department of
Mathematics, MIT, 2005)

J. Klafter, A. Blumen e M. F. Shlesinger, Stochastic pathway to anomalous diffusion,
Phys. Rev. A, 35, 3081, (1987)

E. W. Montroll, Random Walks in Multidimensional Spaces, Especially on Periodic
Lattices, J. STAM, 4, 241,(1956)

E. W. Montroll, Random Walks on Lattices. III. Calculation of First Passage Times
with Application to Exciton Trapping on Photosynthetic Units, J. Math. Phys, 10,
753, (1969)

V. M. Kenkre, E.W. Montroll e M.F. Shlesinger, Generalized Master Equations for
Continuous-Time Random Walks, J. Stat. Phys., 9, 45, (1973)

Arlan da Silva Ferreira, Expoente de Hurst e Diagrama de Fase para Persisténcia In-
duzida Amnesticamente em Processos nao-Markovianos, Tese de Doutorado (Instituto
de Fisica de Alagoas - UFAL, 2009)



Referéncias Bibliograficas 92

[41] R. Metzler e Joseph Klafter, The random walk’s guide to anomalous diffusion: a frac-

42]

[43]

[44]

[45]

|46]

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

tional dynamics approach, Physics Reports, 339, 1, (2000)
Hughes Barry, Random Walks and Random Environments Vol. 1, (Oxford, 1996)
Hughes Barry, Random Walks and Random Environments Vol. 2, (Oxford, 1996)

Marcos Vinicius Candido Henriques, Ondaletas e Movimento Browniano Fracionario:
Aplicagoes a Caracterizacao de Pogos de Petroleo, Dissertagao de Mestrado (Departa-
mento de Fisica Teorica e Experimental UFRN, 2008)

B. B. Mandelbrtot e V. J. W. Ness, Fractional Brownian Motion, Fractional nurse and
applications, STAM Rev, 10, 422, (1968)

T. A. Witten Jr e L. M. Sander, Diffusion-limited aggregation, a kinetic critical phe-
nomenon, Phys. Rev. Lett., 47, 1400, (1981)

http://en.wikipedia.org/wiki/Diffusion-limited _aggregation. Acesso em 10 de Dezem-
bro de 2012

Elena Yarmola, Peter P. Calabrese, Andreas Chrambacha e George H. Weiss, Interac-
tion with the matrix: The dominant factor in macromolecular band spreading in gel
electrophoresis, J. Phys. Chem. B, 101, 2381, (1997)

J. S. Agnaldo, J. C. Cressoni e G. M. Viswanathan, Universal aspects of photocurrent-
voltage characteristics in dye-sensitized nanocrystalline TiO2 photoelectrochemical
cells, Phys. Rev. B, 79, 035308, (2009)

T. H. Solomon, Eric R. Weeks e Harry L. Swinney, Observations of anomalous diffusion
and Lévy flights in a 2 dimensional rotating flow, Phys. Rev. Lett, 71, 3975.

M. Sahimi, Flow and Transport in Porous Media and Fractured Rock , (VCH, 1995)

D. Brockmann e L. Hufnagel, and T. Geisel, The scaling laws of human travel, Nature,
439, 462, (2006)

P. Pirolli e S. Card, Information Foraging in Information Access Environments, ACM
Press, 51, (1995)

Firmiano Ramos Perlingeiro, Estudo de Trafego e Alocagao de Banda para Redes Mul-
tiservigo, Tese de Doutorado (Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagao -
UEC, 2011)



Referéncias Bibliograficas 93

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

63]

[64]

[65]

6]

167]

68

N. C. van Kampen, Stochastic Processes in Physics and Chemistry, (North-Holland,
1981)

P. Robinson, Time Series with Long Memory. Advanced Texts in Econometric, (Oxford
University Press, 2003)

T. Karagiannis, M. Molle e M. Faloutsos, Long-range dependence ? Ten years of
Internet traffic modeling, IEEE Internet Computing, 8, 57, (2004)

C. Varotsos e D. Kirk-Davidoff, Long-memory processes in global ozone and tempe-
rature variations at the region 60A° S 60A° N, Atmospheric Chemistry and Physics,
6,4093, (2006)

E. Alvarez-Lacalle, B. Dorow, J. P. Eckmann e E. Moses, Hierarchical structures induce
long-range dynamical correlations in written texts, PNAS, 103, 7957, (2006)

D. Karmeshu e A. Krishnamachari, Lecture Notes in Computer Science, (Springer, 2004)

Claude Shannon, A Mathematical Theory of Communication, Bell System Technical
Journal, 27, 375, (1948)

Tania Tomé e M. J. de Oliveira, Dindmica Estocastica e Irreversibilidade, (Edusp,
2001)

T D Frank, Non linear Fokker-Planck equations: Fundamentals and Applications,
(Springer, 2005)

R. Kubo, M. Toda e N. Hashitsume, Statistical Physics II, (Springer-Verlag, 1998)

H. Mori, A Continued-Fraction Representation of the Time-Correlation Functions,
Prog. Theor. Phys., 34, 339, (1965)

G.M. Schiitz e S. Trimper, Elephants can always remember: longrange memory effects
in a non-Markovian random walk, Phys. Rev. E; 70, 045101, (2004)

M. A. A. da Silva, J. C. Cressoni e G. M. Viswanathan, Discrete-time non-Markovian

random walks: The effect of memory limitations on scaling, Physica A, 364, 70, (2006)

J. C. Cressoni, M. A. A. da Silva, G. M. Viswanathan, Amnestically induced persistence
in random walks, Phys Rev Lett., 98, 070603, (2007)



Referéncias Bibliograficas 94

[69]

[70]

[71]

72|

73]

[74]

J. C. Anifrani, Le Floch, D. Sornette e B. Souillar, Universal Log-periodic correction

to renormalization group scaling for rupture stress prediction from acoustic emissions,
J.Phys.I, 6, 631, (1995)

D. Sornette e C.G. Sammis, Complex critical exponents from renormalization group
theory of earthquakes : Implications for earthquake predictions, J. Phys. I, 5, 607,
(2006)

J. C. Cressoni, G. M. Viswanathan, A. S. Ferreira e M. A. A. da Silva, Alzheimer
random walk model: Two previously overlooked diffusion regimes, Phys. Rev. E, 86,
042101 (2012)

G. M. Borges, A. S. Ferreira , M. A. A. da Silva, J. C. Cressoni, G. M. Viswanathan e
A. M. Mariz, Superdiffusion in a non-Markovian random walk model with a Gaussian
memory profile, Eur. Phys. J. B, 85, 310, (2012)

Marco Antonio Alves da Silva, G. M. Viswanathan, A. S. Ferreir e J. C. Cressoni,
Spontaneous symmetry breaking in amnestically induced persistence, Phys. Rev. E,
Statistical, Nonlinear and Soft Matter Physics, 77, 040101,(2008)

A. S. Ferreira, J. C. Cressoni, G. M. Viswanathan e Marco Anténio Alves da Silva,
Anomalous diffusion in non-Markovian walks having amnestically induced persistence,
Phys. Rev. E, 81, 011125, (2010)



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Introdução às caminhadas aleatórias
	Difusão
	Teoria de Einstein-Smoluchowski
	O passeio aleatório unidimensional
	Distribuição gaussiana e distribuição de Lévy
	Difusão normal e difusão anômala
	Caminhadas aleatórias contínuas no tempo
	Voos e caminhadas de Lévy
	Movimento browniano fracionário
	Aplicações de teoria de caminhadas aleatórias

	Memória em caminhadas aleatórias
	Processos estocásticos com memória
	Função distribuição de probabilidade
	O Teorema central do limite e o Teorema central do limite generalizado
	Processos markovianos e não-markovianos
	Cadeias de Markov
	Cadeias de Markov homogêneas contínuas no tempo 
	Memória de longo-alcance
	A Equação Mestra
	A Equação de Fokker-Planck
	A Equação de Langevin

	Perfis de memória
	Modelo de Elefante
	Modelo de Alzheimer
	Modelo de Alzheimer com diluição


	O perfil de memória gaussiano
	Por que o perfil de memória gaussiano ?
	O modelo de perfil de memória gaussiano
	Métodos e resultados
	O expoente de Hurst
	O diagrama de fase
	Oscilações log-periódicas na posição
	A largura de persistência


	Conclusões e perspectivas

