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Resumo

Nesse trabalho fazemos uma abordagem breve e sucinta sobre a teoria da relatividade
geral de Einstein e o eletromagnetismo classico de Maxwell através do formalismo da
teoria classica de campos, o intuito é elencar propriedades que as caracterizem e permitam
modificagoes em altas energias. Sabe-se que tanto o eletromagnetismo quanto a relatividade
geral apresentam problemas de divergéncias em altas energias, portanto, apresentamos
aqui as teorias de Born-Infeld e Eddington-inspired-Born-Infeld como alternativas com
modificagdes em altas energias dessas teorias, mostrando como elas solucionam os problemas

de divergéncia presentes nas teorias classicas de Maxwell e Einstein.

Palavras-chave: eletromagnetismo, relatividade geral, gravidade, Born-Infeld.






Abstract

In this work we make a brief and succinct approach to Einstein’s general theory of relativity
and Maxwell’s classical electromagnetism through the formalism of classical field theory,
the aim is to list properties that characterize them and allow modifications at high energies.
It is known that both electromagnetism and general relativity have divergence problems
at high energies, therefore, we present here the Born-Infeld and Eddington-inspired-Born-
Infeld theories as alternatives with modifications at high energies of these theories, showing
how they solve the divergence problems present in the classical theories of Maxwell and

Einstein.

Keywords: electromagnetism, general relativity, gravity, Born-Infeld.
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1 Introducao

A Teoria da Relatividade Geral (TRG), formulada por Einstein em 1915-1916
(EINSTEIN, 1916), é sem duvidas uma das mais bem sucedidas teorias fisicas. Entre seus
sucessos, podemos citar a descrigao precisa do periélio de Mercurio e a previsao das lentes
gravitacionais, ondas gravitacionais e buracos negros. A TRG explica satisfatoriamente
a dindmica de corpos celestes conhecidos. A teoria de Einstein tem pouco mais de um

século, e tem sido um dos pilares fundamentais da fisica moderna.

No entanto, a TRG nao é uma teoria definitiva da gravitacao ja que ha razoes
tedricas e observacionais para a necessidade de uma modificagao da teoria. Em largas
escalas, a cosmologia observacional constatou que a velocidade do movimento de poeira e
gas que compoem as galaxias ¢ bem maior do que se espera teoricamente. Uma possivel
explicacao é postular a existéncia de uma matéria que nao interage com o eletromagnetismo
mas sua interagao gravitacional pode ser percebida, o excesso de matéria é chamado matéria
escura (SALUCCI, 2019). Esse novo tipo de matéria seria responsavel pela maior parte
da matéria existente no universo. Além disso, enquanto a expansao do universo é parte
fundamental da teoria de Einstein através da constante cosmolégica (A), matéria e inflagao
demandam elementos adicionais a TRG, levando a extrapolagoes em dominios onde ela
nao foi devidamente testada. Modelos como as chamadas teorias f(R) propoem modificar

a teoria de Einstein adicionando novos termos na acao que respeitem as simetrias da TRG.

J4 em pequenas escalas, a prépria estrutura da TRG prevé a inevitavel existéncia
de singularidades no espaco-tempo. Tais singularidades costumam se apresentar como
termos divergentes na métrica do espago-tempo que persistem em qualquer sistema de
coordenadas, por exemplo, nos interiores de buracos negros e uma singularidade primordial
no inicio do universo (HAWKING; ELLIS, 1973).

Um problema semelhante ocorre também na teoria de Maxwell do eletromagnetismo
onde, ao calcular a auto-energia de uma carga pontual, encontramos uma divergéncia.
Wendell Furry e Robert Oppenheimer propuseram que nessa escala de energia efeitos
quanticos polarizavam o vacuo e levando isso em conta calcularam a auto-energia de uma
carga pontual encontrando um valor finito (FURRY; OPPENHEIMER, 1934). Entretanto,
a divergéncia na auto-energia pode ser removida ainda no contexto classico, conforme
mostraram Max Born e Leopold Infeld, que apresentaram uma teoria alternativa do
eletromagnetismo que coincide com a teoria de Maxwell para campos fracos mas sem

singularidades (BORN; INFELD, 1934).

Esperamos que modelos de gravidade quantica possam regularizar singularidades

essenciais. No entanto, dada a dificuldade de encontrar uma teoria quéantica satisfatoria
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para a gravidade, seria interessante uma abordagem classica para o problema.

Dado o sucesso que a teoria de Born-Infeld teve em regularizar divergéncias no
eletromagnetismo, Stanley Deser e Gary Gibbons propuseram abordar modifica¢cdes na
TRG inspiradas no formalismo de Born-Infeld (DESER; GIBBONS, 1998). No entanto,
instabilidades surgiram na teoria modificada e foi necesséaria a adicdo de um novo termo
para corrigir o problema, mas a adicdo desse termo sem qualquer principio fisico que o

justificasse tornava a ideia pouco atraente se comparada ao seu analogo eletromagnético.

Alguns anos mais tarde, Dan Vollick reconsiderou as modificagoes propostas por
Deser e Gibbons de uma outra perspectiva que nao necessitava da adi¢do de um termo
extra. Diferente do que fizeram Deser e Gibbons, Vollick tratou a conexao e a métrica
como entes independentes usando o formalismo de Palatini (VOLLICK, 2004), basica-
mente combinando as ideias de Born-Infeld com a teoria da gravidade puramente afim
originalmente proposta por Eddington (EDDINGTON, 1930).

Dando continuidade a essas ideias, Maximo Banados e Pedro Ferreira fizeram
a inclusao da constante cosmologica na teoria de Eddington inspirada em Born-Infeld
(EiBI), como é hoje conhecida, e mostraram a existéncia de solugbes nao singulares em
situacoes nas quais havia singularidades de acordo com a teoria de Einstein (BANADOS;
FERREIRA, 2010). Desnecessario dizer que essa qualidade em particular fez com que a
teoria ganhasse mais destaque a partir de entdao e comecasse a ser bem mais explorada em

diferentes contextos com resultados promissores.

Levando em conta essa atencao que vem sendo dada ao formalismo de Born-Infeld, e
tomando a teoria EiBI como base, pois ¢é a teoria mais amplamente estudada, Jose Jiménez,
Lavinia Heisenberg, Gonzalo Olmo e Diego Rubiera-Garcia propuseram uma classificacao
para as teorias de Born-Infeld baseadas em quao proximo estao da proposta original
(JIMENEZ et al., 2017). Resumidamente, chamam de Classe 0 todas as tentativas que
nao foram bem sucedidas, apresentando patologias, Classe I as teorias que se aproximam
da teoria EiBI, ou seja, que nao demandam objetos geométricos adicionais ou graus de
liberdade adicionais, Classe II as teorias de EiBI com objetos geométricos adicionais
mas sem adi¢do de mais graus de liberdade, Classe III as teorias EiBI com mais graus
de liberdade adicionados, e por fim Classe IV qualquer teoria mais geral que possa ser

associada a teoria de Born-Infeld em algum aspecto.

Nesse trabalho, abordaremos a teoria de Born-Infeld para o eletromagnetismo, e
estudaremos sua aplicacao na gravitacao de forma similar aos trabalhos de Vollick, Banados

e Ferreira.

Com o intuito de fixar a notagdo e abordar o método de construgao de uma teoria
fisica focada em suas simetrias, a primeira parte desse trabalho visa apresentar as teorias

nao modificadas. Comegando pelo capitulo 2, no qual revisaremos o eletromagnetismo
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de Maxwell, apontando o problema da singularidade no calculo da auto-energia de uma
carga pontual. No capitulo 3, faremos uma pequena revisao de relatividade geral visando
mostrar a conexao entre a interagao gravitacional e a geometria do espago-tempo. Nesse
capitulo, apresentaremos os principais pontos na teoria que nos permitem visualizar e
caracterizar os problemas de singularidades. Ainda no capitulo 3, mostraremos as solugoes

de buracos negros com simetria esférica e a presenca de singularidades neles.

Na segunda parte do trabalho, iniciando com o capitulo 4, reconstituiremos os
passos adotados por Born e Infeld ao eletromagnetismo. Mostraremos como as modificagoes
resolvem o problema da auto-energia mostrada no capitulo 2. Finalmente, no capitulo 5
estudaremos uma teoria de Classe I e uma solugao de buraco negro com simetria esférica,

discutindo em que sentido elas resolvem os problemas de singularidades.

Notacao

Nesse trabalho, convencionamos a seguinte notacao abordada no decorrer do texto:
indices gregos u, v, ... , p denotam as coordenadas espaco-temporais e variam de 0 a 3
enquanto indices latinos i, j, k, variando de 1 a 3, denotam as coordenadas espaciais, indices
repetidos sdo somados conforme a convencao de Einstein, quando necessario explicitar
uma componente especifica de algum tensor usaremos a prépria coordenada no lugar
dos nimeros (ex: T,y para as coordenadas r e ), o tensor métrico plano em um sistema
de coordenadas curvilineas arbitrarias ¢ dado por 7,, enquanto 7,, ¢ o mesmo tensor
em coordenadas cartesianas, por sua vez, g,, ¢ o tensor métrico no espago-tempo curvo,
em qualquer sistema de coordenadas, em todo o texto a assinatura da métrica é —2,
ou seja, (+,—,—, —), uma integral realizada sobre o elemento d®z ¢ uma integral sobre
todas as coordenadas espaciais, enquanto que uma integral realizada sobre o elemento
d*z é realizada sobre todas as coordenadas espaciais mais o tempo, exceto quando as
coordenadas forem explicitadas os limites de integracao sao omitidos, exceto quando o

contrario for dito, ndo usaremos unidades naturais iguais a 1.
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2 Eletromagnetismo de Maxwell

Nesse capitulo, descreveremos o eletromagnetismo como uma teoria de campo
que pode ser desenvolvida a partir de duas simetrias fundamentais: invariancia por
transformacoes de Lorentz, o que a torna uma teoria relativistica e implica nas conservagoes
de momento e energia, e invariancia de calibre! que, como veremos adiante, implica na
conservacao de carga e corrente. Em seguida verificaremos que a energia para uma carga
pontual diverge, problema que serd discutido aqui, mas cuja solucdo (classica) para

resolvé-lo s6 serd abordada nos capitulos subsequentes.

2.1 Acao da particula relativistica sujeita a um campo vetorial

Com a finalidade de estudar o eletromagnetismo classico a partir de suas proprie-
dades como teoria de campo, tratemos da dinamica de uma particula relativistica sujeita
a um quadripotencial que chamaremos de A e que interage com a particula. Comegaremos
com a ac¢ao de uma particula livre no espago-tempo e em seguida adicionaremos o termo

de interacao com campo vetorial A,,.

Sabemos que, em relatividade especial, o intervalo ds? = 7, dz"dz” mantém o
mesmo valor em qualquer referencial inercial e também que o menor intervalo de tempo
entre dois eventos dados é o intervalo de tempo préprio, que é medido no referencial de
repouso da particula, de modo que nesse referencial, temos ds? = c2dr%. Uma vez que a
acao classica ¢ a integral da lagrangiana no tempo, de tal modo que sua extremizacao
minimiza a trajetoria, postulamos que a agdo da particula livre relativistica no referencial
de repouso deve ser proporcional a integral no tempo proprio. Temos no referencial de
repouso |dr| = ¢~ !|ds|, o que significa que a agdo proposta é proporcional ao comprimento
de arco. Recordemos que a menor distancia entre dois pontos é dada pela extremizacao do
comprimento de arco, logo a acao relativistica que propomos é condizente com as nogoes
fisicas pré-relativistica ja conhecidas. Assim a particula ndo estando sujeita a nenhuma
interacao, em um referencial inercial, tem seu movimento dado pela extremizacao do
comprimento de arco, no espago-tempo de Minkowski de um certo ponto (evento) s; até

outro ss. Dessa forma, temos para a particula livre a agao

Siiore = A / Cds = A / ” dr [T, (2.1)

No limite de baixas velocidades devemos recuperar a lagrangiana nao relativistica, ou seja:

L= %m’zﬂ. Para v << ¢ temos:

1 Em alguns textos em portugués, utiliza-se o termo em inglés gauge.
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— v? v? Av?
A/ T THEY = Ae 1—6—2%)\0 1—2—02 :)\C—Q—C (2.2)

de onde tiramos que devemos escolher A = —mc. Para obter a equacao de movimento da

particula relativistica, extremizamos Sj;,... A variacdo de (2.1) nos da:

T y T d y
6Slim"e = —/ ’ dTﬂlLQ(&I“ = / i dei ﬂ% 5.@” (23)
T1 /1 — 27 1 T 1-1Y

2

para dx* arbitrario 05y, = 0 nos da o analogo relativistico da segunda lei de Newton:

d .
— (mx“) =0 ouainda: p,=0 onde: p,=-———= (2.4)

dt 1_ %;

Para a interacdo, considere um quadripotencial A,(z) que depende das coordenadas
espago-temporais (e nao da velocidade nem explicitamente do tempo préprio). De modo
andalogo a definicao de trabalho, com A, fazendo o papel da for¢a, podemos construir um
escalar contraindo A, com o elemento infinitesimal dz* e integrando para formar uma

integral de linha ao longo da trajetéria entre os pontos (eventos) s; e sa:

’ 82
Sint = A / dz'A,(z) (2.5)
S1
onde \' é uma constante a ser determinada.

Naturalmente, podemos parametrizar as coordenadas z* pelo tempo proprio 7 e
escrever: dx = i#dr, assim a dindmica da particula serd dada pela soma desses termos:

S = Slivre + Sint COMO segue:

S:—/ﬁm(mngW%W—XﬂAQ. (2.6)

1

E fato conhecido que, no cdlculo de variagoes para uma lagrangiana L a transfor-
macio: L + ad (onde o é uma constante arbitraria e ® é a derivada total de uma funcio
¢ qualquer das coordenadas em rela¢ao ao tempo préprio) mantém invariante as equagoes
de movimento. A razao é bem simples: uma vez que a a¢ao é uma integral definida no
tempo proprio, a adicao dessa derivada total, integrada, resulta numa constante, que
é identicamente nula quando variamos a acdo, portanto, L e L + a® sdo fisicamente
equivalentes resultando nas mesmas equacoes de movimento. Sabendo disso é que podemos

escrever usando a regra da cadeia para derivada

d=_——— =i"),d (2.7)

/ . . ~ .
podemos escolher o = A\ e construir a seguinte acao equivalente:
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S=— / " dr [mey it — Nt (A, + 0,0)] (2.8)

1
ou seja, as equagoes de movimento serdo as mesmas quer usemos o potencial A,(z) ou
A, (z) 4+ 0,P(x), a essa liberdade na escolha do potencial denominamos: invaridncia de

calibre e adiante discutiremos implicagoes fisicas dessa simetria.

2.2 Equacoes de movimento da particula e equacoes de Maxwell

Até o presente momento, nada na acao (2.6) identifica nossa dindmica como
sendo aquela de uma particula sujeita a um campo eletromagnético. Porém, sabemos
que a equacao que governa a dinamica de uma particula sujeita a atuagdo do campo
eletromagnético é dada pela forca de Lorentz:

—

dp
at 1
Assim, ao obtermos a equagao de movimento advinda de (2.6), podemos comparar termo

(E+7x B). (2.9)

a termo com (2.9) e identificar a relacao entre o quadrivetor A, e as componentes dos

campos EeB. Igualando a variagao da agao (2.6) a zero, obtemos:

5S = — / " [(\/ﬂ - XA#) 5it — N9, A, 0" (2.10)
T1 1— %
- / " ar [j (mx") + N (0,4, — 0,A,)| 52+ = 0, (2.11)
T1 T 1 _ %

que deve valer para um dx* # 0 arbitrario, e assim encontramos a equag¢ao de movimento:

d m, ’. ’,

% (\/171}2) =\ l’“(aMAl, - 3VAM) = .',UHF’UJ, (212)
2

em que observamos que o argumento da derivada no lado esquerdo da equagao (2.12) é

o quadrimomento da particula e no lado direito introduzimos o tensor antissimétrico de

rank 2

F. =0,A,—0,A,, (2.13)
que possui no maximo 6 componentes independentes.

Uma vez que estamos tratando da dindmica da particula sujeita a acdo do campo
eletromagnético, e sabendo que a forga eletromagnética é dada por (2.9) podemos identificar

essas 6 componentes independentes de F),, as componentes dos vetores E/ e B da teoria
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de Maxwell. Primeiro levemos em conta apenas os indices espaciais em coordenadas

cartesianas:

—,

F,. = 0,A. — 0.A, = (V x A),

Fop=0.A, — 0,A, = (V x A), (2.14)

-,

Fpy = 0,A, — 0,A, = (V x A),

<

de onde vemos que as componente espaciais Fj; formam o vetor VxAeo produto
i'Fy; formam as componentes de ¥ X (6 X /T) Assim, comparando com (2.9) vemos que
V x A= B. As trés componentes independentes restantes de F),, formam as componentes
do vetor #'F}; = cF}; que devem ser associadas ao vetor Ee) = q ¢ a carga da particula.

Assim, as componentes F),, sao:

0 B By E.
E
B2 0 B, -B
EN=| 5 _5 o g (2.15)
B B, -B, 0

F,, é denominado tensor de Faraday e ele convenientemente relaciona os campos F e B

em um unico objeto relativistico.

Para que a dinamica da particula possa ser determinada, basta que EeB sejam
conhecidos. Do teorema de Helmholtz sabemos que qualquer campo vetorial fica completa-
mente definido se conhecemos o seu divergente e o seu rotacional. Usando a definicao de

F,,, em (2.13) juntamente com (2.15) podemos explicitar os campos em termos de A,,:

E:cﬁAo—%‘j e B=VxA. (2.16)

Usando as propriedades do célculo vetorial,

— -,

VxVA =0 e V- (VxA) =0, (2.17)

obtemos as seguintes equacoes para Ee para B:

vxp-_98 V-B=0, (2.18)

ot
que sao duas das quatro equagoes de Maxwell. Essas duas equagoes justificam o nome
tensor de Faraday definido anteriormente, e emergem exclusivamente da propriedade
de antissimetria do tensor Fj,,. Com o auxilio de (2.15) podemos escrever a expressao

covariante dessas duas equacoes:
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oF,p+0,F,, +0,F, =0

essa identidade é conhecida como Identidade de Bianchi para F,,.

(2.19)

Para que B e E sejam completamente conhecidos ainda precisamos determinar

V x BeV-E. Observe que:

=

-,

(Vx B) = (VxVxA)
= [V(V-A) - V2A]

—.

= 00;A — DO, A
= 0,(0'AT — & AY)

— O;F"
== c@iF”
= —C &F“

(2.20)

(2.21)

de onde podemos generalizar: d, F"" e dessa forma expressar as equagoes de Maxwell no

vacuo em formulacao covariante:

0, F"
0uF,p+ 0y Fy + 0,

as equagoes em (2.22) sao equivalentes as equagoes:

<l

X

]l

|
+ <ll°w\:J <l
S“D‘ml ml

Qj .
STl

<

X

=
SH

2.3 A acao de Maxwell

) =] (e}

=1}

o O

(2.22a)
(2.22D)

(2.23a)

(2.23b)
(2.23¢)

(2.23d)

As equagoes (2.22), além de mais compactas que as equagoes (2.23), evidenciam

a natureza relativistica do eletromagnetismo, uma vez que sao expressas em termos de

tensores. Outra caracteristica que fica clara nas equacoes de Maxwell escritas em termos
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do tensor F),, em (2.22) que nao é tao explicita nas equagoes (2.23) é a sua invaridncia de
calibre, uma vez que o tensor F},, é invariante quando substitufmos A, por A}, = A, + 3,9,
onde ® é qualquer funcao escalar continua, sendo essas duas caracteristicas a motivagao

para esse capitulo.

Focaremos nossa atenc¢ao agora na agao cuja variacao reproduza a equagao (2.22a),
e que tenha as propriedades de invaridncia de Lorentz e seja invariante por transformagoes
de calibre. Nossos objetivos em determinar a acgdo do campo, ou mais sucintamente, a
acao de Maxwell sao, primeiramente, demonstrar a relacao entre a invariancia de calibre e
a conservagao da quadricorrente, bem como encontrar uma expressao que sera usada para

modificagdo da teoria futuramente.

A agdo mais simples seguindo esses requerimentos é:

1
S(A,,0,A,) = / d*z <4FWFW - JuA“> (2.24)
Ho

=

onde J” = (cp,—J) é a quadricorrente que descreve a fonte do campo eletromagnético.

A acdo (2.24) é invariante de Lorentz ja que é um escalar e, uma vez que F),, é
invariante por transformagoes de calibre, o primeiro termo da acao também é invariante.
No entanto, ao aplicarmos a transformagao A, — A, + 9,®, o ultimo termo provoca uma

transformacao na acao:

S5+ /d%: J,0". (2.25)

Assim, para que a agao seja invariante sob transformacoes de calibre, a integral na tltima
expressao precisa ser nula. Integrando por partes e observando que J,, se anula na fronteira

(ou seja, no infinito ndo deve existir cargas ou correntes), temos para uma funcao arbitraria

d:

0 .S
0"J, =0, ou de forma explicita, a—? +V-J=0 (2.26)

observamos que a equagao (2.26) é claramente a equacao de continuidade da carga/corrente

elétrica, ou seja, a invaridncia de calibre implica na conservagao da carga/corrente.

2.4 Energia armazenada no campo eletromagnético

Conforme mencionado no inicio deste capitulo, pretendemos mostrar que a teoria
de Maxwell possui uma divergéncia na auto-energia de uma carga pontual. Nessa secao
nos propomos a demonstrar isso. Para tanto, devemos deduzir as expressoes para a energia
armazenada no campo eletromagnético. Usando duas das equagoes de Maxwell, (2.23b) e
(2.23d), temos:
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1 - [~ - OB 1 = - - 0/1

— B ([VxE+-—| = B-VxE+Bﬂ:o 2.27a
L ( at) LB x Byt g (1B (227)
L (. . 10E l = = = 0/1 =
S B-——-2"| = —_F B)— — (= Eﬁ: 2.2
m (V Mt) CE-(VxB) - g (GlE) =0 (22m)

subtraindo a segunda equagdo (2.27b) da primeira (2.27a) encontramos

9 (1 = L 20 Lz e, (N wx B =
81€<2€0|E| +2MO|B|)—l—luo[B-(VxE)—E-(VXB)]—O (2.28)

— — —

por fim, levando em consideracio que B - (V x E) — E - (V x B) = V - (E x B) e fazendo

as defini¢oes

[ 1 = 1, =
—ExB e  pp:=—¢|E*+—|Bf (2.29)
2410

G 1
Ho 2

podemos reescrever a equacao (2.28) em uma forma mais compacta:

r 1Y §=0 (2.30)

Observe que temos aqui uma equagao de continuidade similar a (2.26) com pg
fazendo o papel da densidade de carga e S fazendo o papel de densidade de corrente, pg
¢ a densidade volumétrica de energia armazenada no campo, enquanto S ¢ a densidade
superficial, ou fluxo, de energia por unidade de tempo, o vetor S é chamado vetor de

Poynting.

Com isso, podemos calcular a energia total W armazenada nos campos F e B

integrando pr em todo o espaco:

1 — 1 g
= [ &Pz | =¢|E|*> + —|B|? 2.31
%% /da: (260\ \ +2M0‘ | (2.31)

dessa forma, conhecendo os campos E e B podemos calcular a energia armazenada no

campo eletromagnético.

E interessante escrever (2.31) em uma linguagem covariante, em termos do tensor
energia-momento, ja que este desempenha um papel importante no contexto relativistico.

Comecemos multiplicando a identidade (2.19) por F*? para obter

FYP0,F,, + 2F"0,F,, = 0 (2.32)

e, notando que
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1
F"9,F,, =9, (2F””pr> , (2.33)
e que
FPO,F, = 8,(F™Fy) — F.,0,F" (2.34)
= 0, (F™F,) — jioFo ", (2.35)

podemos reescrever a equagao (2.32) na forma:

1 1
9, <MOFWFW — 4M)(SMMW%FQB) +F,J =0 (2.36)
ou ainda:
14 v 1 v 1 = af
8 TPM + FMVJ — O com TPM = % (FP vy - ZTIPMF Faﬁ> . (237)

Finalmente, escolhendo 1 = ¢ e usando as equagoes (2.15), (2.29) e (2.30) encontramos

para 1},

S

Tu=pr e Ty= c (2.38)

Para as demais componentes podemos usar (2.37), juntamente com (2.15), para concluir

que

1 — 1 1 —

conhecido como tensor de tensdes de Maxwell 2.

Note que com isso podemos reproduzir as equacoes acima usando o vetor de
Poyinting S' e a densidade de energia pp em uma unica equacao tensorial para 7T),,. A

equagao (2.38) nos permite escrever (2.31) como:

W= / &x Ty, (2.40)

A importancia dessa equacgao para nos se deve ao fato de que em teorias modificadas,
quando encontrarmos uma expressao valida para o tensor energia-momento, poderemos
conhecer o valor da energia W armazenada nos campos eletromagnéticos apenas integrando

a componente Ty do tensor energia-momento em todo o espago.

2 Maxwell Stress Tensor.
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2.5 Lei de Coulomb e a auto-energia de uma carga pontual

Analisemos agora o caso de uma carga pontual em repouso (B = 0), no vicuo

(p=0,J =0), de modo que as equacdes de Maxwell (2.23) se reduzem a

V-E=0 e ﬁxE:a;:G. (2.41)

Uma vez que a particula nao possui energia cinética, sua energia total é a energia
armazenada no campo. Por outro lado, a energia total de uma particula em repouso livre
da atuagao de forcas é igual a sua energia de repouso. Assim, a energia de repouso da

particula é igual a energia armazenada no campo FE.

Por se tratar de uma particula pontual, a configuragdo do campo E tem simetria

esférica, entao, em coordenadas esféricas, temos que Fy = Ey =0 e

jr(TZE,,) =0 (2.42)

cuja solucao ¢é naturalmente uma constante que adotaremos como sendo proporcional a

carga elementar e da particula:

r K 1 e
r = —& = _
r2  A4dmey r?

(2.43)

usando a equagao (2.31) a energia W para o campo de Coulomb FE, é dado por:

4 o - p2 1 e\? ez oo dr
W:/ dQ/ ar ( ) . / ar 2.44
0 0 Ty dmey 12 8meg Jo 12 0 ( )

essa expressao descreve a energia armazenada no campo elétrico F, produzido por uma

carga pontual e, que por hipotese é igual a energia de repouso da particula, uma vez que
a mesma encontra-se em seu referencial de repouso e nao esté sujeita a forgas externas,

mas nao € o que se verifica.

Em 1934, Max Born e Leopold Infeld usaram esse problema como motivagao
para modificar as equagdes de Maxwell para campos fortes (BORN; INFELD, 1934),
prevalecendo as conhecidas equagoes do eletromagnetismo para campos fracos, que sao os
que experimentamos no cotidiano e para os quais as leis de Maxwell se mostram satisfatorias.
Embora o problema da divergéncia da auto-energia possa ser resolvido por uma descri¢ao
quantica, mantendo as equagoes de Maxwell intactas, o formalismo desenvolvido por eles
se mostra 1til e aplicdvel em outros casos como a gravitagao, que permanece em aberto.
No préximo capitulo discutiremos essa teoria e suas consequéncias no problema da carga

pontual e, em seguida, abordaremos sua aplicacao para a gravitacao.
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3 Gravitacao de Einstein

A teoria geral da relatividade (TRG) é construida a partir do principio da Equivalén-
cia, que afirma que nao ha experimento capaz de distinguir um referencial uniformemente
acelerado de um referencial sob a atuacao de um campo gravitacional uniforme, ou ainda,
se o referencial for acelerado em dire¢ao oposta a atuacao do campo, com uma aceleracao de

mesmo médulo do campo, um observador estaria efetivamente em um referencial inercial.

Esse principio nos permite dizer que a interagao gravitacional se distingue da
eletromagnética por ndo depender das propriedades fisicas da particula que sofre a agao
do campo, passando a ser compreendida como uma propriedade do espaco-tempo. Tal
resultado é consistente com as observacoes de que dois corpos de massas diferentes caem
com a mesma aceleracdo quando sujeitas a gravidade terrestre. Isso confere a gravitacao

um carater universal.

Assim como vimos no eletromagnetismo de Maxwell, temos na teoria newtoniana
dois conjuntos de equagoes para a descricao do fendmeno gravitacional: as equagoes que
descrevem a trajetéria de uma particula sujeita a um campo gravitacional e outras equagoes
que descrevem a dindmica do préprio campo em termos da fonte (equacgao de Poisson).
Nesse capitulo, veremos como essas equacgoes devem ser modificadas para estarem de

acordo com o principio da equivaléncia.

3.1 Particula sujeita a um campo gravitacional

No intuito de construir a trajetoria de uma particula pontual, tomemos como ponto

de partida a definicdio matematica da lei da gravitacdo universal de Newton:

GNM’ITL N
— r

F(r,0,¢) = — (3.1)

-
onde G ¢ a constante gravitacional de Newton, e estamos considerando por questoes de
simplicidade que o corpo de massa M esta posicionado na origem do sistema de coordenadas
e a particula de massa! m posicionada a uma distancia r dele, além disso M >> m. Sendo

F uma forga central e conservativa podemos encontrar o potencial gravitacional:

Fe—vu— 20 _ _GuMm, Uy = - GvMm (3.2)

= =
or 72 r

e definir:

1 Nao distinguiremos massa inercial de massa gravitacional, portanto, nenhum indice serd adicionado &

massa m da particula sujeita ao campo gerado pela massa M.
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GNyM

- (3.3)

U(r) :=mp(r) com: ¢(r)=—

De posse de uma expressao para a energia potencial gravitacional U(r) podemos

2

. . 1 ~ , ..
escrever a lagrangiana: L = 5mv® — mep(r) e por fim a agdo de uma particula sujeita a

um campo gravitacional em coordenadas esféricas:

t 1 . .
S=m | dt (21)2 — gp) , com: v° =72+ 1r?0° + r®sin? 0¢°. (3.4)
t1

Queremos agora generalizar a gravidade para uma dinamica relativistica. Assim
como fizemos na se¢ao 2.1, iniciamos substituindo a lagrangiana da particula livre: (L =
+mv?) por sua versdo relativistica: (L = —mey/1,,@7E7) e em seguida discutiremos sua
dindmica sujeita a um campo gravitacional seguindo as ideias discutidas no livro do Landau

(LANDAU; LIFSHITZ, 1971).

A versao relativistica de (3.4) é

f .. 90)
— WAV r
S = mc/t1 dt <w/n,wx v+ - (3.5)

No limite de baixas velocidades, utilizamos a expansao: (1 + x)" & 1 4+ nz para escrever:

i = o1 G me(1- ), 36

de modo que a agdo em (3.5) fica escrita na forma:

t1 'U2 80

Como discutido na se¢ao 2.1 (onde concluimos que a acao da particula livre era proporcional
ao intervalo ds que por sua vez é um invariante e no referencial de repouso da particula
é ds = cdr) buscamos aqui também escrever (3.7) na forma S « [ ds identificando ds

através de:

2 2
2 v 2 )
ng = (1_202+C2> Cdt (38)
v vt 200 v @?\ 4
—<“2+M+@‘&+ dt

ou ainda, no limite newtoniano em que temos baixas velocidades (v << ¢) e campo

gravitacional fraco (p << ¢),

4
ds? = 2di® + (—v PP - ) A ~ Edi — (V- 2p) di. (3.9)

4c2 c? 62
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Usando v?dt* = dr? + r?(d6? + sin® 0d¢?), escrevemos finalmente:

2
ds? ~ (1 + (’20) Adt* — dr* — r*(d6* + sin® 0d¢?). (3.10)
c

Observe que a equagao (3.10) é consistente com o principio da equivaléncia e a
interpretacao da gravitagao como uma propriedade do espaco-tempo. Aqui ndo ha uma
forca atuando sobre uma particula, em seu lugar, o potencial ¢ entra como parte da
geometria do espago-tempo fazendo com que uma particula sujeita ao campo gravitacional
seja uma particula livre em um espago-tempo curvo. A fonte modifica a geometria do

espago-tempo afetando a trajetoria de todas as particulas na regiao de modo universal.

De um modo geral, o intervalo ds? ¢ escrito na forma:

ds?® = g, (z")dz" dz” (3.11)

em que g,,(z*) é a métrica do espago-tempo. A métrica (3.10) foi obtida considerando
o limite de campo fraco e em baixas velocidades, o que é um caso bastante particular
do campo gravitacional, em contrapartida, sua generalizacao em (3.11) descreve uma

geometria arbitraria, acomodando as mais diversas configuracoes de campo gravitacional.

Para o caso particular das condi¢oes acima, temos g, = 7 + hy, com:

QQO 2GNM
hy = — = —

c2

;o hi=hy =0 (3.12)

cr
e, no limite ¢ << ¢, podemos aproximar g’ = n** — h* aproximacao que sera util

adiante.

Analisemos entao a construgdo de uma cinematica para uma particula que se move
em um espaco-tempo descrito por uma métrica g,,,. Usando a equacao (3.11) em (2.1)
estenderemos o conceito de particula livre em referenciais inerciais da relatividade especial
para os referenciais localmente inerciais da relatividade geral, obtemos a acao de uma

particula livre no espago-tempo curvo dada por:

S2 to
S = —mc/ ds = —mc/ dt\/gﬂy(xA(T))i“x'” (3.13)
S1 t1

esta acao descreve a trajetéria da particula livre em um espago-tempo arbitrario.

A extremizacao dessa agao (6S = 0) nos fornece a equagao de movimento

i+ T dtd” =0 (3.14)

em que:
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1
P = ig)w(augtw + 0uGup — OpGuw)- (3.15)

Os Ff;l, sao chamados simbolos de Christofell e nao sao tensores conforme veremos
logo a seguir. Observe que, se g, = 1,, = const = Fzy = 0 e recuperamos as leis da
mecanica para a relatividade especial como caso particular, assim a equacao da geodésica
em (3.14) generaliza a mecanica em referenciais inerciais para referenciais localmente

inerciais em relatividade geral.

3.2 Principio da covariancia geral

Em relatividade especial, o intervalo ds? representa a distancia entre dois eventos
no espago pseudo-euclideano quadridimensional de Minkowski, sendo ele definido como
uma forma bilinear simétrica: ds? = 1, dz"dz” que é invariante por transformagoes da

forma 7 = ATﬁA as transformacoes de Lorentz.

Para incluir a gravitagdo temos que o intervalo ds? é agora dado por (3.11), ndo
sendo mais definido por uma métrica 17, constante e sim por uma métrica g, = g,, (z*)
que é funcao das coordenadas. Para que ds? seja invariante, é necessario uma transformacao
. / !
do tipo A# = A (zx) de tal modo que

ds® = g, drtdz” = g(’lﬁdx/adxlﬁ com gz = A;“A/ﬁ“gm, e dr®= A;f‘dx“ (3.16)
se considerarmos as coordenadas x’ parametrizadas pelas coordenadas x teremos:

‘o 8x/a ‘o &Ela "o
dr'® = Wd:cﬁ = A =5 =4 (z) (3.17)

assim exigimos a invariancia geral de coordenadas como critério para generalizacao da

relatividade.

Na geometria plana de Minkowski em coordenadas cartesianas, a métrica 7, e sua
inversa n” sao constantes, o que significa que podemos ignorar o operador de derivagao 9,
quando desejamos subir ou descer indices de tensores sendo derivados. Além disso, temos as
transformacoes de Lorentz A;f’ constantes, ou seja, também podem atuar sobre o argumento
do operador d,,, de modo que podemos fazer manipulagoes de indices e transformagoes
de Lorentz em equagdes diferenciais de modo simples. O mesmo nao acontece utilizando
uma métrica g, (x) e as transformacoes de coordenadas A?(x) que agora dependem das
coordenadas x,. Para que possamos usar um algebrismo semelhante ao da relatividade

especial, precisamos redefinir o operador de derivagdo d, — V() de tal forma que:
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VA, = AMAPV.As VA, (3.18a)
Vg = 0 Y (3.18b)

(por simplicidade utilizamos apenas um vetor arbitrario A,, mas essas propriedades
precisam ser satisfeitas para qualquer tensor de qualquer rank). A primeira equagao pode

ser satisfeita se definirmos:

VA, = 0,4, -5, A\ (3.19)
VAN = 9,AN+ 50 A (3.20)

!
com S !’\W se transformando segundo

S, = ANACNSST, s — AL ALOA T (3.21)

conforme podemos notar o operador V,, da forma que foi definido atende (3.18a). Cha-
mamos o operador V de derivada covariante e S de conexdo afim. A equagao (3.18b)
corresponde a 0,1, = 0 e é chamada de condicao de metricidade. Se adicionalmente
exigirmos simetria nos indices inferiores da conexao afim (S’\W = S’\W), a condicao de

metricidade (3.18b) nos leva a

1
N Sp)\,ugpl/ - Spu,\gup =0 = S)\;w = §9Ap<augpv + 0vGup — OpGyuw)- (3.22)

Nesse caso, vemos que SAW = F’\W, ou seja, os simbolos de Christoffel obtidos
anteriormente sao as conexoes afim simétricas quando exigimos a condi¢ao de metricidade
na geometria. Essa informacao é bastante relevante para esse trabalho, pois ao modificar a
teoria da relatividade precisamos abrir mao da condi¢cao de metricidade e isso implica que

a conexao afim nao sera dada pela expressao (3.15).

3.3 Curvatura

A

Usando a regra da cadeia para escrever i = jc“@u:t’\ e colocando &* em evidéncia

em (3.14), podemos usar (3.19) para reescrever a equagao da geodésica como:

"V it = Dyit = 0. (3.23)

Portanto, uma vez que &# é tangente a trajetéria da particula, entdo um dado vetor A,

que satisfaga D;A, = 0 mantém um angulo constante em relagao a *, logo, nesse caso
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dizemos que os vetores A,(7) e A,(7 + 07) sao paralelos®. Assim definimos o transporte
paralelo de um vetor qualquer A, ao longo de uma curva paramétrica &,, mantendo a sua

derivada D, = #*V, nula.

Agora levemos em consideracao o transporte paralelo de um vetor arbitrario A,
ao longo de uma curva fechada. Intuitivamente, a imposi¢ao que estamos fazendo sobre
a trajetoria faz com que o caminho percorrido pelo vetor A, nao seja uma geodésica,
ou seja, D,;i* = a* # 0. Além disso, uma vez que i*iy = ¢ temos que a*iy = 0 e,
portanto, o vetor a* é perpendicular & trajetéria e a condicao de que A, seja transportado
paralelamente implica que D, (i*Ay) = a*Ay, o que nos diz que o angulo entre o vetor A,
e o vetor tangente & varia ao longo da curva e dessa forma nao hé garantias de que o vetor
A, ao voltar para o ponto de partida volte a sua diregao original. De fato, a condicao
de que A, seja transportado paralelamente pode ser reescrita como dAN = —FAWA”da:“ e

uma integragao ao longo de uma curva fechada usando o teorema de Stokes nos da:

1
fan = 1, a%der = 5 /E 0,(T%, AY) — 9,(1°, AV)|dada?  (3.24)

expandindo as derivadas dos produtos na ultima integral em (3.24) e usando a condicao

de transporte paralelo (9,A* = —I'",, A”) obtemos:

1
7( aat = / R, AVda"da (3.25)
b

em que:

R, =00%, —0,I", + F"’MFAW - rf’mrﬁw. (3.26)

Observe que R, , é dado exclusivamente em funciao dos simbolos de Christofell

', que por sua vez sdo fungoes da métrica g,, (quando temos metricidade). O tensor
RP

opv

A condicado necessaria e suficiente para que o espaco seja plano é:

mede a curvatura do espago-tempo e ¢ denominado tensor de curvatura de Riemann.

R, =0, (3.27)

opuv

afirmacao que justifica o termo tensor de curvatura, e pode ser verificada na equagao
(3.25), ja que fazendo R’,,, = 0 teremos que a variagao de A, ao longo de uma curva
fechada qualquer sera nula, o que significa que A, voltard a sua posigao inicial quando
voltar ao mesmo ponto de onde partiu. Se tomarmos o espaco-tempo de Minkowski, que
afirmamos ser plano, e fizermos qualquer parametrizacao das coordenadas cartesianas
(para esféricas, cilindricas, toroidais, etc.) os ['7, serdao, em geral, diferentes de 0, mas

para qualquer parametrizacao dessas teremos R’,,, = 0 0 que nos permite identificar o

2 basta derivar o produto #* Ay = cosf, onde @ é uma constante arbitraria, e usar a equacio (3.23).
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espaco-tempo plano, mesmo em coordenadas curvas. E interessante mencionar ainda que
uma outra forma de obter o tensor de curvatura de Riemann é calcular o comutador das

derivadas covariantes atuando sobre um vetor arbitrario B,:

[V VB, = R, B, ¢ [V,,V,]B*=R’, B (3.28)

o célculo explicito dos comutadores nos dard o mesmo resultado que a equagao (3.26). Vale
notar ainda que o tensor de Riemann satisfaz duas importantes identidades, denominadas

primeira e sequnda identidades de Bianchi respectivamente:

Rpo;w + Rp;wa + pray =0 (329&)
VAR, + VR, + VR, =0 (3.29b)

observe em (3.26) que o tensor de Riemann é antissimétrico nos dois ultimos indices

Para finalizar essa secao, vamos apresentar tensores importantes que podem ser

obtidos através de contragoes dos indices do tensor de Riemann.

A equagao (3.29a) nos garante que a unica contragdo nao nula do indice contrava-

riante com um dos seus indices covariantes é:

Ry, =R, =010, —0,I" + rgArgﬂ — FﬁAF,ﬁu (3.30)

denominado tensor de Ricci, e fazendo uma segunda contracao de modo a obter o trago

do Ricci temos:

¢"R,, = R' =R (3.31)

conhecido como escalar de Ricci. Outro escalar de interesse é obtido a partir do tensor de

Riemann (3.26) contraido com ele mesmo:
K = RopuwR* onde:  Ragu = gpaRs,, (3.32)

a quantidade K ¢é denominada escalar de Kretschmann (GKIGKITZIS, 2014). Escalares
(como R e K) sao especialmente importantes na analise de singularidades visto que sao
importantes para analisarmos a continuidade (ou descontinuidade) de equagoes envolvendo
a métrica e/ou a curvatura. Uma vez que R e K nao dependem das coordenadas escolhidas,
eles servem para mensurar se um dado ponto ¢ ou nao uma singularidade real ou apenas

um problema de escolha de coordenadas.
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Por fim, usando a ja discutida condi¢do de metricidade (V,g,, = 0) podemos
permutar o tensor métrico com as derivadas covariantes na segunda identidade de Bianchi
contraindo os R’, ’s, com algumas manipulagoes de indice, o uso das simetrias do tensor

de Riemann e as equagoes (3.30) e (3.31) pode-se mostrar que:

1
Vo (R,uu - 29uuR> =0 (333)

o tensor entre parenteses ¢ denominado tensor de Einstein e denotado por G,

3.4 A acao de Einstein-Hilbert

Queremos agora construir uma acdo que seja invariante por transformacoes de
coordenadas e, uma vez que ja estabelecemos a conexao gravidade-geometria, sabemos que
a agao que procuramos deve depender, em principio, apenas da métrica e da curvatura.

Além disso, da lei de transformacao tensorial sabemos que

, ox* Ox”

Jop = Goia ggp I = 7 =ATgh = ¢ =dety =det*Adet j=J"%g (3.34)

e, em particular, como det7) < 0 temos que det § < 0 para qualquer métrica g,, (uma vez

que localmente sempre podemos achar um referencial inercial), devemos ter que

Jg =TV (3.35)

em que J é o Jacobiano da transformacao. De forma similar, para o elemento de volume,

o
J — Ox
OB
Assim, concluimos que a estrutura d*z’\/—¢’ = d*x\/—¢g é um invariante geral de coorde-

de? = d%2' = Jd'. (3.36)
nadas e, portanto, qualquer acao relativistica precisa ter a forma:

Se = / d*r/—9L(g, R) (3.37)

desde que L(g, R) seja um escalar. Fazendo a varia¢ao desta agao obtemos:

§Se = / 442 [\/=gL + (63/=9)L] (3.38)

Para encontrar 6,/—¢g observamos que, para uma matriz quadrada M,

In(det M) = tr(In M)
5(det M) = detN tr(M~'6M)
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entao

1
o0/—g = V=Y 9" 0,
1
=T (339

Assim a variagdo de S toma a forma:

%b=/f%f§@%—;%ﬁwm>. (3.40)
Vamos nos concentrar agora na lagrangiana £. Na equacao (3.12), vimos que no limite
newtoniano temos que as componentes g, sao funcoes lineares do campo ¢, sabendo
que, nesse limite, a equacgdo que governa a dinamica do campo é a equagao de Poisson
(V2p = 4nGnp) concluimos que no limite newtoniano a equagdo de movimento é obtida
a partir das derivadas de segunda ordem da métrica. Usemos esse fato como ponto de
partida para a construcao da lagrangiana L. Se desejamos que as equagoes de movimento
nao possuam derivadas de ordem mais altas que dois, devemos ter contragoes entre os
tensores de curvatura (Riemann e Ricci) apenas com a métrica, visto que os tensores
de curvatura sao dados por termos envolvendo derivadas de ordem dois da métrica, o
produto entre tensores de curvatura (Riemann-Riemann, Ricci-Ricci ou Riemann-Ricci)

resultariam em equacoes de movimento com termos de quarta ordem ou superior.

Assim, existem apenas duas formas de construir escalares como contragao dos
objetos g e R, que sao: g"’g,, =4 e ¢""R,, = R. Logo, a forma mais geral para £ tem a

seguinte expressao:

L=ogug" + asguR" =401 + R (3.41)

onde a; e ay sdo constantes a serem determinadas. Para a variacao de £, temos:

0L = a0 R = as(R,,69" + g"0R,.) (3.42)

substituindo (3.42) em (3.40) e rearranjando os termos obtemos:

1

0Sq = /d4m\/—g [ag (RW —5 gW,R> — 2alg,ﬂ,} ogh” + ag/d4x\/—gg“”5RW. (3.43)

Para encontrar 0 R, variamos a equagao (3.26) e notando que, embora ['f, ndo seja um
. ’ ~ . . . s . ,
tensor a diferenga 017, = T'f, — '/, entre duas conexdes infinitesimalmente proximas é,

isso porque 01"/, transforma-se segundo a equagao (3.34), obtemos:

SRy, = V,(0T%,) = V,(5T%) (3.44)
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essa expressao ¢ conhecida com identidade de Palatini e é extremamente 1til para simplificar
o calculo da variacdo da lagrangiana de Einstein-Hilbert. Substituindo (3.44) na agao

(3.43) e integrando o ultimo termo por partes obtemos:

58@ = /d4l’\/—_g |:OQ (Ruy - ; g#yR> - 20&19;“/} 59#1/
— sy [ d' [V, (V=a9") 010, — Vo (V=g9") T4, (3.45)

podemos observar na primeira integral que o termo que esta multiplicado por oy corresponde
ao tensor G, e na ultima integral usando o fato que a derivada covariante da métrica ¢é
nula (Vxg,, = 0) temos que essa integral é nula. O integrando do termo remanescente fica
V—9(2G — 2a19,,,)0g" . Definindo oy := —%AOQ temos que a equacao de movimento
obtida de 655 = 0 é:

55¢ = as /d‘*x\ﬁ—g (G + A gu) 69" =0 = G+ A gy =0 (3.46)

que é a equagao de campo de Einstein com constante cosmologica A. Assim, substituindo

a; em (3.41) e depois em (3.37), obtemos finalmente a a¢ao de Einstein-Hilbert:

Se = as / d'z/—g(R — 2A) (3.47)
cuja variagao nos dé (3.46). Para o caso ndo homogéneo, a acao completa seria da forma
S = Sg+ Smat onde Sy,q seria a acao da fonte, cuja variacao resultaria em G, +A g, # 0.
De uma forma um tanto heuristica, mas facilmente verificivel, podemos concluir que as

equagoes de movimento seriam proporcionais ao tensor energia-momento:

1 2 9
Guy + Agl“/ = T‘QTNV com TIU/ = _ﬁ(sglﬂj

Os argumentos que embasam essa afirmagao sao os seguintes: primeiro, observe

(\/—_gSmat). (3.48)

que VG, = Vg = 0 0 que implicam em V,T),,, = 0. Segundo, no limite newtoniano a
equacao de dispersao de Einstein para uma particula em repouso (E = mc?) implica em
pr = pc? onde pg é a densidade volumétrica de energia e u a densidade volumétrica de
massa, por conseguinte Ty = pp = ¢ 2 o< V2p. Entdo, como Gy deve reduzir-se a V2o

no limite newtoniano, temos que G, < T},

O valor da constante as pode ser obtido considerando o limite newtoniano, usando

a equagao (3.12) temos:

2¢ 77
V=g=1-"T~1-T (3.49)

definindo u := ¢72p — 1 e calculando os elementos da geometria dessa métrica:



3.5. Solugio de buracos negros e suas singularidades 43
ry=T, =~ —du (3.50a)
I, ~ —du (3.50b)
Ry =-Ry,, ~ —00u (3.50d)
Ry ~ —Viu (3.50e)
R ~ —2V%u (3.50g)
podemos usar a equacao (3.49) e a equacao (3.50g) para escrever a agao (3.47):
Sa ~ 20y / d*z(2uV?u — Au) (3.51)
e obter a equacao de movimento considerando que dSg = T}, = ¢, ou seja:
205(2V*u + A) = *pu (3.52)
voltando a variavel ¢:
Vo4 ketn = 1 yng (3.53)
—C = — = .
L by | TONH
fazendo A = 0 chegamos a equacgao de Poisson e concluimos que:
4
c
- 3.54
T 167Gy (3:54)
A
Se = [ d'av=g(R - 2A 3.55
G Toncy ] 4Vl ) (3.55)
87TGN
Gp,u + Agp,u TT;J,V- (356)

E comum escrever estas constantes também em termos da massa de Planck reduzida

_ he
MPE — V 8rGn-

3.5 Solucdo de buracos negros e suas singularidades

Consideramos nessa se¢ao solugoes com simetria esférica cuja forma mais geral é

ds* = guc2dt* — 2g,.cdtdr — gppdr? — r?(d6? + sin® 0dp?)

(3.57)

ou seja, a parte angular permanece inalterada e o intervalo ds? varia apenas nas coordenadas

temporal e radial. Também é possivel mostrar que podemos fazer uma transformagao de
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coordenadas t(¢,7) e 7(t,r) transformando g, em gz de tal forma que os termos cruzados

gir desaparecam:

ds® = ggcPdt® — gprdi® — 72 (d6? + sin® Odp?) (3.58)

onde:

o\, (Lotor (1or)?
gtt - gtt ag gtr c (91? (91? grr c 87?
(oY, (Lotor) _ (1or\"
rr = Ju\ BF Yo\ coror) I\ cor

gtor _  10rory o fOtOr  Otory
Inoror ~Ircoror) Y \otor Toror)

logo, propomos que o intervalo ds? para uma métrica com simetria esférica no espaco-tempo

curvo tem a forma:

ds* = A(t,r)dt* — B(t,r)dr® — r*(d6* + sin® 0dp?). (3.59)

Observe que nao ha dependéncia das coordenadas angulares nas fungoes A(t,7) e B(t,r)
evidenciando o cardter de simetria esférica do problema. Na forma matricial, a métrica em

(3.59) e sua inversa sdo, respectivamente,

A 0 0 0
0 —B 0 0
v = 3.60a
) = |00 (3.600)
0 0 0 —r?sind
10 0 0
0o —L 0 0
Y = B 3.60b
=0 (.600)
0 0 0 _T25i1n29

Usando (3.14) podemos calcular os simbolos de Christoffel nao nulos para essa métrica:

A B A
It =— It =— Tt =Tt =_——
tt 214’ rr 2A7 tr rt 2A7
r A/ T B, r r T L) r r B
Ve=op I =gp tw="p Te="gm 0l =Tu=0p )
1

0 _ 10 _1é b _
Fr& - F@r - Prqﬁ - F¢r - ;’
FZ¢ = —sinfcos?, Fg’(ﬁ = Fge = cot 0.
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e aplicando em (3.30):

R _ _A/ Al_i_g +A7”+£/_£+£ é_g (362)

"= Tup\A " B)" 2B Br 2B 4B\A B s
A (A B\ A B B B(i B
for = 4A<A+B>_2A+Br_2A_4A<A_B> (3.620)
r (A B 1
fioo = =5p (A_B>_B+1 (3:62¢)
Ryy = Rpysin®0 (3.62d)
B

R, = R;=—. 3.62

t L= g, (3.62e)

Até aqui, todos os calculos sao validos para qualquer métrica com simetria esférica.
Para dar continuidade a partir daqui ¢ necessario definir o tensor energia-momento 7,,,
ou seja, a fonte que causa a curvatura local do espago-tempo. Consideraremos duas, o
caso homogéneo T}, = 0, nesse caso, assim como a carga pontual no eletromagnetismo, a
fonte do campo é uma massa pontual concentrada na origem do sistema de coordenadas,
veremos que tal solu¢ao corresponde ao tipo mais simples de buracos negros, isso porque a
partir dessa massa temos superficies equipotenciais (dito de outra forma, ds® é o mesmo,
para quaisquer particulas a mesma distancia da origem). No segundo caso, consideraremos
o tensor energia-momento para o eletromagnetismo adicionando carga ao caso da solucao

homogénea.

3.5.1 Solucdo de Schwarzschild

Nessa secao discutiremos a solucao mais simples da equacao de Einstein, a saber, a
solucado homogénea (7, = 0), inicialmente sem a constante cosmoldgica (A = 0). Nessas

condigbes a equagao de Einstein (3.56) se reduz a:

1
Guy = Rp,l/ - 539;“/ =0 (363)
tomando o traco dessa equacao encontramos R = 0, substituindo esse resultado em (3.63)
temos:
R, =0 (3.64)
usando (3.62) vemos que:
Rtt Rrr - 1 A B’ _ 9 —
IjLB _B7“<A+B =0 = Eln(AB)—O (3.65)

logo:
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f@)
f) = B = 4 (3.66)
com isso a métrica (3.59) fica:
ds* = A(t,r)c*dt* — Mdﬁ — r2(d6? + sin? Odp?) (3.67)
’ A(t,r)
substituindo B(¢,r) em (3.62) a equagao para Ry assume a forma:
10 C(t)
——— (A +1= A = — :
f@r(r )+ 0 = (t,r) = f(t)+ . (3.68)

antes de chegarmos a forma final da métrica devemos analisar a equacao Ry, = R,y =0
em (3.62) que implica em:
B A 10
R, =R4=—=—"—=—"—=—InA=0 = A(r,t)=A4 3.69
! "7 Br Ar rcot " (r?) (r) ( )
ou seja, A nao depende explicitamente do tempo, logo, as fungoes f(t) e C(t) sao necessa-
riamente constantes, um resultado consistente com o chamado teorema de Birkhoff que

afirma que toda métrica esfericamente simétrica no vacuo é estatica.

Voltando a A(r), para determinar f(t) = f = const devemos impor que a solugao

seja assintoticamente plana, logo f = 1, e, portanto,

—1
ds? = (1 + C) 2dt? — (1 + O) dr® — r2(d6? + sin® 0dp°) (3.70)
T T

comparando as componentes dessa métrica com o resultado obtido para métrica do campo
fraco em (3.12) podemos escolher C = —2GMc™2 = —r,, a constante r, ¢ denominada

rato de Schwarzschild pois a ele se deve essa solugao, por fim, temos:

-1 2GM
ds? = (1 — TS) Adt? — (1 — rs) dr? — r*(df? + sin® 0dp?*) com: r, = G (3.71)

r r c?

H4 dois valores de r que sdo notaveis nessa solugao, tanto em r = 0 quanto em
r = r, temos uma divergéncia em ds?, mas se analisarmos o escalar de Kretschmann (3.32)

temos:

A8GPM> 122

K(r) :RaﬁwRQBW T A6 T 6

(3.72)

de onde vemos que K (r,) = 12r;* é finito e portanto a hypersuperficie de raio r, pode
ser analisada em outro sistema de coordenadas para o qual ds? nao divergira, de fato se

escolhermos:
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rg\ ! r
dr, = (1 — ) dr = r.=7r+rJin ( - 1) (3.73)

T Ts

entdo a o intervalo ds? fica:

ds* =W (571 (de? — dr?) — [L+ W (571 12(d6? + sin® 6dy?) (3.74)

onde W(ze®) =z é a funcio W de Lambert. Quando r — rg, 1, — —00 e W (e%fl) —
W (0) = 0 logo ds* converge para ds? = r2(df* + sin? dp?) de modo que r = 74 é uma

singularidade removivel ou singularidade de coordenadas.

No entanto, a singularidade em r = 0 persiste nesse novo sistema de coordenadas.
Como indicado pelo escalar de Kretschmann K (r — 0) — oo a singularidade persistira nao
importa o sistema de coordenadas escolhido, o ponto r = 0 constitui uma singularidade

essencial ou singularidade fisica da métrica de Schwarzschild.

Por fim, vamos considerar brevemente o caso A # 0. Nesse caso, a equagao para o
vacuo é R, = Ag,., e a relacdo (3.65) permanece valida e ainda resulta na métrica com a

forma (3.67). Entretanto, a equagao para Ry muda a forma de A(r). Usando (3.62):

—?E(TA) +1=—-rA = Altr)= <1 + A;) f(t)+ Cﬁt) (3.75)

se fizermos A = 0 devemos obter a métrica de Schwarzschild, logo, temos que f(t) =1 e

C(t) = —rs. Assim, a métrica para A # 0 é

o A o AT 2G M
ds? = (1- "y 2 ) g (1 - 20 dr®—r?(d6?*+sin® 0dy?®) com: ry =
r 3 r 3 c?
(3.76)

observemos que o horizonte de eventos nesse caso ¢ a hipersuperficie de raio

s 31 3ra\2 1 3| 31, 3rs\2 1
T’"“JzA+ <2A> _A3+¢2A_ <2A> A (8:77)

3.5.2 Solucdo de Reissner-Nordstrom

Fagamos agora a inclusao do termo de fonte (7},, # 0), considerando o campo
eletromagnético como fonte. O tensor energia-momento foi obtido no capitulo sobre

eletromagnetismo, e é dado pela equagao (2.37), ou seja,

1 /1
Ty = p (4%” FFP — g,,AFupF’\p> T=¢"T,, =0. (3.78)
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No regime eletrostatico (B = 0), livre de fontes (p = 0 ¢ J = 0) e com E = E,# radial,

podemos escrever o tensor F),, em coordenadas esféricas em (2.15) como:

0 -1 00
1 0 00 |1
0 0 00

Agora, usando a expressao (3.78) para este campo obtemos:

1 1
ZQWFPUFPU - ZQHU(FptFpt + Fpr F77)

1
= ig,ul/(FrtFrt + FtrFtr)
1
= Sk Frt (3.80)
GAF,FY = ga(FuFM+ F, F)
- guTF;LtFTt + gz/tF,urFtr (381)

1 /1
T,uu = (29uuFrtFTt - gurF,utFrt - glltF,LL’l‘Ftr) (382)

Ho
cujas componentes nao nulas, calculadas usando a métrica (3.60), sao:

A
Ty = _QTLOFWFM (3.83a)
B
T, = —F.F" (3.83b)
240
r? .
Tog = ——F4F" 3.83
00 2#0 t ( C)
Tps = Togsin®0. (3.83d)
Para resolver a equagao de Einstein R, — % g = SSTGTW podemos multiplicar ambos os
lados por g"” para obter R = —SSTGT e assim reescrevé-la como
8t 1 8rG
RMV = 7 (TNV - QQNVT) = CTTMV (384)

jd que T' = 0 no caso eletromagnético.
De (3.83), podemos verificar que

Ty T
=L

R
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o que implica que a equagao (3.65) permanece valida e consequentemente (3.66) e (3.67)
também. Usando F), = g.ag,5F*" e a equacio (3.66) temos:
Fo = gugnF" = —fO)F" = pro__Lp o B (3.85)
tr tt Yrr f(t) tr f(t)c .
o que implica em:
87G 10 817G (E.\?
Rop= Ty = —2 2 (rA 1:(T)
% A for (rd) + 2upctf \ ¢
C'(t 8rG
Altr) = f(y+ S0 8 L/drﬁf (3.86)

para finalizar e determinar A(t,r) precisamos determinar FE, usando as equagbes de

Maxwell, s6 que levando em conta a curvatura do espago-tempo devemos usar derivadas

covariantes em (2.22), ou seja

VP = 0
VaFpo + V,For +VoFy, = 0.

Para v = r, a equagao V,F'* = 0 nos da:

V.M = 9™ +T7,FP + TV F
— 8tFrt + F: Ftr + P:tFTt

= O F"+ (I} —TI)F"
— 8,5Frt
10

~Y(E) =
02825( r) =0

(3.89)

ou seja, o campo elétrico E, = E.(r) ndo depende explicitamente do tempo. Agora,

V. F* =0 para v =t fica

t tr t B B it
V. F' = O.F" 4+ T zF* + T F*
= O P T FT 4 T FT 4 (U 4 Ty + Ty + Ty 7

A B2
= O0.F" + < + =+ T) F

(3.90)
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que implica na lei de Coulomb:

1 Q

B=—" 3.91
4drey 12 ( )
substituindo na expressdao obtida para A(t,7) em (3.86), obtemos
C'(t) GQ? dr
At = t — — 3.92
( 77,.) f( ) + r 47T€OC4T TZ ( a)
c'(t) | T ) . GQ?

em que a constante da integracdo foi absorvida na fungado C’(t). Devemos exigir que
A(t,r — o0) = 1 pois muito longe da origem do sistema de coordenadas a métrica deve
reduzir-se a métrica de Minkowski, o que implica: f(¢) = 1 e usando o teorema de Birkhoff,

argumentamos que, quando ) = 0, a solugao deve reduzir-se a métrica de Schwarzschild,

portanto C'(t) = —2¢M = —r,. Assim temos finalmente:

2 2\ —1
ds? = (1 _Ts + 7"§> Adi? — (1 _Ts + Tg) dr? — r*(d6? 4 sin® 0dp?) (3.93)
rooor roor

esse resultado é conhecido com métrica de Reissner-Nordstrom. Assim como na métrica de
Schwarzschild, o ponto r = 0 é claramente singular, mas ha outros que sao aqueles para os
quais A = 0 (visto que ele aparece no denominador multiplicando dr?) e h4 dois valores

de r que satisfazem essa condicgao:

rs + /T2 — 4r? re — /72 — 4r?
9 ey (3.94)

ry = 5 e r_= 5

Seguindo o mesmo procedimento que fizemos na métrica de Schwarzschild, calculemos o

escalar de Kretschmann (3.32), cujo resultado nesse caso é:

wiwe 1202 A87rd 561G
K(r) = Ragu R o = 6 T T 8

(3.95)

de onde vemos que K(ry) e K(r_) nao divergem. Por outro lado, K (r — 0) — oo, logo
as superficies definidas para r, e r_ sao singularidades de coordenadas enquanto que o

ponto r = 0 é uma singularidade essencial da métrica de Reissner-Nordstrom.

Nesse capitulo, assim como no seu antecessor para o eletromagnetismo, observamos
que as solucoes da equagao de campo de Einstein possuem singularidades. No caso
gravitacional, constatamos divergéncias na curvatura na origem do sistema de coordenadas
(que é a localizagao da fonte pontual para o campo), e uma vez que a equagao de campo

de Einstein estabelece um proporcionalidade entre a curvatura do espaco-tempo e a
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distribuicao de matéria-energia, entdo temos uma divergéncia na energia no centro do

buraco negro.

A segunda parte desse trabalho se destina a apresentar a teoria de Born-Infeld
(BORN; INFELD, 1934) para a eletrodinamica e seu andlogo para a gravitagao, denominada
de Eddington-inspired-Born-Infeld, e com isso mostrar como esses modelos removem
esses problemas de divergéncia. Antes de finalizar essa nossa discussao das teorias nao-
modificadas, entretanto, vamos discutir uma importante abordagem alternativa para a

teoria de Einstein.

3.6 Formalismo de Palatini

Considerando a acao de Einstein-Hilbert, podemos varia-la de duas formas, uma é
considerar a equacao de metricidade V,g,, = 0, nesse caso vale a expressao para Fﬁy(g, d9)
em (3.14) e a acao Sgu(g, 0g) depende apenas da métrica g, e suas derivadas, fazendo
essa consideracao a variagao de Sgy nos da uma equacao que é a equacao de campo de

Einstein, a esse procedimento denominamos formalismo métrico.

A segunda forma consiste em flexibilizar a priori a condi¢ao de metricidade, nesse
caso nao podemos afirmar que os I'/, dependem da métrica e suas derivadas, tratamos
as conexoes como campos independentes e esperamos obter uma expressao para elas ao
variar a agdo Sgp(g,I"), assim variamos a acdo com respeito a g, e a I T separadamente e
encontramos duas equagoes, uma para cada um dos campos, chamamos esse procedimento
de formalismo de Palatini. Como veremos, a metricidade aparecera aqui como consequéncia
da equacao de movimento para I' e, portanto, os dois formalismos sdo classicamente

equivalentes.

Consideremos a acao de Einstein-Hilbert tratando I' como um campo independente:

A
Spn(g,T) = [ dav=g(R(T) - 24) (3.96)
167G
ct .
_ (v _
e / d'2v/=g(g" R, (T) — 2A) (3.97)
cuja variagao nos da:
C4 4 / 1 v v
5SEH = 167G /d Ty —g |:<R}U/ - §Rg;u/ + Agul/) 59 + g 5Rw/ (398)

usando a identidade de Palatini (3.44) no tdltimo termo para 0R,, e integrando por partes

obtemos:



52 Capitulo 3. Gravitagdo de Finstein

¢t A 1
= —_ P /J,I/
5Spn T / Az /=g <RW >R + Ag,WA) 5g

WG / 42 (V o /=4g" — 6N,/ —gg" )T, (3.99)

de onde, igualando a zero, para dg"” e 0I',, arbitrdrios, tiramos as equagoes:

1
R, — ngW +Ag, =0 (3.100a)
Vov/=99" =0, Var/—gg"* =0 (3.100b)

a primeira equagao (3.100a) ¢é a ja conhecida equagao de Einstein, a segunda (3.100b)

ainda pode ser manipulada para se encontrar uma forma mais conveniente de escrevé-la:

V=9(V,g"" = 6,V ag"") + g" (0p\/—g — 6,0,/—g) =0 (3.101)

para o ultimo termo:

a \ 6ua VY= _7\/ ( Bapgocﬁ - 5pg ﬂaugaﬂ) =0

logo a equagao se reduz a:

Vg =6 Vag" =0 (3.102)

fazendo p = v temos V,g"* = 0, substituindo esse resultado na equagao (3.102) obtemos

Vg =0 = guVeg" = —g"Vgn=0 = V,gn=0 (3.103)

que como ja sabemos, V,g,, = 0 é a condicao de metricidade. Expandindo a derivada

covariante:

apg,u)\ = Fg)\gua + Fffugm
Vpg,u)\ = apg,u)\ - Fzé)\g/wz - Fgug)\a =0 = a,ugp)\ = Fz)\gpa + Png)\a (3104)
akgup = Fipgua + Fgugpa

apgu)\ + augp)\ a)\gup (F,?;,\ Fip)ﬁua + (Fgu + sz)gAa + (F;Oj)\ - Fi(u)gpa

1 (62— o et
se impusermos '), = I'{, entao:
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1
Fgu = §g>\a<8pgu/\ + a,ugpk - 8,\gup) (3105)

que é exatamente a expressao encontrada em (3.14).

A conclusao que podemos tirar desse desenvolvimento é que, o formalismo métrico
e o formalismo de Palatini sdo classicamente equivalentes e nos permitem obter o mesmo
conjunto de equacoes para a gravitagao de Einstein. No entanto uma vez que a metricidade
apenas esta presente on-shell, isso resulta em consequéncias quando quantizamos as teorias.
Além disso, em teorias modificadas, o formalismo métrico se mostra problematico, pois
das duas equagoes obtidas na variacao da acao usando Palatini, uma ja esta determinada
no formalismo métrico e serve com um vinculo sobre a equacao de campo e tal vinculo
pode gerar uma equacao de campo que apresente instabilidades devido a presenca de
derivadas da métrica de ordem superior a dois (WOODARD, 2015). Enquanto que usando
o formalismo de Palatini podemos relaxar a metricidade, de modo que a conexao I' em
teorias modificadas nao sera exatamente os simbolos de Christofell dados por (3.14) uma
vez que sao consequéncias da condi¢ao de metricidade e da simetria de I' com relagao aos

indices inferiores.






Parte Il

TEORIAS MODIFICADAS






o7

4 Eletrodinamica de Born-Infeld

Como vimos, a teoria de Maxwell para o eletromagnetismo apresenta uma diver-
géncia no calculo da auto-energia de uma carga pontual. Veremos nesse capitulo uma
proposta para eliminar essa singularidade no contexto classico. Essa proposta foi elaborada
no inicio do século XX por Max Born e Leopold Infeld, e consiste em modificar a teoria
eletromagnética no regime de campos fortes de tal forma que a teoria de Maxwell seja

reobtida no limite de campos fracos.

4.1 A acdo de Born-Infeld

Comegamos buscando uma agdo S que seja invariante por transformagoes gerais
de coordenadas, como fizemos para obter a acdo de Einstein-Hilbert nos capitulo anterior.
Inspirados no fato de que a eletrodinamica ¢é descrita em termos de um tensor antissimétrico
(F,,) e a gravitagdo é descrita por um tensor simétrico (g,,) buscamos aqui uma acao
S que seja descrita em fungao de um tensor arbitrario A,,, e que seja invariante por

transformacoes gerais de coordenadas, ou seja,

S = / d'2L(A,,) = / A2/ L(A) = S (4.1)

Como veremos, o tensor A,, tem em si codificado, além do campo eletromagnético
(F,) a métrica do espago-tempo (g, ), que inicialmente consideraremos arbitraria. Da lei

de transformagao tensorial podemos escrever:

,  Oxt Oz
B Pt §arB T

e, de forma similar, para o elemento de volume,

= det(Aly) = Jdet(A,,) (4.2)

ox'
d fo] —
v 0xP

em que J é o Jacobiano da transformagao. Desse modo, concluimos que d*z/det(A,,) é

um invariante geral de coordenadas e, portanto,

L= \/det(A,,) (4.4)

¢ a forma mais simples para que £ em fun¢ao de A, mantenha § invariante, com A,

de’ = d*a’ = Jd'z (4.3)

arbitrario.
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Qualquer tensor arbitrario A,, pode ser separado em uma parte simétrica A, e

outra antissimétrica A[;w]‘

A/“, = A(w,) -+ A[W,} com (4.5)
Identificamos a parte simétrica de A,, com o tensor métrico g,, e a parte antissi-

métrica como o campo eletromagnético F,,. Ou seja, escrevemos

1 1
Aw = g + bF;wv Ay = G Apu) = EFW (4.6)

em que a constante b foi inserida por razoes de dimensionalidade. Sendo A,,) e Ay, eles

proprios tensores de rank 2, propomos escrever a lagrangiana £ como combinacao linear

1 1
L= \/—det(gwj + EF’“W) + Ay/—det(gu) + B\/det(ngj) (4.7)

em que o sinal negativo nos determinantes do primeiro e segundo termos foram adicionados

de modo a obter os valores reais das raizes, uma vez que det(),,) = —1 e, como podemos
sempre encontrar um referencial localmente inercial, devemos ter det(g,,) < 0. O tltimo
termo pode ser omitido uma vez que, variando a acao, ele ndo contribui para as equacoes

de campo, ou seja, podemos tomar B = 0.

Para determinar A, consideremos o caso limite onde o espago-tempo é plano

(métrica de Minkowski) e onde o campo é fraco. Calculando o determinante —det(A,,),

encontramos:
b For  Foo  Fops
1 —Fy —=b  Fia —Fi3
—det(n,, + -F,) = ——det 4.8
L S T ) 4

—Fys  Fiz —Fy b

1
- 14+ =

bg(F223+F321+F122_F021_F022_F023)
1
y (F23F01 + Fy1 Fog + FiaF)? (4.9)
= 1+ L bjdet(F ). (4.10)

Para campos fracos, temos pequenos valores de F),, e podemos considerar det(F),,) =
0. Como estamos considerando um espago-tempo plano, entao det(g,,) = det(n,,) = —1

de modo que nesse limite a lagrangiana (4.7) é

1 1 ,
,C:\/l ngFwF + A z1+@FWF“ + A. (4.11)
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Assim, para recuperarmos a lagrangiana de Maxwell, proporcional a F*F),,, deve-

mos ter A = —1.

Finalmente, escrevemos a densidade lagrangiana do campo eletromagnético, covari-

ante geral por transformacoes de coordenadas, na forma:

L= \/_det(guu + lljFuu) Y _d€t<guu)' (4'12)

E, para o caso plano em coordenadas cartesianas:

F = F,Fw
L=V1+F—-G?—-1, com . (4.13)
G? = det(F,)

Da forma como a equagao (4.13) estd escrita, a expressdo para G? nio evidencia
o carater invariante por transformagoes de Lorentz desse termo, e por conseguinte da
lagrangiana L. Se pudermos escrever o termo det(F),,) como contragao de tensores, podere-
mos demonstrar que promovendo os escalares de Lorentz da lagrangiana L a escalares da
relatividade geral, teremos como consequéncia que a lagrangiana (4.12) pode ser escrita

na forma £ = \/—g¢gL. Para isso, definimos o dual de F*”, denotado por F**¥ como:

1
P = ﬁgwwpg (4.14)

em que denotamos det(g,,) = g para simplificar a notacao, e

1,  se (uvpo) é permutagao par de (1, 2, 3, 4)
eMr? = ¢ -1, se (uvpo) é permutagao fmpar de (1, 2, 3, 4) (4.15)
0, se dois indices sao iguais

com essa definigao, e o auxilio das equagoes (4.9) e (4.10) podemos escrever:

1 1 * ULV 2
L) = (e e w1

Para o caso plano, /—¢g = 1, e portanto temos:

F = o F,, P
L=v1+F—-G?—-1, com . (4.17)
G = L Fy o

No intuito de escrever £ (em que temos uma métrica arbitraria g), dado pela
equagao (4.12), em fungdo de L (em que usamos a métrica plana), dado pela equagao

(4.17), devemos desenvolver o calculo do determinante:
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1 B 1
6FW) =g+ ®(gu,b ' Fu) + ﬁdet(FW). (4.18)

O termo ® que aparece na equagao (4.18) representa os termos cruzados entre as compo-

det(g,. +

nentes g,,, da métrica e as componentes Fj,, do tensor eletromagnético quando calculamos
o determinante. Observe que, usando o resultado que obtivemos em (4.16) em conjunto

com a equagao (4.17) podemos reescrever a equagao (4.18) da seguinte forma:

1 o
g+ o+ @det(FW) =g (1 + i G2> (4.19)

para acharmos ® precisariamos calcular explicitamente o determinante, para isso poderia-

11108 usar a expresséo:

det(‘AMV) = gaﬂpJAaOA,BlApQAoB (420)
uma vez que det(AB) = det(A)det(B), podemos calcular:

1
det(g"*Ay) = g det(Ay,) = det (08 + bFlf‘) (4.21)
como 1~ = 1, o resultado para o cdlculo desse determinante é o mesmo que (4.10),

implicando em

o1 1 ,
i S(F+Fy + F, — F§ — Fg — Fg) = g b B = F (4.22)
assim, podemos escrever (4.18) como:
1
det(gu + 3 Fu) = 9(L+ F = &°) (4.23)

e finalmente escrever:

L=\—gW1+F-G—-1) (4.24)

diferentemente de (4.17), aqui, F' e G sdo escalares da relatividade geral, ndo de Lorentz.

Explicitando £ em termos de F),, e F**":

I 1 :
N (% s F P+ (g FuF) = 1) (4.25)

adicionando o termo de fonte Ly = p9J"* A, obtemos finalmente a forma final da acao:

1 1
s=t*[d'zv=g (\/1 + 5z P+ (4b2FWF*W> - 1) [d'ev=guora,
(4.26)
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observe que essa acao é dada em termos de F* e F** que sdao invariantes por transfor-
macoes de calibre, logo, o primeiro termo da acao ¢é invariante por essas transformacoes,
o segundo termo, proporcional ao potencial A, implica na conservacao local da qua-
dricorrente (V,J* = 0) para que toda a acao S seja invariante por transformacoes de

calibre.

4.2 Equacoes de Campo e Lei de Conservacao

Variando a aca@o (4.26) com relacdo a A, obtemos a equacao de movimento:

1 P — G P )
V= [\/__g<\/1+F—G2>] ~ 2

ou ainda, em termos da derivada covariante,

Fw — G F*Hv
V|l —mm — | = uJ". 4.28
#(m) Mo ( )

A identidade de Bianchi continua valida, ja que ndo mudamos a defini¢ao de F},,, ou seja,

na teoria de Born-Infeld também temos a equacao:

0uFyp+ 0, Fpy + 0,FL =0 (4.29)

a qual, usando a defini¢do do dual F*** em (4.14) pode ser escrita como:

YV, =) (4.30)

as equagoes (4.28) juntamente com (4.29), ou (4.30) determinam completamente a dindmica
do campo A,,. Por fim, observe que se b*> — oo entdo F = G = 0 e a equagdo de campo se
torna a de Maxwell V,F'* = pngJ".

4.2.1 Tensor Energia-Momento

Vamos aqui introduzir um segundo tensor antissimétrico, P*”, para nos auxiliar
na construcao do tensor energia-momento. Desejamos que esse tensor tenha uma relacao

similar ao tensor F;

w, na teoria de Maxwell dos corpos macroscopicos. Definimos o tensor
P

L  Fmw — GF*
PH = = . 4.31

Esse tensor carrega a informacao do deslocamento elétrico e do campo magnético. Substi-

tuindo essa definicdo em (4.27), temos
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B
NS

Agora, para achar o tensor energia-momento, multipliquemos a equagao (4.29) por /—gP"”

OV —gP" =J" ouainda: V,P" =J". (4.32)

V—=gP" (0, F,p+ 0, F,, + 0,F,,) =0 (4.33)

e, notando que

au(\/__gPIWFpu) = (8V\/__9P'MV)Fpu + \/__gpwj(aquu) = \/__gpuy(az/Fpu)> (4'34)

podemos usar a ultima expressao para substituir os dois dltimos termos em (4.33) e obter:

V—=gP"(0,F,,) + 20,(v—gP""F,,) = 0. (4.35)

Usando a equagao (4.31) e a regra da cadeia na tltima expressao, ficamos com

5 oL
V—gP" (0,F,) = aTaﬂFl/p =20,V —gL, (4.36)
pv
a partir da qual obtemos
O (V—=gP" Fyp) + 0p/—gL = 0y\/—g(—P"F,, + 6, L) = 0. (4.37)
Com isso, observe que o tensor
v 1 v v
Ty = (P F,. —0",L) (4.38)
satisfaz a equacao!
1
——0u(V/—9T") =0=V,T" =0 (4.39)

V=
conforme podemos ver considerando a equagao (4.37). Por fim, multiplicando 1", por g™ e
substituindo a expressao (4.31) em (4.38) obtemos a definigdo de tensor energia-momento

para a eletrodinamica de Born-Infeld:

FVAF,U _ GF*V)\FM /u/bQ
T = M A1+F GQA_Q#O VIt F-G2—1). (4.40)
0 —

Observe que T* é simétrico e covariantemente conservado, como se espera de um tensor

energia-momento.

! Em geral V, F" = ﬁ@M(HFﬂ”) apenas para tensores antissimétricos (F*¥ = —F"#"), no entanto,
T, pode ser dividido em uma contragao de dois tensores de rank 2 antissimétricos. Assim, uma vez
que a derivada covariante obedece a regra do produto de Leibniz podemos fazer essa generalizacao,
basta seguir o caminho reverso
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4.2.2 Forma Vetorial das Equacdes de Campo

Vamos agora reescrever as equagoes em termos dos campos de vetores espaciais

— - =

que caracterizam os campos elétricos e magnéticos em unidades convencionais (E , B, D

e H). Fazemos isso através das seguintes identificagoes:

(2%, 2", 2%, 2% = (ct,>,y,2) (4.41)
(Ag, Ay, Ay, A3) = AM:@,A‘) (4.42)
(Fy3, F31, Fo) = B (4.43)
(For, Foo, Fos) = iE (4.44)
(Pa3, P31, Pra) = /ﬁoﬁ (4.45)
(Po1, P, Pos) = 021605 (4.46)

de modo que temos:

L = WI+F—G® com pAT @ (4.47)
= ﬁ(B )

. 1 OL B—Gc'E

i = - ¢ (4.48)

%ﬁ_uo\/l—i-F—Gz
oL coE — GegcB

2 0 0

_ - e 4.49
CO9E T VITF_GP (4.49)

e portanto, obtemos as equacoes

1

OB .
V-B = 0 (4.51)

- 8D .
H-— = 4.52
V X T 0 (4.52)
V-D = 0 (4.53)

que sao idénticas as equagoes de Maxwell, de modo que podemos pensar que as modificagoes

introduzidas por Born e Infeld podem ser absorvidas em uma redefinicao dos campos.

4.2.3 Solucdo Estética das Equacbes de Campo

Vamos considerar (no sistema cartesiano de coordenadas) o caso eletrostatico, em

que B = H =0 e todas as outras componentes dos campos sendo independentes de t. As
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equagoes de campo se reduzem a:

VxE=0 e V-D=0. (4.54)
Vamos agora resolver esta equacao para um caso de simetria central:

d, o
S (r*D,) =0. (4.55)

a solugao da equacgdo (4.55) é naturalmente 72D, = const = (47) te. Assim, temos entdo:

D=——¢ (4.56)

nl de N / -
E, = o= &' ()7 (4.57)
e de (4.49) temos:
p - Cb _ efl) _Lle (4.58)

\/ 1 - b2162 E_? \/ 1 - 62162 ¢/2 47T 7/.2

Isolando ¢'(r) nessa ultima expressao, concluimos que

1 e e
ry=-—° D org = 4.59
¢'(r) rr com: 7o =y [ (4.59)

logo,

E = S—— (4.60)

Voltando a ¢/(r) e integrando:

¢(r):47frof(7;> com: f(z) = /; ﬂdiiyél. (4.61)

Com o auxilio da funcao Beta,

Bla.5) = | st - g — I (15;)%8&: ?((Z)i(g)), (4.62)

podemos fazer a = = 1/4, t = y* e encontrar um valor para f(0):

0 -2k

logo ¢(0) ¢ finito, diferente do que ocorre na teoria de Maxwell em que ¢(r) o r~

~ 1,85407 (4.63)
1

divergindo quando r — 0.
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4.3 Auto-energia de uma carga pontual

Conforme discutido nos capitulos anteriores, a equagao (2.40), ou seja,

W= / &z Ty, (4.64)

nos permite calcular a energia W armazenada no campo eletromagnético através da

componente T3 do tensor energia-momento. Usando a expressao (4.40) temos:
b2 E? E?
T = — ( 1-— 12 1) - (4.65)
Ho ‘ Ho/1 ~ g

e, aplicando esse resultado em? (2.40) e considerando que a energia W armazenada no

campo é igual & energia de repouso da carga pontual E = m.c?, temos:

0 E? E?
W — / dS.fl'f Ttt Iu/ / d3 [( bQCQ 1) —|— 22] (466)
—oo 0 b?c?\/1 —

b2c2

substituindo F por (4.60):

(4.67)

Ho /0 N N

fazendo r = —rgu:

47rh? u? 1
W= / du |—u?(1- + . 4.68
to Jo [ ( \/1—|—u4> \/1+u41 (4.68)
Para resolver essa integral primeiro devemos fazer uma substituicao de varidveis: u? = tan
na integral acima, e substituir ¢ = sin? # na fungdo Beta (4.62) em seguida, basta igualar

os expoentes das fungoes senos e cossenos dos dois integrandos e achar os argumentos das

funcoes gama, depois de todo esse algebrismo chegamos ao valor da integral:

2

oW /OO ) u 1 F(—%F(%)
_ dr | — 1 — - ~ 1,2 4.
amtery o l B ( \/1—|—u4> " \/1+u4] 27 ;23605 (4.69)

substituindo W por m.c? obtemos os valores para ry e b que sio:

2 néo fizemos distingdo entre Ty e T pois essas duas quantidades sdo iguais quando utilizamos a métrica

plana de Minkowski
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o = T Amegmic? 2\/m
2
~ 1,23605——— = 3,483 x 10 m (4.70)
4megmec
b= —
dregrie
~ 3,959 x 10" T (4.71)

apenas como medida comparativa, o parametro b (que tem unidade de campo magnético®)
é da ordem de 10'® vezes maior que o campo magnético terrestre, e o raio ro é da ordem
dos comprimentos de onda dos raios gama (comprimentos de onda menores que 0,01 nm).
O alto valor do parametro b nos mostra que as modifica¢oes introduzidas pelo modelo de
Born-Infeld s6 poderiam ser observados experimentalmente em escalas de energia muito

altas.

3 Ou em termos de campo elétrico, bastando multiplicar por ¢, nesse caso be =~ 1,2 x 1020 %
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5 Gravitacao de Eddington inspirada em Born-

Infeld (EiBI)

Nesse capitulo, aplicaremos as ideias de Born-Infeld ao contexto da gravitacao
usando para isso a invariancia geral de coordenadas, caracteristica da relatividade geral,
bem como as simetrias pertinentes aos objetos geométricos da teoria. Iniciaremos fazendo
manipulacgoes algébricas que nos permitam escrever a acao de Einstein-Hilbert na forma
de Eddington e inspirados na construcao de Born-Infeld aplicaremos as modifica¢oes.
Por fim, encontraremos as equacoes de movimento utilizando o formalismo de Palatini e
mostraremos em qual sentido a teoria apresentada resolve os problemas de singularidades

presentes na teoria de Einstein.

5.1 A acao de Einstein-Hilbert na forma de Eddington

Com base no sucesso da teoria para a eletrodinamica, aplicaremos as mesmas
ideias a a¢do de Einstein-Hilbert (J IMENEZ et al., 2017), buscando para a lagrangiana a
mesma forma de (4.12). Antes, entretanto, vamos escrever a agao na forma proposta por
Eddington.

Como sabemos, a acdo de Einstein-Hilbert

1
S = §M123£/d4x\/_—g(R —24) (5.1)

4 , . ~ .
(em que Mp, = /=5~ é a massa de Planck reduzida) fornece a equagdo de movimento
¢ 8GN

1
R, — §ng, +Agu, =0 (5.2)

que é a Equacdo de Einstein livre de fontes. Tomando o trago dessa equagao (ou seja
multiplicando ambos os lados por "), obtemos: R = 4A e substituindo esse valor em
(5.2) obtemos R, = Ag,, o que implica que A?\/—g = /—det(R,,) e, consequentemente,
V=9(R —2A) = 2A~1,/—det(R,,). Desse modo, concluimos entdo que a a¢ao

M2, [
Spn = =t / d*zr/—det(R) (5.3)

é classicamente equivalente a acao (5.1), desde que A # 0 e que as equagdes de movimento

(5.2), sejam consideradas.

Tomemos agora a agdo na forma (5.3) como ponto de partida para modificar a

teoria. Se considerarmos uma geometria onde a conexao I' é independente da métrica,
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entdo a agao (5.3) ndo dependerd de g, visto que, R, é funcdo da conexao afim I'. Além
disso, ao considerarmos conexoes afins arbitrarias deixamos de ter R, identicamente
simétrico e, portanto, indicamos na notagao que estamos usando a parte simétrica de R, .

Assim, a chamada acao de Eddington é dada por

]‘f’f / d“xy/=det(Riu)(T)): (5.4)

SEDD =

Observe que a acao de Eddington é puramente afim, uma vez que a conexao afim I
¢ o campo fundamental da teoria. Uma importante consequéncia de uma agdo que tem a
conexao afim como campo fundamental é o fato de que a agdo evita instabilidades (ghosts)

associados a derivadas da métrica de ordens maiores que dois nas equagoes de movimento.

5.2 A acdo de Eddington com modificacoes

Inspirados na teoria de Born-Infeld, podemos agora generalizar a agao (5.4) para
ficar da forma (4.12). Usando a acdo de Eddington como ponto de partida, propomos
que R(,,) na agao (5.4) seja substituido por g, + M E;}R(W) mantendo a agao como o

determinante de um tensor simétrico. Apods aplicarmos essas modificacoes obtemos:

Skgpr = MIQDKM%I/CZ% <\/—det(gw + Riuw)) — \/—g> (5.5)

1
M,

em que Mpy = 4/ BWC;‘;N ¢ a massa de Planck reduzida e Mpg; é um parametro com a mesma
dimensao da constante cosmologica A que fard um papel semelhante a b na teoria de
Born-Infeld. A diferenga entre a a¢do (5.5) e a agdo que obtemos para o eletromagnetismo
(4.12) no capitulo anterior, além das constantes, é a troca do campo F),, que é um tensor
antissimétrico, pelo campo R(,,) que ¢ um tensor simétrico. Além disso, no caso do
eletromagnetismo F},, ¢ um tensor que ¢ invariante pela troca do potencial A, por um
potencial A, 4 d,¢, em que ¢ é uma funcao escalar qualquer. O tensor R, tem uma
propriedade semelhante que nao é compartilhada por sua contraparte antissimétrica Rj,,).
Ry € invariante pela substituigao de I'/,, por I + 6, sendo &, um vetor arbitrario.
Essa simetria é chamada de invariancia projetiva. Além disso, vamos considerar que a
conexao ¢é simétrica em seus indices inferiores, o que significa que consideraremos torcao

nula no que segue.

Para que a acdo (5.5) seja uma candidata aceitdvel para uma teoria de gravitagao
modificada, é necessario que no limite em que o campo gravitacional é fraco, a agdo (5.5)
se reduza & agao de Einstein-Hilbert, o que de fato ocorre quando |R,,)| << M3,. Para

ver como a acgao se comporta nesse limite, usamos a expansao:
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det(I + NT) = 1 + det(NT) + ;[(det(]\?[))z _ det(N12)] + O(NP?) (5.6)

para obter:

1 - 1 N
det [ §+ —5 = gldet|I !
‘ <g MgIR> g[e ( g, Rﬂ

1
" R,.(T) +

1
Mg,

iz, O(RZ)] (5.7)

(uma vez que g" Ry, = ¢" R(u), ou seja, o traco de R é igual ao traco de sua parte
simétrica, descartamos os parenteses que denotam a simetrizacao de R,,, na tltima equagao).

Assim,

/Ry (T) + A}éIO(m) - 1) (5.8)

SEBI ng%[/d TN/ — (\/

e, uma vez que estamos considerando |R,.)| << M3,, o que significa que

1+ —-

T O(?) ~ " Ry () + O(F?*),  (5.9)

g S —
o, oM,

obtemos:

Spnr & fMPZ / A2y =59" Ru(T) + 5 M%I / d'z/—gO(R?). (5.10)

Desprezando os termos de segunda ordem, devido a presenca do parametro Mz; no
denominador desses termos, e levando em consideragao o que foi discutido no capitulo
3, que o formalismo métrico é equivalente ao formalismo de Palatini para a acao de
Einstein-Hilbert, identificamos que o primeiro termo da acao (5.10) descreve a teoria de

Einstein sem constante cosmologica.

Uma modificagdo muito simples para a acao (5.5) pode ser feita para re-inserir a
constante cosmoldgica na teoria. De fato, basta colocar um fator A multiplicando o ultimo

termo na agao (5.5), ou seja,

1
SEiBI = MI%ZM;I/d‘Lx <\/—d€t(g/w M V) )\\/ ) (511)

Aplicando os mesmos procedimentos anteriores a equagao (5.11) obtemos uma equagao

analoga a (5.10), porém com a constante cosmoldgica inclusa
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M3,

1
Spipr ~ 5 M, / d*av/=g(g" R (T) — 2A) + / &'/ —gO(R?) (5.12)

com a constante A dada por:
A= Mz (\—1) (5.13)

5.3 A métrica auxiliar e as equacoes de Movimento

O propodsito dessa secao é introduzir um conceito importante para obtencao e
solucao das equagoes de movimento na teoria de Eddington inspirada em Born-Infeld

(EiBI), a chamada métrica auxiliar g,,, que é definida via

1
v — v R v 5.14
Au Guv + M2, (nv) ( )

Com um termo de fonte Sy/(1), g, I'), a acdo (5.11) pode ser reescrita como

Swinr = MMy [ d'e (V=4 = \W=g) + Su(¥.gu. 1), q=det(qn)  (5.15)

em que ¥ designa de um modo genérico outros campos que interagem com a gravidade.

Variando essa acao, usando o formalismo de Palatini, obtemos':

M3, M?
0SEiBr = —% /d4$ (\/ _Q(Cjil)'m}&%ﬂ/ - >\\/ —g gul’&guu) + 6SM(1/J,Q,W,F) (5'16)

em que usamos (3.39) para calcular a variagdo dos determinantes. Agora, usando (5.14)

podemos calcular dq,,:

1
0 = 0q,, + —50R A7
du G + M2, 1 (5.17)

e substituir em (5.16) para obter:

1 - v v
0Sgir = —§M1233M§u/d4$ (v=a(@"y" = \W=99"") o9

1 A1\
—5]\/[1%(/6#1’ (\/ —q(q 1)“ 5R;w) + 55M(¢,9W,F)-

Usando a identidade de Palatini (3.44) para calcular § R, no dltimo termo e integrando

por partes, ficamos com

1 Observe que utilizamos (§~1)*” em vez de ¢"¥ para designar as componentes da inversa de G Isso

porque podemos ver de (5.14) que ¢*°¢op = 997" Guvdop # (5’\p.
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1 R , 68
0Spipr = —iMI%KM?B]/dZLx (,/_q(q 1)M _ )\\/__g g" )59W + 5gM59;w
uv

0SS
I

1 A_ 1w
+ §M%e/d4l“ Vo(V=a(@ ") = )V (V=q(g)"™)] oT%, + <5010

e assim obtemos o conjunto de equagoes quando fazemos 6Sg;pr = 0:
A— v v 1 v
Ve =g (Ag“ — e ) (5.18a)
peMBr
Vo(V=a( ") = 6V (V=aq(G ") = A (5.18b)
onde T é o tensor energia-momento e A p‘“\ ¢ chamado de hiper-momento, dados por:

w2 Sy a2 8Su

= —F— e =

Por simplicidade, consideraremos campos bosonicos acoplados minimamente, de modo

(5.19)

que o acoplamento se da4 com a métrica e ndo com a conexao de spin (como é o caso, por
exemplo, de campos fermionicos), entdo vamos aqui considerar A p“)‘ = 0 de modo que a

equacgao (5.18b) assuma a forma:

Vo(V=a(@ ") = 5V, (vV=a(@)") = 0. (5.20)

Tomando o trago dessa equacao e fazendo p = u, a equagao é identicamente nula, ja que,
uma vez que ¢, ¢ definido como a soma de g,, e R, ambos tensores simétricos, entao

€ simétrico. Para p = A, como 03 = 4 a equagio (5.20) nos diz que

Vo(vV=a(@ ")) =0, (5.21)

de modo que temos uma condi¢ao de metricidade para q,,, o que implica em:

1 ~—1\po
F[/),w = §<q l)p (a,uqal/ + aqu - aaq,u,y)- (522)

A equacao (5.22) nos mostra como a definicao de g, (5.14) convenientemente nos
ajuda a encontrar solugoes para as equacoes de movimento na teoria gravitacional de
Eddington inspirada em Born-Infeld. Observe que R, é uma funcdo das conexoes I/,
que sao funcdes da métrica auxiliar ¢, logo Ry = Ry (g) também o é. O modus operandi
consiste entao em definir um conjunto de funcoes para as componentes g, da métrica
auxiliar, em seguida calcular as conexoes I' usando a equagao (5.22) e a partir delas

calcular R(,,) e substituir na equacao (5.14), o que nos permitira determinar equacoes
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diferenciais para as componentes g, que serao finalmente solucionadas pela equagao
(5.18a). Aplicaremos essa metodologia adiante quando discutirmos as solugoes de buracos

negros.

As equagoes (5.18) nos mostram a relevancia da fonte para as equagdes modificadas.
Enquanto o hiper-momento A p”’\ implica na presenga, ou nao, de metricidade na teoria, o
tensor energia-momento 17" é crucial para que as modificagdes na curvatura do espacgo-
tempo aparecam na teoria, ji que Sgipr ¢ Sy fornecem a mesma dinamica para g,, caso

nao tenhamos fonte. De fato, observe que, se fizermos T" = () na equacao (5.18a) teremos

V=a(@ " = MW =gg™ (5.23)

ou ainda, na forma matricial,

V=ait=X\/=gq". (5.24)

Agora tomando o determinante dos dois lados da equacao temos

Cl=XP Y = ¢=Xg = V=g=)V—g (5.25)

e, substituindo esse resultado em (5.24) encontramos

ANit=90" = =00 = qu =N (5.26)

Substituindo esse resultado em (5.14)

1 1 1
N =Guw+~—5Rw = guw=~—"5R.=—R. (5.27)
1 S VN 1 O\ —1)MZ, ™ A

o que implica em R, = Ag,,, consequentemente R = 4A e R —2A = 2A. De (5.15) vemos

que

Swnt = MM, [ d's (V=4- /=9
— M2, / '/ —gA

1
= MM, / d'z/—g(R — 2A\)
= 2kAM3,Sgu. (5.28)

Ou seja, Sgipr < Sgg, 0 que significa que as duas ac¢oes resultam nas mesmas

equacoes de movimento, e portanto, as equacoes de Einstein nao sao modificadas.
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Para finalizar essa se¢ao, vamos explorar um pouco mais a relacao entre a métrica
fisica g,, e a métrica auxiliar g, introduzindo a matriz de deformagao €2 que nos permite

transformar uma na outra:

Quv = ngqu (529)

em notacdo matricial, § = §$. Usando a equacao (5.14) e a equagao (5.18a) obtemos

1
Mg,
. 1 1

Ol = <>\1— TA>. (5.30b)

2 a0 19
det O MJQDZM%I

o)
|

1+ 'R (5.30a)

Fazendo uso da matriz 2, podemos escrever

1

M2,\/det Q2

Agora, usando a equacao (5.15), definido Sgp; = [ d*z\/—gLpr e restaurando a notacao

0" R(G) =

M2,0M2, <\/det Q- )\) 1+ Tg] | (5.31)

em termos das componentes podemos reescrever a equagao (5.31) como:

1

)= —
M3,/ det Q2

R* (g Lprét, +T")). (5.32)

em que R* = (' )"R,q.

O escalar de Ricci para a métrica auxiliar g, ¢ obtido fazendo 1 = v, ou seja,

tomando o trago da equagao (5.32)

1
R(G) = ——F—
M2,/ det

Por fim, usando a defini¢do do tensor de Einstein G* ,(¢) = R* ,(§) — +R(q)0", obtemos

(453[ + T). (5'33)

A 1 A
@) - ST + 2L, (5.3)

A equagao (5.34) é exatamente a equacao de Einstein a menos de uma redefini¢ao
RP

do tensor energia-momento, uma vez que todos os elementos da geometria, g,,, I'” P

v
R,., R e G, sao definidos de forma idéntica as equacoes do capitulo 3. A conclusao que
podemos tirar desse desenvolvimento ¢ que a métrica auxiliar g,, define um espago-tempo
governado pelas equacgoes de Einstein e, portanto, pode ser obtido através do formalismo

usual da relatividade geral. Conhecida a métrica g,, podemos obter a métrica modificada

Juv-
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5.4 Solucao para Buracos Negros carregados

Seguindo os passos de Wei, Yang e Liu (WEI; YANG; LIU, 2015), escrevemos a

métrica com simetria esférica na forma

ds? = *(r) f(r)cPdt® — dr® — r*(d6* + sin® 0de). (5.35)

1
fr)
Lembremos que, conforme observado na equacao (5.23), na auséncia de fontes (7" = 0), a
teoria modificada coincide com a teoria de Einstein. Assim, se outros campos nao estiverem

presentes, a métrica acima deve reduzir-se a métrica de Schwarzschild de-Sitter, ou seja,

nessa situacao devemos ter:

() = 1 (5.36a)
fr) = 1-=-21 (5.36b)

Estamos em busca de funcoes ¥ (r) e f(r) para as quais ¢, seja solucdo da teoria
o

EiBI. Como vimos na se¢ao anterior, para encontrar solugoes na teoria modificada EiBI,

podemos comecar encontrando uma métrica auxiliar g,,, também esfericamente simétrica,

que satisfaz as equagoes de Einstein. Escrevemos, portanto,

ds? = G*(r)F(r)c*dt* —

q

dr® — H*(r)(d6? + sin® §d¢) (5.37)

F(r)

Na subsecao 3.5.2, obtivemos o tensor energia-momento eletromagnético para o

caso estatico e livre de fontes e suas componentes nao-nulas sao dadas por:

T, = EOQfEf (5.38)
T, = —F? 5.38b
20 (5.38b)
2
€oT 2
Ty = —F 5.38
00 20 T ( c)
Tps = Togsin®0. (5.384)

As equacoes de Maxwell? nos dizem que

(4

Aqui usamos V,F* = 0,(/—gF") = 0 no lugar de d,,(/—¢F"") = 0. A justificativa para podermos
2
fazer isso é que /—q = %ﬁ[ﬂm\/— , como F* ¢é funcao de r e 6 as fungoes de r podem ser

incorporadas a F'* fazendo /—qF"" — /—gF"".

2
V"™ =0 = 0(E)=0 e 0, <TE> ~0 (5.39)

2
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ou seja,

E.(r)= (). (5.40)

72
Substituindo esse resultado em 7}, e usando (5.18) obtemos equacoes que relacionam as

fungoes incognitas ¢, f, F, H e G-

2 2 2
gF - ;f <A+”ﬁ3> (5.41a)
H?GF = r%)f (A+’fﬁ> (5.41b)
G = w< —ﬁ) (5.41c)

(por conveniéncia denotamos k = ¢y/2M3,;M%;) Resolvendo essas equagdes para F', H e

G, temos

—1
H:m/A+Kﬁg , sz()\— ) , G:¢< —“Cg>. (5.42)

Utilizando esses resultados e a equagao R, = M2,(qu — gu) introduzida em (5.14), é

2
kC§
4

possivel escrever as componentes nao-nulas do tensor de Ricci em termos das fungoes F',
HeG:

1
Rtt = Mé1G2F (1 — HCQ) s (543&)
)\ - 7’40
M? 1
R = —2H (1 _ Ancg) , (5.43D)
— =
2 2 1
R99 = _MBIH (1 — AI&C&) (543C)
+ 5
Ryy = Rpgsin®0. (5.43d)

Por outro lado, como o tensor de Ricci se relaciona com a conexao do mesmo modo
como na teoria de Einstein, essas componentes também podem ser calculadas via equagao

(3.30), ou no caso de métricas esfericamente simétricas, como é o caso, via equagao (3.62).

As componentes da conexao podem ser determinadas em termos de F', H e G, ja

que I'% (q) se relaciona com a métrica auxiliar via equacdo (5.22). Usando (3.61), temos:
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G

1
I, = GG'F*+ §FF/G?, (5.44b)

F/
o= —— 5.44
rr 2F7 ( C)
r, = FHH, (5.44d)
Iy, = FHH'sin?#, (5.44e)
Hl

rYy = Iy, =00, =10 = = (5.44f)
F?@ = sinfcosb, (5.44g)
Iy, = T =cotd. (5.44h)

e, a partir delas, as componentes do tensor de Ricci nao-nulas podem ser determinadas

usando (3.62), resultando em

G2F2 G/ H/ F/ H/ G/ F/ G// F//

= TR R D S 4

Ry 5 (GH+FH+3GF+G+F> (5.45a)
1 H" FH G'F' Q" )k

= (442 43t po 4

R, 2<H+FH+3GF+G+F> (5.45b)
1 FH G H o' 2 H"

= —H°F |- =+ = — 4
Hoo HBF FH GH (H) +H] (5.45¢)
R¢¢ = Reg sin2 0. (545d)

Assim, de (5.43) e (5.45), escrevemos:

G/ H’ F' H' G/ FE’ G// F" 2M2 704
4— 42— 43— — 42— 4 — = By __ 5.46
GH ‘FH "GF "¢ F F ( )\r4—/<aC§>’( 2)
H" F' H' Gl E’ G// F" 2M§3’I 7,4
4—+2——4+3——+2—4+— = —— |1 ———= 5.46b
F U FH TG F TG E F Mi—ncz ) (546D)
1 FH  GH (H\' H' M} rt
—_———t ——+ —=— — — — . (5.46
H2F+FH+GH+(H> T H F Mirncg) (5469
Das duas primeiras equagoes, concluimos:
G/ Hl H// G/ H//

Com isso, usando as relagoes (5.42), encontramos uma equagao para ¥ (r):

2 2
@z)(A—“Cj’) oL P (5.48)
r r

dr
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com a qual concluimos que

017’2 0100
() = ——— e E(r) = —=2— (5.49)
VAt + kC3 VATt + kCE
em que utilizamos a a equacao (5.40). E interessante observar que
E.(r—o00) = 0 (5.50)
C
Y(r—o00) = — (5.51)

ﬁ.
Ou seja, longe da origem, o campo elétrico é nulo entdo nos encontramos na situagao em
que as equagoes (5.36) devem valer, de modo que devemos escolher C; = V/A. Observe
que E,.(r) = 0 para Cy = 0, assim identificamos Cy com a carga elétrica. De fato, se

considerarmos Ar' >> kCZ temos:

C
E.(\r >> kC2) ~ 720 (5.52)

e como, nesse limite, F, deve reduzir-se ao campo de Coulomb, devemos escolher Cy =

(47eg) Q. Dessa forma. temos para 1 e E,, finalmente

r? 1 Q ) 1 Q

- BE.(r)= — =
V) = Bl = e e e M

Por fim, resta determinar f(r) para determinar a métrica g,,, o que fazemos substituindo

(5.53)

G = C1H' em (5.46¢) e fazendo algumas manipulagdes algébricas com as quais obtemos:

2H" H' H 7 1
r —|F = M? 1— — 54
* < ot H) B ( A(r4+r3)> H'H (5:54)

1 H r 1
H?HF) = M? 1— - 5.55
H’QH( ) BI ( At + r§)> H'H (5.55)

assim, podemos multiplicar ambos os lados por H?H e integrar para achar I, que pode

ser escrito como

1 , ) r
P ngnL/dr <H M2, H'H (1 M)ﬂ (5.56)

em que Cy é a constante de integragdo. Substituindo as fungoes H e F' dadas por (5.42) e

depois de uma exaustiva manipulacao algébrica obtemos:

7” 7’4—1-7”4 r4 —r AT4—7‘2—|—/\M2 Ti
f0) = | s [ ( (r4 — ) (5.57)
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para encontrar o valor de (s, consideremos que, na auséncia de fontes devemos obter
a métrica de Schwarzschild de-Sitter e portanto devemos para f(r) obter a forma dada

em (5.36) quando zeramos a carga elétrica, ou seja, quando fazemos @@ = 0 (i.e, ro, = 0).

Assim,
CQ AT’2
"MNopg =14+ —— — — 5.58
FO)lgmg =1+ 2= (559
o que nos leva a concluir que Cy = —v/Ars. Outro caso particularmente interessante é fazer
k— 0 (ro, = 0) em f(r). Observe que
< A 2 )\M2 4
lim f(r)=1— 2 — 2 4 2%5B1Ta (5.59)

K—0 r 3 72

nos da a solucao de Reissner-Nordstrom se AM3; s = 1 e A = 0.

Tendo determinado todas as constantes, vamos agora resolver a integral em (5.57)

e completar a expressao para f(r). Comecamos reescrevendo a integral da seguinte forma:

/d ( - _TT4(AFZ+:+%)) (5.60a)

= A= D+ (g — Ao — vl [ri T4 — 15 (5.60b)

em que definimos

"d
I, = / _ra (5.61)
T rd
Observe que fazendo /—1.= = sin(z) = isinh(iz) e m = —1, temos
d
b [0
\/T4 +ri
/ V1 —msin’z
\4/—1
= — F <z sinh ™! \4/—1—\ - 1) + constante (5.62)
Ta T
em que
4 dz
Flplm) = [T (5.63)
0 vV1—msin“z
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é a fungao eliptica de primeira espécie (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2014). Agora, observe

que

d opnt3 2 n+3 n—1
A ey S O g S A ) T Y
dr m Jri+rd T+

de modo que, reordenando os termos e integrando dos dois lados obtemos:

r"3dr rm nri r"tdr
—— = g - —= / 5.65
/ fr4 4 4 n+2\/7 n+2 frt 4t ( )

r" nri
I, = s — &I 5.66
S (L s R (5.66)
paran =1, n = —1 e n = —3, respectivamente, temos
I, = Ly AT é 0 (5.67a)
3 “ 3
1
I, = ~\rt+ri+ril 5.67b
2 ., re+r, +rod o ( )
1
Iy = —=\ri+ri—3raly (5.67c)
r

substituindo esses resultados em (5.60) obtemos a solugao

Ar4—37“2—7“é T a4 A
I(r) = 33 itk g(rQ — Ari)Io(r) (5.68)

v—1
Iir) = — F (z sinh™* \4/—1L| — 1) -+ constante (5.69)
Ta

Ta

quando 7 >> 1,4, ou seja no limite em que a métrica converge para (5.36), a funcao

F(¢| — 1) atinge seu valor maximo, ou seja:

F <<,0 ~ g| - 1) = K(-1) = Z\(/‘l;_ﬂ (5.70)

para que a funcdo f(r) assuma a forma da ja conhecida métrica de Reissner-Nordstrom
de-Sitter, a constante de integragao obtida em (5.69) deve anular o termo de F(7w/2| — 1)

fazendo Iy = 0 logo, as fungoes ¢ (r), f(r) e E,(r), obtidos das equagdes EiBI sao finalmente:
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T2

o) = (5710)
EG) - @ (5.71b)

Adreg | /4 +rt
ry/rt+rd [ (rd 4+ 3r2 — Art)rt 4 rd
flr) = {( ¢ ) (5.71¢)

4_ 4 3
(A 3r

—2\‘7—_17’a lF (z’sinh1 \4/—_17j;| - 1) - Z%] - 7‘3}

W=

Gy@  _26yM :< o )

2
onde: r; = Ty
@ dmeget’ c? AME,

(5.71d)

Observemos agora o comportamento dessa métrica em (5.35) quando r — 0. Nesse caso

temos:

li_r)r(l)@/ﬂ(r)f(r) = 71’1_%_]6(17") =0 = ds;=0 (5.72)

ou seja, nao hé divergéncia (singularidade) na origem do sistema de coordenadas, diferente
do que ocorre na métrica de Reissner—Nordstrom nao modificada. Usando as expressoes

(5.43) podemos obter as curvaturas escalares:

R(Q? Q) = gle;w(Q) = M123’Igwj<qu - g,ul/) = 4A (573)
8

T
R Ry(9,0) = 9"6" Rap(a) Ruu(g) =AM}, [1—W_TS)] (5:74)

o que implica em: R* R, (r — 0) = 4M}, confirmando que o ponto r = 0 ndo é uma
singularidade fisica da solu¢ao. No entanto, no ponto r = r, tanto a métrica, quanto os
escalares de curvatura (exceto o escalar de Ricci) apresentados divergem indicando que
nao ha um sistema de coordenadas para o qual a métrica possa ser calculada nesse ponto,
o que aparenta ser um problema sério, uma vez que em RG tinhamos apenas um ponto
singular, mas aqui temos toda uma superficie aparentemente separando o espaco-tempo
em duas partes distintas, contudo, hé sutilezas com relacao a analise de pontos singulares

que precisam ser discutidas.

De fato, ndo podemos determinar a distancia entre dois pontos (evento) sobre a
superficie r = r,. No entanto, em se tratando de um espago-tempo fisico o que realmente
importa aqui é se uma particula pode ou nao se mover sobre e/ou através dos pontos
singulares se deslocando para dentro ou para fora do interior da superficie, ou seja, se para
todos os pontos do espago-tempo podemos definir curvas geodésicas do tipo nula ou do

tipo tempo (causais), o que chamamos de (in)completude geodésica (ASHLEY; SCOTT,
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2003). Em se tratando da RG de Einstein, quando r — 0 o tempo préprio de queda
experimentado por uma particula do tipo tempo diverge, ou seja, a medida em que cai em
dire¢do ao centro de uma buraco negro com simetria esférica a particula tera seu tempo
de queda tendendo a infinito e nunca chegara na origem, logo o ponto r = 0 é inacessivel e
a métrica é geodesicamente incompleta. isso nao ocorre aqui, uma vez que se calcularmos
as curvas geodésicas, veremos que todos os pontos do espago-tempo podem ser acessados

inclusive nos pontos para os quais r = r,.
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6 Consideracoes finais

No presente trabalho expomos as teorias eletromagnética de Maxwell e da relati-
vidade geral de Einstein, usando a abordagem da teoria classica de campos, elencando
suas principais semelhancas e diferencas. Em seguida, mostramos uma forma particular
de modificagdo, a saber a teoria de Born-Infeld, no intuito de eliminar as divergéncias de

energia presentes nas duas teorias originais.

Na teoria de Born-Infeld para o eletromagnetismo, mostramos que as modificagoes
ocorrem em altas energias e resolvem o problema da carga pontual. Uma vez que o valor
da energia de repouso dessa carga ¢ conhecido pelos experimentos que determinaram a
razdo carga/massa do elétron, obtivemos um valor numérico para o campo de corte da

teoria.

Em sua versao gravitacional, as modificagoes inspiradas em Born-Infeld nos permitiu
mostrar que o ponto singular na origem do sistema de coordenadas (r = 0), que existe na
teoria de Einstein, em seu analogo modificado nao esta presente. No entanto, vimos, que
toda uma superficie singular (r = r,) emerge na solu¢ao modificada. Entretanto, diferente
da geometria da relatividade especial de Einstein, onde o ponto singular nao pode ser
acessado por nenhuma particula tornando o espago-tempo geodesicamente incompleto, a
teoria de Eddington inspirada em Born-Infeld é geodesicamente completa e a hipersuperficie

singular nao representa um problema real.

Ainda persiste a pergunta: qual o significado das divergéncias nos escalares de
curvaturas se elas nao afetam a dindmica da particula? A resposta para isso nao é trivial e
necessita de uma analise mais profunda de geometria riemanniana que nao abordamos
nesse texto, a saber, os critérios de classificagdo de singularidades (ASHLEY; SCOTT,
2003), Em resumo, quando um corpo' se aproxima de pontos para os quais a curvatura,
diverge, seu volume sofre alteracao, e, se o volume tende a zero quando o corpo tende a
singularidade entdo ele é esmagado pelas forcas de maré causadas pela curvatura.? Nesse
caso, dizemos que temos uma singularidade forte (SAMANTA; GOEL; MYRZAKULOV,
2018). Se por outro lado o volume nao for nulo, dizemos que se trata de uma singularidade
fraca. Afirmamos sem demonstrar que no caso da RG de Einstein a singularidade no centro
de um buraco negro (r = 0) é forte, enquanto que em EiBI a singularidade na superficie

r =r, é fraca.

entenda-se corpo (ndo necessariamente rigido) como um conjunto de pontos, aos quais consideramos a
dindmica coletiva de todo o conjunto

uma vez que a curvatura estd relacionada com a densidade da matéria-energia pelas equagoes de
movimento, é intuitivo que uma divergéncia na curvatura signifique uma divergéncia na densidade de
energia/pressiao no local analisado.
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Conforme pode ser visto, as modificagoes apresentadas solucionam os problemas de
forma satisfatéria possibilitando previsoes tedricas da fenomenologia nao cobertas por suas
versoes originais (nao modificadas), entre essas possibilidades podemos aplicar as teoria de
Eddington inspirada em Born-Infeld para, por exemplo, analisar a singularidade primordial
do universo, propor um limite classico para uma teoria de gravidade quantica, ou até
mesmo calcular o valor da constante cosmoldgica que concorde com a teoria quantica
de campos (escolha conveniente da constante de acoplamento) todas sdo perspectivas
razoaveis de trabalhos futuros que levam em conta problemas atualmente em aberto na

fisica.
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