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Resumo

Considerando um gés ideal ndo relativistico, os fundamentos da teo-
ria cinética padrdo sdo investigados no contexto da mecanica estatistica
nado-gaussiana introduzida por Kaniadakis. O novo formalismo é baseado
na generalizacdo do teorema-H de Boltzmann e na deduc¢do de Maxwell
da distribuicdo estatistica. A distribui¢do lei de poténcia calculada é
parametrizada por um parametro ~ medindo o grau de ndo-gaussianidade
do sistema. No limite x = 0, a teoria gaussiana de Maxwell-Boltzmann
é recuperada. Duas aplicagdes dos efeitos ndo-gaussiano sdo estudados.
Na primeira, o k-alargamento Doppler das linhas espectrais de um gés ex-
citado é obtido a partir das expressdes analiticas. Na segunda, uma re-
lagdo matematica entre o indice entrépico « e o indice politrépico estelar
é mostrada usando uma formulacdo termodindmica para sistemas auto-

gravitantes.

Palavras-chave: Mecanica estatistica ndo-gaussiana, teorema-H de
Boltzmann, deducdo de Maxwell da distribuicdo estatistica, distribuicao

lei de poténcia.
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Abstract

Considering a non-relativistic ideal gas, the standard foundations of
kinetic theory are investigated in the context of non-gaussian statistical me-
chanics introduced by Kaniadakis. The new formalism is based on the gen-
eralization of the Boltzmann H-theorem and the deduction of Maxwell’s
statistical distribution. The calculated power law distribution is parame-
terized through a parameter ~ measuring the degree of non-gaussianity. In
the limit k = 0, the theory of gaussian Maxwell-Boltzmann distribution is
recovered. Two physical applications of the non-gaussian effects have been
considered. The first one, the xk-Doppler broadening of spectral lines from
an excited gas is obtained from analytical expressions. The second one,
a mathematical relationship between the entropic index « and the stellar
polytropic index is shown by using the thermodynamic formulation for

self-gravitational systems.

Keywords: Non-gaussian statistical mechanics, Boltzmann’s H-
theorem, Maxwell’s deduction of the statistical distribution, power law

distribution.
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INTRODUCAO

Durante muito tempo imaginou-se que a mecanica Newtoniana
tivesse validade ilimitada, podendo ser aplicada a todos os sistemas fisicos
em quaisquer situagdes. Entretanto, com a chegada da Mecanica Quéantica
que lida com fendmenos nos quais as massas envolvidas sdo muito peque-
nas e da Teoria da Relatividade onde as velocidades sdo enormes (quando
comparadas a velocidade da luz), o panorama da fisica mostrou-se bem
mais complexo e sutil, colocando a Mecanica Cléssica dentro de limites de

aplicabilidade bem estabelecidos [1].

Situacdo semelhante vem ocorrendo com a Mecanica Estatistica
usual e a Termodindmica Classica. Basicamente, a Mecéanica Estatistica é
o ramo da Fisica que trata das propriedades de sistemas macroscépicos
constituidos por um grande ntimero de elementos. Esta se propde a inves-
tigar como as propriedades relativas a microescala dos sistemas aparecem
na macroescala, utilizando, para tanto, a estatistica na andlise de sistemas
formados por muitos corpos juntamente com o seu comportamento ter-

modinamico [2].



O conceito de entropia introduzido por Clausius em 1865 [3] desem-
penha o papel central na fundamentacdo tedrica da Mecanica Estatistica
Cléssica e da Termodinamica. O esclarecimento de seu significado fisico
reveste-se, pois, de grande importancia. Foi o destacado fisico austriaco L.
Boltzmann quem propds, pela primeira vez, uma relagdo univoca entre o
valor da entropia de uma substancia em um dado estado, e a probabilidade

termodindmica deste mesmo estado [4, 5].

O segundo postulado da termodinamica estabelece que as transfor-
magOes espontaneas sdo irreversiveis [6]. Portanto, os processos ditos ir-
reversiveis (por exemplo, a difusdo de um gés, a condugao de calor en-
tre dois corpos a diferentes temperaturas etc.) em sistemas isolados, terao
um aumento significativo de sua entropia. Se em um dado sistema iso-
lado, devido a um processo espontaneo, ocorre uma alteracdo do macroes-
tado do sistema, entdo, o novo estado macroscopico possuird uma quan-
tidade maior de microestados do que o apresentado previamente. Con-
sequentemente, o resultado do processo descrito acima é de que a proba-
bilidade termodinamica do sistema tende a aumentar, razdo essa que na
natureza, segundo Boltzmann, os processos tendem a passar dos estados
menos provaveis aos mais provéaveis [7, 8, 9]. Assim, a relacdo da entropia
de um sistema fisico com sua respectiva probabilidade termodindmica de

ocorréncia é dada por,

S =kglnW (1)

onde kp é a constante de Boltzmann e W a quantidade de estados
acessiveis. No entanto, a equagdo acima é uma expressdo particular de

um caso mais geral, no qual a probabilidade termodindmica do sistema



ndo é igual para todos os microestados que formam aquele dado estado
macroscopico. Assim, a expressdo se transforma na chamada entropia de
Boltzmann-Gibbs (BG),

W
S=—kpy pilnp;, (2)
i=1

onde, p; é a probabilidade do sistema encontrar-se no seu i-ésimo estado, e
o somatorio é efetuado sobre todos os microestados possiveis W em que o

sistema pode ser encontrado.

A entropia apresenta as propriedades de aditividade e extensividade
retratadas na forma entrépica logaritmica. Nesse contexto, para dois sis-
temas independentes quaisquer A e B, a entropia .S do sistema combinado

é dada da seguinte forma

S(A+ B) = S(A) + S(B) . 3)

A Mecénica Estatistica, baseada nessa entropia, encontrou sua cor-

reta aplicagdo em sistemas fisicos que guardam as seguintes caracteristicas
[1, 10, 11]:

e sistemas absolutamente sem interacdo ou com interacdes de curto al-
cance;
e sistemas com memoria temporal de curto alcance e,

e sistemas cuja evolugdo no espacgo de fase ndo apresentam fractalidade.

Seguindo essas caracteristicas, os campos de aplicabilidade da Fisica

Estatistica ampliaram-se muito no tltimo século. Foram encontrados resul-



tados em fluidos quénticos, fendmenos fisico-quimicos ndo-lineares, feno-

menos criticos, teorias de transporte, biofisica, etc [2].

Embora muito ttil para as situagdes acima mencionadas, pesquisas
tém sugerido que existem outros sistemas de comportamento totalmente
anomalo e discordante com o estabelecido pela Eq.(2). Em especial, parece
ndo haver razdo que obrigue a entropia a apresentar sempre a propriedade
de extensividade. A ineficiéncia para tais sistemas andmalos parece estar
relacionada com efeitos ndo-locais provenientes das interagdes de longo

alcance no interior do sistema em evolugéao [1, 10].

Nesse contexto, as estatisticas generalizadas surgem com a pro-
posta de lidar com sistemas andmalos por meio das mesmas ferramentas
matemadticas usadas na Mecénica Estatistica convencional. Isso pode ser
realizado, através da forma de entropia adotada, com a introducéo de lo-

garitmos deformados apropriados [1].

No campo da Fisica tedrica muitas aplicacdes dessas estatisticas
generalizadas podem ser encontradas, enquanto que experimentalmente,
observam-se muitos desvios relacionados com a queda da distribuigdo,
a qual decai mais lentamente do que uma exponencial padréo, seguindo
uma lei de poténcia. Exemplos de aplica¢Oes tedricas e experimentais po-
dem ser encontrados em astrofisica estelar [12, 13, 14, 15], fisica de plasma
[10, 16], gravitacdo, fractais [17], espectro de raios césmicos [18], superficies
de crescimento, difusdo anomala [19, 20], estatisticas de terremotos [21],
formacdo de estruturas em cosmologia [22] etc. Desse modo, a proposigao
que generaliza a entropia classica de BG, coloca as distribui¢des probabilis-
ticas do tipo leis de poténcia no mesmo nivel teérico que as exponenciais
gaussianas. A estatistica generalizada mais conhecida é a proposta por

Constantino Tsallis em 1988, a ¢-Estatistica Nao-Extensiva [17] que lida com



uma entropia parametrizada pelo fator generalizado g.

Mais recentemente, em 2001, temos lidado com uma nova forma
de entropia proposta por Giorgio Kaniadakis [23], a qual como toda es-
tatistica ndo-gaussiana, segue uma lei de poténcia e deforma as fungodes
ordindrias com a introducdo do parametro x. Numa certa aproximacao,
o parametro x pode ser explicado via a teoria da relatividade especial de
Einstein [24, 25]. Desde entdo, alguns trabalhos tém sido desenvolvidos
utilizando esse novo formalismo em astrofisica [14, 26], econofisica [27],

biologia, matematica, geologia, teoria da informacdo [28], etc.

A presente dissertacdo esta organizada como segue: no primeiro
capitulo faremos uma revisdo da teoria cinética do gases cléssica. Ini-
cialmente discutiremos os aspectos conceituais da func¢do de distribuicao
de velocidades para gases diluidos. Em seguida, apresentamos a equagao
de evolugdo temporal da fungdo de distribui¢do, conhecida como equagao
de transporte de Boltzmann de onde se pode fazer a anélise da dindmica
do gas a partir dos processos colisionais (colisdes bindrias), chamando a

atencdo ao papel desempenhado pelo teorema-H classico.

No capitulo 2, apresentaremos uma breve introducdo das estatis-
ticas ndo-gaussianas, em particular introduziremos a ¢-Estatistica, suas
fungdes e principais propriedades. Em seguida apresentaremos o forma-
lismo matematico associado a estatistica de Kaniadakis e a motivacao fisica
para o parametro x introduzido na deformagdo das fun¢des matemaéticas.
Nesse contexto enfatizaremos a deducao do teorema-H,, associado a k-
estatistica [29]. O calculo segue da generalizagdo do termo colisional pre-
sente na equacdo de transporte de Boltzmann, assim como uma nova ex-
pressdo para o funcional H,. A consequéncia natural desse teorema, no

equilibrio colisional, é que podemos obter uma funcdo de distribuigdo de



velocidades do tipo lei de poténcia.

No capitulo 3, veremos que o fato de o teorema-H,, fornecer uma
r-funcdo de distribui¢do estaciondria inspira uma deduc¢do maxwelliana
da fungdo de distribuigdo de velocidades seguindo a hip6tese da fatoriza-
cdo das probabilidades. Assim, adotando um tratamento andlogo ao de-
senvolvido por Maxwell em 1860, deduzimos uma fungdo de distribuigao
de velocidades para um gas diluido em equilibrio termo-dinamico a tem-
peratura 7. Como uma primeira aplicagdo, consideramos o alargamento
Doppler térmico das linhas espectrais emitidas pelos dtomos e moléculas

de um gés diluido, usando a k-distribuigao.

No capitulo 4, abordaremos a dindmica de um sistema auto-
gravitante representado pelas esferas isotérmicas politropicas. Visto que
a maximizagdo da entropia ndo-extensiva de Tsallis, considerando massa e
energia total constante, recai numa fungédo de distribuic¢do politrépica, ana-
lisaremos os efeitos da x-entropia sob essa perspectiva. Faremos um com-
parativo com os resultados encontrados na literatura usando a entropia

padrdo, a g-entropia de Tsallis e a k-entropia de Kaniadakis.

Finalmente, no capitulo 5, discutiremos nossas principais con-

clusdes e perspectivas deste trabalho.



CAPITULO 1

TEORIA CINETICA DOS GASES

A teoria cinética dos gases tem por objetivo descrever as pro-
priedades macroscopicas de um gés através de grandezas microscopicas
associadas aos seus constituintes basicos (particulas). A teoria cinética
considera que os gases sdo constituidos por um niimero muito grande de
particulas, que na maior parte do tempo se movem independentemente
através do volume que as contém. O movimento é brevemente inter-
rompido quando uma particula se choca com as paredes do recipiente ou
com outras particulas. Em 1859, Maxwell estabeleceu os fundamentos da
teoria cinética ao deduzir a fun¢do de velocidades de um gas ideal em
equilibrio térmico [29]. Mas foi em 1872, com a contribui¢do de L. Boltz-
mann (1844 — 1906) que a teoria cinética teve maior impulso. Estudando
o caminho para o equilibrio colisional de um gés, Boltzmann propods uma
equacgdo de evolugdo para a funcdo de distribuicdo das velocidades das
particulas na forma de uma equagdo integro-diferencial [5]. Através de seu

famoso teorema-H, ele demonstrou que a distribui¢do maxwelliana de ve-
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locidades descreveria o estado de equilibrio colisional do gas. Maxwell e
Boltzmann trabalharam na teoria cinética dos gases quase que o mesmo
tempo de uma forma ligeiramente diferente e conseguiram em grande
parte os mesmos resultados - todos exceto um, que escapou de Maxwell: a
entropia e sua interpretagdo estatistica ou probabilistica![30]. O chamado
fator de Boltzmann, e@%, relacionado com a probabilidade relativa das
configura¢des de energia E na temperatura 7, fornece a base para todos
os calculos das propriedades de equilibrio da matéria do ponto de vista
molecular. Mais tarde, Boltzmann mostrou que a entropia de um sistema
para um dado estado fisico pode ser calculada a partir da funcdo de dis-
tribuic¢do, simplesmente contando o ntiimero de configuragdes moleculares

correspondendo a este estado [31].

Neste capitulo apresentamos os elementos bésicos da teoria cinética
dos gases. Inicialmente faremos uma breve introduc¢do dos conceitos de
espaco de fase e fungdo de distribui¢do necessdrios para uma descrigdo
estatistica. Em seguida, faremos uma breve discussao acerca do teorema-H
de Boltzmann e sua relagcdo com a funcao de distribuicdo de velocidades de

Maxwell.

1.1 A Funcao de Distribui¢ao Classica

A descrigdo cinética de um gds é baseada na fungdo de distribui¢do

f(r,v,t). Esta fungdo é definida de tal forma que,

f(7 0, ) dPrd®y (1.1)
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é o nimero médio de moléculas no instante de tempo ¢, com posi¢ao den-
tro do elemento de volume d*r, sobre 7, e velocidade localizada pelo ve-
tor no interior do elemento d*v sobre 7. Assim como na teoria de fluidos,
os elementos de volume devem ser grandes o suficiente para comportar
muitas particulas e, a0 mesmo tempo, ser pequeno o bastante em com-
paracdo com as dimensdes macroscopicas, de tal forma que possam ser
considerados essencialmente infinitesimais, e portanto mapedaveis num es-
paco matemadtico. A partir da funcdo de distribuigdo, a informacdo de que
existem N moléculas no volume V estd contida na condi¢do de normaliza-

¢ao:

/ (7 o, )drd*v = N . (1.2)

Quando as moléculas estdo uniformemente distribuidas no espaco,

tal que f independe de 7, obtemos
[ rando =3 =n (13)

onde n é a concentragdo ou densidade de particulas.

O principal objetivo da teoria cinética é determinar a fungdo de dis-
tribui¢do para uma dada forma da interacdo molecular e a partir dela de-
duzir as expressdes termodindmicas para gases diluidos [11]. A forma li-
mite de f(7, v, t) quando ¢t — oo cotém todas as propriedades de equilibrio
do gdas. Nesta situacdo, as velocidades das moléculas (na auséncia de forgas
externas e gradientes espaciais) sao regidas pela funcao de distribui¢do de

Maxwell.

Em 1860, Maxwell fez uma derivagdo extremamente simples da
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funcdo de distribui¢do de equilibrio para um gas monoatdmico [29]. O pro-
cedimento do célculo segue da selecdo de uma molécula do gés ao acaso,
cujas componentes da velocidade sdo v,,v, e v,. A probabilidade que a

primeira componente tenha um valor entre v, e v, + dv,, é dada por

f(ve)dvy . (1.4)

Argumento similar é valido para as demais componentes, pois ndo
existem dire¢des privilegiadas no espago homogéneo e isotrépico [32].
Dessa forma, torna-se possivel a introducdo da hipé6tese de independéncia
estatistica, onde o valor provével de v, ndo afeta v, ou v,. Maxwell foi o
precursor da ideia de independéncia estatistica das velocidades em teoria
dos gases. Assim, para uma molécula de velocidades v, com componentes
v, Uy € v, pertencendo ao elemento de volume dv,dv,dv, = dV do espago
das velocidades, a probabilidade total de que a extremidade de ¢'se localize

no elemento de volume deste espaco é:

S (ve) f(vy) f(v:)dV . (1.5)

Considerando a isotropia de todas as dire¢des da velocidade, ou
seja, o fato que todas as componentes sao igualmente provaveis, pode-se
introduzir uma funcdo desconhecida /' que depende apenas do médulo da

velocidade, a saber

F(v)dv . (1.6)

A comparacgdo das duas equagdes acima resulta em:
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Fv)d*v = f(v,) f(v,) f(v.)dvedv,dv, (1.7)

— 02 42 42
onde v = \/vw+vy + vz,

A determinacdo das fungdes F' e f presentes na equagdo funcional

acima é uma consequéncia natural dos seguintes passos [10]:

1) Uma diferencia¢do logaritmica da Eq.(1.7) em relagdo a v,, que

resulta em

ve F'(v) _ f'(ve)

- — : 1.8
VW) e 0
2) Introduzindo as fun¢des
_1F(v) _ 1 ()
\IJ(U) - v F(’U) ) 'Q/J(?)x) - v_:c f(vx) ) (19)
a equacdo se transforma em
U(v) = (vs) . (1.10)
3) A diferenciagdo com respeito a v, e v, implica que
U(v,)=0 — v,)=c (1.11)

e

U(v,) =0 — ¢v,)=c. (1.12)
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Supondo ¢ = —2a onde o sinal foi introduzido para satisfazer a
condicdo de normalizagdo, e o fator 2 por conveniéncia matematica, segue
da Eq.(1.10)

U(vy) = —2a. (1.13)

Finalmente obtemos,

2

f(vy) = Be % . (1.14)

A constante B é fixada pela condi¢do de normalizacdo da funcdo de dis-
tribuicdo (ou equivalentemente, a certeza de encontrar a componente v,

com algum valor entre v, e v, + dv,). E f4cil verificar que

400
f(vy)dv, =1 (1.15)

—0o0
de onde tém-se que o valor de B ¢,

B= (9)1/2 . (1.16)

/s

A determinacdo de a segue do cdlculo da energia cinética média da com-

ponente v,. Através de cdlculos elementares obtemos [33]:

2
pV = §N<Ecm> : (1.17)
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onde (E.,) é a média da energia cinética de uma particula. Se compara-
rmos a Eq.(1.17) com a lei dos gases ideais, pV’ = Nkp1, devemos ter
(Eein) = %kBT; isto é, a quantidade %szT mede exatamente a energia

cinética média de uma particula do gés ideal.

(v?), da Eq.(1.17), temos:

Como (vZ) = 3

kpT = mv?) = m/oo dv f (v)v?

— m/+00 vif(vi)de /+Oo f(vi)dvy +00 f(vz)dvz

~ _
“+00
200 2
= m/ vy f(vi)dv,
—0
—+00
(8% 1/2 2
=m (—) vie Y du,
7T —0

[0 1/2 00 a2
=2m (—) vie”*adu, .
Q 0

As integrais em v, e v, resultam em 1. Substituindo u = owfc encontramos,

com dv, = ﬁa\d/—%

1/2 +00
kpT = 2m (g) 1\/5 / e~ /udu . (1.18)
0

T 2

Integrais deste tipo sdo resolvidas em termos da fun¢ao gama (I'), definida

por:

+00
['(z) :/ e "y du | (1.19)
0
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com I'(1/2) = /7, ['(1) = 1 e utilizando a férmula I'(x + 1) = «I'(x), temos

1 3 1m
kgl =m——=I'| = | = =— 1.2
b mozﬁ (2) 2a (120)
ou seja,
m
= : 1.21
T (121

Inserindo esse resultado em (1.16), a famosa distribui¢cdo de Maxwell para

a componente v, é obtida de (1.14):

m 1/2
—~ —mus/2ksT 1.22

A energia cinética da componente v, é representada por uma gaussiana,
simétrica, em torno do valor médio v, = 0. Fazendo o mesmo procedi-
mento para as demais componentes v, e v, a forma da func¢do F(v) é sim-

plesmente dada por:

Flo)= 3/2@—m02/2’€BT (1.23)
27T]€BT .

2 _ 2 4 .2 .2
onde, v° = vy + v, + v;.

Em 1868, Boltzmann comegou a generalizar o trabalho de Maxwell
sobre a distribui¢do de velocidades para o caso geral de particulas em inte-
racdo. O cerne da questdo estd na interpretagdo da func¢do de distribuigao
de velocidades f(7, v, t)d*V que, segundo Maxwell, representava uma den-

sidade de probabilidade, ou seja, representava o ntimero de moléculas num
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elemento de volume dV' = dv,dv,dv, em torno de um ponto, cujas veloci-
dades se encontram entre v e v+ dv num dado instante ¢. Para Boltzmann a
funcdo pode ser interpretada ndo apenas deste modo, como também pode
ser vista como a fracdo de tempo, de um intervalo suficientemente longo,
durante o qual a velocidade de uma molécula qualquer se mantém den-
tro de certos limites [3]. O desenvolvimento dessa ideia sera discutido na

secdo a seguir.

1.2 O Teorema-H de Boltzmann

O modelo de maior sucesso utilizado para estudar sistemas fora do
equilibrio em todas as areas da fisica é conhecido como equagio de trans-
porte de Boltzmann [7]. O objetivo primordial de uma equacdo de trans-
porte é determinar a variagdo temporal da fungdo de distribuicdo f(7, v, )
devido as colisdes moleculares. Nela as grandezas macroscopicas de um
sistema termodindmico sdo calculadas em funcdo do tempo a partir das in-
teracOes moleculares. Assume-se que o sistema é um gas diluido formado
por N particulas idénticas. Numa primeira aproximagao, a determinagao

da fungdo f(7, ¥, t) pode ser feita usando as seguintes hipéteses [7, 10]:

e as colisdes entre as particulas sdo bindrias e eldsticas;

e 0 efeito das forgas externas sobre as particulas durante uma colisdo

deve ser pequeno em comparagdo com as forcas entre as particulas;

e como o efeito de forgas externas sobre a se¢do de choque de colisdo

das particulas é muito pequeno, este pode ser ignorado;
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—

e ndo hd nenhuma correlacdo entre a velocidade (v) e a posicao (r)

de uma particula no tempo ¢. Esta hip6tese é conhecida como

71

“Stosszahlanzatz”*, ou ainda “hipétese de caos molecular”. Matemati-

camente, as distribuicdo de pares de particulas pode ser escrita como

fr 0,1, 01, t) = f(7,0,8) f (1, 01, 1) (1.24)
implicando em,
In f(7,0,7,,v,,t) =In f(7,7,t) +1n f(7,7,,1), (1.25)

ou seja, as velocidades de duas particulas (antes da colisdo) sao com-

pletamente aleatdrias (descorrelacionadas).

Seguindo as hipoéteses feitas acima se obtém uma equacédo integro-

diferencial denominada de equagio de transporte de Boltzmann como segue,

9 o F o\, ([of
(at” o7 m o7 fl_(at)w” ' (1.26)

1

O termo colisional é da forma [10],

afl — s° % ! gt
< ot )coll B E / |V . é](f fl B ffl)dwd?)vl ’ (127)

onde, dw é o elemento de angulo sélido no espalhamento elastico |V - €]
relaciona as velocidades entre as particulas (maiores detalhes ver [33]), s

a secdo de choque da colisdo e o termo (f'f] — ff,) descreve a transi¢do de

Essa palavra pesada - mesmo para os ouvidos alemées - descreve uma férmula para o nimero de coli-
s0es que conduzem a um angulo de espalhamento especial pela interacdo bindria das particulas. A palavra
parece ser intraduzivel, e por isso tem sido associada ao pequeno léxico de palavras alemés no idioma inglés
como ansatz. [30].
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probabilidade entre as particulas.

Comparando a Eq.(1.27) com a Eq.(1.26) vemos que,

(%+a.a%+F 6)]‘ /|v AL S~ ff)dwd®s,  (1.28)

. m 07,

O problema matematico crucial na teoria cinética dos gases, consiste

em procurar solucionar a equagdo integro-diferencial ndo-linear acima.

Os sistemas macroscopicos fechados evoluem para estados de equi-
librio de maneira a maximizar sua entropia. Paralelamente, na escala mi-
croscOpica, a variagdo temporal da fungdo de distribui¢do de nédo equilibrio
é regida pelo termo colisional da equacdo de transporte. A funcdo de dis-
tribuicdo de Maxwell f,, que descreve o gés estatisticamente no equilibrio
termodindmico, anula o lado direito da equagao de transporte (1.28), sendo

também uma solugdo homogénea, independente do tempo,
[ 17 - i duds, 0. (1.29)
A Eq.(1.29) deve ser satisfeita através da seguinte condicao,

f/(ﬁo)f/(ﬁl) — f(ﬁo)f(ﬁ;) . (130)

O grande triunfo de Boltzmann foi demonstrar que a Eq.(1.30)
também é condig¢do necessdria para o equilibrio termodindmico [10]. O
teorema-H pode ser estabelecido da seguinte forma, se f(r,¢,t) é uma

solucdo da equagdo de Boltzmann, entdo o funcional H(¢), dado por,
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H(t) = —kp / BUf(F,0,t) In f(7,0,1) , (1.31)
obedece a desigualdade [7, 9],

oo (1.32)

A prova do teorema-H tem como ponto de partida a variagdo tem-

poral do funcional H, dado por

OH %)
T —k:B/(l +1nf)a—]£d3v : (1.33)

Substituindo a equacdo de Boltzmann Eq.(1.28) na equacdo acima, segue

que,
OH L 0 1 - Of 3
onde,
52 -
sp=5 (1A - s, (1.35)

Transformando o primeiro termo do lado direito da Eq.(1.34), obtemos

/(1 +1In f)v- g—iid?’v =V /Ulnf fdPv . (1.36)
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O segundo termo anula-se pois a integral resultante pode ser trans-
formada numa integral de superficie sobre uma esfera no infinito do es-
paco das velocidades, e como a energia € finita, a distribui¢do f vai a zero.

Usando a seguinte defini¢do para o vetor fluxo associado com H,
S = —k:B/mnf fdPu (1.37)

a Eq.(1.34) assume a forma

H -
6:9_75 +V.S= —kB/(l +1In f)J;dv . (1.38)
Substituindo J; no lado direito da Eq.(1.38) e depois de algumas ma-
nipulag¢des algébricas (ver [10, 33]), obtemos seguinte equagdo de balango

para a entropia,

H )
%:H+v.szazo, (1.39)

onde G é o termo fonte de entropia.

Portanto, devido aos processos irreversiveis, a taxa de variagdo da
entropia é sempre positiva ou nula. Quando o gés relaxa para o equilibrio
termodindmico, o termo colisional, ou equivalentemente, a fonte de en-

tropia, se anulard de forma a satisfazer (1.30), que é uma condicdo de equi-
librio.

Para obtermos a distribui¢do de equilibrio, é suficiente analisar a

Eq.(1.30), a qual podemos reescrever da forma,
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In f(&,) +In /() = In f(3,) + In /(5)). (1.40)

Como essa ultima expressdo tem a forma de uma lei de conservagao,
podemos reescrever In f, (¢) em termos das grandezas (momento e energia

cinética) que se conservam durante a colisdo. Assim, tem-se que [9]

In f(7,) = @ = (7 —7,)° (1.41)

0

onde a, 7y e U, sdo trés parametros que devem ser determinados por meio de
condi¢des de normalizacdo. Fazendo a = e® obtém-se a lei de distribuicao
de Maxwell,

f= £ @) = ae ") (1.42)

com a diferenca que a, v e 7, podem ser ainda fung¢des de 7" e t. Nos referi-

mos a ela como uma distribuicdo Maxwelliana local [33].

E importante salientar que como a dedugéo da Eq.(1.28) néo é ri-
gorosa, intimeros trabalhos foram realizados analisando as suas limita¢des
e qudo rigorosas sdo algumas de suas previsdes [34]; consequentemente,
muitas outras equagdes de transporte foram e estdo sendo propostas visando
calcular melhor e com maior precisdo a evolugdo temporal de f(7,,¢)
[35, 36].



CAPITULO 2

TERMOESTATISTICAS NAO-GAUSSIANAS

Embora a estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) tenha tido um grande
sucesso na descri¢do termodinamica de sistemas de muitas particulas, é
amplamente reconhecido que esta ndo é a mais adequada para descrever
as propriedades estatisticas de sistemas andmalos como, por exemplo, os
encontrados em astrofisica estelar [12, 13, 14, 15], fisica de plasma [10, 11],
gravitacdo, fractais [17], espectro de raios césmicos [18], estatisticas de ter-
remotos [21] etc!. Experimentalmente sdo observados muitos desvios rela-
cionados com a queda da distribui¢do, que ocorre mais lentamente do que
o decaimento da exponencial padrao e segue uma chamada lei de poténcia
[37, 38, 39].

Por apresentar limitagdes provenientes de propriedades como as in-
teracOes de longo alcance, geometrias fractais, fortes correlagdes estatisticas
e até mesmo possiveis efeitos relativisticos, alguns trabalhos acabam dire-

cionando a busca por generaliza¢des da estatistica padrdo. Nesse contexto,

1Pode-se encontrar fortes evidéncias tedricas, experimentais, computacionais e observacionais em:
<http:/ /www.cbpf.br/GrupPesq/StatisticalPhys/biblio.htm> (pagina regularmente atualizada).

21
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as estatisticas generalizadas surgem com a proposta de lidar com sistemas
andmalos. Naturalmente, as generalizagdes podem ser realizadas através
da forma de entropia adotada, com a introdugédo de logaritmos deformados

apropriados [17, 40]. Exemplos de entropias generalizadas sdo a entropia
de Tsallis [17] e a de Abe [41].

Neste capitulo, faremos uma breve exposicdo das estatisticas ndo
gaussianas de Tsallis e Kaniadakis, fazendo uma comparagdo qualitativa

desses dois formalismos, dando maior énfase a x-estatistica.

2.1 A estatistica ndao-extensiva de Tsallis

A forma entrdpica proposta por Tsallis em 1988 fornece uma ter-
moestatistica ndo-extensiva que incorpora a célebre abordagem extensiva
de BG [17]. Essa formula¢do ndo-extensiva apresenta, como ponto de par-
tida, uma classe mono-paramétrica de entropias, que sdo caracterizadas
por um parametro livre ¢ descrevendo o comportamento ndo-extensivo.
Pelo novo postulado, para sistemas equiprovéveis, a entropia é dada por
[10, 42]

1— W pt w
Sq:_kB[ (qZ_le)lp} (Zpil; qER) : (2.1)

onde kp é a constante de Boltzmann, W o ntmero total de possibilidades
microscépicas e p; a probabilidade genérica de ocorréncia da i-ésima con-
figuragdo de energia ¢;. A soma é realizada sobre todas as possibilidades

e ¢ denota um parametro livre descrevendo o grau de ndo extensividade,
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e que em principio deveria ser determinado pela dindmica microscépica
intrinseca ao sistema. Uma caracteristica importante é que S, é coOncava
e positiva para todos os valores fisicamente aceitdveis do parametro nao-

extensivo.

No limite ¢ — 1 a Eq. (2.1) se reduz a entropia de BG,

W
S1 = —kp sz’ Inp; . (2.2)
i—1

Uma propriedade curiosa de S, surge quando consideramos um sis-
tema composto (A + B), constituido por dois subsistemas A e B que sdo

independentes no sentido da fatorizacdo das probabilidades dos microes-

Pz'(jA+B) — Z.(A) : PJ.(B). Nessa circunstancia, a entropia de

Tsallis obedece a chamada ndo-aditividade:

tados, ou seja,

Sy(A+ B) _ 5y(4) | 5(B)

= + +(1-9)

Sq(A) 5(B)
kB kB kB .

kp kg

(2.3)

A entropia de Tsallis é sub-aditiva quando ¢ > 1, super-aditiva para ¢ < 1

e, quando ¢ = 1, nds retomamos a aditividade padréo [10, 11],

S(A+ B) = S(A) + S(B) . (2.4)

Do ponto de vista matematico, uma generalizacdo da fungdo exponencial,

denominada de g-exponencial [17],

eo(f) =1+ (1—q) /0 (2.5)
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desempenha um papel importante na g-estatistica, pois estd diretamente
relacionada com a generaliza¢do da distribui¢do de probabilidade candnica

[42]. A fungdo e,(f), possui os seguintes limites no parametro ¢:

parag <1, e, (f)=0 se 1+(1—q)f >0,

parag > 1, e, (f) 200 em f=1/(¢—1),

e também satisfaz a identidade a seguir

eg(Ing f) = Ing(eg(f)) = f, V(g f) . (2.6)

A funcdo inversa da g-exponencial é o chamado g¢-logaritmo,

definido da seguinte forma

l—q _
()= Vit 27)

No caso em que as probabilidades sdo iguais (P, = 1/W, Vi), a expressao

(2.1) toma a forma

S, = kpln, W . (2.8)

Esse novo postulado entrépico surgiu heuristicamente no préprio
dominio da Mecéanica Estatistica e da Termodindmica, tendo diversas
fontes de inspiracdo, aparantemente associadas com sistemas dotados de
geometrias multifractais ou efeitos persistentes de memoria [17]. Inicial-
mente, acreditava-se que o novo principio deveria ser adotado somente na
descricao estatistica de sistemas andmalos, ou mesmo em sistemas com in-

teracdes de longo alcance, para os quais a distribuicdo classica de BG fosse
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apenas uma aproximacdo. Na realidade, o efeito ndo-extensivo pode tam-
bém estar associado as correlagOes estatisticas entre as partes constituintes
do sistema (Um exemplo pode ser visto na Ref.[43]). No entanto, existem
inumeras evidéncias observacionais e argumentos teéricos sugerindo que a
entropia de Tsallis fornece uma descri¢do estatistica e uma termodinamica
convincente para diversas dreas da fisica, como por exemplo, sistemas as-
trofisicos e cosmolégicos [12, 13, 14, 22]; problema dos neutrinos solares
[44, 45], estatisticas de terremotos [21], fisica de plasma [10]; campos de

forca conservativos [11] etc.

2.2 A estatistica ndao-extensiva de Tsallis: contrapartida

cinética

Como é amplamente conhecido, a teoria cinética dos gases antecede
a Mecanica Estatistica de Gibbs [7]. Portanto, uma questdo fundamental
seria investigar uma formulagao cinética para a mecanica estatistica ndo ex-
tensiva. A formulagéo cinética foi desenvolvida a partir da g-generalizagao
da dedugdo da distribui¢cdo de Maxwell para um gas ideal e do teorema-
H? (ou versao cinética para a segunda Lei da termodinamica). Todo o argu-
mento fisico estd centrado na introducdo de correlacGes estatisticas entre as
componentes das velocidades moleculares do gas ideal (Maiores detalhes,
ver [10]).

A funcdo de distribuicdo generalizada para as componentes das ve-

locidades é dada por

2A deducdo de Maxwell e o teorema-H de Boltzmann foram discutidos no Cap. 1.
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mU-2

1/¢g—1
F) = A 1=z e @9)

onde, A, é expresso em termos de fun¢gdes Gamma [10],

Aq:(1+q> F(%Jrql_l) m(q—1) (2.10)

2 r(-5) kgl
A distribui¢cdo de Maxwell é prontamente recuperada no limite extensivo

q = 1 (ver Eq. (1.22)). A distribui¢do completa é dada por

ma? 1V
B =8, |1- =g @.11)
onde,
. F(1+L) 3/2
_ 1289 —1) (1+4¢ 3 T =1 m
By={g—=1) 2 2 O(L) |2mksT| (2.12)

Mais uma vez, a Maxwelliana Eq.(1.22) é obtida no limite ¢ = 1. O teorema-
H nao-extensivo (generalizacdo do teorema mostrado na sec¢do 1.2) apre-
senta a g-maxwelliana como a distribuigédo estacionaria e introduz o vin-

culo termodinamico no parametro ndo-extensivo ¢, a saber: ¢ > 0 [10].

Na proxima secdo apresentaremos brevemente a chamada -
Estatistica [23]. Enfatizaremos o teorema-H neste formalismo a partir da

modificacdo da hip6tese de caos molecular (Stosszahlansatz).
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2.3 A estatistica de Kaniadakis

Como bem conhecido, G. Kaniadakis introduziu uma estatistica na
forma de lei de poténcia, a chamada k-estatistica [23], que preserva a es-
trutura epistemolégica e termodindmica da teoria padrdao de Maxwell-
Boltzmann-Gibbs. O que norteia essa generalizagdo é o Principio de Inter-
acdo Cinética (ou Kinetical Interaction Principle - KIP)[23, 46] que governa
a dinamica coletiva das particulas interagentes do sistema em estudo. O
formalismo de Kaniadakis esta baseado na seguinte entropia generalizada
[23]

5=~k [ d'ufln, f =~ {in,(7) (2.13)

ou ainda, na forma discreta [47] dada por

N N
Se=—kp Y pilng(p:) (sz = 1) (2.14)
i-1

i=1
onde o x-logaritmo é definido por

Ing(e) = = (2.15)

A funcgdo acima cresce monotonicamente com concavidade marcada
por k € [—1,1], e no limite K — 0, a Eq.(2.15) retoma o logaritmo padrdo
e consequentemente a Eq.(2.13) converge para a ja conhecida entropia de
Boltzmann-Gibbs [47, 48].
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A funcgdo inversa do s-logaritmo, ou seja a k-exponencial, é definida

por
exp,(z) = (V1 + K222 + kz)V", (2.16)

A partir de (2.16), temos que
exp,,(x) = exp_,(z), (2.17)

de onde podemos ver nitidamente que quando ~ — 0, obtém-se a expo-
nencial padrdo: expy(z) = expx. O comportamento assintético tipo lei de

poténcia é visto através da andlise [23, 48]:

exp,.(x) ~ |2/€:L‘|t1/|’€‘. (2.18)

T— _ 00

A k-exponencial decresce com z — —oo e cresce com r — +00 com a

mesma rapidez. Outra propriedade fica expressa por
exp, () - exp,(—z) = 1, (2.19)

onde, exp,.(x) € R" e dexp,(x)/dx > 0,Vz, k € R. Logo, temos uma fungao

positiva, crescente que obedece a seguinte lei de escala

[exp,,(2)]* = exp,/y(Az). (2.20)

O k-logaritmo definido por (2.15) é tido como uma funcgdo real e
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decrescente Vx € R. Nos temos que In (z) = Inz e Iny(z) = In_,(x). Seu

comportamento assintético é dado por

1
In, ~ ———x " 2.21
G i (221
1
In(z) ~ ———zl (2.22)

O logaritimo deformado segue também uma lei de escala dada por

In,(2) = Mny.(z), (2.23)
de onde obtemos para A = —1,
1
In,, (;) = Any.(f). (2.24)

As fungdes exp,, e In,, geram uma nova algebra e um novo célculo de-
nominados k-algebra e x-calculo. Do ponto de vista fisico, o k-formalismo

também estd associado a relatividade especial (Ver detalhes em [24, 25, 48]).

A entropia de Kaniadakis (2.13) pode também ser escrita em funcao
da entropia de Tsallis (2.1) a saber, [23],

i w1 a1

Sy

87

g 1 o gnl a®
21+ k)TT2(1 - k)

+C, (2.25)

—K

onde S denota a entropia de Tsallis, S, = —kp [ d*vfln, f, na forma

cinética e  uma constante real. De fato, a k-entropia é dada por,
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1 3 S T <
Se=—5- dv(—H_Kf S (2.26)

e se reduz a entropia de BG, S, = — [ d®v[In(af) — 1] f no limite x = 0. Para

a constante o = 1, a disribuigdo estaciondria pode ser calculada através da

maximizagdo da k-entropia (2.13), isto é
) [Sﬁ + 6/d31)(,u — U)f] =0 , (2.27)

onde, ;1 refere-se ao potencial quimico. A distribuig¢do estaciondria é dada

por
f=expy(=€) , e=pU=-p) (2.28)

Para a = Z na Eq.(2.26), o cdlculo variacional
) [SH — / d>oU f] =0 (2.29)

resulta na fungado de distribuicdo estacionaria,

1

f = exp,(~4U) (230)

onde Z = [d’vexp,(—BU) é a fungdo de partigdo. Aqui, f depende da
energia potencial, porém para particulas brownianas, U = mT”Q Nesse con-

texto, temos que [23]
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n/2 M- +2
oty = (22 [ ] (1) (-25) . e
F n

onde, n = 1,2,3 e |k| < 2/n [23]. A distribuicdo (2.31) reduz-se a dis-
tribuicdo de MB, ou seja, f = (3m/2m)3/% exp(—Bv?/2) no limite x = 0.
A Figura (2.1) a seguir mostra a func¢do de distribui¢do de veloci-

dades das particulas brownianas para alguns valores de x. Note que para

x = 0, retomamos a forma padrdo da funcdo de distribuicdo de MB.

0.45

0.30

f (V)

0.15

0.00

-2.5 0.0 2.5

\'

Figura 2.1: Fungdo de distribui¢do de velocidades para particulas brownianas. As
curvas representam o cdlculo numérico da Eq.(2.31), resultado idéntico ao apresentado por
Kaniadakis para os casos em que k = 0, k = 0.7 e k = 1 [48]. A distribuicdo padrdo de
Maxwell-Boltzmann corresponde a x = 0.

Na préxima segao, considerando a k-entropia e a introdugdo de cor-
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relagdes estatisticas no termo colisional da equagdo de Boltzmann, provare-

mos o teorema-H no contexto da formulacao de Kaniadakis.

2.4 A estatistica de Kaniadakis: abordagem cinética via a

generalizacao da hipé6tese de caos molecular

Na demonstragdo do teorema-H, consideraremos um gés ideal for-
mado por N particulas que interagem via colisdes bindrias. Em particular,
as suposicdes consideradas na se¢do 1.2 - (Teorema-H extensivo), referentes
ao termo colisional e a defini¢do de entropia, serdo extendidas no contexto
da estatistica de Kaniadakis. Antes de introduzir os efeitos da x-estatistica,
vamos apresentar a base do teorema-H Boltzmanniano. De fato, os dois

principas ingredientes da teoria cinética de Boltzmann sao [33]:

e entropia total expressa pela medida logaritmica;

e hipdtese do caos molecular (“Stosszahalansatz”) que estd diretamente

relacionado com a fatorizagdo das probabilidades.

Nesse contexto, a prova do teorema-H segue da modificagdo dos
ingredientes acima. A argumentagdo fisica é motivada pela introdugdo
de correlacOes estatisticas no termo colisional, via a hip6tese de caos mo-
lecular e na generalizacdo da férmula entrépica. Como ja conhecido, a
funcdo de distribui¢do varia com o tempo, em direcdo a solugdo esta-
ciondria através da equagio de transporte de Boltzmann. De fato, as coli-
sdes moleculares modificam a funcdo de distribuicdo, sendo que o efeito
ndo-gaussiano (proveniente das correlagdes estatisticas) é introduzido no

termo colisional [49]
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(%JH? 2+E-i>f=0n(f) : (2.32)

OF 'm0

A generaliza¢do ndo-gaussiana de C); é dada por
s [ =
Co(f) = 5 / V- &|Rdwdv,, (2.33)

onde o termo R, (f', ) é a diferenca de duas fun¢des de correlagdo (antes e
depois da colisao). Na prética, 7, ¢ uma generalizagdo da hip6tese de caos

molecular, a saber

Ry, = exp,(In, 2’ f' +In, 2 f|) — exp, (In, 2 f +1In, 2, f,) | (2.34)

onde os primeiros termos referem-se as fung¢des de distribuicdo depois da
colisdo, z e 2’ sdo constantes arbitrarias e exp,.(f), In.(f), sdo definidos pelas
Egs. (2.16) e (2.15). Quando x — 0, temos R, = (2'f")(2/f') — (2f)(z.f,) é a
hipétese de caos molecular padrdo Eq.(1.25).

O outro efeito ndo-gaussiano, consiste na generalizagdo da férmula

entrépica [49],

2" . P Lk
H, = —kg / d>v (m e — TR fl ) . (2.35)

Tomando a variagdo temporal de H , temos que
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0H,
ot

= —kp / d*vin, fz—f (2.36)

0
ot

Combinando a Eq.(2.36) com as Eqgs.(2.32) e (2.33), podemos reescrever a

expressdo sob a forma de equagdo de balanco,

+ V- S, = Gu(71) (2.37)

onde, o vetor fluxo da x-entropia S_,; é dado por

T 3, - 2" 4w E " 1k
Sk = kB/dvU(Qli(l—l—lﬁ])f+ 2/@(1+/-z)f ) . (2.38)

O termo de fonte na equacdo de balanco (2.37) é dado pela expressao
—g2 .
G- / V- &liny f2Rudwdbv d*v | (2.39)

Considerando as colisdes inversas, o termo G/, pode ser escrito numa forma

mais simétrica, tal que,

g2 -

Gulit) = - / V- el(ne 2 ) 4+ e 'S
- hl/{ Z1f1 - lnfi zf)[exp,i(lnn Z/f, + hl“ Zifll)
—exp,.(In, 2f + 1n, 2, f1)]dwdv, d®v. (2.40)

Para valores de x no intervalo [-1,1], obtemos o Teorema-H,.,
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0H,
ot

+V-S.=G.>0. (2.41)

Note que no limite gaussiano x = 0, a expressao (2.41) se reduz ao
teorema-H extensivo, dado por (1.39). A expressdo (2.41) indica que a en-
tropia deve ser positiva ou zero, fornecendo assim a derivagdo cinética da
segunda lei da termodindmica na s-estatistica. Assim como no caso clds-
sico, para encontrar a fun¢do de distribuicdo de velocidades estaciondrias,
precisamos da condi¢do de equilibrio. Desse modo a condi¢do em que
G, = 0ja nos é suficiente, desde que o integrando da Eq.(2.40) ndo seja

negativo, 0 que ocorre se e apenas se,
In, 2/ f' +1In, 2 f/ = In, 2f —In, 2, f,. (2.42)

Em outras palavras, In, 2’ f’ + In, 2’ fi = cte, é conhecido como um invari-
ante de soma [50]. Considerando as grandezas que se conservam no sis-
tema (ntimero de particulas, energia e momento), como no caso classico

(Eq.(1.41)da segdo 1.2), podemos escrever,
In,z2f =a—(0—1,)%, (2.43)

com um novo conjunto de constantes arbitrarias. Assim, a x-distribuicédo é

da forma,

f = epfa—T- ) (2.44)

onde o termo 1/z é a constante de normalizacdo e esta ligada a funcdo de
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particdo®, v e ¥, podem ser fun¢des que dependam da temperatura. Essa é
uma forma mais geral para representar a distribuicdo Maxwelliana no con-
texto da x-estatistica. Com efeito, essa funcdo estaciondria anula o termo
de fonte e corresponde a distribuicdo de velocidades de um gés em estados

de equilibrio colisional local.

No capitulo que segue, apresentaremos a dedugdo da x-funcdo de
distribui¢do de velocidades, utilizando as fun¢des generalizadas na fatori-

zagdo de probabilidades primeiramente feita por Maxwell em 1860.

3Ver secdo (2.3).



CAPITULO 3

‘_A k-FUNCAO DE DISTRIBUICAO E APLICACOES

A estatisitca de Kaniadakis foi fundamentada sob dois aspectos a
saber: i) Pela lei de distribui¢do argumentada via o termo colisional da
equagao de transporte de Boltzmann, no chamado principio da interagao
cinética [23]; i7) a partir das fun¢des exponenciais e logaritmicas generali-
zadas que possibilitaram a construgdo de uma formulagdo baseada na rela-
tividade especial ancorada na x-algebra [24, 25]. Neste capitulo, apresenta-
remos outra abordagem (sem a utilizagdo da x-algebra) para contextualizar

a estatistica de Kaniadakis.

3.1 Motivacao

Nossa formulagao esta norteada nos fundamentos da teoria cinética
dos gases. Como amplamente conhecido, a dedugdo da distribuicdo de

equilibrio de um gés ideal, formulada por Maxwell, foi calculada a par-

37
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tir da hipétese da isotropia do espago de velocidades moleculares (ou in-
dependéncia estatistica)[33]. Em seguida, Boltzmann mostrou que a dis-
tribuicdo de Maxwell de equilibrio era a solugdo estaciondria da equacgao
de transporte e que esta zerava o termo colisional. Esse resultado foi apre-

sentado como o teorema-/ e discutido em detalhes no Capitulo 1.

Como mostrado no Capitulo 2, o teorema-H de Boltzmann foi ge-
neralizado para o contexto da x-estatistica. Sugerindo portanto, a pos-
sivel existéncia de uma generalizacdo da deducdo de Maxwell (Ver Fig.3.1).
Neste capitulo, mostremos como generalizar a dedugdo de Maxwell, com-

pletando o quadro apresentado na Fig.3.1.

Deducao de 9
Maxwell (1860) l l °

k=20
2 2
-mv</2kgT —mv=</2kgT
f~e /2kp “ ey /2kp
Kk#0

Teorema-H de Teorema-H,.de
Boltzmann Boltzmann

(1872) (PLA, 2006)

Figura 3.1: Diagrama de correspondéncia entre a Estatistica de Mawxell-Boltzmann e
a r-Estatistica. Podemos obter funcdo de distribuigdo de velocidades partir da fatoriza-
¢do probabilistica de Maxwell [29] ou através do tratamento cinético proposto por Boltz-
mann [5]. R. Silva [49] obtém uma funcado de distribui¢do generalizada utilizando a for-
mulagdo cinética da k-estatistica, deixando em aberto uma dedug¢do via Maxwell de uma
k-distribuicéo.
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3.2 A k-generalizacao da maxwelliana

Como vimos no Capitulo anterior, a estatistica de Kaniadakis prevé

uma k-entropia definida por
S.=~ [ épfins. @)

aqui, tomamos kp como uma unidade.

Por sua vez, S, apresenta a propriedade de aditividade encontrada
no formalismo cldssico, ou seja, para um sistema formado por dois sub-

sitemas A e B independentes, temos que
Sk(A+ B) = S5.(A) + S(B) . (3.2)

Assim, podemos dizer que a x-estatistica preserva a forma epistemoldgica

da estatistica padrdo, sem perda de generalizac¢des [24].

Supondo que num volume V, tenhamos N particulas de um gas in-
teragindo entre si num espago de velocidades d*v, como no caso da de-
ducdo feita no Capitulo 1, cada molécula tem velocidade entre v e ¢ + dv.
Desse modo, considerando a composi¢do de probabilidades a luz da es-

tatistica de Kaniadakis, podemos escrever

F.(v)d* = exp,[In, f(ve) + In, f(v,) + In, f(v.)]dv.dv,dv, . (3.3)
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Para as k-fungdes, as seguintes propriedades sdo satisfeitas,

In,lexp,(f)] = exp,[Ing(f)] = f (3.4)
e
d _
one(f) = ——-. (3.5)

Assim, tomando a derivada logaritmica da Eq.(3.3) com respeito a v, temos

que

0

90 ’ In, {exp,[In, f(vs) + In, f(v,) +1In, f(0.)]}  (3.6)

0v,

In, F.(v) =

Utilizando as propriedades (3.4) e (3.5), obtemos

Fr+F" 0 0
5 Fe(0) = 5l )] (37)
Equivalentemente,
K —Kk !
PP _ L9y f,) 38)

2K X Uy OV,

onde, F’ corresponde a derivada de F(v) com relagdo a v,. Fazendo a

seguinte subsititui¢do y = v = \/ v2 + v2 + v? e definindo,
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FH, _|_ F—K, F/ X
oy = TN 39)
K X
nods reescrevemos a equagao (3.8) na forma,
B(x) = ol f(v,)] 3.10)
—_ n/{ U.T . .
X v, dv;
Podemos fazer, de modo arbitrédrio, (y) = —m/kgT. Logo,
1 d m
——[n, f(v;))] = ———, A1
el )] = @11)
em geral, temos
mu?
In, f(v) = ot 4 C (3.12)
2kp
que nos fornece
1 mu?
— _ = 1

onde 1/z refere-se a constante de normalizacdo C.

Da r-Maxwelliana Eq.(3.18), vemos que a distribui¢do de veloci-
dades usual é substituida por uma distribui¢do tipo lei de poténcia ca-
racteristica do formalismo ndo-gaussiano de Kaniadakis. Como o espe-
rado, o limite x = 0 nos fornece a exponencial padrdo. Considerando o

limite de validade da estatistica de Kaniadakis compreendido no intervalo
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[—1, 1] [24], temos que a componente v, toma valores sobre todo o intervalo
[—00, 0]. Nesse contexto, a constante de normalizac¢do calculada a partir

da fungdo de particdo é dada por

1 1
1 mls| \"? 1 F(m+z)
= (mre) [1gi ; G

onde no limite x = 0, verifica-se facilmente a normalizacdo da maxwelliana

padrédo vista no Capitulo 1.

Naturalmente, retomando o nosso ansatz Eq.(3.3), adicionando as

componentes em v, e v,, vemos que a distribui¢do completa satisfaz

2
F.(v) = exp, {lnﬁ [CeXp,€ (—27:% )] +
B

2 2
C'exp,, (277;;};1) + In, [C’ exp,. (—;ZZ;)] } (3.15)

Usando a proriedade (3.4) vemos que a fungdo F},(v) resulta em

In,

1 mu?
Fi(v) = ~ eXPy [<—2kaT>] : (3.16)

onde 1/Z estd fixo pela condigdo de normalizac¢do tridimensional. De fato,
1/Z é dado por

(3.17)

-
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Note que a Eq.(3.16) concorda perfeitamente com a Eq. (2.31). Em termos

da k-exponencial, temos

1/k

1 2\ 2 2
Fulv) = \/1+m2 (—QTZ;}T> +H(—2”]z;’T) . (3.18)

Observe ainda que a x-distribui¢do é também uma fungdo isotrépica, ou

seja, depende apenas do mdédulo da velocidade, o que estd de acordo
com o fato de ndo haver uma direcdo privilegiada no espaco. Da mesma

forma que no caso unidimensional, no limite k=0, de (3.17), temos que

3/2
1 _ m .
7= <27r kBT) , representa o resultado maxwelliano esperado.

Como aplicac¢do da x-distribui¢do consideremos o estudo do afasta-
mento de linhas espectrais de um géas quente em equilibrio termodinamico.
Diferentes velocidades emitem particulas em diferentes turnos, o efeito cu-
mulativo é a linha de alargamento e perfil de linha resultante é conhecido
como um perfil de Doppler [33, 51]. Esse fendmeno deu uma confirmagao

qualitativa para a distribui¢do maxwelliana [33].

De modo geral, quando o movimento térmico faz com que a
particula se mova em dire¢do ao observador, a radiagdo emitida sera deslo-
cada para uma frequéncia maior. Da mesma forma, quando o observador
se afasta, a frequéncia serd menor. A ampliacdo depende apenas da fre-
quéncia da linha espectral, da massa das particulas emissoras e de sua
temperatural. Para estimar a magnitude do alargamento Doppler para a
luz visivel emitida por moléculas de um gas quente devemos fixar a di-

recdo de observacdo do espectro, o que torna o problema unidimensional

"Maiores detalhes ver Ref.[52].
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[10]. Assim, para velocidades térmicas ndo-relativisticas, o deslocamento

Doppler serd dado por [53]
v =1, (1 + —) : (3.19)

onde v é a frequéncia observada, v, é a frequéncia de repouso, v, a veloci-

dade do emissor em direcdo ao observador e c é a velocidade da luz.

No caso do alargamento Doppler, a distribui¢do de velocidades é
dada pela distribuicdo de Maxwell Eq.(1.22). A distribuicao de frequéncias
para a banda espectral em 14 é obtida mudando-se as varidveis de v, para
v. Considerando que a intensidade é proporcional ao ntimero médio de

moléculas, vemos que

Iv)d c m\"? mc(v — v,)? g (3.20)
v)ydv = | — — .
v, 2kgT exp 2kpTV? v

que nos imediatamente identificamos como uma distribui¢do com per-
fil gaussiano. O alargamento Doppler é geralmente calculado através da
largura da linha espectral na metade da intensidade. Desta forma, em ter-

mos do comprimento de onda, temos a seguinte expressao,

9 T 1/2
Adg = ( i 1112) A, (3.21)

mc2

De forma andloga, mas usando a x-estatistica, temos para uma dada

direcao
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1 mv?
fu(ve) = — eXP (— ) : (3.22)

Fazendo a substituicao v, = ¢(v/y, — 1), ficamos com

c1 me® (v—uv\>
I(v)dv = ——= exp, [— ( 0) ] : (3.23)

Em termos da x-exponencial, temos,

1
I(v)ydv = EV% 1+ K?

me (v—u,\’
Qk‘BT vV,
me (v—uv,\" v
g (SE) I e
)

7 A largura média Eq.(3.21) generalizada fica

—K

1
L

2Kk
DN e
expressa por,

com / =

=] s

AN =

mc 2K mc?

K __ 2*/‘5 1/2 2]{? T 1/2
2kpT <2 ) ] Ay = ( B 1, 2) Ao- (3.25)

No limite x = 0, retomamos a forma padrao Eq.(3.21). Embora mantendo a
mesma dependéncia na temperatura 7"/2, o alargamento Doppler térmico
é modificado no formalismo nado-gaussiano de Kaniadakis. Naturalmente

a formula acima pode ser utilizada para limitar o parametro entrépico x.



Capitulo 3. A k-Funcgdo de Distribuigdo e Aplica¢oes 46

Vale lembrar que a entropia de Kaniadakis é mais uma das ge-
neraliza¢cbes matemadticas possiveis da entropia logaritmica padrdo. Na
literatura, outras fungdes entrépicas tem sido consideradas [17, 41]. En-
tretanto, essa entropia tem se mostrado util na solugdo de varios proble-
mas tedricos ndo resolvidos pela distribuicdo de BG, e mais importante,
varias evidéncias experimentais tem sido observadas 2. Apesar disso, teori-
camente é interessante investigar se as propriedades matemaéticas prove-

niente de outras entropias admitem aplicagdes fisicas relevantes.

E importante enfatizar que a nossa deducéo da r-distribuicao foi

determinada a partir de duas tinicas exigéncias:

e isotropia do espaco de velocidades e,

e generalizacdo da condigdo de fatorizagao.

A condigdo de fatorizacdo maxwelliana fundamenta-se na pro-
priedade de que que o logaritmo da funcdo de distribuicdo completa é
exatamente igual a soma dos N termos, cada um dependendo somente de
uma componente da velocidade. Ao contrario do logaritmo, postulamos
uma condigdo de fatorizac¢do, a qual exige que a poténcia da fungdo de dis-
tribuicdo completa deve ser igual a soma N. As expressdes maxwellianas
(k = 0) sdo sempre recuperadas das generalizacdes x-logaritmicas de Ka-
niadakis. O mesmo ocorre com expressdes derivadas, como € o caso da

férmula do alargamento das linhas espectrais.

Outro tipo de aplicacdo dessas distribuigdes lei de poténcia pode ser
encontrado em sistemas auto-gravitantes [12, 54, 55, 56]. Esses sistemas
configuram esferas isotérmicas gasosas que satisfazem uma equagao de es-

tado que relaciona a densidade (p) com a pressdo (P). Distribui¢des este-

2 Aplicagdes atualizadas da r-estatistica sdo encontradas em: <www.scientificcommons.org/g_kaniadakis>.
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lares politrépicas constituem o mais simples modelo fisicamente plausivel
de sistema auto-gravitante. Entretanto, esse modelo ndo fornece uma des-
cri¢do precisa dos dados observados em galaxias reais. Nesse contexto, a
conexdo de entropias tipo lei de poténcia e estrelas politrépicas se torna um

importante objeto de estudo.

A constatagdo de que a maximizagdo da g-entropia de Tsallis, im-
pondo vinculos a massa e a energia totais do sistema, fornece uma dis-
tribui¢do configurando o sistema gasoso politrépico [12], nos sugere que a
r-entropia também pode apresentar esse comportamento, o que nos daria
mais uma prova de sua consisténcia. Nos aprofundaremos nesse assunto

no préximo capitulo.



CAPiITULO 4

A k-ESTATISTICA E SISTEMAS POLITROPICOS

Durante o século XIX ocorreram muitos avancos em diversas areas
da fisica, criando um novo ambiente para as investigagdes no mundo na-
tural. Um campo que foi investigado com rigor foi o de estrelas. Apos
algumas especulagdes, foi levantada a hip6tese de que uma estrela tinha al-
gum tipo de fonte de energia interna indefinido. Com isso em mente, Karl
Schwarzschild comecou seu trabalho na transferéncia radiativa de energia
em atmosferas estelares em torno de 1906 [57]. Isto estabeleceu a adicao
de uma nova dinamica da estrutura estelar, cuja importancia esta baseada
no equilibrio hidrostético. Foi essencialmente determinado que a estru-
tura de uma estrela é apoiada por pressdo interna, bem como a pressao
de radiacdo contra sua atracdo gravitacional. E neste periodo que, pela
combinacdo das leis da gravitacdo com a termodinamica, foi desenvolvido
um método que permitiu a criagdo de um modelo de propriedades fisicas

de estrelas. Este método utiliza politropos?, via uma equagdo de estado

IEsferas de gas em equilibrio hidrostatico.

48
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politrépica, que relaciona massa, pressdo e densidade das estrelas com seu
raio [58, 59, 60] dada por

(n+1)

P(r)=Kp(r) -, (4.1)

onde, n é chamado de indice politrépico. No limite n — oo, nds obtemos a

equacgdo de estado para esferas isotérmicas, P = Kp.

A teoria de modelos politropicos foi primeiramente desenvolvida
por Kelvin, Lane, Ritter e Fowler[58, 61]. Para muitos astrofisicos o es-
tudo de politrépicas envolve apenas interesses histéricos [59] uma vez
que foi desenvolvido no inicio das pesquisas em estrutura estelar. A ver-
dade é que os politropos fornecem informacgdes significativas na estrutura
e evolugdo das estrelas. A motivacdo para tais pesquisas veio da obser-
vagdo de certo comportamento de gases ideais quando sofrem uma trans-
formacdo de forma adiabatica [58, 59, 60]. Esta generalizagdo do compor-
tamento é caracterizada pela equacdo de estado (4.1). Quando a convecgao
é estabelecida no interior de uma estrela, ela é tdo eficiente que o gradi-
ente da temperatura resultante é o de um gés adiabético respondendo a
uma equagao de equilibrio hidrostético correspondendo a uma esfera este-

lar isotérmica. Tal configuracgao é dita politrépica.

Além da equacgdo de estado, uma outra prova da semelhanca entre a
dindmica estelar das esferas isotérmicas e os gases ideais estd na fungdo de
distribui¢do de velocidades em cada ponto da esfera estelar que é dada por
uma distribuicdo Maxwelliana [62], como veremos mais adiante. A parte
de cada dominio da astrofisica estelar, existem ainda muitas aplica¢des de
politropos. Certos problemas em dindmica estelar e estrutura galactica po-

dem ser descritas por politrépicas e a equagdo politropica de estado tem
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sido usada para representar a densidade de distribuicdo de matéria escura

ao redor de galaxias [59].

4.1 A k-entropia e sistema estelar politrépico

Ao relaxarem para o estado de equilibrio, (ou metaequilibrio),
espera-se que informacgdes acerca das condig¢des iniciais desses sistemas se-
jam perdidos, exceto aquelas ligadas as quantidades conservadas. Conse-
quentemente se tentarmos inferir através do recurso da maxima entropia,
o estado final relaxado, é razodvel que utilizemos como restri¢des as quan-

tidades conservadas [63].

As restri¢Oes naturais para sistemas estelares esféricos sdo a massa e
a energia total do sistema. No entanto, ao maximizarmos a entropia padrao
de Boltzmann-Gibbs, sem essa restricdo, nés obtemos uma distribuicdo
de esferas isotérmicas caracterizada pela massa e energia infinitas [63], o
que representa um resultado ndo-fisico. Esse resultado motivou busca por
entropias alternativas. Na Ref.[12] é mostrado que a extremizacdo da ¢-
entropia ndo-extensiva [17], considerando as restricdes de massa e energia
totais, fornecem uma distribuigao estelar politrépica cuja massa e energia
sdo finitas em relacdo a um determinado intervalo do parametro ¢. Fare-
mos uma aplicacdo semelhante utilizando a k-estatistica a fim de encon-
trar valores de « que produzam modelos politrépicos fisicamente signi-

ficativos.

A funcdo de distribuicdo associada a um sistema de estrelas

politrépicas com indice n é dada da seguinte forma [62]
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fle) = Aen3/2, e>0
= 0, e<0 4.2)

onde, ¢ é igual a uma constante menos a energia total por unidade de massa
de uma estrela individual movendo-se sob influéncia de um potencial gra-
vitacional [13]. De fato, ¢ é a energia relativa de uma estrela definida por
(e =® — 1v?) , onde,  é o potencial relativo dado por & = ¢, — ¢, ¢ é a
energia potencial da estrela e ¢, uma constante arbitraria [62]. Partindo da

r-entropia generalizada Eq.(2.13) a seguir,

1+ rl—k
S.(f) = — / / / Erdv (4.3)
2K
Impondo as restri¢des em relagdo a massa total e a energia total [12],

M = / fdSt (4.4)
e

E = % / [v? + & (7)) fdor (4.5)

onde, d°7 = d*rd3v. Levando em conta a situacdo estaciondria, utilizando

os multiplicadores de Lagrange, é visto que,

5S, — adM — BSE =0 . (4.6)
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Substituindo os vinculos da massa total e da energia total, Egs. (4.4) e (4.5),

podemos escrever,

-4 [i / (fir — fl‘“)d?’rd%] — / fdrd®v — 36 B / V2 fdPrdPv+

% / &(7) fd3rd3v] =0 (4.7)

Usando a relagédo do(7) f = 2¢(7)d f, encontramos

- [lada s - @ nprierdo| o - a [ drdos

o que resulta em

LR (=R —a— [5 ¥ qb(f)} =0, (49

2K
Identificando € = % + ¢(7), podemos reescrever a Eq.(4.8) da seguinte
forma,
(14 k) f"— (1 —kr)f "] —2kp (—% — e) =0. (4.10)

Manipulando algebricamente, podemos encontrar a seguinte fungdo de

distribuicao,
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1/k (v _ B2 7 _ 1/r
o= |10 Ve a—fePtltai—an | © (4.11)
(1+ k) Bk
Identificando,
kK2 — Be)2+1+ k2 —ak
K
e fazendo a substituicdo de ¢, temos
1/k 99 1/k
K I
= (1) e -0 -5] @12)

Utilizando as relac¢des para o potencial relativo e energia relativa menciona-
dos anteriormente, a nossa func¢do de distribuicdo de velocidades para

politrépicas fica da forma

1 271/
fo= (1’15%) {cp - %] . (4.13)

Comparando a Eq.(4.13) com a Eq.(4.2),e identificando a energia relativa ¢,

nds obtemos para o indice politrépico a seguinte relacao
1
n=—+—. (4.14)

A relacdo encontrada com a estatistica de Tsallis [12, 54] é dada por,
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3+ 1
n=—-+—
2 qg—1

(4.15)

O resultado da distribui¢do (4.13) juntamente com a relacdo (4.14)
implica que o gas politrépico é equivalente a esfera de gas isotérmica no
limite k — 0 oun — +o0, o que de fato é obtido quando adotamos a

entropia de Boltzamnn-Gibbs Eq.(2.2).

A Fig.(4.1) a seguir mostra a dependéncia entre o indice politrépico
n com os parametros ¢ e x dados pelas Egs. (4.15) e (4.14). N6s observamos
que o indice politrépico diverge para os parametros ¢ = 1 e k = 0, assim
as esferas isotérmicas ficam separadas em dois ramos. Para g > 0 e k > 0,
n cai de oo para 3/2. Pela Eq.(4.2), vemos que ¢ é uma fung¢do decrescente
com a energia. Quando n > 3/2, a funcdo distribui¢do tende a ser uma
constate independente da energia. No entanto, é sabido que para qualquer
sistema astrofisico, o indice n deve ser positivo e maior que 1/2 [62]. Assim
os intervalos 0 < ¢ <1e —1 < xk < ( representam regides proibidas, pois n

assume valores menores que 1/2 e valores negativos.

Note que k < —1 (¢ < 0) nos fornece um n > 1/2, porém esta regido
ultrapassa os limites de validade da s-estatistica. A extensdo dos modelos
politrépicos cresce com 7, no entanto, quando n > 5, a densidade cai mais
lentamente com o tamanho do raio e a massa torna-se infinita [12, 62], o
que ndo é considerado um resultado fisico. Assim podemos concluir que
o indice politrépico deve ser menor que 5 e considerando os vinculos fisi-
cos mencionados anteriormente, nés temos apenas o ramo da direita como
fisicamente significativo. Os valores fisicos de ¢ devem ser maior que 9/7
[12], enquanto que os k-valores estdo no intervalo 2/7 < k < 1 delimitado

pelo retangulo hachurado menor.
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Figura 4.1: Indice politrépico n como fungdo dos parametros ¢ de Tsallis e » de Ka-
niadakis. As linhas verticais pontilhadas marcam o intervalo limite de validade da «-
estatistica [—1,1]. As linhas horizontais marcam os valores fisicamente possiveis para o
indice politrépico n.

Com esse resultado, mostramos que o extremo local da k-entropia
nos fornece uma distribuicdo equivalente a distribuicdo politrépica cuja
conexdo é marcada pela relacdo do indice politrépico n com o parametro «
(ver Eq.(4.14)).
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Baseado na estrutura tedrica da Mecanica Estatistica Classica, o pre-
sente estudo apresentou duas formas de se obter a funcdo de distribuicao
de velocidades moleculares. A primeira partindo da fatoragdo das prob-
abilidades proposta por Maxwell em 1860 [31] e a segunda partindo do
tratamento cinético de Boltzmann [5], o famoso teorema-H de 1872. Am-
bas chegam ao mesmo resultado. No entanto apesar da grande variedade
de aplicagdes a termoestatistica cldssica ndo abarca os sistema tidos como
anodmalos, o que estimula a busca de estatisticas alternativas que generali-
zem o formalismo padrdo seguindo uma lei de poténcia. Nesse contexto,
apresentamos a generalizacdo mais conhecida da literatura, a estatistica
nado-extensiva de Tsallis [17]. Caracterizada pelo pardmetro ndo-extensivo
q essa estatistica apresenta uma entropia generalizada ndo-aditiva. Fun-
damentados nesse formalismo, mostramos a funcao de distribuicdo de ve-
locidades ndo-extensiva utilizando a fatoracdo das probabilidades e gener-

alizando o teorema-H classico [10].

56
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Com o objetivo de uma generaliza¢do ainda maior, G. Kaniadakis
[23] propde um novo formalismo que agregue varias entropias ja conheci-
das em uma unica entropia. Sobre os pilares do principio de interagao
cinética de particulas (KIP)[23, 46], surge um série de func¢des especiais
marcadas pelo parametro « que aliadas a uma algebra especial, dao o su-
porte matemadtico a esse formalismo [24, 25, 48]. Outra caracteristica da es-
tatistica de Kaniadakis é a aditividade da x-entropia que pode ser tomada
como uma soma de duas entropias de Tsallis [23]. Além da g-estatistica,
pode-se ainda obter outras estatisticas bastando para isso, fazer o correto
ajuste do parametro x como é o caso da estatistica de férmions por exem-

plo.

Sob o ponto de vista da k-estatistica, reproduzimos o teorema-H,
desenvolvido na Ref.[49] e, tendo em vista que o resultado final obtido
foi uma s-fungdo de distribuigao estaciondria, fizemos como parte original
de nossa pesquisa, a deducdo maxwelliana da x-funcdo de distribuicdo.
Como aplicacdo imediata, fizemos a dedugdo do k-alargamento Doppler
térmico para um gés em equilibrio termodinamico. Nessa ocasido reedita-
mos a fun¢do de distribuigdo de frequéncias e obtemos uma expressao para

o alargamento das linhas espectrais.

Outra aplicagdo foi feita em sistemas auto-gravitantes, onde bus-
camos encontrar o estado mais estavel da funcao de distribuicdo. Sabendo
que ao utilizar a entropia padrao, recaimos nas esferas isotérmicas de raio
infinito, nés substituimos a entropia de Boltzmann-Gibbs pela generali-
zagdo entropica de Kaniadakis. Mantendo o vinculo da massa e ener-
gia total do sistema, que sdo grandezas que se conservam, obtemos uma
distribui¢do equivalente a distribuicdo das esferas estelares politrépicas.

O que concorda com a constatagdo da Ref.[12] utilizando a g-estatistica.
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Com esse resultado nés encontramos uma relacdo direta entre o indice

politrépico n e o parametro entrépico « Eq.(4.14).

A partir da relagdo (4.14), analisamos quais os valores de x tornam
a fungao de distribuigdo politrépica fisicamente significativa. Esses valo-
res se encontram no intervalo 2/7 < k < 1 e foram obtidos através das
restri¢Oes fisicas das esferas isotérmicas. Em seguida construimos um gra-
fico indice politrépico (n) vs. parametro entrépico (x) onde foi mostrado o
comportamento da fun¢do de distribuicdo. Fizemos ainda um comparativo
com as curvas obtidas pela g-entropia, nesse caso o valor do parametro ¢

que representa um significado fisico é ¢ > 9/7.

Concluindo o presente estudo, apresentamos e discutimos uma
nova variante da estatistica de Kaniadakis, abrindo caminho, para véarias
aplicagdes em diferentes ramos da Fisica. Naturalmente, as implicacdes e
os possiveis desdobramentos do nosso trabalho estdo direta ou indireta-
mente vinculados as aplica¢des desse novo formalismo cinético. Em estu-
dos futuros pode-se, a partir dessa fungdo politrépica generalizada, deter-

minar a pressao e a densidade das esferas politropicas [54].

Ainda na linha dos sistemas auto-gravitantes podemos estudar os
efeitos da aplicagdo da x-estatistica na chamada catéstrofe gravotérmica,
originalmente investigada por Antonov[64] e Lynden-Bell [65] e revisitada

no contexto da estatistica ndo-extensiva nas Refs.[54, 55, 56].

Na linha de gases e plasmas, alguns problemas merecem ser investi-
gados dentre eles, destacamos: a generalizacdo do método de Chapmann-
Enskog para obter soluc¢des analiticas aproximadas da equacdo de Boltz-
mann segundo Kaniadakis; o calculo dos coeficientes de transporte para
um gés diluido [11]; uma dedugdo da x-distribuicdo de velocidades para

o caso do gés relativistico utilizando os quadri-vetores de velocidades [66]
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assim como uma generalizacdo da equagao de transporte de Boltzmann re-

lativistica recaindo no que poderemos chamar de teorema-H,, relativistico.
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