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Secretaria de Educagdo a Distancia — SEDIS da Universidade Federal do Rio Grande

do Norte — UFRN, desde 2005, vem atuando como fomentadora, no dmbito local, das

Politicas Nacionais de Educacdo a Distancia em parceira com a Secretaria de Educagao
a Distancia — SEED, o Ministério da Educagdo — MEC e a Universidade Aberta do Brasil —
UAB/CAPES. Duas linhas de atuacdo tém caracterizado o esforgo em EaD desta instituicdo: a
primeira esta voltada para a Formacgao Continuada de Professores do Ensino Basico, sendo
implementados cursos de licenciatura e pds-graduacdo lato e stricto sensu; a segunda volta-se
para a Formacao de Gestores Publicos, através da oferta de bacharelados e especializagdes
em Administragdo Puablica e Administragdo Publica Municipal.

Para dar suporte a oferta dos cursos de EaD, a SEDIS tem disponibilizado um conjunto de
meios didaticos e pedagdgicos, dentre 0s quais se destacam 0s materiais impressos que sao
elaborados por disciplinas, utilizando linguagem e projeto grafico para atender as necessidades
de um aluno que aprende a distancia. O conteudo é elaborado por profissionais qualificados e
que tém experiéncia relevante na area, com o apoio de uma equipe multidisciplinar. O material
impresso é a referéncia primaria para o aluno, sendo indicadas outras midias, como videoaulas,
livros, textos, filmes, videoconferéncias, materiais digitais e interativos e webconferéncias, que
possibilitam ampliar os conteudos € a interagdo entre os sujeitos do processo de aprendizagem.

Assim, a UFRN através da SEDIS se integra ao grupo de instituicdes que assumiram o
desafio de contribuir com a formagao desse “capital” humano e incorporou a EaD como moda-
lidade capaz de superar as barreiras espaciais e politicas que tornaram cada vez mais seleto o
acesso a graduacdo e a pés-graduacao no Brasil. No Rio Grande do Norte, a UFRN esté presente
em polos presenciais de apoio localizados nas mais diferentes regioes, ofertando cursos de
graduacdo, aperfeicoamento, especializagdo e mestrado, interiorizando e tornando o Ensino
Superior uma realidade que contribui para diminuir as diferencas regionais e transformar o
conhecimento em uma possibilidade concreta para o desenvolvimento local.

Nesse sentido, este material que vocé recebe é resultado de um investimento intelectual
e econdmico assumido por diversas instituicoes que se comprometeram com a Educagdo e
com a reversdo da seletividade do espago quanto ao acesso e ao consumo do saber E REFLE-
TE 0 COMPROMISSO DA SEDIS/UFRN COM A EDUCAGAO A DISTANCIA como modalidade
estratégica para a melhoria dos indicadores educacionais no RN e no Brasil.

SECRETARIA DE EDUCAGAOQ A DISTANCIA
SEDIS/UFRN



Funcoes vetoriais




Apresentacao

niciaremos nosso curso esperando que vocé consiga alcancar os objetivos basicos para

um bom desempenho na disciplina. Em primeiro lugar, esperamos que vocé seja capaz de

introduzir os resultados basicos do Calculo de fungdes de mais de uma variavel; segundo,
que vocé seja capaz de calcular comprimento de curvas e também areas e volumes. Apds isso,
vocé deve saber fornecer elementos que permitam analisar movimentos no plano e no espago
e expressar fungdes de mais de uma variavel, como polindémios. Por fim, que vocé calcule
integrais nao elementares.

Ja nesta aula, estudaremos as Funcdes Vetoriais: curvas no plano e no espaco, limite
e continuidade, derivadas, vetor tangente, que sao as ferramentas basicas para o estudo do
movimento de particulas no plano e no espacgo.

Tente entender tudo que esta sendo explicado na aula. Estude com caneta e papel ao lado.
Seja paciente e procure ter certeza que vocé entendeu o que (e por que) esté fazendo. No final
da aula, hd uma autoavaliagdo, é importante que vocé faca, pois dessa forma ira perceber se
atingiu os objetivos da aula.

Objetivos

Estudar a trajetoria, a velocidade e a aceleragdo de corpos em
movimento no plano e no espaco tridimensional;

Estudar movimentos ao longo de superficies;

Derivar e integrar funcdes vetoriais;

Aplicar os conceitos para resolver problemas praticos.



Um ponto P do plano fica perfeitamente determinado por suas duas coordenadas
cartesianas (z, y).

Imagine que vocé estuda o movimento de uma particula no plano durante certo intervalo
de tempo I. A cada instante, ao longo do movimento, a particula ocupa um ponto do plano. Para
estudar o movimento descrito pela particula, identificamos cada ponto que ela ocupa no plano
através das coordenadas cartesianas desse ponto, olhando para cada uma das coordenadas
como se fosse uma fungao do tempo: =z = z(t) e y = y(¢), onde ¢ € I.

Assim, a trajetdria da particula (ou a curva descrita pela particula) durante o intervalo de
tempo 7 ¢ dada pela colegdo de pontos da forma P(t) = (z(¢),y(t)), onde ¢ € I.

Dizemos que as equacgdes = = z(t) e y = y(t), com ¢ € I, & uma parametrizacao da
curva descrita pela particula.

Para cada instante ¢, o vetor r(¢+) = OP, que vai da origem O até o ponto
P = P(t) = (x(t), y(t)) é 0 vetor posicdo da particula: r(t) = OP = (z(t), y(t)) = z(t)i + y(t)j,
onde i = (1,0) e j = (0,1).Essa equagao define o vetor posi¢ao como sendo uma fungao vetorial
davariavel ¢t e 1.

De um modo geral, definimos uma fungao vetorial num dominio G como uma
correspondéncia que associa a cada elemento de G'um vetor no plano (ou no espago). Para
diferenciar das fungdes vetoriais, chamamos de fungdes escalares aquelas que assumem
valores reais. As fungdes x = x(t) e y = y(t) sdo escalares.

Duas fungdes vetoriais (t) = z(t)i + y(t)je r1(t) = x1(t)i + y1(¢)4Sa0 iguais se, e SO
se, z(t) = x1(t) e y(t) = y1(¢). Para todo valor de ¢ pertenente aps dominios das fungoes.

Exemplo 1

A funcdo vetorial dada por r(t) = (cos t)i + (sen t)j, comt > 0, representa o vetor
posicao OP de uma particula que descreve um movimento sobre o circulo unitario com
centro na origem, no sentido anti-horario. De fato, x(t) = cos t € y(t) = sen t € temos que

()] + [y()]* = L.

Figura 1 - Circulo de raio 1 e centro na origem.



O vetor posicdo de uma particula que se desloca no plano é dado por:

r(t) = (%)i+(t*)j, onde ~2 < ¢t < 2.
a) Escreva as equagoes que definem x(t) e y(t).

b) Descreva, geometricamente, a trajetdria da curva no plano.

Exemplo 2

A funcdo vetorial r(t) = (2 cos t)i + (sen t)j, sendo ¢ um nimero real maior do que
ou igual a zero, representa o vetor posi¢ao OP de uma particula que descreve um movimento

. .’132
sobre a elipse T y? =1

Solucao
z(t)

De fato, z:(t) = 2cos t € y(t) = sen t.Por outro lado, temos que: — =cos t, que nos

2 2
da (@) = cos® t e, como y(t)? = sen? t, segue que (@) +y(t)? =1.

A funcdo vetorial 7(t) = ( cos 2t)i+(sen 2t)j, sendo t um nimero real maior
do que ou igual a zero, representa o vetor posicao OP de uma particula que
descreve um movimento no plano. Que curva a particula descreve?

Exemplo 3

Um segmento de reta, que une dois pontos A = (ay, az2) € B = (b1, b2) do plano, pode
ser descrito como a fungéo vetorial

m Aula1 Calculo |l



T‘(t) =tB+ (1 — t)A = (tbl -+ (1 — t)al,tbz -+ (1 — t)ag),
onde ¢ & um ndmero real satisfazendo 0 < ¢ < 1.

Solucao
Observe que se ¢t = 0, entdo, 7(0) = A e, se¢ =1, entdo, r(1) = B.

Pode-se facilmente observar que a funcdo vetorial que descreve um segmento de reta
pode ser dada também como:

r(t) = A+ (B — A,
onde ¢ & um ndmero real satisfazendo 0 < ¢ < 1.

De fato, basta verificar que:r(t) = tB+ (1 —t)A=tB+ A—tA= A+ (B — A)t.

A fungdo vetorial 7(t) = ( cos 2t)i+(sen 2t)j, com ¢ um nimero real maior do
que ou igual a zero, representa o vetor posicao OP deuma particula que descreve
um movimento no plano. Que curva a particula descreve?

Limite e continuidade

aAula 1 (Limites de fungdo real em um ponto) da disciplina Célculo I, vocé ja conheceu

as definigdes de limite e continuidade de fungGes reais de uma variavel real. Uma

questdo natural que aparece quando se estuda fungdo vetorial é: como definir limite e
continuidade de fungdes vetoriais?

Se r(t) = x(t)i + y(t);7 € uma fungao vetorial, para ¢ € I, dizemos que
limr(t) = %im x(t)i+ %im y(t)j,

t—c

se cada um dos limites lim x(t) e lim y(t) existe.
—C —C

Aula1 Calculo Il



Exemplo 4

Se r(t) = (cos t)i+ (sent)j,comt €l = [0,2r], entdo,

li t)=(1l ) li t)j=0c+1.75=7.
Ay = (g, o 0 (I sen 07 =00 17 =

r(t) = ( cos 2t)i+(sen 2t), calcule lim 7r(t).

t—mw/4

Na disciplina Galculo I, Aula 1, vocé viu a nogao de continuidade para uma fungao real de
variavel real (que é o mesmo que uma funcdo escalar). Definimos continuidade para uma fungdo
vetorial da mesma maneira que definimos continuidade para uma fungéo escalar, assim:

se r(t) = z(t)i + y(t)j é uma funcdo vetorial, entdo, »(¢) é continua em ¢ = c se, € SO Se,
711_1r>1(1:'r(t) =r(c).

A definicdo de limite de funcoes vetoriais garante que r(t) = z(t): + y(t); é continua em
t = c se, e S0 se, as fungdes escalares x(t) e y(¢) forem continuas em ¢ = ¢. Desse modo,

sO tem sentido falar em continuidade da fungéo vetorial »(¢) em ¢ = ¢ se o nimero ¢ € um
elemento do dominio de r(¢).

Observe que a nogdo de continuidade é pontual. Quando a fungdo vetorial (¢) é continua
para todo ¢ do dominio, dizemos, simplesmente, que r(t) & continua.

Exemplo 5

As funcdes vetoriais r(t) = (cos t)i+ (sent)j, comt € [ = R, € r(t) = (2 cos t)i
+ (sent)j, com t € I = R, sdo continuas em todos os pontos do dominio, pois as
correspondentes fungdes escalares x(t) e y(¢) sdo continuas.
U ‘r C

o

“ ; p ‘rj

Aula1 Célculoll



Diga, justificando, se as fungdes vetoriais dadas sao continuas no conjunto dos
ndmeros reais:

a)r(t) = (sent)i+ (sent.cost)j
b) r(t) = (cos t)i+ (tgt)j

6)r(t) = (VEF1i+1t)

d) () = [1/2F1]i+(sen t)]

Derivada de uma
funcao vetorial

Na disciplina Galculo |, na Aula 4 (A derivada), vocé aprendeu o conceito de derivada de
fungGes reais de variavel real. Recordando, uma fungdo real f(x), com z € I, tem derivada no

ponto = = x( Se 0 quociente de Newton flao + h})L — f(z0) tem limite quando A se aproxima

de zero. Esse limite é chamado de derivada de fno ponto z = x:

df(zo) .. f(wo+h)— f(xo)
A A h '

f'(xo) =

Seja r(t) = x(t)i + y(t)j, com t € I, 0 vetor posi¢ao de uma particula que descreve
um movimento no plano. A diferenca entre as posi¢oes da particula no instante ¢t = ¢, e
t = to + h é dada por

r(to +h) —r(to) = [z(to + h)i + y(to + h)j] — [x(t)i + y(t)j] =
= [z(to + h) — x(t)]i + [y(to + k) — y(t)]J.
E facil ver que, quando h se aproxima de zero, o ponto r(to + h) = @ aproxima-se do

ponto P = r(t). Por outro lado, a secante PQ a curva descrita pela particula aproxima-se da
tangente a essa mesma curva no ponto P. Quando o ponto @ se aproxima de P, 0 quociente

r(to + h})b — (%) aproxima-se do limite:

Aula1 Calculo |l



lim r(to+h) —r(to) _ lim x(to + h) — x(to) i+ |1im y(to + h) —y(to) i
h—0 h h—0 h h—0 h

_dz. dy .

= T

Assim, dizemos que uma fungdo vetorial (¢) = x(t)i + y(¢)j tem derivada em ¢ = ¢,
ou é derivavel em ¢ = ¢ se as fungdes escalares =(t) e y(t) tém derivadas em ¢ = to. Nesse
caso, a derivada de r(¢) em ¢ = t, € a fungao vetorial dada por:

dr . r(to+h)—r(ty) dz(to). dy(to) .
' _ — )
rlto) = 3 = im h a

De maneira analoga ao que fizemos anteriormente para o item continuidade, dizemos que
uma fungao vetorial r(¢) é derivavel se possui derivada para todo ponto do dominio.

Dizemos que uma curva, representada por »(t), com ¢ € I, € lisa ou suave se a derivada
dr
dt
derivadas, suas derivadas sao fungdes continuas e elas nunca se anulam simultaneamente.

Ou seja, uma curva lisa nao possui vértices (ou bicos), conforme as figuras 2 e 3 a seguir.

for continua e nunca for zero. Isso significa dizer que as fungdes escalares z(t) € y(t)tém

Figura 2 - Curva com vértices (ou bicos).

Figura 3 - Curva lisa.



Exemplo 6

Considere a funcdo vetorial r(¢t) = (sent)i + (2¢)j. As fungOes escalares
z(t) = sen t e y(t) = 2¢ sdo derivaveis. Portanto,
dr(t) d(sent). d(2t)

_ - "y
o g i+ dt] (cos t)i + 2

E facil ver que as regras basicas para o calculo das derivadas estudadas em Célculo | se
aplicam para o caso de fungdes vetoriais, fazendo as devidas adaptagoes.

(1) Derivada de uma funcao vetorial constante

-~ d
Se r(t) = ai + bj, com a, b constantes, entdo, d_; =0.

(1) Derivada do produto de uma constante por uma funcao vetorial

Se a ¢ um namero real e »(¢) € uma fungdo vetorial derivavel, entdo, temos que

dr(t)

d
%[a.r(t)] = a0

(1) Derivada do produto de uma funcao escalar por uma funcgao vetorial

Se f(¢) € uma funcdo real de variavel real derivavel e (¢) € uma funcéo vetorial derivavel,
entdo,

d dr(t)

SO (0] = £ @) + 10,57

(IV) Derivada da soma de duas funcdes vetoriais

Se r(t) e r,(t) sdo duas fungdes vetoriais derivaveis, entdo:

d(T1+T2)(t) _ dTl(t)+dT2(t)
dt dt dt

Aula1 Calculo Il



(V) Derivada da diferenca de duas funcdes vetoriais

Se r,(t) e r,(t) sdo duas fungdes vetoriais derivaveis, entao:

d(?“1 —7‘2) (t) _ drl (t) _ dT‘Q (t)
dt dt dt

(V1) Derivada do produto escalar de duas funcdes vetoriais

Se r,(t) e r,(t) sdo duas fungdes vetoriais derivaveis e <r (t), r,(t)> & o produto escalar

delas, entdo:
d N dTl (t) dTQ(t)
7 < ri(t), ro(t) >=< pn () >+ < ri(t), T

(V1) Regra da cadeia

Sejam () uma fungdo real de variavel real, derivavel, e r(t) uma fungdo vetorial, temos que:

dr(f(t)) dr(f(t)

a =IOy

Esboce uma prova para cada uma das sete regras apresentadas anteriormente.

Exemplo 7
Sejam f(t) = et,r1(t) = (t?)i+(2t)j e ro(t) = (cos t)i + (¢3);. Calcule:

a) L1 ()

b) d< Tl(t),TQ(t) >

dt
c) d7”1(d];(t))
Solucao
a) %[f(t).rl(t)] — (1) (t) +f(t)_d7";_t(t) et (12 4 267) 1 ot (2t 4 25) =

=el.(t2 + 2t)i + €' (2t + 2)j.

n Aula1 Calculo Il



b) 150002 _ D) ) =< T ) >+ <),

=< [2ti + 2j], [(cos t)i + t35] > + < [t%i + 2tj], [(—sen t)i + 3t%j] >=

d7'2 (t)
dt

>

= 2t(cos t) + 2t3 + —t2sen t + 6¢°

€) Sabemos que dnt/®) _ f’(t).w. Por outro lado, f'(t) = €',

dt
ri(f() = ri(et) = (e')?i + 2etj = e?hi + 2¢f5 e w = 2e2%i + 2¢t5. Logo,
dry (Cij;(t)) = e(2ehi + 2e'j) = e (2eli + 27).

Sejam 7,(t) e r(t) duas fungoes vetoriais dadas por: r1 (t) = (12sen t)i + (12cos t)j,
com ¢>0,ery(t) = (5sen t)i + (tcos t — sen t)j, com ¢ > 0.

Calcule:

d(‘?‘l 4= ‘7"2)(f) h) d(?‘l = ‘I‘g)(f) c) d<rq (T) —+ 7o (t)>

C)

dt dt dt

Para concluir o estudo de movimentos de particulas no plano, definiremos a seguir 0s
conceitos de velocidade e aceleragdo.

Se r(t) & o vetor posi¢do de uma particula que se move ao longo de uma curva lisa no
plano, definimos, para cada instante ¢, o vetor velocidade, v(¢), como sendo a derivada do

vetor posicao. Isto &, v(t) = dtl—it) que é um vetor tangente a curva.

Exemplo 8

Se r1(t) = (t?)i + (2t);j é o vetor posicdo de uma particula que se move no plano, a
velocidade num instante ¢ € v(t) = (2t)i + 2.
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Em cada um dos casos a seguir, encontre o vetor velocidade, num instante
arbitrario ¢.

a)r(t) = (sen t)i+(3—2cos t)j c)r(t) = <:4__1> i+ 2tt_ lj

b)r(t) = (3—2t)i+(2t+1)j

Se v(t) = vi(t)i + v2(t)j é 0 vetor velocidade, a norma do vetor velocidade, ||v(t)]], &
0 numero real maior ou igual a zero dado por: ||v(t)|| = \/[Ul(t)]2 + [v2(8)]%.

Exemplo 9

Usando o vetor posicao r(t) = (t2)i + (2t);, do exemplo 8, vimos que a velocidade
v(t) = (2t)i + 2. Logo, a norma do vetor velocidade € igual ||v(¢)|| = V42 + 4 = 2v/t2 + 1.

Em cada um dos casos a seguir, encontre o vetor velocidade e sua norma.

a) r(t) = (cos t)i+(sen t)j

b) r(t) = (sen 2t)i+(sect)j

C) r(t) = (V2t—1)i+(2t+12);

Se r(t) € o vetor posigéo da particula que se move ao longo de uma curva lisa no plano,

definimos, para cada instante ¢, o vetor aceleragao, «(t), como sendo a derivada do vetor

2
velocidade. Isto é, a(t) = dl:l—it) = ddzgt)_ Portanto, o vetor aceleragdo é a derivada segunda

do vetor posigao.
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Exemplo 10

Seja kum numero real positivo e r(t) = (kcos t)i + (ksen t)j 0 vetor posicdo de uma
particula que se move no plano, com ¢ um namero real positivo.

a) Encontre os vetores velocidade e aceleragio.
b) Verifique que o vetor velocidade é perpendicular ao vetor aceleragao.

¢) Calcule a norma do vetor velocidade e a norma do vetor aceleragao.

Solucao

a) Sabemos que o vetor velocidade é igual a v(t) = . Assim, derivando em relagao

dr(t)
dt
a ¢ as coordenadas do vetor r(¢), obtemos v(t) = (—ksen t)i + (kcos t)j € como 0 vetor

do(t)  Pr(t)

aceleracdo é dado por a(t) = - a2

temos que
a(t) = (—kcos t)i + (—ksen t)j.

h) Calculando o produto escalar <v({), a(t)>, temos que:
<v(t),a(t) >=< (—k sent)i+ (k cos t)j,(—k cos t)i + (—k sent)j =
= k2(sen t).(cos t) — k*(cos t).(sen t) = 0.

Logo, v(t) é perpendicular ao vetor a(t).

€¢) A norma do vetor velocidade € igual a:

[o(t)]] = \/(—k sen )® + (k cos 1) = \/k2[(sen £)? + (cos 1)* = VRZ = k| = k.

Portanto, a norma do vetor velocidade é constante. A norma do vetor aceleragdo é dada por

a(t) = \/(—k cos t)? + (—k sen t)? \/k:2 [(cos t)? + (sen t)? = V2 = |k| = k..

Portanto, a norma do vetor aceleragao é constante.

Seja r(t) = (1 —t)i + (3t); o vetor posicdo de uma particula que se move no
plano, com t um namero real positivo.

a) Encontre os vetores velocidade e aceleragao.

b) Verifique se o vetor velocidade é perpendicular ao vetor aceleracao.

c) Calcule a norma do vetor velocidade e a norma do vetor acelerago.
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Integral de uma funcao vetorial

Recordando: na disciplina Calculo I, vocé viu que dada uma fungao escalar f(z), continua
no intervalo 7, chamamos de integral indefinida de f(¢) uma fungdo derivavel F(x), chamada
primitiva de f(¢), tal que a derivada de F'(z) é igual a f(z):

/ (bt = F(t) & F'(t) = £(1).

Por outro lado, dada uma funcgdo vetorial £(¢), derivavel, calculamos a derivada de F(t)
quando calculamos a derivada de cada uma de suas coordenadas.

Dizemos que uma fungao vetorial F(¢) € uma primitiva de uma funcdo vetorial r(t) se

dF(t)
= r(t).

E fécil mostrar que toda primitiva da funcéo vetorial (¢) tem a forma F(¢) + C, onde C
¢ um ponto fixo. Definimos a integral indefinida da funcdo vetorial r(¢) em relagdo a variavel t
ao conjunto de todas as primitivas, denotado por /r(t)dt.

Assim, se F'(t) € uma primitiva de r(t), entdo, [ r(t)dt = F(t) + C, onde C'é um
ponto fixo. E facil ver, portanto, que as regras basicas para integrais indefinidas do Célculo |
se aplicam para o caso de fungoes vetoriais, fazendo as devidas adaptagoes.

Exemplo 11

Seja r(£) = (cos £)i + (sen t);. Calcule a integral indefinida / r(t)dt.

Solucao

= /[(cos t)i + (sen t)jldt = (/ cos tdt)i + (/ sen tdt)j

= [(sent) + Cili+ [(—cos t) + Calj =

= [(sen t)i+ (—cos t)j] + (Cyi + Caj) = [(sen t)i+ (—cos t)j| + C,
onde C = C1i + Caj.

Seja r(t) = (cos t)i + (sen t);. Galcule todas as primitivas de r(¢).

m Aula1 Célculoll



Seja r(t) = x(t)i + y(t)j uma funcdo vetorial com as fungdes escalares x(t) e y(¢)
integraveis no intervalo I= [a, b], entdo, r(¢) também integravel em I'= [a, b] € a integral
definida de »(¢):

b b b
/ r(t)dt = ( / 2(#)dt)i + ( / y()dt)j.
Exemplo 12
Sejar(t) = (cos t)i + (sen t)j. Calcule a integral definida /7T r(t)dt.
0

Solucao

/ r(t)dt = (/ cos tdt)i—i—(/ sentdt)j = (sen m—sen 0)i+(—cos m+cos0)j = 2j
0 b 0

1

Seja r(t) = (6 — 6t)i+ (¢ + 1)j. Calcule a integral definida / r(t)dt.
0

Curvas e funcoes vetoriais
no espaco tridimensional

De modo analogo ao que fizemos para as curvas planas, podemos estudar as curvas
descritas por uma particula no espaco tridimensional.

Um ponto P do espaco fica perfeitamente determinado por suas trés coordenadas
cartesianas (z, y, 2).

Do mesmo modo que fizemos para uma curva no plano, imagine que vocé estuda o
movimento de uma particula no espaco tridimensional durante certo intervalo de tempo . A
cada instante, ao longo do movimento, a particula ocupa um ponto do espago. Para estudar o
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movimento descrito pela particula, identificamos cada ponto que ela ocupa no espago através
das coordenadas cartesianas desse ponto, olhando para cada uma das coordenadas como se
fosse uma fungdo do tempo: x = x(¢t),y = y(t) € z = z(t),onde ¢t € I.

Assim, a trajetoria da particula (ou a curva descrita pela particula) no espago durante o
intervalo de tempo 7é dada pela colecdo de pontos da forma P(t) = (x(t), y(?), 2(t)), onde t e L.

Dizemos que as equacgbes x = z(t),y =y(t) ez =2(t), com ¢ € I, € uma
parametrizagao da curva (no espago) descrita pela particula.

Figura 4 - Curva no espago tridimensional.
Para cada instante ¢, o vetor r(t) = OP,, que vai da origem O até o ponto
P = P(t) = (=(t),y(t), 2(t)) & 0 vetor posigao da particula:
r(t) = OP = (x(1),y(t), () = 2(V)i + y(t)j + =(t)k,

onde < = (1,0,0), j = (0,1,0)e k = (0,0, 1). Essa equacgao define o vetor posicdo como
sendo uma funcao vetorial da variavel t L.

Os conceitos de limite, continuidade, derivada, integral, velocidade e aceleragdo podem
ser feitos da mesma maneira que fizemos antes, adaptando-o0s ao caso tridimensional.

a) Se r(t) = x(t)i + y(t)j + =(t)k € uma fungdo vetorial, para ¢ I, dizemos que
Pm r(t) = lim x(t)i + %im y(t)j + %im z(t)k,

se cada um dos limites %im x(t), }tim y(t)e Pm z(t) existe;
—C —C —C

b) Se »(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k € uma fungdo vetorial, entdo, () é continua em
t= cse, esose, %imr(t) =r(c).
Procedendo do mesmo modo que no caso bidimensional, a definicdo de limite de fungoes

vetoriais garante que r(¢) = x(¢)i + y(t)j + z(¢)k€ continuaem ¢ = cse, e SO se, as fungoes
escalares z(t), y(t) e z(¢) forem continuas em ¢ = c.



Desse modo, s0 tem sentido falar em continuidade da fungao vetorial r(¢) em ¢t = ¢ se
o numero ¢ for um elemento do dominio de r(¢).

Observe que a nogdo de continuidade é pontual. Quando a fungao vetorial »(¢) é continua
para todo ¢ do dominio, dizemos, simplesmente, que r(¢) é continua.

€) Dizemos que uma fungdo vetorial r(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k tem derivada em
t=1t_ou ¢ derivavel em ¢ = ¢_se as fungdes escalares z(t), y(?) e z(¢) tém derivadas
em ¢ =t . Nesse caso, a derivada de (¢) em ¢ = ¢ € a fungao vetorial dada por:

dr . r(to + h) — r(to) B dx(to) . dy(to) . dz(to)
T At o h = a Ta T a

Uma func@o vetorial r(¢) é derivavel se possui derivada para todo ponto do dominio.
De modo analogo ao caso bidimensional, dizemos que uma curva no espaco tridimensional,
- . dr .
representada por = (t), com ¢ € 1, € lisa ou suave se a derivada i for continua e nunca for zero.

Isso significa dizer que as fungoes escalares x(t),y(t) e z(¢) tém derivadas, suas derivadas
sdo fungdes continuas e elas nunca se anulam simultaneamente. Ou seja, uma curva lisa nao
possui bicos.

As regras basicas para integrais indefinidas vistas na disciplina Calculo | também se
aplicam para o caso de funcgdes vetoriais no espaco tridimensional, fazendo as devidas
adaptacGes. Além das propriedades ja mencionadas no item Derivada de uma funcao vetorial,
acrescentamos mais uma, a (viii), que diz respeito a derivada de um produto vetorial.

Recordando: se A = (aq, a2, as3), B = (b1, ba, b3)sdo vetores do espaco tridimensional,
0 produto vetorial dos dois vetores é dado por:

A x B = (agb3 — agba, agby — a1bz,arby — azby).

(viii) Se r,(t) e r,(t) sdo duas funcgdes vetoriais no espaco, derivaveis, o produto vetorial
7r1(t) x ry(t) € derivavel e:

d d7’1 (t

fT'l(t) X 7‘2<t) = i

dT‘Q (t)
dt '

) X 1o(t) + r1(t) X pn

) De modo andlogo ao caso no plano, definimos a integral indefinida da funcao vetorial
r(t) no espaco tridimensional em relagdo a variavel ¢ ao conjunto de todas as primitivas,
denotado por / r(t)dt.

Assim, se F(¢) € uma primitiva de r(¢), entao, /r(t)dt = F(t) + C,onde C'é um ponto
do espaco fixado.

E f4cil ver que aqui as regras basicas para integrais indefinidas do Calculo | se aplicam
para o caso de funcoes vetoriais no espaco tridimensional, fazendo as devidas adaptagoes.

A seguir, vamos dar exemplos de curvas no espaco tridimensional.



Exemplo 13 (Helice)

Na Figura 5, a seguir, vemos o grafico da funcao vetorial (curva) dada
r(t) = (2cos t)i + (2sen t)j + tk,com 0 <t < 5, onde destacamos os pontos:

A, B, C, D, E, F, G, que coincidem respectivamente com:
r(0),7(7/2),r(2m),r(57/2),r(4m), r(4m), r(97/2), r(57).

Fazendo os célculos usando as fungdes componentes, concluimos que:

A=7(0)=(2,0,0),B=r(r/2) = (0,2,7/2),
C=7r2n)=(2,0,2m),D =7(57/2) = (0,2,57/2),
E = #(47) = (2,0,47), F = #(97/2) = (0,2,97/2),
G =7 (bm) = (—2,0,57).

Pode ser dificil para vocé eshogar esse grafico, porém, é indispensavel que vocé entenda

o0s calculos feitos anteriormente!

A curva definida anteriormente é denominada de hélice. A projecdo dessa curva no plano
XY éacircunferéncia r(t) = (2cos t)i + (2sen t)j, de raio 2. Por isso, dizemos que essa

hélice tem raio 2.

Observe que pontos consecutivos em uma mesma vertical tém distancia constante. Essa
constante é denominada de passo da hélice. Nesse caso, o passo da hélice é 2x, pois a

distdncia d entre os pontos A e C é 27r,, como vemos nos calculos a seguir:

d= \/2—2 (0—0)2+ (2r — 0)* = Var? = 2r.

Figura 5 - A hélice.



Determine o maior subconjunto de R que serve como dominio para
r(t) = (cos mt)i—(In t)j+(+/t—2)k e encontre o valor de r(3).

Exemplo 14

Uma formiga caminha sobre uma esfera de raio 1, descrevendo uma curva lisa
r(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k, derivavel em fungéo do tempo, ¢ € L.

(A equacdo da esfera de raio 1 e centro na origem é dada por 22 + 2 + 22 = 1).

Mostre que o vetor velocidade é perpendicular ao vetor posigao r(%).

Solucao

Como a curva r(t) estd sobre a esfera, temos que x(¢)? + y(¢)* + z(t)* = 1, para cada
instante ¢. Mas, sabemos que o0 modulo do vetor r(¢) é constante (igual a 1, pois r(t) esta
sobre a esfera de raio 1, com centro na origem). Assim,

[|[r()]] = /< r(t),r(t) > = 1,que é 0 mesmo que:
<r(t), r(t)> = 1.

Derivando em relagdo a ¢t ambos os membros da igualdade anterior, obtemos

a4 <r(t),r(t) >=< d:g),r(t) >+ < r(t), d:l—it) >=2 < r(t),

dr(t)

Portanto, < r(¢), g =< r(t),v(t) >= 0, 0 que significa dizer que o vetor posi¢ao

) o,

é perpendicular ao vetor velocidade.

Esboce o segmento de reta representado pela equagao vetorial:

r(t)=1—t)yi+(1—t)j+tk0<t<L1.
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Nesta aula, estudamos as fungdes vetoriais: curvas no plano e no espaco, limite e

continuidade, derivadas, vetor tangente. Vimos muitos exemplos que permitiram
o0 aprofundamento dessas funcgdes, de modo que vocé consiga resolver problemas
parecidos, envolvendo 0s assuntos aqui tratados.

Autoavaliacao

Esboce o segmento de reta representado pela equagao vetorial:
n rt)=0—-t)yi+(1—-t)j+tk0<t <1

n Dado r(t) = (a cos t)i+(a sen t)j+3k, coma > 0e 0 < ¢ < 27, encontre

d<ry (t) + 72 (t)>
dt '

1

n Sejar(t) = (t2)i + (eb)j — (2 cos mt)k. Encontre, }in% r(t),r'(t) e / r(t)dt.

0

(sem deslizar) sobre uma reta, o ponto P do circulo descreve uma curva chamada
cicloide, conforme mostra a Figura 6. Observe que, quando o circulo rola sobre
uma reta, esse ponto P, periodicamente, toca a reta. Um modo conveniente de
representar uma cicloide é por meio de equacgdes paramétricas, supondo que 0
circulo rola sobre o eixo X e que 0 movimento comecga quando o centro do circulo,
C, esta no semi-eixo positivo dos Y. Assim, a cicloide é a curva descrita pelo ponto
P, que, na posicao inicial (isto é, quando o centro do circulo esta no eixo positivo
dos Y), encontra-se na origem.

u Considere um circulo de raio a e um ponto P desse circulo. Se esse circulo rola

a) Deduza que as equagdes paramétricas da cicldide sdo:
z(0) = a(® —senB) e y(0) = a(l — cos0),

onde 6 é o0 angulo varrido pelo raio C'P quando o circulo rola para uma nova posicao.
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b) Se r(0) = [a(h — sen )i + [a(1 — cos 0)]7, calcule 7/ (6).
dy/df
dx/do

pontos sdo aqueles em que a cicldide toca o eixo X e sao chamados de clspides.
Observe que a tangente a cicl6ide nos clspides é vertical.

¢) Verifique que a derivada nao esta definida para @ = 0; & 2; & 4m; Esses

Figura 6 - A cicldide.
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Comprimento de curva, regra
da cadeia e triedro de Frenet




Apresentacao

esta aula, estudaremos comprimento de curva, regra da cadeia, reparametrizagao

e parametrizagdo pelo comprimento de arco. Apresentaremos defini¢des e técnicas

que facilitam o estudo de movimentos de particulas no plano e no espacgo, usando
0s conhecimentos de derivada de fungdes vetoriais e curvas, estudados na Aula 1 (Funcgoes
vetoriais) desta disciplina.

Tente entender tudo que esta sendo explicado na aula; estude com caneta e papel ao
lado; seja paciente e procure ter certeza de que vocé entendeu o que (e por que) esta fazendo.
Ao final da aula, é importante que vocé tente fazer a auto-avaliagdo proposta, como forma de
saber se voce atingiu os objetivos da aula.

Objetivos

Calcular o comprimento de uma curva dada.

Entender o significado da regra da cadeia e usa-la para
derivar fungoes vetoriais compostas.

Calcular as componentes da aceleragdo ao longo de uma
curva no triedro movel de Frenet.

Entender e aplicar os conceitos vistos anteriormente para
resolver problemas praticos.



Nesta sessdao, vamos definir o conceito de comprimento de curva e fazer
algumas aplicagdes.

No estudo do movimento de uma particula ao longo de uma curva lisa, é conveniente
conhecer a localizagao de um ponto P sobre a curva. Essa localizagao pode ser dada pela exata
distancia desse ponto P a um ponto inicial P, calculando essa distdncia ao longo da curva.

Seja C(t) = (z(t),y(t)), com a < ¢ < b, uma curva no espaco bidimensional. O que
€ 0 comprimento dessa curva de C(a) até C(b)?

Na Figura 1, desenhamos uma curva lisa G(t), com a <t < b. Intuitivamente, a figura
nos sugere que podemos aproximar o comprimento, /, pelo comprimento da poligonal que
liga C(a) a C(b).

Figura1- CurvalisaC (t),com a <t < b.

Observe que a particdo do intervalo [a, b], na Figura 1, é dada apenas por {to, t1, 2, t3},
onde a=ty<t;<ty<ts=>b. Aproximamos o arco da funcdo vetorial
C(t) = (x(t),y(t)) pelos segmentos de reta FPo, P, P, P, P, P3, que unem
0s pontos  Py=(x(to),y(to))aPr = (z(t1),y(tr1)), Pr = (x(t1),y(t1)) a
Py = (z(t2),y(t2)), P2 = (z(t2), y(t2)) @ Ps = (2(t3),y(t3)).

O comprimento do arco / de uma curva paramétrica com a <t < b, como sugerido
pela Figura 1, pode ser aproximado pelo comprimento da poligonal, que é dado pela formula:

l=F,PL+P,P+ P, P



Ou ainda:

2 2
_ \/(x“if:ff”)) +<Z/(t2:i/0(to)> (t—to) +
o 2 _ 2
\/ CEE ) UETE R
2lts) = w(t2)\* | (yts) —y(t2)\’
¢( ;_QQ) +< ;_w2>(m—m

No caso geral, 0 comprimento total, 7, de uma poligonal com n lados, que aproxime 0
comprimento de uma curva paramétrica C(t) = (z(t),y(t)), onde to <t < t,, N0 espago
bidimensional, é igual a:

l=Li+Lo+-+Lp+ -+ Lp1+Ly=
ILELEDY V@t = 2(te)) + (Wt — y(t1)” =

- (Y (Y

tr — 1 tp — tp—1

Para tornar essa aproximagdo mais precisa, deveriamos tomar a poligonal cada vez mais
préxima da curva, o que significa aumentar o nimero de lados da poligonal. Como vocé ja
viu em Calculo I, isso nos leva a nogao de limite. De modo que, para otimizar nosso calculo,
vamos tomar o limite dessas somas quando » tende ao infinito e, assim, o comprimento do
maior subintervalo tende a zero.

Dessa maneira, 0 comprimento, /, da corda entre 0s pontos A = z(tg) € B = z(ty,),
comty =aet, =b, sobreacurvaé dado por

z(ty) — x(ti-1) ) (y(te) = y(te-1) )
= L. = 1 AL REALAEEE A N
= nh—{%oz k= mazx lAntlk—>OZ \/ tr —te—1 > + te —th—1
Atk—/ VT +y

Resumindo: o comprimento do arco, /, de uma curva paramétrica C'(t) = (x(t), y(¢))
no espaco bidimensional, com a < ¢ < b, é dado pela formula:

- /b (02 ()2 dt




Exemplo 1

Considere a curva C(t) =(2cost,2sent)com0 <t <x/4. Determine o
comprimento dela.

Solucao

Usaremos a formula que calcula comprimento de uma curva.

/4 w/4
l:/ V' () =y (b) 2dtz/ \/((2 cos t))* 4 ((2 sen t))2dt =
/4
/ \/ —2 sen t)? + (2 cos t)?dt =

w/4
/ \/4 sen? t + cos? t) dt—/ 2dt—2[t]7r/4—2(7r/4—0)=7r/2
0

0 comprimento da curva é rt/2.

Considere a curva C(t) = (3 —3t,3t>) com1 < ¢ < 2. Determine o
comprimento dessa curva.

Podemos usar o mesmo raciocinio usado anteriormente para o caso de uma curva no
espaco tridimensional. O comprimento do arco, /, de uma curva C(t) = (x(t), y(t), 2(t)),
com a <t < b no espaco tridimensional desde C(a) até C(b) é dado pela formula:

z_/\/ )2 4+ 2 (1)? dt.

Para concluir essa se¢do, mostraremos, a seguir, uma outra maneira de apresentar a
formula do célculo do comprimento de arco de uma fungdo vetorial.

Ser(t)=x(t)i+y(t)j + z(t)k & o vetor posicao de uma particula, sabe-se que
r'(t) =2/ (t)i + ¢/ (t)j + 2/ (t)k, logo, || (t)|| = \/x’(t)2 +y () + 2 ()

b
Com isso, concluimos quel:/ |7/ (t)]|dt.
a
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Teorema 1

Se C for o grafico de uma funcao vetorial suave »(¢) no espago bi ou
tridimensional, entdo, seu comprimento de arco, s(t), de r(a) até (¢), é dado

p

or:
s(t) = / ()] dr ou s(t) = / VIR + O] + ()] dr.

Além disso, como consequéncia do Teorema Fundamental do Calculo, temos

d‘;f) =s'(t) = \/ [/ ()] + [y ()] + [/ ()],

isto 6, s'(t) = ||7/(¢)||, onde s(¢) é a fungdo comprimento de arco.

Prova

t+h)—r(t —
r(t+ })L r( ) Como r(t+ hf)L r(t)
vetor paralelo, ao vetor de origem em (¢ ) e extremidade em (¢ + k), quando  Se aproxima
r(t+h) —r(t)
h

Da defini¢ao, temos que /() = }llirr(l) é um

de zero, 0 vetor se aproxima da posicdo limite, que é tangente a curva no
ponto r(¢). Portanto, »/(¢) é tangente a curva no ponto (t). Essa justificativa pode ser melhor
compreendida com o auxilio da Figura 2.

Figura 2 - Interpretacdo gréfica da derivada da funco vetorial suave ().



Exemplo 2

Considere a reta no plano dada pelo vetor posigao r(t) = (7t — 9)i — (5t +4)j — 2t k.
Determine o comprimento, /, do segmento de reta no intervalo 0 < ¢ < 2.

Solucao

Usaremos as férmulas vetoriais.

Inicialmente calculemos a norma de 7/ (¢).

(O] = 2/ (0% + /(0% + 2(6)2 = (1) + (5) + (~2)° = VT8

b 2
l=/ ||r'(t)||dt=/ VT8 dt = VB[] = VTB(2 — 0) = 278,
a 0

0 comprimento do segmento é 2v/78

Considere a curva C' no plano que tem vetor posicao

: et
r(t) = e?i+ (4 = f) J-

Determine o comprimento de C, /, nointervalo 0 < ¢ < 5.
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0 estudo de uma curva r(t), o pardmetro ¢ é interpretado como o tempoe o /() 0

vetor tangente, entendido como a velocidade com que a particula percorre a curva.

Uma mesma curva pode ser percorrida com velocidades diferentes. Distinguimos
duas dessas formas de percorrer a curva através do parametro t. Por exemplo, se um veiculo
desloca-se em linha reta num trecho de estrada com a velocidade de 60 km/h, em 1 hora
percorrera 60 km. Mas, se em vez de 60 km/h, a velocidade for de 120 km/h, ele percorrera
0s 60 km em %2 hora. No primeiro caso, temos o vetor deslocamento dado por r(¢) = (601t),
onde 0 <t <1,e, nosegundo caso, é dado por P(¢)=(120¢);,com0 < t < /5. Observe
que a mesma trajetoria foi obtida por duas parametrizagdes diferentes, isto &, um exemplo de
uma mudanca de parametro, que de um modo geral definimos por:

Definicao 1

Uma “mudanca de pardmetro” em uma fungdo vetorial »(¢) é uma substitui¢do
t = g(7) que produz uma nova fungao vetorial r(g(7)) tendo 0 mesmo gréfico
que r(t), mas, possivelmente, com 0s dominios dos parametros ¢ e = diferentes.

Exemplo 3

Faca uma mudanca de parametro ¢ = 27 + 1 para o circulo 7(t) = cos ti + sen tj |
0<t<2r.

Solucao

Devemos inicialmente determinar o dominio (isto €, onde ¢ pode variar) de r(g(7)),
que corresponde ao dominio de 7' (¢), que é o intervalo 0 < ¢ < 27: para ¢t = 0, temos
0 =27+ 1portanto, 7 = —1/9;para 7 = 27 temos 27 =27 + 1 portanto 7 = = — 1 /s,

Logo, o dominio de r(g(7)) é ointervalo —'/2 <7 <m—"1/s.

Calculemos agora r(g(7)). Como r(g(7)) = cos(2T + 1)i + sen(27 + 1),
a nova parametrizagdo do circulo é r(g(7)) = cos(2T + 1)i + sen(27 +1)j com

“lh<r<n-1/y-



Podemos evitar o uso da composicdo de fungdes e da letra grega, reescrevendo
a nova parametrizacdo na forma: p(t) =cos(2t+1)i+sen(2¢t+1)j, com
“ty<t<m—1/s.

Exemplo 4

Determine a e b de modo que 7 =a 7 + b Seja uma mudancga de parametro para o
circulo r(t) = cost i+ sent j, 0 <t < 2w, de modo que o circulo seja tragado no sentido
horério quando 7 cresce sobre o intervalo [0, 1].

Solucao
Temos, t = g(7) = 2n(1 —7)equando 0 < 7 < 1,temos ¢t = 2r parat =0.

Ou seja, r(t) = (cos t) i + (sent) j,com 0 < ¢ < 2.
Assim, r(g(7)) = cos(2m(1 — 7))i + sen(2m(1 —7))j,c0m 0 <7 < 1.

Determine a e b paraque 7 = a 7 + b Seja uma mudancga de parametro para a
curva r(t) = ti +t25,com 0 < ¢t < 2, de modo que:

a) a curva seja percorrida de  (0) para r(2), quando T varia de 0 até 1;

b) acurva seja percorrida de ~(2) a - (0), quando T varia de 0 até 4.

Voltando ao exemplo 3, observe que:
r(m/6) = cos (1/6) i + sen (w/6) j = 0,866 i + 0,5 j;

p(m/12—-1/2) = cos (2(w/12—1/2)+1) i+ sen (2(r/12—1/2)+1) j = cos (7/6) i +
sen (m/6) j = 0,866 + i+ 0,5 j.

Aula2 Calculo |l



Volte ao exemplo 3 e observe que:

r'(t) = —sen (t) i + cos (t)7;

p(t) =—2sen (2t —1/2) + 1) i+ 2 cos (2t + 1)7;

r'(m/6) = — sen (t) i+ cos (t) j = — sen (7/6) i + cos (7/6) j = —0,514 + 0,866 j;

p(r/12 =1/2) = =2 sen(2(7/12 — 1/2) + 1)i + 2 cos (2(n/12 = 1/2) + 1)j =
—2 sen(mw/6)i+ 2 cos (w/6)j = —1,632i + j

Nas observagoes anteriores, mostramos dois pontos r(7/6) € p(w/12 — 1/2) 0s quais
representam o mesmo ponto nas duas parametrizagdes da mesma curva, mas as derivadas
r'(m/6) e p' (/12 — 1/2) sdo diferentes, indicando que uma reparametrizagdo ndo altera
0 grafico da curva, mas altera a velocidade, como pode ser visto aqui e justificado usando a
regra da cadeia, dada a sequir.

Teorema 3 (Regra da Cadeia)

Seja r(t) uma fungao vetorial no espago bidimensional ou tridimensional que &
diferenciavel em relagdo a . Se t = g(7) for uma mudanca de pardmetro na qual
g é diferenciavel em relagdo a 7, entdo, r(g(7)) é diferenciavel em relagdo ak e

dr  dr dt

dr — dtdr’

j—t > (0 = Mudanca positiva de parametro;
p

j—t < 0 =Mudanca negativa de parametro.
-

A prova sera feita nas aulas seguintes.

Como ﬁ = @dt

, podemos concluir que:
dr dt dr

a) uma mudanca de pardmetro altera a velocidade % pelo fator

;l_t para obter a velocidade na nova parametrizagdo, isto &,
-

dr _ drdt.

dr  dtdr’

b) uma mudanca positiva de parametro preserva a orientacdo de uma curva e
0 sentido de sua velocidade, e uma mudanca negativa de parametro inverte.



Exemplo 5

Determine uma mudanca de pardmetro ¢ = g(7) paraocirculo r(t) = (cos t) i + (sen t)
, 0 <t < 2w, de modo que o circulo seja tragado no sentido hordrio quando T cresce sobre
o intervalo [0, 1].

Solucao

Pelos exemplos anteriores, ¢ = at + b. Como quremos que a circunféncia seja tracada
no sentido horario devemos ter:

qguando 0<7<1. OQOu seja, 7r(t)=(cost)i+(sent)j
, 0<t<2r. Logo, r(g(r)) =cos(2m(1—7))i+sen(2mr(1—17))j, 0<7<1.

Volte ao exemplo 4 para fazer o gréafico ~ x 7, onde t = g(7) = 27 (1 — 7),

nointervalo 0 < 7 < 1.

Mostre que, apds asimplificagdo, ficamoscom: r(g(7)) = cos(2n7)i — sen(277)j
sendo 0 < 7 < 1.

Curvas parametrizadas
pelo comprimento de arco

0 comprimento de arco, s, pode ser usado para fazer reparametrizacao, procedendo-se
da seguinte forma:

Passo 1. Estabeleca um ponto sobre a curva C para ser o ponto inicial.

Passo 2. A partir do ponto inicial, escolha um sentido para ser positivo e o outro para
ser negativo.

Passo 3. se P for um ponto sobre a curva, seja s o comprimento de arco ao longo de C'
“com sinal” a partir do ponto inicial até o ponto P.
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Sendo s um pardmetro, temos que: quando s varia, 0 ponto correspondente a P(s)
move-se ao longo de C'e as coordenadas de P tornam-se fungdes de s. Nesse caso, temos
IP(s)I[ =1.

Assim, no espago tridimensional, temos P(s) = (z(s), y(s), 2(s)).

Exemplo 6

Determine a parametrizacdo por comprimento de arco do circulo 2?4+’ =a
orientagao no sentido anti-horario e ponto inicial (a,0).

2 com

Solucao

Seja P = (x,y) um ponto sobre o circulo. Uma parametrizagdo para esse circulo pode
ser P(t) = (x(t),y(t)) = (a cos t,a sent),com 0 < t < 2.

As equagoes paramétricas sdo: x(t) = acos t,y(t) = a sent,com0 < t < 2r.

t
Entdo, aplicando-se a formula s(t) :/ \/[J:’(T)]2+ [y'(T)]* d= para o caso
bidimensional, temos: “

= t —a sen\ 7T 2 a cos\T 2 T = t a sen7'2 Qa COST2 T =
s(t)—ow ()2 + [a cos(r)]2 d /OW (7)? + a2 cos(r)%d

/adT:[aT]gzat
0

s
s=atout=—.Logo,

a
r=ua(t)=acost = x=1x(s) =acos(®/,)

y=y(t) =asent=y=1y(s) =asen(*/,)

Resumindo: P(s) = (x(s),y(s)) = (a cos(®/a),a sen(®/4)),com 0 < s < 2 a,pois
quando ¢t = 2 7, tem-se s = 2 7 a.

Dadoacurva P(s) = (a cos(®/,),a sen(*/,)),parametrizada pelo comprimento
de arco, calcule: P'(s) e [|P'(s)]]-
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Exemplo 7
Determine a parametrizagdo por comprimento de arco da hélice circular:
r(t) =costi+sentj+tk,

que tem o ponto inicial »(0) = (1,0,0) e a mesma orientacdo de percurso que a
hélice dada.

Solucao

Tomando 7(7) = (cos 7)i + (sen 7)j + 7k & to = 0, temos

S=8(t)Z/Ot\/(—SenT)2+(COST)2+1dT. Logo, s = s(t) = ; V2dr.

S

Assim, s = /2t et = —. Portanto,
S \/_ \/§
r(t) =costi+sentj+tk = r(s)=cos (i) i+ sen (i) ik
! NG 2] T RY
~ A , . . dt 1
Observacao - Essa mudanca de parametro é positiva, pois — = — > 0
ds 2

S . S
2) i+ sz,. calcule +/(s) € ||/ (s)]]-

7

Exemplo 8

Seja r(t) = ro + ¢t M a forma vetorial da reta que passa pelo ponto terminal de r e é
paralela ao vetor ndo nulo M. Determine a parametrizagao por comprimento de arco da reta
que tem como ponto inicial r, € a mesma orientagdo que o vetor M.

Solucao

dr
Temos r = 1o +t M, — || = [|M]].
dr

dr
=M
dt ’
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dr

t
T ar= [ 1l ar = a1l = 101

s:s(t):/ot

Assim,s=t|| M| et=

S
M

M
Portanto, r = rg +tM = r =19 + sm.

Exemplo 9

Determine a parametrizagdo por comprimento de arco da reta cujas equagdes paramétricas
sdo x =1+ 2t ey = —2+ 3t que tem a mesma orientagdo que a reta dada e usa (1, — 2)
como ponto inicial.

Solucao

Lembre-se que se LATEX, ¢t e R sdo as equag0es parameétricas, entdo o vetor diretor
dareta é LATEX

Assim,

Temos 7o =i —2j,M =2i+3j,|[M|| = V13. Portanto, z(s) =1+s

y(s) = -2+ 8\/11_3'

=B
w

Determine a parametrizagao por comprimento de arco da reta cujas equagoes

paramétricas sdo x = 2 — 2t e y = 5 — 7t que tem a mesma orientagdo que a

reta dada e usa (2,5) como ponto inicial.

Triedro de Frenet

Para facilitar a caracterizagdo de uma curva no espaco bidimensional ou tridimensional,
usamos um vetor tangente unitario e suas variagoes. Além dele, outros vetores unitarios serdo
definidos nesta secao.
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Vetor tangente unitario a uma curva

Ja vimos que, em uma curva suave r(t), o vetor velocidade ' (¢) é tangente a curva no
ponto 7(t). A partir desse vetor, definimos um vetor unitario, que é igualmente tangente a
curva, conforme Teorema 2, a seguir.

Teorema 2

Se () é uma parametrizagdo de uma curva suave com r’(t) # 0, entdo, o vetor

0
7O = 10

é um vetor tangente unitario a curva no ponto .

Demonstragao - Como o vetor r'(t) é tangente a curva no ponto 7(t), dividindo-o por ||+(¢)]|,
/

o resultado é um vetor unitario multiplo de =’(¢), portanto, T'(t) = H:’W é tangente

acurva.

Foi visto que, em uma curva lisa s'(t) = ||7”(¢)||, onde s() é a fungdo comprimento
de arco, portanto, s'(t) => 0 e, consequentemente, pelo Teorema da Fungao Inversa, s(¢) é
uma funcao injetiva que admite uma fungdo inversa ¢(s) diferenciavel com
dt 1
ds  dsjdt’
Pela regra da cadeia, temos:

dr_drdt _dr 1 __ (1)
ds dtds dtds/dt ||r'(t)]|

—T(t).

Podemos entdo reescrever o Teorema 2 na forma

Teorema 2’
Se r(t) é uma parametrizagdo de uma curva suave com r'(t) # 0, entdo:

/
t) NPT
a) 0 vetor T'(t) = r(t) ¢ um vetor tangente unitario a curva C no

I @)l

ponto 7(t);

b) o vetor 7(s) = +/(s) & um vetor tangente unitario & curva C'no ponto r(s).



Exemplo 10
Considere a hélice circular 7(t) = (2 cos t,2 sen t,t),com 0 < ¢t < 2, €:

a) encontre vetor tangente unitario a (t);
b) encontre o comprimento de arco, a partir de (0), no sentido positivo;

C) encontre 7(s).

Solucao
a) Aplicaremos o item a) do Teorema 2’
() = ()  (—2sent,2cost, 1) (=2 sent,2cost, 1) B
[l ()|  ||(-2sent,2cost,1)| \/((_2 sen t)? + (2 cos )2 + 1)
—2sent,2cost, —2sent,2cost,
2 2 1 2 2 1 ( 2 ; 2 ; 1)
= = (—zsent,-cost, ).
I+4+1 3 3 3 3

. 2 2 1
Resumindo: T'(t) = (——sen t, €08 t, )

b) Aplicaremos a férmula s / v (7)]|d 7.

Nos calculos do item a), vimos que ||7’(7)|| = 3 . Logo,
s(t) = /Ot?)d’i': [37]5 = (3t — 0) = 3t,
0 comprimento de arco da curva r(t) entre 7(0) e r(t) € s(t) = 3t.
G) Como s = 3t, a parametrizacdo de r(¢) pelo comprimento de arco é feita substituindo ¢

por s/3. Assim, temos

r(t(s)) = (2 cos t(s),2 sen t(s),t(s)) = (2 cosz, 2 seng, §>

Podemos escrever r(s) = (2 cosg, 2 sen%, g) e usando que T'("s) = r/(s), temos

S S

d (2 cos2 |2 sens ) 1 11
T(s)=r(s) = 3ds 3°3 <—2 senf.f,Z cos2 .= >

3377333
= —gsen§2 s 1
“ U333y

2 s 2 5 1
Resumindo, T'(s) = | —= — .
esumindo, 7'(s) ( 35eng, 3CosT, 3>
Observe a semelhanca entre as respostas dos itens a) e ¢). Em um mesmo ponto da

curva, temos que 7'(s) = T'(t).




Considere a curva r(t) = (t> — 3t, 4t/t, 4t+/3t) com 0 < t < 2.
d) Encontre vetor tangente unitario a r ()

e) Encontre o comprimento de arco a partir de ~(0) no sentido positivo;

f) Usando a regra da cadeia, encontre 7(s).

Vetor normal unitario a uma curva

No inicio desta se¢ao, destacamos que é importante o estudo de 7'e suas variagoes para
a caracterizagdo da curva r(t).

Para estudar as variacdes de T, consideramos que 7' é uma funcdo derivavel do
comprimento de arco s. Como 7'é unitario, temos que:

<T,T >=1,

d
(<T,T>)=0,

S

2 < d—T,T >=(,
ds
T
—. T >=0.
< I5 >=0
ar , .
Como < —,T >= 0, temos que d—T é perpendiculara 7 ou d—T =0.
ds ds ds

O valor de H ‘;_T indica a velocidade com que vetor T'esta variando. Quando esse valor
S

é proximo de zero, a curva é proxima de uma reta, e quanto maior esse valor mais “fechada” é
a curva. Vendo essas propriedades, percebemos que o valor de Hd_T H em cada ponto indica

se curva é fechada ou mais aberta. ds

de curvatura da curva no ponto »(¢), e para facilitar o manuseio de
ar
ds

S
formulas, representamos a curvatura pela letra grega . Portanto, x = ‘
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A curvatura k£ nunca é negativa, mas pode ser nula, é o caso dos movimentos em linha
reta que tem um vetor 7 constante, consequentemente:
dT

i 0e k= 0.Quando k # 0, definimos o vetor normal, N, a curvaem r(¢).
S

Definicao 2

U 1dT
Representamos por Vo vetor normal unitario a curva (t), dado por N = e

Em decorréncia dessa definicdo, temos que CclTT — kN -
S

Se r(t) é uma parametrizacdao de uma curva suave, podemos calcular k e N sem
reparametrizar pelo comprimento de arco, como veremos a seguir.

Teorema 3

ar /dt

Se r(t) € uma curva suave com ’(¢) # 0, entdo, temos N = Tl
dt

. dT
Demonstragao - Como, usando a regra da cadeia e o fato de que x = Hds , obtemos:
o ldr 1 dr 1 dT 1 1 ar 1. Ty
~kds  ||dT||ds  ||dT dt|[ dt /e |laT| |at] dt ‘s/a 1T all
ds dt ds HdtH ‘Ids

o . d
Observe que ja vimos que em uma curva lisa d—‘; = s'(t) = ||r'(¢)|| > 0. Portanto,
dt 1 1

dt T .
I 51— ds — 4o’ que esclarece as simplificagdes anteriores.
@

dt



Vetor binormal unitario a uma curva

0 plano paralelo aos vetores T'e N, que passa pelo vetor posicdo (t), é denominado de
plano “osculador”. Tal nome decorre do fato de que o plano definido por trés pontos distintos

da curva, ndo alinhados, que tendem para r(¢), se aproxima de um plano fixo, que é o plano
“osculador”.

O vetor normal ao plano osculador representado por B é definido pelo
produto vetorial

B=Tx N.
A variagdo do vetor Bindica como a curva se “contorce” no espago.

. dB
Vamos estudar esta variagao calculando =
S

dB  d(TxN) dT dN dN dN dN
Logo,
dB dN
T
ds de

i - . , B . .
Dessa ultima equacdo vetorial, concluimos que CfT é perpendiculara 7. Como B é um
S

vetor unitério, chB é perpendicular a B. Logo, Z—B é perpendicular ao planode B e T.
S S

Portanto, chB ¢ um madaltiplo de N. A constante de proporcionalidade, que depende do
S
parametro, é representada por —7. O uso dessa constante negativa é uma tradi¢do, usada

universalmente na literatura.

- dB
Podemos, entao, escrever = —7N. Fazendo o produto escalar de chB por N,
S

obtemos 7, que chamamos de torgdo.

Definicao 3

. . dB ~
Seja B =T x N, chamamos 0 nimero 7 = — <£,N> de torgao de
uma curva.



Componentes da velocidade e da aceleracao de
uma curva no triedro de Frenet

Dada uma curva suave (), o triedro mével formado pelos vetores 7, Ne B é chamado
de triedro de Frenet. O vocabulo “movel” decorre do fato que o triedro varia em cada ponto
de r(t).

dr

A sequir, iremos calcular as componentes da velocidade v = 7

dv _ &
dt  dt?

e da aceleragao

no triedro de Frenet.

Componentes da Velocidade

Para obter a componente da velocidade, fazemos uso da regra da cadeia. Portanto,
ds

dt

. , . . . ds
v = —T,isto é, a velocidade tem apenas componente tangencial, que é e

Componentes da aceleracao

Para obter a componente da aceleragdo, fazemos uso da regra da cadeia e do resultado
anterior:

a

o d(dsg) sy dsdT s dsdT
dt dt \ dt Cdt? dt dt  dt? dt dt

2 2
dsT+ds <des> dsT+cL9<chLs>:

a2’ T dat \dsdt ) T a2 dt dt
d?s (ds>2

—T+k(— | N

dt? + dt

d2 d 2 _ .
Portanto, a = EQST + k<£> N. A aceleragdo tem duas componentes no triedro de
2

2
. P P S
Frenet, a componente tangencial, que é 2z 8a componente normal, que é <dt> .

Exemplo 11

Considere a hélice circular »(¢) = (2 cos 2t,2 sen 2t,3t) com 0 < ¢ < 27. Determine:

a) /(1)
b) 0 vetor tangente unitario 7°em r(¢);

C) acurvatura ke o vetor normal N.



Solucao

a) Como s'(t) = || ()] e +'(t) = j (2 cos 2t,2 sen 2t,3t) = (—4 sen 2t,4 cos 2t, 3),

temos s'(t) = ||(—4 sen 2t,4 cos 2t, 3)|| = \/16 (sen 2t)? + 16(cos 2t)* +9 = 5.

b) sabemos que
"(t —4 2t,4 2t 4 4
T(t) r(t)  (—4sen 2t,4 cos 2t,3) _ < cos 2, 3>.

= = S 2t =
17 ()] 5 57" 5

- L dT
c) Para o calculo de %, usamos a definicdo ~« = H T

De b), temos T'(t) = (—gsen 2t, gcos 2t, 3) Logo,

H e a regra da cadeia.

Inicialmente, observe que

[T
|| dt ds

dt  dt

5 64 64 8
H H H <—cos 2t, ) g sen 2t 0> H \/ 5(608 2t) + %(Sen 2t)2 +0= =

dl' d 4 4 3 8 8 —_
= ——sen 2t,—cos 2t, = | = [ —=cos 2t, ——sen 2t,0 |, 0 que implica
5 5 5 5 5

, ds dt 1

De a), temos que s'(t) = — = 5, assim, 5 E
dTl’ dt 8 1 8
Portanto, x = ‘ s H H = 5T o8

Para o Calculo de N, usamos a expressao de N dada por CfTT = x N. Usando os calculos
S

ja feitos, temos

8 8
——cos 2t, ——sen 2,0
dl’/dt < 5 5

N= 19T/ ge | - g > = (—cos 2t, —sen 2t,0)).
5

COMPRIMENT® ,./(

DA cu&vA



Considere a hélice circular r(t) = (a cos bt, a sen bt,ct),com0 < ¢t < 27, €
sendo a, b e c constantes. Determine:

a) 5 (1);

b) 0 vetor tangente unitario 7°em r(¢);
C) acurvatura e o vetor normal NV:

d) as componentes do vetor aceleragao no triedro de Frenet.

Figura 3 - O triedro em uma hélice.
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Nesta aula, estudamos o comprimento de curvas parametrizadas,

apresentamos a regra da cadeia, reparametrizagoes e o estudo de curvas
através do triedro de Frenet.

Autoavaliacao

Considere a reta no plano dada pelo vetor posicdo r(¢) = (7t — 9)i — (5t + 4)j.
Determine o comprimento, /, do segmento de reta no intervalo 0 <t < 2.

Resposta: I = 21/74.

Considere a curva C no plano que tem vetor posigao
r(t) = (3 cos 2t)i — (2 sen 2t)j. Determine 0 comprimento /de C' no intervalo
0<t<m.

Resposta: [ = 6.

—

7(t) = (e ! cost)i+ (et sen t) j.Determine o comprimento /de C'no intervalo
0<t<2m.

Resposta: I = v/2(1 — e~27).

Ache o comprimento de arco [ da curva C dada pelo vetor posigdo
T(t) = (et cost)i— (et sent)j+e knointervalo 0 <t < .

a Considere a curva C no plano que tem vetor posicdo

Resposta: I = v/3(1 —e™™).
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Fungoes reais de varias
variaveis




Apresentacao

Nesta aula, apresentaremos fungoes de varias variaveis: graficos, curva de nivel, superficie
de nivel, limite, continuidade, derivadas parciais, diferenciagdo implicita e derivadas parciais
de ordens superiores.

Para obter sucesso a partir desta aula, vocé tem de ler e compreender o texto. Leia
devagar, gastando alguns minutos numa tnica linha, se isso for necessario. Nao se impaciente.
Avance quando vocé se sentir preparado.

Objetivos

Esbogar o gréfico de fungdes do tipo z = f(z,y).

Determinar curvas de nivel de funcdes do tipo
z = f(z,y).

Calcular derivadas parciais.

Calcular derivadas implicitas.




uncdes reais de mais de uma variavel aparecem em aplicagdes praticas com mais

freqiéncia do que fungbes de uma variavel. Por exemplo, a drea de um retangulo de

lados z e y, A(x,y) = xy (funcdo de duas varidveis); o volume de um prisma reto de
arestas x, y e z, V(z,y, z) = xyz (fungdo de trés variaveis); o volume de um cone circular
de altura h e raio da base r, V(r, h) = mr? h/3 (fungdo de duas variaveis).

A generalizagcao para o calculo de funcOes de duas ou mais variaveis é simples, havendo
dificuldades apenas nas interpretacoes graficas.

Vejamos alguns exemplos de fungdes de duas ou mais variaveis.

Inicialmente, vamos estudar as funcgdes de duas variaveis. A derivagao e a integragao
de funcdes de duas varidveis é uma extensao do caso de uma variavel, mas, é necessaria a
inclusdo de conceitos e teoremas novos nao aplicados a uma variavel.

Vamos definir, a seguir, 0 que entendemos por uma fungdo real de duas variaveis reais.

Definicao 1

Uma fungéo real de duas variaveis, z e y, € uma correspondéncia entre um
subconjunto D do espacgo bidimensional, &2, e o0 conjunto de todos 0s nimeros
reais:

f:DCRxR—R,

tal que a cada par ordenado (x, y) de D esteja associado um tnico ndmero real
z: f(x,y) = 2-

0 conjunto D € RxR é chamado o dominio da funcao.

Geralmente, quando se considera uma fungdo z = f(z,y) e seu dominio é omitido,
admite-se como dominio o maior subconjunto de R x R, onde a expressdo f(z,y)
pode ser calculada.



Exemplo 1

Determine e esboce graficamente o dominio D dafungdo f : D C R x R — R, tal que

Z:f(x7y>:$i

Solucao
~ 1
A expressdo —— pode ser calculada para todo ponto P = (z,y), desde que = # .
T —y
Portanto, o dominio é o subconunto D = {(z,y) € R x R| x # y} . Geometricamente,
interpretamos D como sendo o plano XY menos a reta y = x. Como vemos na
Figura 1, a sequir.

y
///yzx
X
1
Figura 1 - Dominio da fungdo # = ——— .
r—y
Exemplo 2
. . . - Vi — a2 —q2
Determine e esboce graficamente o dominio D da fungdo dada por z = ~——«———.
X
Solucao
oA —a?—y?
A expressao . pode ser calculada para todo ponto P = (x,y), onde

tenhamos = £ 0e 4 — xQH— y? > 0. Portanto, o dominio é a colecdo de pontos do plano
dadapor: D = {(z,y) € R x R|z # 0e 2% + y* < 22}.

Como z2 + y% = 22 éaequacdo do circulo de centro na origem e raio 2, interpretamos
z2 + y? < 22 como sendo o disco de centro na origem e raio 2. Logo, interpretamos,
geometricamente, D como sendo o disco de raio 2, centrado na origem, menos o didmetro
sobre 0 eixo dos x, como vemos na Figura 2 seguinte.



Va4 —ax?—y?

Figura 2 - Representagao gréfica da fungdo z = .

Determine e esboce graficamente o dominio D de cada uma das fungoes
f:D C R x R— R,definidas abaixo.

@) == f(z,y) =

(b) == f(a,y) =
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Podemos estender facilmente a definicdo de fungdo de duas variaveis para o caso de
funcgdes de trés (ou mais) variaveis:

Uma funcao real de trés variaveis, x, i e z € uma correspondéncia entre um subconjunto
D do espaco tridimensional, R?, e 0 conjunto de todos 0s nimeros reais:

f:DCRxRxXxR—R
tal que a cada terno ordenado (x,y,z) de D esteja associado um Gnico nimero real
w f(w7 y? Z) = w

0 conjunto D € RxRx R é chamado o dominio da fungao.

Geralmente, quando se considera uma fungdo w = f(z,, 2) e seu dominio é omitido,
admite-se como dominio o maior subconjunto de Rx Rx R, onde a expressao f(z,y,2)
pode ser calculada.

Graficos, curvas de nivel
e superficies de nivel

Apresentaremos duas maneiras de visualizar fungdes de varias variaveis: uma através
das curvas de nivel e das superficies de nivel e a outra generalizando o conceito de grafico de
funcdes de uma variavel.

Graficos

Na disciplina Galculo I, vocé viu que o grafico de uma funcao real de uma variavel
f:DCR— R éosubconjunto

Gf={(zr,y) CR X R; taisquex € Dey = f(x)}.
Quando a fung@o é continua, esse conjunto corresponde a uma curva suave.

Para fungdes de duas variaveis, definimos:

Definicao 2

Seja f: D C R x R — R umafuncdo real, o grafico de f (x,y) é o subconjunto
Gy ={(z,y,2) CRXxRxR tais que (z,y)€D e z = f(x,y)}.



0 grafico de fungdo de duas varidveis € uma superficie, conforme a Figura 3.

d

<

—

Figura 3 - Esboco do grafico da fungdo » = \/m

Curvas de nivel

As chamadas curvas de nivel sdo usadas em mapas geograficos para facilitar a leitura
destes, de modo que, no mapa, ao longo de uma curva de nivel, a altura do terreno nao se
altera. Cada curva de nivel tem uma cota que corresponde a altitude de onde ela se encontra.

Mas, o que é, de fato, uma curva de nivel?

A resposta a essa pegunta estéd na definicdo seguinte.

Definicao 3

Seja f: D C R x R — R uma fungdo de duas variaveis tal que z = f(z,y)
e seja c uma constante. O conjunto de todos os pontos do dominio tais que
f(z,y) = ¢ € chamado de curva de nivel da fungdo f, que € a projecdo de
c= f(z,y) sobre o plano XY.

Facilmente, estendemos a defini¢do 3 para o caso de fungoes de trés variaveis.

Seja f: D C Rx R x R— R umafuncdo de duas variaveis tal que w = f(x,, 2)
e seja c uma constante. O conjunto de todos os pontos do dominio tais que f(x,y,z) =c é
chamado de superficie de nivel da fungéo f.



Exemplo 3

Determine as curvas de nivel ¢ = 0,c = 1 e ¢ = 4 da fungio z = 22 + .

Solucao
Teremos trés curvas de nivel.

A primeira curva de nivel é o conjunto dos pontos onde = + y? = 0, que se reduz ao
ponto (0,0).

A segunda curva de nivel é o conjunto dos pontos onde z* 4+ y* = 1, que é o circulo de
raio 1 centrado na origem.

A terceira curva de nivel é o conjunto dos pontos onde =2 + y* = 4, que é o circulo de
raio 2 centrado na origem.

Determine as curvas de nivel c = 0,¢ = 2 e ¢ = 8 da fungio » = 2% + 212
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Superficies de nivel

As superficies de nivel s3o uma extensao do conceito de curvas de nivel de fungdes de
duas variaveis reais para as fungdes de trés variaveis reais.

Embora as curvas de nivel tenham muitas aplicagdes praticas, 0 mesmo ndo acontece
com as superficies de nivel. A seguir, definimos superficies de nivel.

Definicao 4

Seja f: D C Rx Rx R— R uma funcdo tal que w = f(x,y,z) € seja c
uma constante. O conjunto de todos os pontos do dominio tais que f(z,y,2) = ¢
é chamado de superficie de nivel da fungdo f.

Exemplo 4

Determine as superficies de nivel c = 0 e ¢ = 4 da fungdo w = a2 + y? + 222

Solucao
Teremos duas superficies de nivel.

A primeira superficie de nivel é o conjunto dos pontos onde 22 + y? + 222 = 0, que é
0 ponto (0, 0, 0).

A segunda superficie de nivel é o conjunto dos pontos onde 22 + 32 + 222 = 4, que é
um elipsoide centrado na origem.

Determine as superficies de nivel ¢ = 0, ¢ = 1 e ¢ = 4 da fungdo
w= 2% + y2 + 22
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Uma mesma superficie pode ser uma superficie de nivel de uma fungao de trés variaveis
ou o grafico de uma funcgao de duas variaveis. Por exemplo, o grafico da fungdo de duas
variaveis » = /4 — 22 — 3y? , representado na Figura 3, é a superficie de nivel ¢ = 0 da

fungao de trés variaveis w = /4 — 22 — 3y%2 — 2 .

Limite, continuidade
e derivada parcial

Nesta secdo, generalizamos os conceitos de limite, continuidade e derivadas de fungoes
reais de uma variavel real para fungoes reais de varias variaveis reais.

Na disciplina Galculo I, vocé viu que o conceito de limite é basico para o estudo do Célculo,
sendo fundamental para definirmos continuidade e derivadas. O mesmo acontece para fungoes

de mais de uma variavel. A seguir, definimos limites de duas variaveis. Os casos de trés ou
mais variaveis sao inteiramente analogos.

Definicao 5

Seja f: D C RxR— R, dizemos que f(z,y) tem limite L quando
(z,y) tende para (a,b), se, dado qualquer nimero positivo, digamos
e >0, é possivel encontrar um numero positivo, digamos § > 0, tal que
sempre que 0 < |z —a| <5e0<|y—bl <& temos, necessariamente,

‘f(ﬂ?,y)—L| <ée-

Simbolicamente, escrevemos: f(z,y) — L quando (z,y) — (a,b), OU

representamos por  lim  f(x,y) = L-
(z,y)—(a;b)

Felizmente, os calculos de limites para fung6es de varias variaveis tém as mesmas
propriedades operacionais que os limites de uma variavel.



Exemplo 5

. 24 2_
Calcule o limite: lim (‘r +y 9>:—2.

(:E,y)—>(2,—3) T —2 Yy + 3
Solucao
2 2 B B
lim (”C 4.y 9) — hm <(f€ 2(x+2) (v 3)(y+3)>
(@y)—@2-3) \ -2 y+3 (z,)—(2,3) z— 2 y+3

= (242)+(-3-2) = -2

Definimos continuidade de fungdes de duas variaveis de modo semelhante ao caso de
funcdes de uma variavel.

Definicao 6

Dizemos que f¢é continua em (a, b), se
(i) f(a,b) existe;

(i) | lim fy) =L

(iii) f(a,0) = L.

Desse modo, se f¢é continua, o grafico de z = f(x, y) & uma superficie suave,
Sem quinas ou picos.

Observe que so tem sentido falar em continuidade de uma fungao f(z, vy), de duas
variaveis, no ponto (a, b), se 0 ponto (a, b) estiver no dominio da fungao.

Observe que a nogdo de continuidade é pontual. Quando a fungdo f(z, y) é continua para
todo ponto do dominio, dizemos, simplesmente, que f(z,y) é continua.

As definigdes de limite e continuidade para fungdes de mais de duas varidveis sdo
inteiramente analogas ao que foi feito para o caso de duas variaveis.



Exemplo 6

Verifique que a fungdo dada é continua no ponto (2, 3).

-4 -9
r—2 y+3

se  (z,y) # (2,-3)
f(x7y) =

~2 se (z,y) = (2,-3)
Solucao

Observe que o ponto (2, 3) estd no dominio de f(z,v) e que f (2, —3) existe e é
iguala — 2.

.. . z2—4 y>-9
Ja vimos, no exemplo 5, que lim + = —2. Portanto, pela
@y)—2-3)\z—2 y+3
definicdo de continuidade, f(z, y) é continua em (2, 3).

Observe que, nos demais pontos, fé continua pois, como em fungdes de uma variavel,
em polindmios racionais de duas ou mais varidveis, onde o denominador ndo se anula, a
funcdo é continua.

Derivadas parciais

Na disciplina Galculo I, vocé viu o conceito de derivada de fungdes de uma variavel.

Recordando, uma funcgao real f(x) com x e I onde 7é um intervalo aberto da reta, tem

derivada no ponto z = z,, se 0 quociente de Newton, f(xo +h) = f(zo) , tem limite quando
h

h se aproxima de zero. Esse limite € chamado de derivada de fno ponto z = x;;

df (o) . flzo+h)— f(zo)
/
= - 1 .
flao) = =5 = iy h
A extensdo do conceito de derivada de fungdes de uma varidvel para as chamadas
derivadas parciais de duas ou mais variaveis é simples, embora a generalizacdo de alguns

teoremas envolvendo derivadas nao seja simples.

A definicao é feita de tal modo que, quando calculamos a derivada parcial em relagdo a
uma variavel, consideramos as demais variaveis fixas, isto é, como constantes, e calculamos
o limite como se fosse uma fungdo de uma Gnica varidvel, como veremos a seguir.



Definicao 7

(@) Se fé uma funcdo de duas varidveis x e y, as derivadas parciais de fem
relacdo a = e y sdo dadas por:

0f _ . S@thy) - fzy).

oz h—0 h ’
8y h—0 h

desde que cada um dos limites exista.

(b) Se f¢é uma funcéo de trés variaveis z, y e z, as derivadas parciais de fem
relagdo a z, y € 2 Sao

a_f — I f($+h7yaz)_f(mayaz),
ox h—0 h
a_f — I f(l',y+h,2)—f(l',y,2);
ay h—0 h
ﬁ — lim f(xayvz—i_h)_f(xvyaz),
0z h—0 h

desde que cada um dos limites exista.

A definicdo 7 nos assegura que, quando fé uma funcgdo de duas variaveis, f(z, y), 0

) 0 . . ~ e
calculo de 875 da derivada parcial de fem relagdo a x, é feito de modo usual, bastando para

iSso considerar y como constante.

De modo analogo, quando fé uma funcdo de duas variaveis, f(z, y), o calculo de g‘g’;

da derivada parcial de fem relagdo a v, é feito de modo usual, bastando para isso considerar
2 como constante.

Procedemos de modo andlogo para o célculo das derivadas de funcgoes de trés variaveis.

A seguir, vemos dois exemplos de como calcular essas derivadas parciais.

Exemplo 7

Dado f(z,y) = x3y*, encontre of e 9f,
dx Jdy



Solucao

0 0 0 0
8;; 3 i( 4 =322yt e of = a—(x3y4) = 4a3q3.

Exemplo 8
Dado f(x,y):3v3-|—7362y+8y3+3ar:—2y—i—'7,en(30ntreﬂeﬂ
ox Oy
Solucao
07 T (o3 4 Ty 4 85 + 30 — 2 +7) = 3a® + lday + 3¢
%—8—:6(:1: + Tx*y 4+ 8y° + 3z — 2y + 7) = 32° + 1oy +
g—;j:g—z(:c3+7x2y+8y3+3w—2y+7):7x2+24y2—2

o

Dado f(z,y) = ;y 2, encontre 2. ¢ 91
x° + y° d.r Dy

Dado f(x,y) = 2 , encontre ﬁ e ﬂ

y2 — a2 dxr 0Oy

Dado f(z,y) = e™ cos x sen y , encontre —L - o f 7}(
x

Dado f(x,y) = xye”+v*  encontre 2L ¢ 2.
Ox Jdy

Dado f(z,y) = cos(ze?), encontre 0f df.

T () Yy

Dado f(z,y, z) = arctan(xyz), encontre —L of 0 f 0 !
dx’ dy 0:

0f ,Of
90 Dy

9333033

Dado f (8, ») = sen 30 cos 2¢, encontre —L
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Uma equacdo envolvendo z, y e z estabelece uma relagdo entre essas variaveis. Se
pudermos explicitar o valor de zem termos de x e ¥, entdo, podemos ter uma ou mais fungdes
determinadas pela relagao.

Podemos considerar z e y como variaveis independentes e z como variavel dependente
de z e y. Nessa situagdo, podemos proceder ao calculo das derivadas parcias de z como
dz 0z

funcdo de z e de y, EP e 30 diretamente da equacdo dada. Isto é o que chamamos
x y

diferenciacdo implicita. Fazemos os calculos sem recorrer a expressao encontrada para z,
como veremos no exemplo seguinte.

Exemplo 9
Aequacao 222 + y% + 22 — 16 = 0 pode ser resolvida para z obtendo
z2=14/16 —2x2 —y20U z = —/16 — 222 — 32.

Nas duas fungoes anteriores, z como fungao de x e y, podemos calcular as derivadas
parciais de zem relagdo a = e a . Paraafungdo z = /16 — 222 — y2 , as derivadas parciais
sdo dadas por:

0z B —4x B -2 o
Or  2,/16 — 222 —y2 /16 — 222 — 42
0z —4y —2y

O 216 — 222 —y2 /16— 242 — 2

Por outro lado, partindo da equagdo 222 + y2 + 22 — 16 = 0 , podemos calcular as
derivadas parciais em relagdo a z, y e z, respectivamente, do seguinte modo:

0222 + 9% + 22 — 16)

o0x =0
02 D) 0
oz + oz + oz =0;
41’—{—0—{—22%:0;

ox
9z _ 2
dxr =z

Exemplo 10

Suponha que z, y e zsdo variaveis e que z é uma fungdo de = e y, a qual satisfaz a
equacdo sequinte: 22 + 32 + 23 + 3zyz = 5.
0z

0z
Encontre 72 e (‘Ty'



Solucao

Derivando a equagdo parcialmente em relagdo a z, obtemos:
O +y*+22+3zyz)  9(5).

0w oz’
0(z%)  0’) L 0(%) 0Bzyz)
ox + 0x Ox + 0w =9
9 502 )
32+ 0+ 32— +3yz=0;
ox
9z _ @ _y
ox 22 2
Derivando a equacdo parcialmente em relagao a y, obtemos:
O+ P+ 22 +3xyz2)  9(5).
dy ~ oy’
o) O’) L () 0Baye)
Jdy oy oy 0y

9
0+43y%+3222° 1 302 =0;
dy

0z y?

x
0x 22z

)

Suponha que , s e w sdo variaveis e que w é uma fungdo de re s, a
qual satisfaz a equagdo: w — (r? + s?)cosh r w = 0.

Encontre W ¢ 9.
r )

S

¢ a qual satisfaz a equacdo: e’ — 2se® + wt — 3w?r = 5.

Encontre 9w Odw dw.

8r ' 9s - ot

Suponha que 7, s, te wsao variaveis e que wé umafuncdode r, s € t,a
qual satisfaz a equagdo: 2 + 3s? — 2t2 + 6tw — 8w? + 125w = 4.
0w @ . 0w
or ' 0s Ot

a Suponha que r, s, t e w sdo variaveis e que w ¢ uma fungdo de r, se

Encontre
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Derivadas parciais
de ordem superior

Se fé uma funcdo de duas variaveis x e , entao 0 f Zf sdo também funcdes das

Yy
mesmas duas variaveis. E natural procurar suas derlvadas em relacdo a x ou a y. Quando
diferenciamos ./ e 9/ em relacao a = ou a y, obtemos as segundas derivadas parciais.

ox 0y P
As segundas derivadas parciais de —L B f (ou fm) sdo definidas pelas formulas:

f ($+h7y)_ffc(x>y).
§a7 = Jealy) = iy h ’

1 fo(zy + k) — fula,y).

ayax_fyx(w y)_%l—ﬂ) k ’
1 fyl@,y+ k) — fu(z,y)
0x 0y fmy(m,y)—%i% Y p y ,
0? ' , k) _ |

Se fizermos z = f(x,y), entdo os seguintes simbolos tém todos 0 mesmo significado:

f 8f 82f 0% 2 f
11’833 ax 81’2,8 2 rx RrT

€

of 0 [0z 2 f 0%z
hoo— 5> lia a2 s 50 525 2y
8 Ox) 0y \dzx/) Oydx O0yox

Exemplo 11

1) Verifique que a fungo u(x,t) = sen(x — ct) € uma solugéo da equagao
0% u 82
a2 = S92
onde ¢ é uma constante positiva. Essa equacdo diferencial parcial é chamada de

equacao da onda unidimensional.



Solucao

@—cs( —ct)e&——sn( —ct)e

5 = coslz 52 = —senlz —¢

Temos que: )
du Fu -,
m—(—c)cos(m—ct)em— c*sen(x — ct).

)

Mostre que a fungdo w(x,y) = In(z? + 3?) "ctg ) satisfaz

> 32 32
a equacdo de Laplace g L 0y

2 0y’

ou , 0% u :
calor — = ¢2——, onde ¢ > 0 € uma constante.
ot 0 x?

Mostre que as fungdes u(x,y) = e* cosy e v(x,y) = e* seny

satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann dv _ 0v du - dv
dx 0Jdy 0Oy 0x

n Mostre que a fungdo u(z,t) =e 'sen (;) satisfaz a equacgdo do

Concluimos nossa aula enunciando os teoremas seguintes e seus coroldrios, que poderao
ser usados nos calculos das derivadas parciais.
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Teorema

(o5}
S,
(o5}
S,

X

Seja fuma funcédo de duas variaveis, f(z,vy). Suponha que f(z,y), )

> f 9% f sdo todas continuas no ponto (zq, o).
dyodx 0xdy
Entdo, vale a seguinte igualdade: fz,y(0,%0) = fyz(zo.yo).

(o))
(o))

(Isto é, a ordem da diferenciacao parcial pode ser invertida sem alterar o resultado.)

Prova
Ndo daremos aqui a prova. Mas, vocé pode consultar a demonstragdo em Anton (2000),
no Apéndice 11.

Observacao: Demonstra-se que nas hipoteses do teorema anterior, se fé uma fungao de
qualquer nimero de variaveis e s e ¢ sdo quaisquer duas delas, entdo fst = fis.

Nesta aula, estudamos as fungdes de mais de uma variavel: graficos, curva de

nivel, superficie de nivel, limite, continuidade, derivada parcial e diferenciagdo
implicita, derivadas parciais superiores.

Autoavaliacao

n Verifique qual é o maior subconjunto, D, do plano que é o dominio da funcdo

z = f(z,y) = /1 — 22 — y2 e eshoce seu grafico.
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Verifique se a fungdo dada é continua em (0, 0).

D e () £0,0)

flz,y) =
0 se  (x,y) = (0,0)

Dado u = e” cos y + €Y sen z, encontre todas as primeiras derivadas parciais e
verifique que

Pu  Pu Pu  Pu Pu  Pu
dxdy O0xdy 0xdz 020z’ dydz 020y

Verifique que Ugy = Uyz € Ugz = Uzy, SE U = e + €277 — 37,

2 2 2
verifique que 2 “+a “+8 Y.

1
Va2 +y? + 22 dx?2  dy? 02

Dado que u =
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Diferenciabilidade de uma
funcao de duas variaveis e
regra da cadeia




Apresentacao

Esta é a aula 4 da disciplina Célculo II. Nesta aula, apresentaremos a nocdo de
diferenciabilidade de uma fungao de duas variaveis e a Regra da Cadeia.

Para obter sucesso a partir desta aula, vocé tera que ler e compreender o texto. Leia
devagar, gastando alguns minutos numa dnica linha, se isso for necessario. Nao fique
impaciente. Avance quando vocé achar que esta preparado.

Objetivos

Compreender o conceito de diferenciabilidade.

Usar corretamente a Regra da Cadeia.

Calcular taxa de variacdo de fungdes de mais de uma
variavel.



Derivadas de funcoes
de mais de uma variavel

Igumas propriedades fundamentais das derivadas de fungoes de uma s variavel nao
A podem ser estendidas para duas ou mais variaveis. Para resolver esse problema, vamos

introduzir o conceito de diferenciabilidade, que sera definido para fungoes reais ou
vetoriais, de uma, duas ou mais variaveis.

Embora ndo abordaremos nesta disciplina, o conceito de diferenciabilidade também é
definido para fungdes vetoriais de uma, duas ou mais variaveis.

Diferenciabilidade de uma
funcao de uma variavel

A sequir, definiremos o conceito de diferenciabilidade de uma funcdo de uma variavel
com a intencgdo de facilitar o entendimento de diferenciabilidade e ndo o de chegar a
propriedades importantes do calculo de uma variavel, as quais foram vistas no Gélculo 1.

Definicao 1

Seja y = f(«) uma fungdo de uma varidvel, dizemos que fé diferenciavel em
um ponto z, se Ay = f(xo + Ax) — f(xo) satisfaz a equacao

Ay = AAx + 1Az,

com A uma constante, Ar =z — xo € Alim g1 =0.
x—0



Teorema 1

Seja y = f(x) uma funcdo de uma variavel, entdo, f € diferenciavel em um ponto
x, se e somente se fé derivavel em z,.

Demonstracao
(=) Se fé diferencidvel em um ponto z,.

Segue que: Ay = f(zg+ Az) — f(xo) satisfaz a equagdo Ay = AAzx + 1Az, com A
uma constante eAlim0 g1 = 0. Logo,

Ay . Alz+ea Az B B
A A AT Ar Al At mAre=A

Portanto, fé derivavel em z, E mais, f'(x0) = A , ou seja,
Az = AAx + e1Ax = f'(x)Ax + g1 Ax.

(<) Reciproca. Se fé derivével em z;,
Neste caso, f/(xo) existe. Como Ay = f(xo + Az) — f(xo), podemos definir ; pela

~ A
expressao e; = A—i — f'(x0).Logo, Ay = f'(x¢)Azx + e1Ax € temos:

A
lim ¢ = < lim 2y

o _ o .
Aim A o f (:co)> 0. Portanto, f¢ diferenciavel em ponto z,.

Em decorréncia do Teorema 1, vamos redefinir a nogao de diferenciabilidade (feita com
a definicdo 1, anterior), incluindo a existéncia de f'(,), 0 que torna mais objetiva a definigao
de diferenciabilidade.

Uma fun¢do de uma variavel é dita diferenciavel se é diferencidvel em todo ponto do
dominio (intervalo aberto).



Definicao 1° (Diferenciabilidade de uma funcao de uma variavel)

Seja y = f(z) uma fungdo de uma variavel, dizemos que f ¢ diferenciavel em
um ponto z,, se Ay = f(zo + Ax) — f(xo) e existe f'(zo) satisfazendo a
equacao

Ay = f'(zg)Ax + e1 Az,

com lim &1 = 0.
Az—0

Portanto, se y = f («) é diferenciavel em =, entdo, Ay = f'(x¢)Az, que é uma
propriedade importante das derivadas, pois nos da o valor aproximado de Ay.

Exemplo 1

Seja y = f(z) = «2. Verifique que f¢ diferencidvel em z,.

Solucao
Temos que:

Ay = f(zo + Az) — f(z0) = (ro + Az)? — 2. = 2. + 2z9(Az) + (Azo)? — 2. =
220(Az)+(Axg)? Assim, Ay = 2z0(Az)+(Azo)? = 2x0(Az)+(Azo)(Axp). Tomando
f(xo) = 2x0 €61 = Az, temos Ay = f'(zg)Azx +e1Ax e Alim0 g1 = 0.

Portanto, f¢é diferenciavel em z,.

Exemplo 2

Seja y = flx) = 2* . Verifique que f¢é diferenciavel em z,.

Solucao
Temos que: Ay = f(zo + Az) — f(xo) = (zo + Ax)? — . Assim,
Ay = 3:17(2)Ax + 3z (Ax)? = 3332Al‘ + 3x0(Az) - (Az). Tomando f'(xp) = 3l’i e

e1 = 3zo(Ax), temos Ay = f'(zo) Az + 1Az e Alimogl = 0. Portanto, fé diferenciavel em z,.



Sejay = f(z) = 2z + 1. Verifique que f € diferenciavel em .
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Diferenciabilidade de
uma funcao de varias variaveis

Vamos definir diferenciabilidade de uma fung@o de duas variaveis, fundamental para a
demonstracdo de propriedades importantes do calculo de fungdes de duas variaveis.

Definicao 2 (Diferenciahilidade de uma funcao de duas variaveis
em um ponto)

Seja z = f(x, y) umafuncdo de duas varidveis. Dizemos que f € diferenciavel
emum ponto (z,, y,), S€ Az = f(zo + Az, yo + Ay) — f(xo, yo), € €Xistem
fz(zo, yo) € fy(zo, yo) satisfazendo a equagéo

Az = fo(x0, yo)Ax + fy(xo, yo)Ay + 1Az + 2y

com e1=0¢6 eg =0

lim lim
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)

Portanto, se = = f(z, y) é diferencidvel em (z,, y,), entdo, Az = f,(zo, yo)Az +
fy(z0, yo)Ay, que & uma propriedade importante das derivadas parciais, pois nos da o
valor aproximado de Az.

Dizemos que f(z, y) é diferencidvel se f(z, y) é diferencidvel em todos os pontos
de seu dominio.

Exemplo 3

Seja z = f(z, y) = 3z — a2y . Verifique que f é diferencidvel em (z,, y,).

Solucao
Temos que
Az = f(xo+ Az, yo + Ay) — f(xo, yo). Ou seja,

Az = 3(zo + Az) — (o + Az) - (yo + Ay)? — 3z + xoy, . Que & 0 mesmo que:



Az =3Ax — ysAx — 2200y — 2yoAxAy — xo(Ay)? — (Az)(Ay)? . Ou ainda:
Az = (3 y,) Az — 200y + (—2y0Ay) Az + [z0(Ay) — (Ax)(Ay)]|Ay
Tomando €1 = —2ypAy € g3 = xo(Ay) — (Az)(Ay), temos

Az = fo(xo, yo)Azx + fy(xo, yo)Ay + 1Az + e2Ay,

com lim e =0c¢ lim 9 = 0. Portanto, fé diferenciavel em (z, y,) -
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0) '

Os exemplos anteriores tém o intuito de tornar a defini¢do de diferenciabilidade mais
compreensivel, ndo sendo muito exigido na solugao de problemas praticos.

Seja z = f(x, y) = 22% — 3y>. Verifique que f é diferenciavel em (z, 4,) -

Aula4 Calculo |l



A seguir, apresentamos um teorema muito usado, que se aplica a maioria das
funcdes relevantes no calculo de fungdes de varias variaveis, mas ndo faremos
aqui a demonstragao.

Teorema 2

Sejam f(, y) uma funcdo definida em um dominio que contenha (z,, ¢,) em
seu interior, com derivadas parciais f e f continuas em (z,, y,). Entéo, f(z, y) €
diferenciavel em (z,, v,).

Teoremas e defini¢Oes de fungOes de duas variaveis se generalizam para trés ou mais
variaveis sem dificuldade.

A seguir, adaptamos a definicdo 2 para o caso de trés variaveis.

Definicao 2°

(Diferenciabilidade de uma funcao de trés variaveis em um ponto)
Seja w = f(x, y, z) uma fungdo de trés variaveis, dizemos que f € diferen-
cidvel em um ponto (zo, yo, 20), S Aw = f(xg + Az, yo + Ay, 20 + Az)

- f(l’o, Yo, ZO) e existem fa:(:I:Oa Yo, 20)7 fy(m07 Yo, ZO) € fz($07 Yo, ZO)
satisfazendo a equagao

Aw = f$($07 Yo, ZO)A:U—i_fy(xU: Yo, ZO)Ay+fZ(x07 Yo, ZO)AZ+€1ALIZ

+e2Ay+e3iz,
com
lim e1 =0, lim eo=0¢8 lim es3 =0

Portanto, se w = f(z, y, ) é diferencidvel em (xo, o, 20), entdo,
Aw = fo(x0, Yo, 20)Az + fy(xo, Yo, 20)Ay + f.(xo, Yo, 20)Az , que €
uma propriedade importante das derivadas parciais, pois serve para o calculo
aproximado de Aw.



Diferenciabilidade de uma
funcao vetorial de uma variavel

Vamos definir diferenciabilidade de uma funcao vetorial de duas variaveis, que é
fundamental para a demonstragcdo de propriedades importantes do calculo de fungdes
de duas variaveis.

Definicao 3
(Diferenciahilidade de uma funcao vetorial de uma variavel)

Seja r(t) = (x(t), y(t), z(t)) uma funcdo vetorial de uma variével. Dizemos
que r(t) é diferenciavel em um ponto ¢, se Ar = (z(to + At), y(to + At),
z(to + At)) — (x(to), 1€ existe r'(to) = (2/(t0), ¥'(to), #'(to)) satisfazendo
a equacgao

Ar = zy(ug, vo) Au +

com lim 1 =0.
Az—0

Nesta definicdo €1, € uma fungao vetorial de mesma natureza que r(¢), cujo limite é o
vetor nulo.

Na definigcdo 3, usamos uma notagdo mista, na qual aparecem as fungdes componentes
e vetoriais. A seguir, repetimos a definicao 3, com uma notagdo vetorial.

Definicao 3"
(Diferenciabilidade de uma funcao vetorial de uma variavel)

Seja r(t) uma fungao vetorial de uma variavel, dizemos que r é diferenciavel
em um ponto ¢, se Ar = r(to + At) —r(to) e existe r'(to) satisfazendo a
equacao

Ar = zy(ug,vo)Au + ¢,

com lim 1 =0.
Az—0



Vamos definir, a seguir, diferenciabilidade de uma funcao vetorial de duas
variaveis. No que se segue, consideramos a funcdo vetorial definida no plano, apenas para
reduzir a notagao.

Definicao 4

(Diferenciahilidade de uma funcao vetorial de duas variaveis)
Seja r(u, v) = (z(u, v), y(u, v)) uma fungdo vetorial de duas variveis,
dizemos que r é diferencidvel em um ponto (z(uo, vo), y(uo, vo)) SE€
Ar = 7"(93(“0 + Aua Vo + AU)7 y(uo T Au7 vo + A’U)) - T(II)(U07 vO)v y(u07 UO))

e existem (z (w0, vo), Yu(uo, vo))satisfazendo a equacao

Ar = xy(ug, vo) Au + 4 (ug, v9) Av + e1Au + 9Av

I —0e i _0
COM Az, Ag)o(0,0) " (Ao Ag)—(0.0) 2

Observe que, na definicdo 4, usamos uma notagdo mista em que aparecem as
fungdes componentes e fungoes vetoriais. A seguir, repetimos a definicdo 4 com uma
notagao vetorial.

Definicao 4"
(Diferenciahilidade de uma funcao vetorial de uma variavel)
Seja r(t) uma fungao vetorial de uma variavel, dizemos que r é diferenciavel

em um ponto ¢, se Ar = r(to + At) — r(to) € existe '(¢y) satisfazendo a
equacao

Ar = xy(ug, vo)Au +,

com lim g1 = 0.
Az—0



Existem diversas regras da cadeia, dependendo da fungao ser real ou vetorial e conforme
0 nimero de variaveis.

Regra da cadeia de uma funcao real de uma variavel

Para facilitar o entendimento do uso da diferenciabilidade, na prova de outros casos da
regras da cadeia, refazemos a regra da cadeia para uma funcao real de uma variavel real.

Observe que, para provar a regra da cadeia, consideramos duas fungoes diferenciaveis
simultaneamente.

Teorema 3 (Regra da cadeia)

Considere as fungdes «(¢) diferenciaveis em ¢ e y = f(x) diferenciavel em
x(t,), entdo, y(t) = f(x(t)) é diferenciavel ¢, com

dy _ dy da
dt  dz dt’

Demonstracao

Como as fungdes z(¢) e y = f(=) sdo diferenciaveis em ¢, e z(t,), sendo
Ay = f(z(to) + Ax) — f(z(to)) € Az = x(to+ At) —x(to), existem f'(x(to)) e
' (to) satisfazendo as equagoes

Ay = f'(zg)Azx + e1Ax
Ax = 2/ (tg) At + e At
com lim ey =0e€e lim e =0.
z—0 At—0
Logo, substituindo o valor de Az em Ay, obtemos

Ay = f'(xo)(2'(to) At + e2At) + 1Az,

Dividindo ambos 0os membros por At, temos

=g _ f’(q;o)(l‘/(to) =+ €2At) +e1——-



Vamos calcular o limite quando At tende a zero,

Ay : Az
i, 3 = i, ()00 2280 155 ).

como f'(z(to)) e '(to) sdo constantes, temos

lim Y _ = ['(w0)(@'(to) + f'(wo) lim (e2A%) + lim ( if)

At—0 At

Observemos agora que quando At tende a zero, Az também tende a zero, logo
podemos reescrever o limite na forma:

Az
. g / /
AI?EOE = f(xo) (2" (to) + f'(x0) hmoeg hm At + Ahm < At)

Calculando os limites ja conhecidos, temos

W P lto) + ['(a0) 0040 %

Portanto,

dy

i = f'(wo) (' (t0))-

Usando a notagdo de Newton, que é mais adequada para expressar a regra da cadeia, temos

dy _ dydx

dt — dxdt’

Observe que usamos a notagao de Leibnitz para expressar a diferenciabilidade, no
entanto, na demonstragao usamos as notagoes de Leibnitz e Newton.

A notagdo de Newton é muito boa porque é mnemanica, mas, a notagdo de Leibnitz tem
a vantagem de apresentar os pontos em que as fungdes devem ser diferenciaveis para que
possamos aplicar a regra da cadeia.




Regra da cadeia para composicao
de funcoes de duas variaveis

No teorema sequinte, trabalharemos, simultaneamente, com a diferenciabilidade de
trés funcdes.

Teorema 4 (Regra da cadeia)

Considere as fungoes w(z, y) € v(z, y) diferenciaveis em (z,, =) z = f(u, v)
diferenciavel em (u(z, y,), v(x,, y,)), entao, z(z, y) = flu(z, y), v(z, y)) € uma
funcao de (z, y) diferenciavel em (z,, ,) com

0z 0z0u 0z 0v

9z dudz | owox
®
0z 0z Ou 6z@

dy~ 0udy " Dvdy

Demonstracao

Como a fungdo u(x, y) é diferenciavel em (xo, ¥o), sendo

Au = u(zo + Az, yo + Ay) — u(zo, y0),
existem « (z,, y,) € satisfazendo a equagao
Au = ug (o, yo)Ax + uy(xo, Yo)Ay + 1Az + 2y,
g2 = 0.

com er=0¢€

lim lim
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)

Como a fungdo v(z, y) é diferenciavel em (zo, o),
existem v, (zo, yo) € vy(xo, yo) satisfazendo a equagao

Av = vy (0, Yo)Ax + vy(20, Yo)Ay + e3Ax + £4Ay,

com lim es=0¢8 lim €4 =0.
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)



Como a fungdo z = f(u, v) diferenciavel em (u(xo, yo), v(xo, yo)), Sendo
Az = f(u(zo, yo) + Au, v(zo, yo) + Av) — f(u(zo, yo), v(zo, o)), existem
Ju(u(zo, o), v(wo, yo)) € fu(u(zo, o), v(wo, yo)) satisfazendo a equacao

AZ = fu(U(IO, y0)7 U(JIO, yO))Au‘f‘fv(U(CCm yO)u ’U(IO, yo))AU+54AU+55AU7

com lim eq=0¢8 lim e5 =0
(Au,Av)—(0,0) (Au,Av)—(0,0)

Logo, substituindo o valor de Aue Avem Az, obtemos

Az = fu(u(wo, Yo), v(zo, yo))(uz(To, Yo)AT + uy(To, Yo)Ay + e1Ax + £2Ay)
+fo(ul@o, 1), v(zo, ¥0))(va(wo, yo)Az + vy(zo, Yo)Ay + e3Az + £4Ay)
te4(uz (o, Yo)Ax + uy(xo, yo)Ay + 1Az + e2Ay)
+es(ve (20, Yo)Az + vy(z0, Yo)Ay + e3Ax + e4Ay)

Dividindo ambos os membros por Az, fazendo Ay = 0 e calculando o limite quando

0z .
Az tende a zero, obtemos pe ou seja,
X

Az 0z .
Am o= o= Alifgo(fu(u(wo, Y0), v(wo, Yo))(uz(wo, Yo) +uy(zo, yo)0+e1+220)
+fo(u(zo, yo), v(zo, Y0))(vz(xo, Yo) + vy(xo, Y0)0 + €3 + €40)
+eq(uz (o, Yo) + uy(x0, Y0)0 + €1 + £20)

+es5(ve (o, Yo) + vy(zo, ¥0)0 + €3 +€4))

Observe que Ay = 0 e Ax tende a zero, logo, as expressoes de Au e Av também
tendem a zero e todos os limites 1, €9, €3, €4, €5 € £ tendem a zero.

Portanto,

g; = fu(u(zo, o), v(zo, Y0))(uz(zo, yo) +0+0+0)
+fo(u(wo, yo), v(wo, Y0))(ve(z0, yo) + 0 + 0+ 0)
+0+0+0

+0+0+0

Temos:

g; = fulu(zo, yo), v(zo, Yo))uz(x0, yo) + fo(u(zo, yo), v(xo, Yo))vz(To, Yo).



Procedendo da mesma forma, na expressao de Az divide-se ambos 0s membros por
Ay, fazendo Az = 0 e calculando o limite quando Ay tende a zero, obtemos

g; = fulu(xo, y0), v(x0, y0))uy(@o, yo) + folu(zo, yo), v(zo, y0))vy (@0, Yo).
Resumindo:

% = fulu(@o, y0), v(x0, y0))ua(@o, y0) + folu(@o, o), V(0. Y0))va(@o, o)
e

g; = fu(u(zo, yo), v(zo, Yo))uy(zo, Yo) + fu(u(zo, Yo), v(zo, Yo))vy(To, Yo),

que é a regra da cadeia na notacdo de Leibnitz.

Usando a notagdo de Newton, temos

0= _0z0u 000
Or Oudxr Oviox

0z 0z0u 0zdv

—_ = —
Jdy Oudy Jvdy
Para concluir a diferenciabilidade, reagrupemaos a expressao

Az = fu(u(zo, yo), v(x0, yo))(uz(To, Yo)Az + uy(xo, yo)Ay + 1Az 4 £2Ay)
+fo(u(zo, yo), v(zo, Y0))(va(xo, Yo)Ax + vy(x0, Yyo)Ay + e3Az + e4Ay)
+ea(uz (0, Y0)AZ + uy(zo, Yo)Ay + 1Az + e2Ay)
+e5(ve (0, Yo)Az + vy(xo, Yyo)Ay + e3Ax + e4Ay)

Az = (fu(u(zo, Yo), v(To, Yo))uz(zo, Yo) + fu(u(zo, Yo), v(xo, Y0))vz(z0, Yo))Az
+(fulu(mo, Yo), v(zo, yo))uy(To, Yo) + fu(ul(zo, yo), v(zo, Yo))vy(To, Yo))Ay

erAx + eg Ay



Exemplo 4

Suponha que z =w® +v3equew =2z + vy, v = 3z — 2y . Use a regra da cadeia
0z

para determinar 9z e —
oxr Oy

Solucao

Neste caso, as variaveis usadas nas formulas sao as mesmas usadas no exemplo. Temos
entao:

Oz 0z0u  0z0v O +v*) 92z +y) n O(u? + v3) 0(3z — 2y)

9r  udr " owor  ou oz 90 o
(3u2)(2) + (31}2)(3) =6(2x + y)2 + 93z — 2y)2 =

6(422 4 4xy + y?) 4+ 9(922 — 12zy + 4y?) = 10522 — 84zy + 429>

0z 0z0u  0z0v _ O(ud+v3) 0(2x + y) N O(u? + v3) 0(3z — 2y)

oy oudy ovoy . ou a2y 0 oy
(3u?)(1) + (3v2)(—2) = 3(2z +y)? — 6(3z — 2y)? =
3(4a? + dxy + y?) — 6(922 — 12zy + 4y?) = —4222 + 84y — 2132

. 0 0
Resumindo, temos o = 1052 — 8dzy + 42y% & = = — 4242
Oz oy

Exemplo 5
Suponha que f(x,y) = % eque xz =x(s, t) =2s —t, y =y(s, t) = s+ 2t.
Use a regra da cadeia para determinar of e 8—f.
ds Ot
Solucao

Neste caso, as formulas sdo diferentes das usadas no exemplo anterior, portanto,
inicialmente devemos adaptar as fdrmulas da regra da cadeia as variaveis do exemplo, em
seguida, proceder como no exemplo anterior, dessa forma, temos:

Of 0fox O0fdy 0 (z—y 8(25—15)_’_2 x—y \ O(s+2t)
ds Oxrds Oyds Ox \22+y? Js Oy \ 22 + 42 ds

como as derivadas envolvidas tem expressoes grandes calculemos separadamente.



Usando a regra de derivada de um quociente, obtemos

2( Ty ) _ (W +yA) — (2 —y)(22)
Oz \ 22 + y? (22 + y2)2 :

Suponha que » = ——2

—2 _aquezxz=x(r,0)=rcosb, y=y(r, ) =rsenf.
z2 + yg q ( ) Yy J( )

Use a regra da cadeia para determinar aﬁ e 0 quandor = 3, 6 = &
or 00 : 6

m Aula4 Calculo |l



Regra da cadeia para uma funcao vetorial
e uma mudanca de parametro

Observe que, para provar a regra da cadeia, consideramos duas fungoes diferenciaveis
simultaneamente.

Teorema 5 (Regra da cadeia)

Considere as fungdes ¢(7) diferenciavel em o e r(t) = (z(t), y(t), z(t))
diferenciavel em t(70), entdo, r(7) = (z(t(7)), y(t(7)), z(t()))é uma fungdo
diferenciavel em 79 com

dr  dr dt

dr — dtdr

Demonstracao

Como a funcdo ¢(7) é diferenciavel em 7y, sendo A7 = (1o + A7) — t(70), existem
t' (o) satisfazendo a equagdo

AT =t/ (10) AT + £1AT,

com lim e; =0.

T—0

Como a funcdo vetorial (t) é diferenciavel em t(70), sendo Ar = r(t(ry) + At)
—r(t(70)), existem »/(¢(r)) satisfazendo a equagao

Ar =1'(t(10)) At + e2 At
com lim &5 =0 .
At—0

Logo, substituindo o valor de At em Ar, obtemos:
Ar = 1'(t(10)) (' (10) AT + 1 AT) + eo(t (10) AT + e1A7T).

Dividindo ambos os membros por A, e calculando o limite quando A7 tende a zero,
temos
Ar dr

Adim === Alilgo(fl(t(TO))(t'(TO) +e1) +ea(t'(10) + 1)),

logo
dr

g 7' (t(10))t' (70).



Usando a notacao de Newton, temos

dr _dr it
dr  dtdr’

Nesta aula, vimos o conceito de diferenciabilidade para fungoes de varias variaveis
e também a regra da cadeia.

Autoavaliacao

g 333333

>
=
D

I

ow 0
Dado que w = a3y? — 2zy* + 32%y® verifique que vty al; = bw.

Dado que w = (ax + by + cz)™, onde a, b € ¢ sdo constantes, verifique que

Dado que w = ¢ + tan(te /+), verifique que s2 + % + t%—f = 212,

Seja f uma funcdo diferenciavel e seja w = f (i 2;) Verifique que

252
ow ow
t— — = 0.
7 s + 5s o 0

ow ow ow
— v 4 ¥z 4 e it i
Dadoque w =e /v + e /= + ¢ /=, verifique que o +y— 3y +z 5% 0.

o 0 0
Dado que w = In(a3 + 522y + 622 + 7y%), verifique que —— L _3,

Ox +y8_y

Suponha que f(x, y) =23 +y3, e que z=x(r, s) =2r +s, y =y(r, ) =
= 3r — 2s.
of of

Use a regra da cadeia para determinar — e -~
or  0Os
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Suponha que f(z, y) = % eque z=ux(s, t) =25 —t, y =1y(s, t)
=5+ 2t Y
Use a regra da cadeia para determinar of e of .

Os Ot

Suponha que z = sequex =x(r, 0) =rcost, y=y(r, 0) =rsend.

Ty
2 +y

. . 0z 0z T
Use a regra da cadeia para determinar o e 20 quando r =3, 6 = 6

Suponhaque z = f(z, y) ex =x(r, 0) =rcos b, y=y(r, ) =r sen 6.

0z 0z 0z 0z
a) Expresse 3 S 9 &M termos de 9 & Tk

h)M’[ 8z2+1 822_8z2+8z2

ostreque \ 5. ) "2 \a0) T \os ay )
Em um certo instante, a altura de um cone circular reto é 30 ¢m e esta aumentando
a uma taxa de 2c¢m/ seg. Nesse mesmo instante, o raio da base é 20c¢m e esta
aumentando a uma taxa de 1cm/seg. A que taxa estda aumentando o volume nesse
instante?

A base B de um trapézio aumenta de tamanho a uma taxa de 2cm/ seg € a base
b diminui de tamanho a uma taxa de 1¢m/seg. Se a altura h estd aumentando a
taxa de 3cm/seg, qudo rapidamente esta variando a area A do trapézio quando
B =30cm, b=50cme h=10cm?

Em um certo instante, o0 comprimento de um cateto de um tridngulo retadngulo é
z = 10cm e cresce a taxa de 1e¢m/min € 0 comprimento do outro cateto desse
tridngulo é y = 12c¢m e decresce a taxa de 2¢m/min. Encontre a taxa de variagdo da
medida do angulo oposto ao cateto de 12c¢m de comprimento no instante dado.

Suponha que w= fu, v)eqQUe u=y—z—t, v=2—y+ L

ow Ow Ow Jw of of
a) Encontre %, a—y, & e E em termos de % e % .
ow Ow OJw Jw
b) Mostre que oy ta Tl



Referéncias

ANTON, Howard. Calculo: um novo horizonte. Porto Alegre: Bookman, 2000. v 2.

BURN, R. P. Numbers and functions: steps into analysis. Melbourn: Cambridge University
Press, 1992.

FINEY, Ross L.; GIORDANO, Frank R.; WEIR, Maurice D. Calculo de George B. Thomas. Sdo
Paulo: Addison-Wesley, 2003. v 2.

LEITHOLD, Louis. 0 calculo com geometria analitica. Sao Paulo: Harbra, 1982. v 2.

SIMMONS, George F. Calculo com geometria analitica. Sao Paulo: MacGraw-Hill, 1985. v 2.



Derivada direcional
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Apresentacao

Nesta aula, apresentaremos a nogao de derivada direcional, bem como 0s conceitos
de gradiente, de plano tangente e de reta normal. Aplicaremos esses conceitos para estudar
direcOes de variagdo maxima, minima e zero de uma funcdo de duas ou mais variaveis.

Para obter sucesso a partir desta aula, vocé tem de ler e compreender o texto. Leia
devagar, gastando alguns minutos numa tnica linha, se isso for necessario. Nao se impaciente.
Avance quando se achar preparado.

Objetivos

Compreender o conceito de derivada direcional.

Estimar a variagdo de valores de uma funcdo de duas ou
trés variaveis.

Encontrar o plano tangente e a reta normal a uma
superficie dada.

= -



m muitas situagoes praticas, é conveniente encontrar a derivada numa dada direcdo.
Por exemplo, se estamos observando a profundidade de um agude, é facil perceber
que a dgua se torna mais funda em algumas direcdes do que em outras. Poderiamos

analisar a situagao considerando uma fungao P(z,y) que seria a profundidade no ponto (z,v)
e veriamos que o crescimento de P se da mais rapidamente em algumas dire¢des superficiais
do que em outras. Ao aquecermos um corpo solido, o aquecimento pode se dar mais rapido
numa dire¢éo do que em outra. Se 7(x,y,z2) € a temperatura no ponto (z,y,z2), entdo 7(x,y,z)
pode ser maior em determinada dire¢ao do que em outra.

Por exemplo, se estamos observando a profundidade de um agude, é facil perceber que
a agua se torna mais funda em algumas dire¢oes do que em outras. Poderiamos analisar
a situacao considerando uma fungao F(z,vy,z) que seria a profundidade no ponto (z,v,2)
e veriamos que o crescimento de F'se da mais rapidamente em algumas direcdes do
que em outras.

Um outro exemplo pode ser visto quando aquecemos um corpo solido. O aquecimento
pode se dar mais rapidamente numa dire¢do do que em outra. Se 7(z,y,z) é a temperatura
no ponto (z,v,2), entao 7(z,y,2) pode ser maior em alguma diregcdo do que em outra.

A derivada direcional estima o crescimento de uma fungdo em alguma dire¢ao dada.

Nesse aspecto, a derivada direcional é uma generalizacdo da derivada parcial, estudada
na aula 4 (Diferenciabilidade de uma funcdo de duas varidveis e regra da cadeia), que da a
variagao da fungdo na diregdo dos eixos X, Ye Z.



0 que vem a ser a derivada direcional?

Definicao 1

Seja fuma fungdo de duas varidveis. Definimos a derivada direcional de fem
P = (x,y,) na direcao do vetor unitario w = \ i + 1 j, D, f (zo, yo) COMO
sendo o nimero

desde que o limite exista.

Figura 1 - A derivada direcional.

Exemplo 1

Encontre a derivada direcional de f{z, y) = x+ xyno ponto (2,2) na direcdo do vetor a =
(1,1).

Solucao

Observe que o vetor a dado ndo é unitario. Na definicdo da derivada direcional, o
vetor u é unitario. Logo, antes de qualquer coisa, precisamos calcular o vetor unitario na
direcdo de a. Ou seja, vamos usar a expressao de defini¢ao da derivada direcional tomando

a L, L . queé o vetor unitdrio na dirego de a.

el T VR VR




1 1
Assim, A = 2 K= /2 & como flx,y) = z+ zy, temos que: f(2,2) = 2 + 2.2 = 6.

Como a derivada direcional de fno ponto (z,, 4,) é dada por:

Daf(20, y0) = lim f(wo+ Ah, yo + ph) — f (0, Y0) segue que no ponto (;, y,) teremos:

S <2+ Lty ! h> £(2,2)
=l + — - 3
Duf(2, 2) = im Vi V2

= lim
h—0
2+ h+4+1h2+ h—6
= lim V2 2 V2
h—0 h
5 1,
—hmﬁh—i_ﬁh = lim i+1h —i
_h—>0 h _h—>0 2 2 _\/5

Encontre a derivada direcional de f(x,y) = 2> 4+ %* no ponto (1,1) na diregéo do
vetor a = (1,3).

Observacao - Como « é um vetor unitario do plano, podemos escrever u = (cos )i + (sin ).
Neste caso, a derivada direcional de fno ponto (z,, y,) na direcao de « € o nimero:

f(zo+ h cos 0, yo+ h sin 0) — f(z0, yo)
h b

-Duf(x07 Z/O) = }llli)l})

desde que o limite exista.

E f4cil ver que, em geral, ndo é comodo calcular a derivada direcional em termos do limite
quando A tende a zero. Ocorre 0 mesmo com as derivadas de fungdes, f, de uma variavel, que
em geral ndo calculamos usando o limite do quociente de Newton:

fl@+h)— f(z)
h
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Na disciplina Galculo I, vocé ja viu que desenvolvemos uma série de formulas eficientes
para efetuar o calculo da derivada.

Como, entdo, procedemos para calcular a derivada direcional sem usar a definicdo?

Podemos calcular a derivada direcional desenvolvendo uma formula eficiente dada pelo
teorema 1 a sequir.

Teorema 1

Seja f(x, y) uma funcdo de duas variaveis tendo suas derivadas parciais,

(9f((;ﬁ, y) : of (z, y) ,continuas e a = (cos 0)i + (sen #)j um vetor unitario.
z

Yy
A derivada direcional de f(z, ) no ponto (z, y,) é igual a:
Dz f(zo, o) = o/ Ox’ o) cos 0 + %ﬂ;yo) sen 6 -

Antes de mostrar como se encontra essa formula, vamos fazer algumas aplicagdes dela.

Exemplo 2

No exemplo 1, usamos a definicao que envolve limite para encontrar a derivada direcional
de flx,y) = x+ zyno ponto (2,2) na direcdo do vetor a = (1,1). Usando o resultado anterior,
temos que:

of(z, y)
Oz oy
af (2, 2)

0f(2,2) 5 3, 915 2) 5 Por outro lado,
ox 0y

of (z, y)

=14y, = z. No ponto (2,2), teremos os valores:

1 1
u = (cosf)i+ (sinf)j = \ﬁiqt Ej'

Assim, temos que a derivada direcional é dada por

Daf(xo, yo) = 8f(6(; Yo) cos 0 + Wsen oe
0f(2,2) 1 0f(2,2) 1 3 2 5 .,
Duf(2,2):f(%)\/iJrfgy)ﬁ:ﬁJrﬂ:ﬂ,comola

haviamos encontrado.



Seja f(z, y) = 23 +y® — 322y — 3zy? . Usando o teorema 1, encontre a
derivada direcional de f{z, y) no ponto P, = (1, -2) na dire¢do do vetor (3,1).

Exemplo 3

Encontre a derivada direcional de f(z, y) = ye” + sen (xy) no ponto (0,1) na dire¢do
do vetor a =1+ 27.

Solucao

Como f(z, y) = ye* + sen (xy), temos que 8f(;2 R af(;z Y) _ er 4 3 cos(ay)

Por outro lado, como « ndo é unitario, o vetor unitario na direcdo de a é:

w=-% -1, 2 Portanto, a derivada direcional ¢ dada por:
lall 5 V5 5
Duf (0, 4o) = f (o, yO)cosGJr f@o, 90) .
ox oy
Logo,D O1:8f(071)i+8f(071)1:1'L+1_i:i.
R TV VIR AV AV V.

Dadaafungdo f(z, y) = arctg(y/x), encontre a derivada direcional na diregdo

do vetor u = ( 12, 2) no ponto P, = (4, 3).
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Prova do teorema 1

Escrevemos a equagao paramétrica da reta que passa por (x,,y,) na diregao do vetor
unitario u = w, ¢ +u,j = (u,,u,), parametrizada pelo comprimento de arco s:

r(s) = (z(s), y(s)) = (2o, yo) + su = (zo, yo) + s(u1, u2). Ou seja,

x(s) = xo + sui € y(s) = yo + sua

Se f(z,, y,) for diferenciavel em (z,, y,), usando a regra da cadeia, podemos escrever:

9f (o, y0)> do <<9f(900, y0)> dy

Duf(xo, yo) = (

ox ds y ds
B <5f(930, yo)) o (af(ffo, yo)) "
N ox ! ox
_ (Of(xo, yo) dz f (w0, yo)\ dy [ 9f(x0, Yo) df(xo, yo)
(. (g (). (),

Seja f(z, y) uma fungdo de duas varidveis, possuindo as derivadas parciais num ponto

(z,, 3), &0 %) o 91(20: %0) gefinimos o gradiente de fno ponto (, y,), denotado

ox dy
por V f(zo, yo), como sendo o vetor:
_ Of (o, yo) . | Of (xos yo) . (Of(xo, yo) Of (xos yo)\

Leia a notagdo Vf{x,, y,) como sendo “gradiente de f em (x,, y,)". A letra do alfabeto
grego “V” isolada é lida como nabla.

Pela exposicao anterior, a derivada direcional D, f(zo, yo) pode ser vista como um
produto escalar:

Duf(xﬂu ?/0) =< vf($07 y0)7 u >.

Exemplo 4

Encontre o gradiente da funcao f(z, y) = 2* + 2¢” — 3z + 2y no ponto P, = (2, -1).



Solucao

0 vetor gradiente é dado por:

_ Of(wo, yo) ., Of(wo, yo) . [ Of(xo, yo) Of(x0, yo)

Vf(w(), yO) - ox 1+ 8y J = O ) 8y
Calculando as derivadas parciais da fung¢do dada, temos:
0f@, y) o, 3 2f@ ) _ o

ox y
Aplicando cada uma das derivadas parciais no ponto P, = (2, 1) dado, temos:
ofe, -1 ., _..0f2 -1 _

o —A-3=1e o5 =4(-1)+2=-2

Portanto, o vetor gradiente € igual a: V f (zo, yo) = i + (—2)j -

Encontre o vetor gradiente dafungao f(z, y) = 22 — 2y — y?noponto P, = (2, -3).

0 vetor gradiente para
funcoes com trés variaveis

A definicdo de derivada direcional para funcoes de trés variaveis pode facilmente ser
adaptada a partir do que fizemos anteriormente para o caso de duas variaveis.

Definicao 2

Seja fuma funcdo de trés variaveis. Definimos a derivada direcional de fem
P = (z, y, %) na direcao do vetor unitario

u =M\ + uj + vk, Dyf(zo, Y0, 20), cOMO sendo 0 nimero

f(zo + Ah, yo + ph, 20 +vh) — f(zo, Yo, 20)
h L

Duf(an Yo, ZO) = }llli)%

desde que o limite exista.

m Aula5 Célculoll



0 teorema 2 pode ser facilmente adaptado para o caso de fungoes de trés variaveis.

Teorema 2

Seja f(x, y, z) uma fungdo de trés varidveis tendo suas derivadas parciais,

of(z, y, 2) 9Of(=z, ¥, 2) Of(=, y, 2)
ox ’ oy ’ 0z

um vetor unitario. A derivada direcional de f(z, y, z) no ponto (x,, y,, z,) na

direcdo de w é igual a:

a 5 3 3 5 s a , ,
Do, oy ) = f(xoago Zo)ulJr f(xoazz//o zo)u2Jr f(xoago zo)u3

, continuas € u = wuyi + ugj + usk

Exemplo 5

Encontre a derivada direcional da fungdo
flx, y, 2) = 2% +y? + 2% — 3wy + 222 — yz na diregdo do vetor v = (1, 1, 1) no
ponto P, = (1, 2, -1).

Solucao
A derivada direcional é igual a:

Duf(a, y, 2) = Wul Lo “éy“ 2y 2 91 (x(;)zy’ %) s, onde

u = u,i+ u,j+ u,k € o vetor unitario na diregao do vetor v dado.

v ( 1 1 1 >
i U= 7 = I~ - B
Ousela. ol ~ \V3' v3' V3
Como f(xz, y, z) = 2 + 3% + 2% — 3xy + 2wz — yz, temos que as derivadas parciais
sao:

ox oy 0z

Aplicando as derivadas parciais no ponto P = (1, 2, 1) dado, temos:
8f(172)_1):2_6_2:_6’ af(1727_1):4_3+1:298f(1525_1):

or oy 0z
—2+2-2=-2,

. 1 1 1 1
Assim, D, f(1, 2, -1) =(-6)—=+2— —2— = (—6)—.
f( ) =( )Jg 75 27 ( )\/g



Encontre a derivada direcional da fungdo f(z, y) = z2+2y%2 -3z +2y na
direcdo do vetor v = (2, 2,/5) no ponto P, = (1, 1, -1).

Observagao - Tanto para fungdes de duas quanto de trés variaveis, podemos interpretar a
derivada direcional de fno ponto P na direcao de u como sendo um produto escalar de dois
vetores. De fato, para o caso de trés varidveis, o valor da derivada direcional obtida no teorema
2 é dado por:

of (x, y, 2) of (x, y, 2) of (z, y, 2)

Dy f(xo, Yo, 20) Duf(x, y, 2) = o uy + oy ug + P

que pode ser interpretado como o seguinte produto escalar:

0f(xo, yo, 20) Of(xo0, Yo, 20) Of(xo, Yo, 20)
oz ’ Oy ’ 0z

Dy f(x0, yo, 20) =< ); (w1, ug, uz) >

Ou seja,

Dy f(zo0, Yo, 20) =< V f(wo, Yo, 20), u >

Seja f(x, v, z) uma fungdo de trés variaveis, possuindo as derivadas parciais num ponto

8f(fl?(), Yo, ZO) 8f($0, Yo, ZO) 8f($0, Yo, ZO)
(0, Yo, 20), 5 , 5y e >
gradiente de fno ponto (z;, y,, z), denotado por v £ (z,, yo, o), COMO sendo o vetor:

df(xo, Yo, Zo)iJr df(xo, yo, 20) y df(xo, yo, 20)

. Definimos o vetor

Vf(zo, yo, 20) = g 3y J P k=
_ 3f(3:0, Yo, ZO) 8-f(mO? Yo, ZO) 8f(m07 Yo, ZO)
Ox ’ oy ’ 0z '

As direcoes de maior e menor crescimento de
uma funcao de mais de uma variavel

Na disciplina de Geometria Analitica e Nimeros Complexos, vocé ja viu que: se A,
B sdo vetores do plano (ou do espaco tridimensional), o produto escalar deles satisfaz:
< A, B>=||A]l-||B]|| - cos,onde 6 €& 0 angulo entre os dois vetores.

Vamos usar essa propriedade para o0 caso em que A seja o vetor gradiente e B, um vetor
unitario e, com isso, identificar as diregdes de maior e menor crescimento de uma fungdo de
mais de uma variavel.

Aula5 Célculoll



Seja P= (z, y, 2) € wum vetor unitario, temos que:
Dy f(P) =< Vf(P), u>=|Vf(P)|| - |[ull - cos & = [[VF(P)] - cosb,

onde # é o angulo entre o vetor gradiente, V f(P), e 0 vetor unitario . Logo, 0 maior
valor da derivada direcional, D, f(P), ocorre quando cos 6 = 1, pois —1 < cosf < 11sto €,
quando o angulo entre o vetor gradiente e o vetor unitario for zero.

Assim, a direcdo do gradiente é a do crescimento maximo da fungao e a norma do vetor
gradiente é a razdo de crescimento da funcgdo naquela diregao.

Exemplo 6

Dada a fungdo f(z,y,z) = 22 — z2y — 2, encontre a derivada direcional de fno ponto
P, = (2, 1, -3) na dire¢do do maior crescimento.
Solucao

0 vetor gradiente de fem (z, y, 2) é igual a:

I L L VP

= 2z — zy)i+ (z2)j — (zy + 22)k.

k.

Logo, o vetor gradiente no ponto P, = (2, 1, -3) é igual a:

(Vf)(2, 1, —=3) = 7i — 6 + 4k. Como a direcdo do maior crescimento € a direcéo
do vetor gradiente, entdo, a derivada direcional na direcdo do gradiente é igual a norma
do vetor gradiente no ponto P, = (2, 1, -3). Assim,

Dyy(2, 1, =3) = [I(V)(2, 1, =3)| = /7> + (=6)2 + (+4)? = V101

Sejam f(z, y, 2) =2®> +3zy +y°>+ 2%, Po=(1,0,2)e P, = (-1, 3, 4) .
Encontre:

a) a derivada direcional D, f no ponto P, onde « € um vetor unitario na diregao
P
do vetor PyP; ;

b) o valorde D o ponto P, onde vé um vetor unitério tal que D fé um méximo.

@ Aulab5 Calculo Il



Depois de aprender em qual dire¢do a fungdo f aumenta mais rapidamente, é natural que
vocé faca as duas perguntas seguintes:

a) qual é a direcao em que a fungdo decresce mais rapidamente?

b) qual ¢ a direcso em que a funcdo tem variagdo nula?

As respostas as duas perguntas anteriores sao:

a) a fungdo decresce mais rapidamente no sentido contrario a do maior crescimento, ou
seja, a fungado decresce mais rapidamente na direcao e no sentido do vetor: —(V f)(P).
Observe que o angulo entre o vetor unitario ue Vf( P) é 180°. Logo, A derivada direcional
nessa diregdo é dada por:

Dy f(P) =< V[f(P), u>=[Vf(P)| - |lul - cos®
= [IVF(P)II - cos180° = [V f(P)|| - (1) = =V f(P)];
b) a fungao tem variagao nula em qualquer dire¢ao perpendicular ao vetor gradiente. De fato:
Dyf(P) =<V f(P), u>=[Vf(P)| - [lull - cos§ =
IVF(P)| - cos(n/2) = [V f(P)|| -0 =0

Exemplo 7

Ache a dire¢do em que a fungdo f(z, y) = 4xy + 3y* decresce mais rapidamente e a
direcao em que ela tem variagdo nula no ponto (3, 1).

Solucao

Temos que: % =4ye w — 4z + 6y - Assim, o gradiente de f(z,y) no
ponto (3,1) é dado por: V£(3, 1) = 4i —|y- 8 . Logo, f(x,y) decresce mais rapidamente na
direcao do vetor u = —V f(3, 1) = —4i — 18j.

A fungao f{(z,y) tem variagdo nula na dire¢do: do vetor v =—187 + 45 ou do vetor, pois
é perpendicular ao vetor gradiente V f(3, 1).

Ache a direcdo em que a fungdo f(z, y) = e”seny decresce mais rapidamente
e a direcdo em que ela tem variagao nula no ponto P = (0, g)
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Propriedades algebricas do vetor gradiente

Conhecendo os gradientes de duas funcdes fe g, é facil encontrar os gradientes da soma
das duas funcgoes, da diferenca entre elas, do produto, do quociente e da multiplicagdo de
qualquer uma delas por uma constante. De fato, valem as seguintes propriedades:

a) (Soma): V(f+g)=V/f+Vyg
b) (Diferenca): V(f —g)=Vf-Vyg
C) (Produto): V(fg) = fVg+gVf

d) (Quociente): v <£> = gig—2ng’ com g(z) #0

e) (Multiplicagao por uma constante): V(cf) =c- (Vf).

Na disciplina Geometria Analitica e NUmeros Complexos, vocé ja viu a equacao do plano
que passa por um ponto P = (x,, y,, %,) € é perpendicular ao vetor N = (a, b, c).

Recordando, se (z, , z) € um ponto qualquer do plano que passa pelo ponto P = (z,, ¥, %)
e é perpendicular ao vetor N = (q, b, ¢), entdo, o vetor PX = (z — x0, y — y0, 2 — 20) do
plano é perpendicular ao vetor normal V. Isso significa que o produto escalar < ﬁ(, N >
é nulo. Assim,

< 1_5)_5, N >=< (z—x0, y—¥%0, 2—20); (a, b, ¢) >= a(x—2x0)+b(y—yo)+c(z—20) = 0.

Ou seja, a(z — o) + b(y — yo) + c(z — 20) = awo + by — byo + cz — czp = 0, que
€ 0 mesmo que:

ax + by + cz = axg + by + c2p-

Como a, b, c, =, y,, # S40 constantes, a expressao ax, + by, 4 cz,= d & uma constante.

Portanto, a equacgao do plano é:

ax+ by + cz= d.

Dizemos que o plano que passa pelo ponto (z,, y,, z,) € é perpendicular ao vetor gradiente

(0, vo. 20) = 8f(360,8i/0, ZO)i+ 8f(xo,a;/o, Zo)j n A f (zo, i/g, ZO)kédenominado

plano tangente a superficie de nivel f (z, v, 2) = kno ponto (z,, ¥, 2,)- A equagdo do plano
tangente a superficie f(x, y, z) = kno ponto (z,, y,, z) €



af($0a Yo, ZU) af(l‘()a Yo, ZO) 8f(1'0, Yo, ZO)

ax (ﬁ—IO)‘i‘ ay (y_y0)+ 82 (Z_ZO):O'
V/(P)
z
P \
1l
T
Y
Figura 2 - Plano tangente a superficie.
Exemplo 8

Encontre a equacgao do plano tangente para a superficie de nivel dada por
fle,y2) =2+ 9y + -3

no ponto (1,1,1).

Solucao
0 plano tangente é o plano que passa por (1,1,1) e é perpendicular ao vetor gradiente de
fem (1,1,1). O vetor gradiente é dado por:

0f(xo, yo, 20) . = Of(xo, Yo, 20) . = Of(xo, Yo, 20)
Ox vt oy s 0z b

V£ (o, vo, 20) =
= 2x0t + 2y0J + 220k
Como (z, y,, 2,) = (1, 1, 1), temos: V f(1, 1, 1) = 2i + 2j + 2k .
A equacgdo do plano é:

2(z—1) + 2(y—1) + 2(2— 1) = 0, que € 0 mesmo que: 2z + 2y + 2z= 6.



Encontre a equagdo do plano tangente a superficie de nivel zy + yz + 22— 3 =0
no ponto P, = (1, 1, 1).

Quando vocé estudou Geometria Analitica e Nimeros Complexos, viu que a
equacao paramétrica da reta que passa por (z,, ¥,, 2,) € € paralela ao vetor v = ai + by
ck é dada por:

rT—% _Y—Y _z—%0 _

k
a b c '

Dai, escrevem-se as equacoes paramétricas da reta:
x—xo = ak, y—yo = bk, z—z9 = ck que € 0 MeSMOo que: = = zg+ak, y = yo+bk,z =
20 +ck.

Vamos usar o que ja aprendemos para definir reta normal a uma superficie de nivel.

Sabemos que dada uma superficie de nivel f(z, y, z) = k, 0 vetor gradiente é normal ao
plano tangente a superficie no ponto (z,, y,, %,). Dizeémos que a reta normal a superficie em
(7, y,» 2,) € areta que passa por (z,, ,, z,) € € paralela ao vetor gradiente V f(zo, vo, 20).

ViP)

Figura 3 - Reta normal a superficie num ponto.
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Exemplo 9

Encontre a equacdo da reta normal a superficie de nivel, do exemplo 8,
flx,y,2) = 22 + 12+ 2 — 3, no ponto (1,1,1).

Solucao

Do exemplo 8, temos que o vetor gradiente é V f(1, 1, 1) = 2i + 25 + 2k. Assim, a
equacdo da normal a superficie dada é a reta cujas equagdes paramétricas sao:

r=142k y=14+2k, z=1+4 2k.

Encontre a equagao da reta normal a superficie de nivel dada por

) =a2+y? - 2ry —x + 3y — 2= —4,noponto (2,-3,18).

Nesta aula, estudamos a derivada direcional, o vetor gradiente, as direcoes de
maior e menor crescimento de uma fungdo de mais de uma variavel, o plano
tangente e a reta normal.
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Autoavaliacao

n A distribuicdo de temperatura numa chapa metalica é dada pela funcgio
f(z, y) = 2% + y* — 22 + 3y . Encontre:

a) a derivada direcional Duf{z, y) no ponto P, = (2, -1);

b) ache as diregOes de maior e de menor crescimento da temperatura.

n Sefa /() 1, 2) = (@ + 9)? + (¢ + 2)2(y + 2%

a) qual é a diregéo do maior crescimento da fungdo no ponto (2, -1, 2)?

b) qual é a derivada direcional de fna direcdo e no ponto encontrados no item
anterior?

n Encontre a equagdo do plano tangente e as equagses da reta normal a superficie z =
7’ + 217 noponto P, = (2, -1, 6).
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Formula de Taylor, valores
extremos e pontos de sela
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Apresentacao

sta é a Aula 6 da disciplina Calculo Il. Vocé ja conhece, do Ensino Médio, que 0s

polindbmios sao fungdes que apresentam propriedades algébricas basicas que 0s tornam

coémodos para trabalhar. Por exemplo, vocé viu, na disciplina Calculo |, que o célculo de
derivadas e integrais de polindmios é muito simples. Nesta aula, apresentaremos a série de
Taylor e Maclaurin, que nos dao métodos para aproximar fungdes por polinémios. Também
veremos critérios, generalizando os estudos no Calculo |, que nos permitem decidir, sob certas
condigOes, se uma funcdo de mais de uma variavel possui um maximo ou um minimo.

Para obter sucesso a partir desta aula, vocé tem que ler e compreender o texto. Leia
devagar, gastando alguns minutos numa dnica linha, se isso for necessario. Nao fique
impaciente. Avance quando vocé achar que esta preparado.

Objetivos

n Aproximar fungdes por polinémios.

Determinar se um ponto (zo, o) € um ponto de méaximo ou de
minimo de uma funcdo de duas variaveis que possui as derivadas
parciais até terceira ordem.



o0
Suponha que uma série de poténcias Z an(z —a)™ converge em algum intervalo
n=0

—R <z —a< R(comR > 0). Entdo, a soma da série tem um valor para cada z neste
intervalo definido, sendo assim uma funcdo de z. Podemos, desse modo, escrever

f(z) = Zan(x —a)" =ag+ a1(z —a) + ag(x —a)® +az(x —a)® + ... Eq. (1)
n=0

coma—R<zx<a+ R.

Uma pergunta é pertinente: qual é a relagdo entre os coeficientes a1, az, as,...,an,...€
afungdo f? Para responder a essa pergunta, procederemos como se o lado direito da equagdo
(1) fosse um polindmio. Fazendo z = a, encontramos que f(a) = ao.

Diferenciando a equacéo (1), como se o lado direito fosse um polinémio, encontramos:

f'(x) = a1 + 2a2(z — a) + 3az(x — a)? + 4a4(x — a)® + ... Para z = a, encontramos
que f'(a) = a.

Continuamos ambos o0s procedimentos de diferenciar (derivar) e fazer z = a para obter

() =2as +3-2a3(x —a) +4-3as(x —a)®> +5-das(x —a)® + ...,

f"(a)

" (a) =2az 0Uay = 51

f"(x) =3 2a3+4-3 2a4(x —a)+5-4-3a5(x —a)> +6-5-dag(x —a)> +...,

f/// (CL)

f"(a) =3-2a30Ua3 = TR

e assim por diante. O modelo agora esta claro. A formula geral para os coeficientes

ap,a1,a2,a3,...,0p,...6€

0

n!

Gnp

Substituindo as formulas para os coeficientes a_na série de poténcias, obtemos

n=0 Eq. (2)



Definicao 1

> f(n)
A expressao » d n,(a)

n=0
pOﬂtO a 0Ua eXpanSEO de fem uma série de poténcias de z — a.

(z —a)™ é chamada série de Taylor de fem torno do

Para o caso especial a =0, a serie de Taylor é dada por
_ = f™(0)

n!

f(=) . Eq. (3)

n=0

Neste caso, a série é chamada série de Maclaurin para f.

Exemplo 1

Dado que f(x) = sen z, encontre sua série de Maclaurin.

Solucao
Temos que
f(z) = senz, f(0) =0,
f'(@) = cos x, f/(0) =1,
" (x) = —sen z, f"(0) =0,
f"(x) = —cos x, f"(0) = —1,
fO(z) = senz, fH(0)=0.

Fica claro que f® =y, f© =" etc., de modo que a sequéncia
0,1,0,—1,0,1,0,—1, .... se repete indefinidamente. Portanto, da equacao (3) obtemos

.%'3 N 335 l‘7 N w9 o (_1)kx2k+1
SeEnNxT = — — - — = — ... = — -
35 79l kz_o (2k +1)!

Observacao - Pode ser verificado, pelo teste da razdo, por exemplo, que a Série anterior
converge para todos os valores de z.

Obtenha o desenvolvimento de Taylor da fungdo f(z) = cos z em torno de
a=m/3.
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Exemplo 2

~ _ - 1
Obtenha a expansao em série de Taylor da fungdo f(z) = p emtornode z = 1.

Solucao
Temos que
fla)=a"" f)=1
fl(z) = (~1)a™? fay=1t

f(z) = (=1)(=2)27° f'(1) = (=1)*-2!
(@) = (=1)(=2)(=3)z™" (1) = (-1)°- 3!
FO (@) = (~1)(=2)(=3)(~4)z° FA1) = (-1t -4
f(@) = (-1)(=2)... (~n)z " F 1) = (-1)" -l

Portanto, substituindo na equagao (2) e observando que a = 1, obtemos

fla) =~ =S (1 - 1)
n=0

[ee)
Observagao - Podemos usar o teste da razdo para verificar que a série Y _(—1)"(z — 1)" &
convergente no intervalo 0 < z < 2. n=0

Obtenha o desenvolvimento de Maclaurin da fungao f(x) = cos .

Exemplo 3

Obtenha a expansdo em série de Maclaurin da fungdo f(x) = e”.

Solucao

Como sabemos, a série de Maclaurin é uma série de Taylor em torno de a =1.
Temos, entdo,
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fla)=e" f0)=¢"=
fl(z) =e" F(0)=¢" =
f(x) =€ 11(0) =€ =
f"(x) = e" f(0)=¢"=1
fO (@) = e FO0) = =1
f(x) =€ fMO) =" =1

Obtenha o desenvolvimento de Taylor das fungdes:

a) f(z) =Inzemtornode a = 3;

h) f(z) = senz emtorno de a = /4.

Obtenha o desenvolvimento de Maclaurin da fungdo f(x) = In(1 + x).

Teorema de Taylor com resto

Se a funcdo f possui somente um numero finito — digamos n — de derivadas,
L7 fUVI L entdo, fica claro que ndo é possivel representé-la por uma série

f¥(a)

k!
Nestes casos, ainda é possivel obter uma versdo finita da expansao de Taylor.

de Taylor, uma vez que os coeficientes ay = nao podem ser computados além de a .
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Suponhamos que f(z) possua n derivadas continuas em algum intervalo em torno do
valor a. Entdo, sempre é possivel escrever

"a 2)(q () (q
flz) = f(a)—i—fl(! )(x—a)—i—f 2!( )(x—a)2+ o (w—a)3+...+f n'( )(x—a)7L+Rn

Eq. (4)
para x nesse intervalo.

0 lado direito consiste em um polindmio em = de grau n e umresto R a respeito do qual,
até agora, ndo temos nenhum conhecimento. O teorema de Taylor, logo a sequir, diz respeito
ao carater de R . Esse teorema nao tem somente uma importancia tedrica, também pode ser
usado em aproximacdes de calculos numéricos.

Teorema 1 (Teorema de Taylor com o resto na forma derivada)

Suponhamos que £, f/, f@, ..., f, f(»+1) s4g todas continuas em algum
intervalo contendo a e b. Entdo, existe um nimero centre a e b, tal que
f'(a) f®(a)

f(b) = f(a)+T(b—a)+T(b—a)2+. .

@), o, )

I ot 1)

(b_a)n—i-l'

Isto é, o resto R € dado pela formula:

Fo0(e)

B = )

(b — a)"t1. Eq. (5)

Demonstracao (Omitida)

Optamos pela omiss@o da demonstragdo do teorema por ela ser muito técnica.
Para voceé ter acesso a ela, sugerimos que consulte as referéncias citadas ao
final da aula.

Observacado 1- Vemos que R depende de ambos b € a, € escreve-se, em geral,
R, = R, (a,b), como uma fungdo de duas variaveis.

Observacdo 2 - Se tomarmos o caso especial n = 0, obtemos
f(b) = f(a) + f'(c) - (b — a), que reconhecemos como sendo o Teorema do
Valor Médio.



Exemplo 4

Calcule (1,1)'/5 com uma precisdo de quatro casas decimais.

Solucao
A chave para a solugdo, usando o teorema de Taylor, é o fato que podemos fazer

flz)y=010+ x)1/5, a =0, b=0,1.Apresentamos 0s calculos separando a quinta e a sexta
casa decimal, para destacar as quatro casas decimais.

Entdo,

fl@) = (1+ )5, fla)=1 =1,0000 00

Flw) = £+ 2)75, Fla)-(b—a)= 2(O.1)' =0,0200 00
4 _ f"(a) - (b= a)? 2

1" _ / —_ _ = - _

f'(@) = =5z (1 +2)7, 3 = —5=(0,1)2 = —~0,0008 00
36 "a)-(b—a) 6

J"() = 5= (14 @), [7(a) 3(! @) = 5 (0.1 =0,0000 48

Paratodo x entre 0 e 1,temos 0 < (1 + z)~14/5 < 1.

Portanto, podemos estimar R para n = 2:

_ﬁ —14/5(b_a)3 i
0< Ry = (14+¢) BT <125(

3
195 0,1)° =0,0000 48.

Adicionando os termos na expansao de Taylor para n = 2, obtemos
(1,1)'/5 = 1,0192, aproximadamente.

De fato, uma estimativa mais precisa é 1,0192 < (1,1)'/° < 1,0192 48,

Observacao - No exemplo 4, poderiamos ter selecionado f(z) = 2'/° coma=1e b= 1,1.
O resultado seria 0 mesmo.

Exemplo 5

Calcule /7 com uma precisdo de quatro casas decimais.

Solucao

Considere



Entdo, b - a=-1,¢

fla) =/, fla) =2 =2,0000 00
1 1
fl(x) = gx_Q/S, f'(a)-(b—a) = 13 = —0,0833 33
2 _ f"(a) - (b—a)? 1
" _ _2.-5/3 — - _
fila) = —ga=", 51 =5 = —0,0034 72
10 f"(a)-(b—a)? 5
1 — —8/3 — - _
fi(@) = S, 3 TREE 0,0002 41
80 f f®a)- (b—a) 5
(4) _ —11/3 —_ - _
FO) = =2, T 513 310 0,0000 20

V7=1,9129 34.

Portanto, considerando até a quarta casa decimal, temos que /7 = 1,9129.

Teorema 2 (Teorema de Taylor com o resto na forma integral)

Suponhamos que f, ', f@, ..., f™ f(»+1) s30 todas continuas em algum
intervalo contendo a e b. Entdo, f(x) pode ser escrita na forma

"(a @) (q ™) (a
£(6) = £a) + L2 (6 — 0 + L1 B

(b—a)?+...+ (b—a)” + Rp»

1 b
R=— / FOD () (b — 1)t

Demonstracao (Omitida)

Optamos pela omiss@o da demonstragdo do teorema por ela ser muito técnica.
Para vocé ter acesso a ela, sugerimos que consulte as referéncias citadas ao
final da aula.



Exemplo 6

Escreva In(1 + «) como um polindmio do terceiro grau e faga uma estimativa do resto

1
Rnpara O<z< 3

Solucao

Selecionamos

Entao, )
@)= e 7o) =1
F@=-gg J0=-1
2
") = 1"(0) =2
6
f(4)(x) = —(1 o)
Por isso, 5 3
ln(l—l—x):w—%—i-%-l-Rs,
com -

Uma estimativa pode ser feita substituindo (1 +¢)~* pelo seu maior valor 1, onde
encontramos

Calcule e=%2 com uma precisdo de 5 casas decimais. Use o fato que
2<e<4.

Calcule €2 com uma precisdo de 5 casas decimais. Use o fato que
2<e<A4.
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Maximos e minimos de funcoes
de duas variaveis

ma das principais aplicagdes da diferenciacdo de fungdes de uma variavel ocorre no

estudo de maximos e minimos. Os testes da primeira e segunda derivadas nos permitem

determinar os pontos de maximo e minimo relativos de funges de uma variavel. Esses
testes sdo Uteis para fazer graficos de fungoes, para resolver problemas envolvendo taxas
relacionadas e também para resolver variados tipos de problemas geométricos e fisicos.

Em fungOes de duas ou mais variaveis, existem procedimentos semelhantes. Fungoes
continuas de duas ou mais variaveis assumem maximos e minimos em dominios fechados
e limitados. Uma funcgdo de duas ou mais varidveis s6 pode assumir valores extremos nos
pontos de fronteira, ou onde as derivadas parciais sdo nulas ou nao existem.

Antes de prosseguir, precisamos entender o que é um maximo relativo e um minimo
relativo para uma funcdo de duas variaveis.

Definicao 2

a) Uma fungdo f(z,y) € dita ter um maximo relativo em (zo,y0) Se existe
um disco aberto centrado em (zo, o), em que, para todos os pontos (z, y)
neste disco, tem-se

f(z, y) < (2o, Yo).

b) Uma funcio f(x,y) é dita ter um minimo relativo em (o, yo) Se existe um
disco aberto centrado em (xo, o), ém que, para todos os pontos (x, y) neste
disco, tem-se

f(xa y) > (J;Oa yO)-



Exemplo 7

Considerando a superficie da terra como o grafico da fungao altitude, com variaveis que
indiquem a latitude e a longitude, os picos das montanhas correspondem aos maximos, e 0S
minimos correspondem aos vales.

Vocé pode facilmente adaptar a definicdo 2 para o caso de fungdes com mais de
duas variaveis.

0 estudo de maximos e minimos de fungdes de duas, trés ou mais variaveis tem suas
bases no teorema a seguir.

Teorema 3

Suponha que f(z,y) é definida em uma regido D contendo (zo,y0) em
seu interior. Suponha que f,(zo,y0) €& fy(xo,y0) Sd0 definidos e que
f(z, y) < (zo, yo) para todo (x,y) em D; isto &, f(zo,%0) é um maximo
relativo. Entdo, f.(xo, yo) = fy(zo, v0) =0

Demonstracao (Omitida)

Optamos pela omissao da demonstragao do teorema por ela ser muito técnica.
Para voceé ter acesso a ela, sugerimos que consulte as referéncias citadas ao
final da aula.

Vocé pode, facilmente, adaptar o teorema 3 para o caso de minimo relativo.

Como no caso de uma variavel, quando as derivadas parciais sao nulas em um ponto,
nado é suficiente para garantir que este é um ponto de méaximo ou minimo. Como em fungdes
de uma variavel ha a necessidade de aplicarmos testes usando derivadas parciais de ordem
superior, 0s dois teoremas seguintes sao testes que nos permite decidir se 0s pontos sao de
maximo ou de minimo.



Teorema 4

Seja D um dominio fechado do plano XY, isto é, a curva fronteira de D é
considerada como parte de D. Se fé uma fungdo de duas variaveis definida e
continua em D, entdo, existe (pelo menos) um ponto em D onde f tem um valor
maximo e existe (pelo menos) um ponto em D onde ftem um valor minimo.

Demonstracao (Omitida)

Optamos pela omissao da demonstragdo do teorema por ela ser muito técnica.
Para voceé ter acesso a ela, sugerimos que consulte as referéncias citadas ao
final da aula.

Teorema 5 (Teste da primeira derivada parcial)

Se f(x,y)tiver um maximo ou minimo relativo em um ponto interior (zo, yo) de
seu dominio e as derivadas parciais em (zo, yo) existirem, entdo, f,(zo, yo) = 0

e fy(zo, yo) =0

Demonstracao

Considere que a fungdo z = f(x,y) tem um maximo relativo em (zo, yo) como
na Figura 1 a seguir.

Neste caso, quando consideramos a fungdo z = f(z,y) com zfixo em z,, temos
uma fungdo z = f(xo,y) da variavel y, que terd um maximo quando igualamos

Y = Yo-



f(z,,y,)

o]
a_f (1‘“, yu) =0

N\ 3
a—j;(:):myu):o

o)

%

Figura 1 - Fungdo z = f(x, y) tem um méximo relativo em (o, Yo).

Definicao 3

Um ponto (xo,y0) no qual fx(zo, yo) = 0 ou ndo existe e f,(zo, yo) =0 0OU
nao existe, chama-se ponto critico de f.

Exemplo 8

Encontre os pontos criticos da fungdo f(x, y) = 60zy — 222y — 2zy?, definida em
todo o plano XY.

Solucao
Os pontos criticos da funcdo f(z,y) sdo dados pelas raizes das equagdes

ov ov
— =60y — 4oy —2y> =08 — = 60x — 222 — 4zy = 0,
oz oy

que € 0 mesmo que as raizes de: (60 — 4z — 2y)y = 0 € (60 — 2z — 4y)x = (cujas solugdes
sdo encontradas assim:

y=00u60=4xr +2yex=00uU60=2z+4y.



Assim, as raizes sao:

) 60=42+2ye2=0=y =30

i) y=0e60=2z+4y= 2z =30;

V) 60 =4z +2y€60 =20+ 4y = 4z + 2y = 20 + 4y = o =y = 10

Portanto, os pontos criticos sdo: (0, 0), (0, 30), (30, 0), (10, 10).

Definicao ponto de sela

Uma funcdo diferencidvel z = f(z, ) tem um ponto de sela em (o, %o), se (2o, ¥o) for
um ponto critico e existirem duas curvas no grafico de £ (z, ) passando em (o, %o, f (%o, Yo),
sendo esse ponto um maximo em uma curva e um minimo na outra.

Z :f (56 yo)
(.’EO, y@) =0

f(Inf y())

\ N = z:(x,y)

of
a_y (zm y(]) =0

z=f(z,y)

yli

Figura 2 - llustracdo de um ponto de sela, onde (580, yo) ¢ um ponto critico, a curva z = f(gg, yo).

0 nome ponto de sela, como o proprio nome e a Figura 2 sugerem, decorre do fato de
que o centro de simetria de uma sela para cavalos, é um tal tipo de ponto que no sentido
longitudinal passa por um minimo em (zo, yo, f (o, yo) € N0 Sentido transversal passa por
um maximo em z = f(zo, y).



0 teorema 6, a sequir, & um teste muito util para decidir se uma dada fungao de duas
variaveis possui um minimo ou um maximo.

Teorema 6 (Teste da segunda derivada)

Suponha que fe suas derivadas parciais até a terceira ordem existam e sejam
continuas préximo ao ponto (o, yo)e suponha que f,(xo, yo) = fy(zo0, o) =0
, isto &, (zo, yo) € um ponto critico. Seja ainda:

A — fmr(m[)a yO) fzy(x()a yO) _ f;z:w(

_ 2
Ffoe(@o, ¥0)  Fuu(@os ¥0) 205 Y0) fyy(T0, Yo) — [fzy(@0, o).

Entao,

[) se A>o0e fou(zo, yo) + fuy(zo, yo) < Otem maximo relativo em (o, yo);

ii) se A>0¢ fu(xo, Yo) + fyy(xo, yo) >0, f tem minimo relativo em
(:1:073/0);

fii) se A < 0, ftem um ponto de sela em (zo, yo);

IV) se A = 0, nada podemos afirmar e outros métodos precisam ser usados.

Exemplo 9

Uma empresa de exportagdo quer remeter para o exterior seus produtos em caixas
retangulares cujos comprimentos e perimetros da se¢ao transversal nao ultrapassem 60 cm.

Encontre as dimensdes de uma caixa nessas condi¢des e que tenha o maior volume
possivel.

Solucao

Sejam z, y e 2z as medidas da largura, altura e comprimento da caixa retangular,
respectivamente.



0 volume da caixa retangular é iguala V' = zyz=.
0 perimetro da secdo transversal é igual a 2z + 2y.

No problema, para atingir o volume maximo, o comprimento e o perimetro da se¢do
transversal tém que satisfazer: z + 2z 4+ 2y = 60. Desse modo, a expressao do volume da
caixa pode ser escrito como:

V(z, y) = (60 — 2z — 2y) - 2y = 60xy — 222y — 227>

Os pontos criticos da fungdo V(xz, y) sdo dados pelas raizes das equagoes:

6—V=60y—4my—2y2=08a—v=60:1;—2302—43;y=0,
ox oy

que ja foram encontradas no exemplo 8: (0, 0), (0, 30), (30, 0), (10, 10). Agora, observe que 0
volume € zero nos pontos (0, 0), (0, 30), (30, 0). Para o ponto (10, 10), aplicamos o teorema
5. Ou seja, calculamos:

Viw = =4y, Vyy = —4a, Voy =60 — 4o, A =V, Vyy — ng = 16zy — (60 — 4x)?

A(10, 10) = 1600 — 400 = 1200 > 0 e V, (10, 10) + V - (10, 10) =
-4 .10-4.10=-80<0 portanto, pelo teorema 6. i) temos um maximo relativo em
(10, 10) e V(10, 10) = 1000.

Nesta aula, estudamos as séries de Taylor e de Maclaurin de uma fungdo, e vimos
que seus coeficientes tém forte ligagdo com as derivadas de ordem superior da
propria fungdo. Além disso, vimos critérios para decidir se uma fungdo de mais
de uma variavel tem ponto de maximo, minimo ou ponto de sela.
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Autoavaliacao

n Calcule, com uma precisdo de 5 casas decimais, 0s seguintes valores.

a) cos(0, 5)
b) n(0,8)
C) (1,08)1/4

d) 302/
n Determine a expansdo em série de Maclaurin de cada uma das seguintes fungdes:

a) g(x) = sen
b) g(2) = ¢

C) g(z) =cosx

n Determine a expansdo em série de Taylor de

a) P(z) =322 — 5z +9 em poténcias de x — 1;

b) P(z) = 23 em poténcias de z + 2.
u Determine a expansdo em série de Taylor de cada uma das seguintes fungoes:

a) f(z) =ze®
b) f(x) = zcos bx

c) f(z) =1+ 3sen’z



3 3 3 3 3 3

Verifique que o polindmio P(z) = ag + a1z + asz® + ... + axz®, com ay # 0, €
a sua propria série de Taylor.

Determine os pontos de maximo relativo, minimo relativo e de sela que existirem na
funcdo f(x, y) = 2> + 3wy?® — 322 — 3y? + 4.

Determine os pontos de maximo relativo, minimo relativo e de sela que existirem na
funcdo f(x, y) = 2% + 2xy + 3y + 2z + 10y + 9.

Determine os pontos de maximo relativo, minimo relativo e de sela que existirem na
funcdo f(x, y) = y> + 22 — 62y + 32 + 6y — 7.

Use derivadas parciais para encontrar as dimensoes da caixa retangular, sem tampa,
que tem volume maximo se a area da superficie é 12 u. a..

Uma caixa retangular tem um volume de 20 m?. O material usado nos lados custa R$
1,00 m?, o material usado no fundo custa R$ 2,00 m? e o0 usado na parte superior
custa R$ 3,00 m2. Quais as dimensdes da caixa mais barata?
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Multiplicadores de
Lagrange e aplicacoes




Apresentacao

sta é a Aula 7 da disciplina Galculo Il. Nesta aula, apresentaremos um método para

encontrar pontos de maximo ou de minimo para fungdes de mais de uma variavel,

definidas num conjunto S. Vocé vai ver que este método é apropriado para o0 caso em
que o conjunto de pontos S é definido por meio de uma equacgéo.

Para obter sucesso a partir desta aula, vocé tem de ler e compreender o texto. Leia
devagar, gastando alguns minutos numa tnica linha, se necessario. Nao se impaciente. Avance
quando se sentir preparado.

Objetivo

Encontrar pontos de maximo ou de minimo de fungdes suijeitas a deter-
minados vinculos, através do método de multiplicadores de Lagrange.
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océ viu na disciplina Calculo I, na qual s6 se trabalha com fungdes de uma variavel,

que, ao estudar os pontos onde o grafico de uma fungdo atinge um maximo ou um

minimo e, também, os intervalos onde o grafico é crescente ou decrescente, fazemos
uso da derivada, procurando 0s pontos onde ela se anula. Tais pontos sdo chamados de pontos
criticos. E, a partir destes, determinamos quais sao 0s pontos de méaximo ou de minimo. Para
este estudo, entdo, trabalha-se com fungdes derivaveis.

Quando se estuda os pontos criticos com fungdes de mais de uma variavel, ocorre
a necessidade de identificar pontos de maximo ou de minimo. Por exemplo, quando vocé
aquece uma chapa de metal, pode ser que ela ndo tenha a mesma temperatura em todos 0s
seus pontos. As vezes, é conveniente saber qual a maior temperatura da chapa metdlica e
em que ponto dessa chapa ela ocorre. De um modo geral, problemas como esses podem ser
respondidos a partir do exame das derivadas parciais de algumas fungdes de mais de uma
variavel. E tal como em Calculo |, neste estudo, trabalharemos com fungoes diferenciaveis.

Quando a fungdo possui mais de uma variavel, é necessario identificar qual é o ponto
critico e, nele, quais 0s de maximo ou de minimo.

Se fé uma funcdo de mais de uma variavel e diferenciavel numa regido S, dizemos que
um ponto P, & um ponto critico, se todas as derivadas parciais existem e sdo nulas em P,.

Ou seja, se fé uma fungdo de duas variaveis definida numa regido S: f = f(z, y),

P, P,
dizemos que Py = (zo, yo) €M S é um ponto critico de fquando 8{9(:60) = 8fa(y0) =0.

Se f é uma funcdo de trés variaveis definida numa regido S: f = f(x, y, 2),

dizemos que Py = (xg, 0, 20) €m S é um ponto critico de f quando

of(Ry)  Of(Ry)  Of(Po) 0
or 9oy 9z




Exemplo 1

Determine os pontos criticos da funcdo f(z, y) = e~="~¥* definidaem S = R2.

Solucao

Temos que as derivadas parciais sdo:

M — _zxe—wQ—yz e 8f(ac, y) — _2y€_x2_y2.
ox dy
0 unico ponto Py = (1'0, yO) para o qua|: af(‘gm yO) _ 3f(3(0907 yO) -0
€z Yy

é Py = (w0, yo) = (0, 0).

Portanto, (0, 0) é o (nico ponto critico da fungdo f(z, y) = e~** ",

Ache os pontos criticos da fungdo f(z, y, z) = xy + =z, definidaem S = R®.
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Vocé viu na disciplina Calculo | que nem sempre um ponto critico € um ponto de maximo
ou de minimo: pode ser um ponto de inflexdao. Lembrando, um ponto de inflexdo é aquele

onde a curva muda de concavidade. Nesses pontos, se a derivada segunda f”(z) existe e é
continua, entdo ela se anula, isto é, f”(z) = 0.

Algo analogo pode ocorrer para fungdes de mais de uma variavel. Assim, para fungdes
de mais de uma variavel e para o caso de estudar pontos maximos ou minimos, temos que

identificar o que é exatamente um ponto de maximo ou um ponto de minimo. Para isso, vamos
recordar alguns fatos ja vistos.

Para o estudo de maximo ou minimo, no caso de fungdes de uma variavel, tomamos

um intervalo aberto contendo o ponto P. Para o caso de fungbes de mais de uma variavel,
tomamos um conjunto aberto, que sera definido a seguir.

Ao estudar a nocdo de diferenciabilidade para funcdes de varias variaveis, vocé viu a
noc¢ao de disco aberto e conjunto aberto. Recordando, no espago (pense no espago bi ou
tridimensional), um disco aberto (ou bola aberta) de centro A e raio » > 0 é a colegdo de todos

0s pontos X para os quais || X — A|| < . De modo anélogo, um disco fechado de centro A
e raio r > 0 é a colegdo de todos os pontos X para os quais || X — Al <r.

- .~

____

Figura 1 - Disco aberto — disco sem a fronteira.

Um subconjunto U do espago (pense no espaco bi ou tridimensional) é um conjunto

aberto, se satisfaz a propriedade seguinte: para cada ponto P de U, existe um disco aberto,
D, de centro Peraio » > 0, tal que D esta totalmente contido em U.

Outra maneira, equivalente, de definir conjunto aberto é a seguinte: dizemos que z, € um

ponto interior de um conjunto D, se existe uma bola aberta contida em D, com centro em z,.
Um conjunto é aberto, se todos 0s seus pontos sd@o pontos interiores.



ol N

Figura 2 - Conjunto aberto — disco aberto totalmente contido no conjunto.

Definicao 1

Seja fuma fungao definida num subconjunto aberto . Um ponto P de Ué um
maximo local para fse existe um disco aberto, D, tal que para todo X em D
tem-se:

f(X) < f(P).

De modo andlogo, dizemos que P é um minimo local para fse existe um disco aberto,
D, tal que para todo X em D tem-se:

f(X) = f(P).

Exemplo 2

Considere a fungdo f(z, y, z) = 2% +y? + 22, definida na esfera aberta
U=/{(z,y, z) € R® 22 +y? + 2% < 4},

Encontre os pontos criticos de fem Ue verifique se esses pontos sao pontos de maximo
ou de minimo.

Solucao

As derivadas parciais de fsao:

af($7 Y, Z) _ 8f(3;, Y, Z) _ af(.fU, Y, Z)
=2z =2ye ———=

= 2z.
dx ’ dy dz :




Logo, os pontos criticos sdo as solugoes das equagdes: 2z =0, 2y =0¢€ 2z = 0.

Portanto, 0 tinico ponto critico é (0,0, 0). Como f(x, y, z) = 22 + y* + 2> > 0, seque
que o ponto (0, 0, 0) & um ponto de minimo.

Considere a fungdo f(z, y, 2) = cos(z? + y? + 22), definida no espago R°.

Encontre os pontos criticos de f em R e verifique se esses pontos sao pontos
de maximo ou de minimo.

Vimos anteriormente que, se f possui um ponto critico, esse ponto pode ser um ponto
de maximo ou de minimo ou um ponto que ndo é de maximo nem de minimo. Agora, suponha
que voceé sabe que um dado ponto P é um maximo local de f: P é um ponto critico?

A resposta é dada pelo teorema 1 a seguir:

Teorema 1

Seja f uma fungdo que é definida e diferenciavel num conjunto aberto U. Se
P € U é um maximo local de f, entdo, P é um ponto critico de f.

Demonstracao

Aidéia da prova é mostrar que a derivada direcional de fem todas as diregdes é nula.
Com isso, concluiremos que o vetor gradiente é nulo, o que implica que P é um ponto critico.
Seja Hum vetor unitario qualquer. Para valores de ¢ pequeno, o vetor tH possui norma muito
pequena. Como U é um conjunto aberto, para valores pequenos de ¢, 0 vetor P + tH esta em
U, isto é, P + tH esta no dominio de f e, além disso, P + ¢H esta dentro de uma bola de
centro Pe de raio pequeno. Como P é um maximo local de f, segue

f(P+tH) < f(P).

Aula7 Calculo Il



Assim, a fungdo de uma variavel g(t) = f(P + tH) possui um maximo local em ¢= 0.
Logo, a derivada de gem ¢ = 0 é zero. Por outro lado, usando a regra da cadeia, temos:

g t) =< (VF)(P+tH); H >

Para t = 0, temos ¢'(0) =< (Vf)(P); H >= 0, para todo H. Portanto, tomando
H = (Vf)(P),tem-se ||(V£)(P)||> = 0. Logo, P& um ponto critico.

Dada uma fungéo f, sempre existe um ponto do dominio de fque seja um ponto de
maximo ou de minimo?

Vocé viu na disciplina Galculo | que uma fungdo f(x) continua em um intervalo fechado
e limitado J = [a, b] assume um maximo absoluto e um minimo absoluto pelo menos uma
vez no intervalo J = [a, b].

Resultado analogo vale para o caso de fungdes de duas variaveis. Se f(z, y) € uma fungéo
continua em um conjunto fechado e limitado S (pense num disco fechado ou numa regiao
triangular), assume valores maximo ou minimo absolutos em algum ponto de S.

0 mesmo é verdade para funcgdes de trés variaveis.

Se f(z, y, z) € uma fungdo continua em um conjunto fechado e limitado S (pense num
solido retangular, esfera solida ou cubo solido, casca esférica), assume valores maximo ou
minimo absolutos em algum ponto de S.

Exemplo 3

Considere a fungdo f(z, y) = 23y? — z*y? — 23y> definida na regido S = {(, y) € R?;
x>0ey >0}

Encontre os pontos de maximo e minimo de f na regido S.

Solucao
As derivadas parciais da fungao sdo:

W = 32%y® — daby® — 3x%y® = 2%y* (3 — 4w — 3y) €
X

af(;y) = 223y — 22ty — 323y? = 23y(2 — x — 3y).
Yy



MIOeMZO.Ouseja,

Os pontos criticos sao solucdes das equagoes:
p ¢ quag O dy

22y?(3 — 4x — 3y) = 0;
22y?(3 — 4z — 3y) = 0.

Logo, os pontos criticos ocorrem quando zy = 0, que nos da os pontos da forma:
(z,0)ou (0, y).Se x -y # 0, teremos o sistema: (3 —4z —3y) =0e (2—z —3y) =0,

~ 11
que tem como solugdo o ponto (5, 5).

Como podemos escrever a fungdo f(z, y) = z3y? — 2ty? — 23> = 23y%(1 —x — ),
é facil ver que: se x > 1 ouy > 1, afungdo f(x, y) € menor do que zero.

Por outro lado, no quadrado Q = {(x, y) € R% 0<x <1e0<y <1}, f(z, y)

atinge um maximo. Como nos lados do quadrado @ tem-se f(z, y) <0e f G %) >0,
1 1)\, -~
segue que (5, §> ¢ 0 ponto de maximo.
Agora, observe que: se fixamos um x ndo nulo e fazemos y tender ao infinito, teremos
que f(z, y) tende para menos infinito. Isso significa que f(z, y) ndo possui minimo.

Considere a fungdo f(z, y) = (22 + 2y2) - e~ @*+¥*) definida em todo o plano
R

Encontre os pontos de maximo e minimo de f.
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Nesta secdo, vocé ird estudar outro método para encontrar 0 maximo e minimo de uma
funcdo de mais de uma variavel em algum conjunto descrito por uma equagao.

0 problema de encontrar maximos e minimos de uma funcdo de varias variaveis sem
condicOes adicionais é chamado de problema de maximos e minimos livres. Quando uma
condicdo é imposta sobre uma fungdo, o problema de determinar 0s maximos e minimos
daquela fungdo é chamado de problema de maximos e minimos restritos. A condicdo adicional
é chamada de condicao de contorno. Problemas de maximos e minimos podem ter uma ou
mais condi¢0es de contorno.

Por exemplo, suponha que vocé aquece uma chapa metalica, mas, antes de aquecé-la,
tragou nela um sistema de eixo X'Y. Imagine que a temperatura em cada ponto da chapa seja
dada pela expressao 7'(x, y) = = + y. Agora, vocé quer encontrar a temperatura em todos
0s pontos do circulo unitario de centro na origem. Isto é, vocé estd interessado em encontrar
a temperatura 7(z, y), maxima ou minima, nos pontos sujeitos a condigdo z% + y? = 1.
Este & um problema cuja solucdo (veja exemplo 4, a seguir) é facilmente encontrada pelo
método dos multiplicadores de Lagrange, que veremos a seguir.

Em que consiste 0 método dos multiplicadores de Lagrange?
Para explicar, vamos supor que estamos trabalhando no espaco tridimensional.

Seja g(z, y, z) a fungdo de trés variaveis que nos da a distancia entre um ponto dado,
Py = (a, b, c), e um ponto genérico, P = (z,y, 2) :g(z,y,2) = \/(z —a)® + (y — b)2 + (z — )
Suponha que vocé queira encontrar a menor distancia entre o ponto P, = (a, b, ¢) dadoe a
esfera de centro na origem e raio =, que tem a equagdo: x> + y2 + 22 = 2. 0 que se deseja
encontrar sdo 0s pontos (z,, ¥, z,) sobre a esfera para os quais a fungao g(z, y, z) € minimo.

De uma maneira geral, sdo dadas a fungao g(z, vy, z) diferencidvel de trés variaveis e a
superficie consistindo de todos os pontos (z, y, z) que satisfazem a equagao: f(z, y, 2) = 0.
Seja U um conjunto aberto do espaco tridimensional (pense numa esfera aberta, isto &, uma
esfera sem a casca) que contém a superficie. Agora, suponha que o dominio de g contenha
todos 0s pontos de U.

0 que se deseja encontrar sdo todos 0s pontos P = (xo, yo, 20) SObre a superficie
flz, y, z) = 0 tais que g(P) = g(xo,y0,20) € um ponto de maximo ou de minimo
sobre a superficie.

Isto €, queremos encontrar todos 0s pontos P = (xo, yo, 20) tais que:

ou g(P)

ou g(P)

F(P)=0e { 9(X); para todo X tal que f(X) =0 (P é mdximo)
9 =0

>
< g(X); para todo X tal que f(X)

(P é minimo)



Dizemos que um ponto P satisfazendo a uma dessas condi¢des é um extremo para a
funcao ¢ sujeito a condicao /.

Observe que consideramos somente 0s pontos P para os quais f(P) =0e (Vf) # 0.

Formalmente, enunciaremos 0 método dos multiplicadores de Lagrange da seguinte forma.

Teorema 2

Seja fuma funcdo diferenciavel, com derivadas parciais continuas, sobre um
conjunto aberto U. Seja Sa colegao de pontos X € U tais que f{X) = 0, mas
com (Vf) #O0.

Seja g uma funcgdo diferencidvel, com derivadas parciais continuas, sobre 0
conjunto U. Suponha que P é um ponto de Stal que P é um extremo (isto &,
um ponto de maximo ou de minimo) para gem S. Entdo, existe um namero real
) tal que:

(Vg)(P) =X (V)(P),

0 que significa dizer que: se (Vg)(P) # 0, entdo, o vetor (Vg)(P)tem a mesma
direcéo que o vetor (V f)(P).

A seguir, damos uma interpretacdo grafica do problema de encontrar o
maximo da fungdo g¢(z, y) sujeito a condi¢do f(x, y) = 0. As curvas de nivel de
g(z, y) de cotas 0, 1, 2, 3 e 4. No ponto onde ¢(z, y) € maximo, os gradientes de fe ¢
sdo paralelos.

Figura 3 - Interpretacdo gréfica do problema de encontrar o maximo da fungdo g(z, ¥) sujeito a condigdo
fla, y) =0.



Demonstracao

Seja C(t) uma curva sobre a superficie S passando por P. Suponha que C(¢,) = P.
Assim, a fungdo ¢(C(t)) assume um maximo ou um minimo em ¢ Logo, a derivada

M = 0. Por outro lado,
dt
dg(f;t(tO)) —< (Vg)(P); C'(t) >=0.

Logo, (Vg)(P) € perpendicular a toda curva sobre a superficie passando por P. Como,
por hipotese, temos (V f) # 0, existe um numero real \ tal que:

(Vg)(P) =X (V) (P),

0 que significa dizer que: se (Vg)(P) # 0, entdo, o vetor (Vg)(P) tem a mesma direcao
que o vetor (V f)(P).

Exemplo 4

Encontre 0 méximo da fungdo ¢(z, y) = = + y sujeito a condigdo x2 + y? = 1.

Solucao

Neste caso, a fungdo fserd definida como: f(x,y) = 22 4+ y* — 1. 0 conjunto Sserd a
colecdo dos pontos (z, y) tais que f(x,y) = 22 + 4% — 1 = 0.

Temos que: (Vg)(z,y) = 892’;’ F + 89(83; y)j =i+je
_ 9g(x,y).  Og(x,y) .

= ) = 2x1 + 2y7j.
(V) (z,y) o7 1+ oy J xi + 2yj

Seja (z,, y,) um ponto para o qual exista um nimero real A tal que:

(Vg)(zo,y0) = MV f)(z0,y0).

Dai, temos que: 1 = 2zgA € 1 = 2y, com ¢ # 0 0U yo # 0. Portanto,

1 . . ~
A= — = —.0useja, 2, = y,. Mas, como o ponto (z,, y,) satisfaz a equagao
2x0 20

. . 1
f(zo,90) = 2% +y? — 1 = 0, temos, obrigatoriamente, os valores zo = iﬁ = yo.



Agora, como f <1 1) -2 > 0 e como temos:

V2'V2) V2

[\

() ot () o () oo (3. 5)

um ponto de maximo.

Exemplo 5

Encontre 0 méximo e o minimo da fungdo ¢(z, y, z) = zyz Sujeito a condigdo
r+y+2z=1.Suponhaxz >0,y >0ez>0.

Solucao
Neste caso, a fungdo fserd definida como: f(z,y) = x +y + 2z — 1. 0 conjunto Ssera

acolecdo dos pontos (z, y) tais que f(z,y) =z +y+2z—1=0.

Temos que: (Vg)(z,y,z) = 89(2’5’ Z)Z + 09(5;’;’ Z)j + 8g(9gzy, Z)k =yzi +x2j + vyk €

=it+j+k.

_0g(w,y,2) . Og(w,y,z) .  0g(x,y,z)

Seja (z,, y, ) um ponto para o qual exista um nimero real X tal que:

(Vg)(xo, Y0, 20) = A+ (Vf)(Zo, Yo, 20).

Y020 = A
Dai, temos que: (*) < zpzp = A
ToYo = A

comzg#0, yo£A00Uzg#0€x0+yo+20=1.

De (%), temos que: yozo = xo20. L0GO, (yo — xo)zo = 0. Desse modo, temos duas
possibilidades:
Yo— 29 =00Uz2 = 0.

Se zo — yo = 0. Inicialmente, analisemos a possibilidade =, = y, = 0.

Neste caso, teriamos z, = 1, pois o + yo + 20 = 1. Assim, temos o ponto (0, 0, 1)
como solugao.

Examinemos agora o caso zo = yo, com ambos ndo nulos. Neste caso, como
x020 = ZoYo , temMos xo(zo — yo) = 0. Ou seja, o = 0 0u 2o = yo . Como, por hipotese,
xg # 0, temos de (*) que, necessariamente, xo = zp = yo . Portanto, zo + o + o = 1.



3733
No caso em que z, = 0, temos, de (*), que A = 0. Portanto, zoyo = 0. L0go, , = 0 ou
y, = 0, pois ambos nao podem ser nulos, uma vez que ja estamos assumindo z = 0.

. 1 , 11 1Y)\, ~
Ou seja, xg = 20 = yo = 3 Assim, o ponto { -, =, = ) é solugdo.

Assim, se zy = 0 = x, temos y, = 1. Sé z; = 0 = g, temos z, = 1. Portanto, os
pontos:

(0,1,0) e (1,0,0) sdo solugdes.
Observe que de (*) falta analisar as condigdes: yozo = xoyo € ozo = xoyo . Mas,

felizmente, tais condigbes sdo andlogas as analisadas anteriormente e nos levam as
mesmas solugoes.

Para concluirmos, basta verificar que ¢(1,0,0) = ¢(0,1,0) = ¢(0,0,1) = 0, todos

ontos de minimo, e que LR onto de maximo
p ’ q g 37 35 3 - 27’ p .

Encontre o minimo da fungdo f(z,y) = 22 + 2y? + 22y + 2z + 3y, Sujeita a
condigdo
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Exemplo 6

Dado o problema do exemplo 4, encontre 0 maximo da fungao g(z,y) = x + y Sujeito
a condigdo 22 + y2 = 1. Fazer o gréfico da restri¢do e dos gradientes nos pontos onde
(Vg)(zo,y0) = AV f)(x0,y0), incluindo os valores de g(z,y) = = + y nesses pontos.

Solucao

Na solugdo do exemplo 4, temos que os pontos onde (Vg)(xo, yo) = MV f)(xo, yo) Sa0:

() (o) () ()

Faremos agora os calculos solicitados no exemplo para cada ponto:

—_

a) (vg) (=, 1):i+j, (Vf)(l, 1>:\/§i+ﬂjeg<2,12):\/§.

) (v0) (5~ 5 ) =+ (90 (5= ) = V- Vaieg (5 -5 ) <o
€) (vg) (‘1212> =i+j, (V[) (—%2) =—V2i++2jeg <—12\}§) =0.

d) (V) (~ 5.5 ) =i+ (V) (- 505 ) = —vai- VEj e

\V)
S




Figura 4 - Gradientes nos pontos onde (V) (x,,y,) = A.(VI)(X,.y,)-

Exemplo 7

Use o método dos multiplicadores de Lagrange para determinar as dimensoes do
retdngulo com perimetro p e drea maxima.

Solucao

Sejam 2 = comprimento do retangulo;
y = largura do retangulo; e

A = area do retdngulo.

Queremos maximizar a fungdo A = A(x, y) = xy, com a restri¢ao 2z + 2y = p. Tomemos
g(z,y) =zye f(z,y) = 2z + 2y — p = 0. Assim, temos:

Como (V f)(x,y) # 0, segue que: (Vg)(z,y) = A(Vf)(z,y) & yi +zj = A(2i + 2).
Logo, temos: y = 2\ e x = 2\ . Portanto, y = x. Assim, o retdngulo com perimetro p e area
maxima é o quadrado de lado igual a z, onde 2z + 2x = p . Portanto, x = p/4 = y.



Nesta aula, estudamos alguns fatos sobre maximos e minimos de fungdes de
mais de uma variavel. Nela, vocé aprendeu o método para calcular os pontos de

maximo ou minimo para fungdes de mais de uma variavel, definida num conjunto
S. Viu também que esse método é particularmente apropriado para o caso no
qual o conjunto de pontos S é definido por meio de uma equagao.

Autoavaliacao

n Encontre o minimo da funcdo f(z,y,2) = 22 +y% + 22, sujeita & condigdo
r+3y—2z=4.

n Encontre o0 minimo da fungdo f(z,y,z) = 2%+ y? + 22, se (=, y, 2) estd sobre a
reta de interse¢do dos planos 2z +y—3z=4, x —y+ 2z =6.

a Encontre as dimensdes do paralelepipedo retangular de volume maximo com
arestas paralelas aos eixos coordenados que pode ser inscrito no elipséide

n Encontre 0 méximo e 0 minimo da fungdo g(x,y, z) = 4y — 2z sujeito a restricao
20 —y—z=2.
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Sequéncias numéricas




Apresentacao

sta é a Aula 8 da disciplina Calculo II. Vocé ja estudou no Ensino Médio as sequéncias

aritméticas e geométricas e viu, por exemplo, que uma sequéncia geométrica infinita,

de razdo positiva e menor do que 1, tem a soma de seus termos finita. Nesta aula,
apresentaremos sequéncias numéricas de uma maneira geral, estudaremos suas convergéncias,
dando muitos exemplos que ilustrardo tais conceitos. Aqui, veremos técnicas que permitem
passar dos nlimeros racionais para 0s nimeros reais, que tém propriedades fundamentais
para o estudo do Galculo.

Para obter sucesso nesta aula, vocé tem que ler e compreender o texto. Leia devagar,
gastando alguns minutos numa unica linha, se for necessario. Nao se impaciente. Avance
quando se sentir preparado.

Objetivos

Saber o0 que é uma sequéncia numeérica convergente.
Calcular o limite de uma sequéncia convergente dada.

Decidir se uma dada sequéncia é convergente sem
calcular seu limite.



nogdo de sequéncia é intuitiva e conhecida. Na linguagem do dia-a-dia, sequéncia

significa uma sucessao de coisas numa ordem determinada — que pode ser de tamanho

ou ordem cronoldgica —, por exemplo, os dias da semana. Na linguagem matematica,
0 termo sequéncia é usado comumente para denotar uma sucessao de nimeros cuja ordem é
determinada por uma fungdo. Os exemplos seguintes ilustram essa nogao, onde as reticéncias
no final de cada exemplo indicam que os termos continuam indefinidamente.

1,2,3,4,5,6,7,9,11,. ..
1,3,5,7,9,11,13,15, ...

~1,1,-1,1,-1,1,-1,1,...
12345678

27374576’ 7789
Matematicamente, a maneira geral de se escrever uma sequéncia é:

a1,0a2,0a3,04,05,06, A7y ..., Ap, A4, -

onde cada a_ é um namero real, de maneira tal que, para cada nimero inteiro positivo n,
corresponda o elemento da sequéncia chamado a,.

Nasequéncia1,3,5,7,9,11,13,15,. .. paracada nimero inteiro positivo », corresponde
o inteiro a,, = 2n — 1.

Na sequéncia —1,1,—-1,1,—-1,1,—1,1,..., para cada numero inteiro positivo n,
corresponde o inteiro a, = (—1)™
~ .. 123456738 , N -
Na sequéncia =,=, -, =, -, =, =, = .., para cada numero inteiro positivo n,

2374’56’78 9"

corresponde o nimero racional a,, = ——.
n+1

A seguir, apresentamos a definicdo formal de sequéncia.



Definicao 1

Uma sequéncia infinita & uma funcdo cujo dominio é o conjunto dos nimeros
naturais. Se N representa o conjunto dos nimeros naturais, entdo, a funcdo
f={n,y)|y= f(n), n € N} é&umasequéncia infinita.

Por conveniéncia, nos referimos as sequéncias infinitas simplesmente pelo
nome de sequéncias.

Se f & a sequéncia definida por f = {(n,y)| y = f(n), n € N}, entdo, 0s
elementos da imagem, isto é, f(1), f(2), f(3),...recebem o nome de termos
da sequéncia; f(1) é o primeiro termo, f(2) é o segundo termo e f(n) é 0
n-6simo termo ou termo geral da sequéncia.

Usualmente, escrevemos
f)=aq, f(2) =aq,....f(k)=ag, f(k+1)=aki1,...,f(n) =an,....
Assim, podemos escrever

f:{(n7y)’y:an7 TLEN}

Quando ndo ha necessidade de especificar o dominio da sequéncia cujo termo geral é
a, podemos representar a sequéncia apenas pela notagao {a,}. Em muitos casos, quando
conhecemos 0s primeiros termos de uma sequéncia, temos condi¢Oes de determinar uma lei
de formacao (funcdo) para identificar o termo geral a,,isto é, aquele que representa qualquer
termo da sequéncia.

Exemplo 1

. N . 111
Considere a sequéncia cujos termos sdo: TR

Encontre o termo geral a .
Solucao
Podemos dizer que
1 1
an, = —,paran =3,4,5,...,00a, = ——paran=1,2,3.,4,...
n n—+ 2
Logo, a sequéncia é denotada por:

1 1
{an} = {n} paran = 3,4,5,...,0U {a,} = {M} paran =1,2,3,...



Seja a sequéncia cujos termos sdo: v'2, v/5,v/10, V17, /26, . ...

Encontre o termo geral a.

Vocé viu na disciplina Célculo | a nogdo de limite de fungdes de uma varidvel.
Particularmente, vocé viu que:

se f(x) € uma fungdo definida no intervalo I da reta, 7 = (0, cc), entao:
zILIEO f(x) existe e é igual aum ndmero real L: lim f(x) =L,

se, e somente se, f(x) ficar bastante proximo de L para todo z suficientemente grande.

Como uma sequéncia é uma funcdo, podemos perguntar sobre os limites de uma
sequéncia. Mas, como uma sequéncia {a,} esta definida somente para valores inteiros
positivos de n, é natural pensar no limite de uma sequéncia como sendo o limite quando n
tende para o infinito: Ji_)%o{an} = lim a,.

n—oo

Exemplo 2

. A 1 . .1
Considere a sequéncia {a,} = {—} Entendemos lim {a,} comosendo lim —.No
n n—oo n—oo N

exemplo 3, a seguir, mostraremos que esse limite é zero.

Definicao 2
Dizemos que uma sequéncia {a,} converge para Lse lim a, = L.
n—oo

Isso significa dizer que: {a,} fica bastante proximo de L para todo n
suficientemente grande.

Neste caso, dizemos que a sequéncia é convergente e converge para L.

Se a sequéncia nao converge dizemos que € divergente. Ou seja, uma sequéncia
{a_} é divergente se lim a, ndo existe.
n n—oo

Aula8 Célculoll



Exemplo 3

- N o A 1
Verifique, usando a definicdo de sequéncia convergente, que a sequéncia {a,} = {E}

L 1
converge para 0, isto é, lim — = 0.

n—oo n

Solucao

, 1 .
Podemos ver que a medida que o n cresce o valor — vai diminuindo, tendendo a zero.
. n
Observe na tabela abaixo:

Tabela 1 - Variagdo de 1 /7 .

_

1 ly=1

2 1/3=0,5

3 1/3=0,33
4 1/4=10,25
5 1/5=0,2

1000 1 /1000 = 0,001

. 1
Portanto, podemos concluir que: lim — = 0.

n—oo N

Exemplo 4

A sequéncia {a,}, com a, = (—1)"*!, paran > 1, é a sequéncia cujos termos sao
1 e —1 alternadamente, ou seja, {a,} =1,—1,1,—1,.... Assim, o limite da sequéncia s
pode ser +1, quando n tende a infinito por valores pares; ou —1, quando rn tende a infinito
por valores impares. Agora, lembre-se, vocé ja viu na disciplina Calculo | que o limite, quando
existe, é unico. Portanto, lim a,, ndo existe.

n—o0

: o \" o -
Considere a sequéncia {a,}, com a, = <3> , para todo inteiro positivo n.

Verifique que a sequéncia {a,, } é convergente.

Aula 8 Calculo Il



0 teorema a seguir nos permite concluir que os teoremas e as técnicas dos limites de
fungdes quando x tende a infinito, lim g(x), e limites de fungdes no infinito quando x tende
T—00

aum namero finito a, lim g(z) = oo , e 0s teoremas basicos sobre limites podem ser usados
Tr—a

ao analisar a convergéncia de sequéncias.

Teorema 1

Se {a,} é uma sequéncia e ¢g(z) é uma funcao tal que g(n) = a,, entdo,

lim g(z) =L = lim a, = L.
T—00 n—oo

Exemplo 5
1 = . .1 . 1
Se g(z) = =, entdo, lim g(x) = lim — = 0, donde se conclui que, se a, = —,
X T—00 Tr—00 I n
entdo, lim a, = lim — = 0, como visto no exemplo 3.
n—oo n—oo N

Propriedades dos
limites de sequéncias

Sejam {a,} e {b,} duas sequéncias convergentes e ¢ um nimero real qualquer, com

lim a, =a€ lim b, = b.
n—oo n—oo

Entdo, temos as seguintes propriedades:
PO- 1im ¢, = ¢, onde {cn } € a sequéncia constante: ¢,, = ¢ para todo nimero natural n.
n—oo

P1- 1im cay, = c¢ lim a, = ca
n—oo n—oo

P2- 1im (a, +b,) = lim ap + lim by =a+b
n—oo n—oo

n—0o0

P3- lim (a, —b,) = lim a, — lim b, =a —b

n—oo n—oo n—oo

P4- 1in (a, b)) = lim ap - lim by, =a-b

n—oo n—oo n—oo
a lim a,
P5-sendob #£0, entdo, lim -2 =122 = 2
n—oo by, lim b, b

n—0o0o



Embora as trés primeiras propriedades sejam simples de demonstrar usando a definicdo
de convergéncia, ndo iremos fazer as demonstragdes, podendo ficar como exercicio para quem
se interessar em fazé-las. Entretanto, usaremos a seguir essas propriedades para calcular
alguns limites.

Exemplo 6

- 1 o1
Calcule o limite lim —5, usando o fato de que lim o= 0, demonstrado no exemplo 3,
n—oo

n—oo N

e as propriedades vistas anteriormente.

Solucao
Pela propriedade P4, temos:
1 1 1
lim — = lim —- lim —=0-0=0.
n—oo N, n—oo N, n—oo N

Resumindo, lim S =0.

n—00 n2

Exemplo 7
- 1
Calcule o limite lim —.
n—oo n
Solucao
lim 1 lim x. lim E:O-O:O.Ouseja, lim i:O.
n—oo n3 n—oo n2 n—oo n n—oo n3
Exemplo 8
Calcule o limite lim <2 + 52>
n—oo \ n n
Solucao

Usando as propriedades P2 e P1 temos:

lim <2+5> = lim g—#— lim E =2 lim l—|-5 lim i:2-0—1-5-0:04—0:0.

n TL2 n—oo N N—oo n2 n—oo N n— 00 n2

Portanto, lim <2 + 5) =0.

n—oo \n = n?



Exemplo 9

2
Calcule o limite 1im " +hnta

onde a1, by, c1, a9, ba, co SA0 cOnstantes reais,
n—oo agn? + ban + co
com ag # 0.

Solucao

Dividindo 0 numerador e 0 denominador por »? e usando as propriedades 5, 2 e 1, temos

ain®+bin+c
ain® +bin+c n2

2 = A 2
n—oo aon?® + bon + co  n—oo agn® + bon + ¢y

n2
a1n2 bl’I’L C1 b1 C1
s T T2 at -t s
= agn® | by e mms by
n2 n?2 = n? n = n?
by b
lm (a1 + —+ — i i L m
2 1 lim a lim — lim —
lim an” +bin+ ¢ _ e n n? _ n—oo Lt n—oo n + n—oo N2
5 = =
n—oo asn? + bon + ¢ . b c ) . b )
2 2 2 lim <a2+2+22 hma2+hm—+hm—2
n—00 n n n—00 n—oo N n—oo n
+ b1 li L + ¢ i
‘m a1n2+bln+61_a1 1n£€oﬁ clnggoﬁ_al—i-bl-o—i-cl-o_al
2 o 1 1 . 0 as
n—oo agn bon + ¢ . . a bo-0+c-0 «a
2N” 1 0o+ C2 az—i-bzhmf—&—czhm—Q 2T 02-04c 2
n—oo N, n—oo N,

Resumindo,

an®>+bn+c
im 5 = —.
n—oo agn’ + bon + co  ao

Introduziremos, a seguir, alguns tipos usuais de sequéncias.

Definicao 3

Uma sequéncia {a,, } & crescente se a,, < a,1 paratodo n.



Exemplo 10

Asequéncianaqual a; =1, as =1, € a, = ay_1 + a,_o paran > 3, 0U Seja,

11,1,2,3,5,8,13,21,34, 55, . ..

é chamada sequéncia de Fibonacci, que é crescente.

Definicao 4

Uma sequéncia {a,,} ¢ estritamente crescente se a,, < a,,+1 para todo inteiro
positivo n.

Exemplo 11

A 1 L
A sequéncia {a,} naqual a, =1 — - paran > 1, é estritamente crescente.

Solucao
. 1 1 1 1
Como n + 1 > n, paratodo nimero natual ., segue que —— < —. Logo, —— < — .
n+1 n n n+1
Assim, somando 1 de cada lado da desigualdade, temos: a,, =1 — 1 <1-— % = Upy1
n n

Definicao 5

Uma sequéncia {a,,} € decrescente se a,, > a,1 para todo n.

o o 1
Verifique que a sequéncia {a,}, na qual a, = ——, para n > 3,

’ n—1"
é decrescente.
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Definicao 6

Uma sequéncia {a,, } é estritamente decrescente se a,, > a,, 1 para todo n.

Exemplo 12

A 1 , . .
A sequéncia {a,} na qual a, = — para n > 1, é estritamente decrescente, pois
n

1> 1
ap = —
" n n+1

= An+1.

A segquir, definiremos alguns tipos de sequéncias que comumente aparecem
nas aplicagoes.

Definigao 7

Se uma sequéncia {a, } ¢ decrescente, ou crescente, ou estritamente crescente ou
estritamente decrescente, entao, dizemos que {a,, } € uma sequéncia monodtona.

Definicao 8

Uma sequéncia {a,,} para a qual existe um ndmero B, com a propriedade
a, < Bi paratodo n chama-se sequéncia limitada superiormente.

Definicao 9

Uma sequéncia {a, } para a qual existe um nimero B, com a propriedade
Bs < a, paratodo n, se chama sequéncia limitada inferiormente.



Exemplo 13

A sequéncia {a,} = {(n:l)”} = {2, (;)2, (g)g, ce (n::l)n, }

¢ estritamente crescente e limitada inferiormente, a,-1 <a,, poOis

(n—1)+1 n n+1
= <

= para todo n > 1. Como a; = 2 qualquer valor By < 2
n—1 n—1 n

tem a propriedade B2 < a,, para todo n.

Definicao 10

Uma sequéncia {a,, } € dita limitada se existe um numero real positivo Btal que
lan| < B, para todo n.

Observe que uma sequéncia é limitada se, e somente se, é limitada superiormente
e inferiormente.

Exemplo 14

A sequéncia de Fibonacci {a,, },coma; =1, as =1,€ ay, = ap—1 + ap—2 paran > 3
ndo é limitada superiormente e, portanto, nao é limitada.

Verifique que a sequéncia: -, . ... @ limitada superiormente e

inferiormente e, portanto, é limitada.

A seguir, enunciaremos dois teoremas, 0s quais serdao Gteis porque permitem
tirar conclusdes a respeito de sequéncia que satisfazem suas hipoteses. Porém,
ndo apresentaremos suas demonstracdes, que devem ser feitas em um curso de
Andlise Matematica.
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Teorema 2

Uma sequéncia crescente e limitada superiormente é convergente. Uma sequéncia
decrescente e limitada inferiormente é convergente. Uma sequéncia monotona
e limitada é convergente.

Teorema 3

Dada uma sequéncia{a, } com n > k, uma condicao necessaria e suficiente para
que {a,} seja convergente é que dado qualquer nimero > 0, exista um inteiro
Mtal que |a,, — a;| < e paratodos os inteiros ne jtaisque n > M ej > M.

Observe que o teorema 3 afirma que se n e j sao suficientemente grandes, os termos
an, € a; estdo muito proximos, de modo que a diferenca a,, — a; € proxima de zero. Esta é a
caracteristica das sequéncias convergentes que o teorema 3 ressalta.

0 teorema 3 é conhecido como o Critério de Cauchy para a convergéncia de uma
sequéncia. Uma sequéncia que satisfaz as condi¢des desse teorema se chama Sequéncia
de Cauchy. Esse teorema é fundamental no célculo infinitesimal. Embora Fermat, Newton e
Leibniz sejam os criadores do calculo diferencial e integral, o formalismo “seguro” apenas foi
conseguido muito tempo depois no século XVIII, quando Cauchy definiu formalmente limites
e convergéncia e, juntamente, com Dedekind construiu rigorosamente 0s nimeros reais.

Exemplo 15
1

Cr 1 1 1
Verifique que {an}, com an:1+—+—+5+...+—

Ve o1 T30 n!,nzl,euma
sequencia convergente.

Solucao

Podemos observar que: ap+1 —an = >0. Logo, ap+1 >a, para

1
(n+1)!
todo ™ = 1. Assim, {a.} é uma sequéncia mondtona crescente. Observe que: sendo
3>2,4>2,5>2 ...,temosn!=(1-2-3-4-...-n)>1-2-2.2-2...2> 27!
1 1 1 1

1 1 1
LOQO,m<Fean<1—1—54—?4—2—3—!—2—44—...—1—2”_1.




0 segundo membro dessa ultima desigualdade é a soma dos qprimeiros termos de
uma progressao geométrica cujo primeiro termo é 1 e cuja razao é 2" Portanto, podemos

()

1-=
1 1

2
1—- 1— -
2 2

todo n > 1. Logo, a sequéncia é limitada superiormente. Portanto, a sequéncia {a,, } na qual

escrever a,, <

Finalmente, como = 2, podemos concluir que a, < 2, para

1 1 , . .
an=14+—-4+—4+—+...+ i n>1, é crescente e limitada superiormente. Pelo Teorema

2, 6 uma sequéncia convergente.

Exemplo 16

I
N[V
IS
S
(q°]

Demonstre que a sequéncia {a,} na qual a; =1, aQ:%, as
ap = An-1 + an-2 , para n > 3, é uma sequéncia convergente.
2

Solucao
Demonstraremos que a sequéncia dada trata de uma sequéncia de Cauchy. Inicialmente,

observamos que
lag — a1] =

)

lag — az| =

= N~ N

lag —a1| =1 3,
|ag — az| = glas —az| = 5 - 5 - 5,
1

|6Ln+1 o CLn| = %|a" - an*1| = % ’ %|an71 - anf2| = 27

Além disso, paratodo j > n + 1, 0 nimero a pertence ao intervalo cujos extremos sao
an € an+1, & maneira que
lan, — aj| < |apnt1 —an|paraj >n+ 1
Dadoe > 0,arbitrério,ecomosabemosquenlLrgO 2% =0, podemosescolhethanueQLM <&,
entdo, para todo n e j para 0s quais n > M e j > M temos que |a, — a;| < 2% <e.
Portanto, a sequéncia é convergente.

Observe, provamos que se n e j sao suficientemente grandes, 0s termos a,, € a; estéo
muito proximos, de modo que a diferenga a,, — a; é proxima de zero.



Exemplo 17

Seja p um niimero real positivo. Considere a sequéncia {a,, } na qual

a1—1

1
a2—1+2—p

1 1
=1ty Ty

1 1 1
=14 g+t t —

Verifique que {a, } é convergente se, e somente se, p > 1.

Solucao
Primeiro, veremos que se p > 1, entdo, {a, } € uma sequéncia monotona e limitada e,
) . e ~ 1
portanto, é convergente. Consideremos o grafico da fungéo y = — para p > 1 e sobre ele
X

construamos n retangulos cujas bases medem uma unidade de comprimento e cujas alturas

sao respectivamente 1, i, i, e S veja Figura 1 a sequir.
op’ 3p np
51 Y
44+
fx) =1/ »
3..
21

1
Figura 1 - Grafico da funcdo y = —-comp > 1.
X

Podemos observar que a area do primeiro retdngulo é 1, a area do segundo retangulo

.1 . L R .1 , e

é TR e a area do n-ésimo retangulo é ey Portanto, o nimero a, especificado por
1 1 1 . . .

a, =1+ —+ — + ...+ — tem a propriedade de que a« € a soma das areas dos n
or  3p nP n

retdngulos. Uma vez que a area do primeiro retdngulo é 1, o nimero a, -1 é igual a soma



das dreas dos restantes n— 1 retdngulos. A soma das areas desses n — 1 retdngulos é menor
. i . - 1 . . .
que a area da regido limitada superiormente pelo grafico de y = — inferiormente pelo eixo
X

dos , a esquerda pelo grafico da reta x = 1 e a direita pelo grafico de x = n. Portanto,
para p > 1temos

"1 "1
an—1</ dxean<1+/ —dx
1 xP 1 xP .

Por outro lado, jaque p > 1, ep—1 >0,

/n 1d —1 1 " 1 1 1) < 1
—ar = —_— = — _—
1 P p—1\nP~t)], p—1\ nrl p—1

1
e podemos observar que 1 < a, <1+ P para todo n.

Portanto, {a,,} € uma sequéncia limitada. Além disso, vemos que {a,,} € uma sequéncia
monotona e, entdo, como consequéncia do Teorema 2, a sequéncia é convergente.

Faremos agora a demonstragao para o caso p <1, ou seja, se p <1 entao

) . . 1 .
lim a, = co. Consideremos o grafico de y = — Pparap <1 e sobre ele construimos
X

n—oo
n retdngulos cujas bases medem uma unidade de comprimento e cujas alturas sdo

. 1 1 1 . :
respectivamente 1, —, —. ..., —, como mostra a Figura 2 a seguir.
2r° 3p np
Do mesmo modo que antes, observamos que o nimero a, especificado por

1 1 1 . A
anp =14+ — 4+ — +...+ — €éasomadas areas dos n retdngulos. Nesse caso, a soma

o0 3p np
das areas dos n retangulos é maior que a area da regiao limitada superiormente pelo grafico
de y = — inferiormente pelo eixo dos z, a esquerda pelo grafico da reta z = 1, e a direita
X
pelo grafico da reta z = n + 1. Portanto, para p < 1, na Figura 2, o nimero no inteiror de

cada retangulo indica sua area ou altura, que sao iguais.

e

f(L) :l/wp

1/2" 1/3”

1 2 3 4 5

1
Figura 2 - Gréfico da fungdo y = pry comO)<p<l1.



Do mesmo modo que antes, observamos que o numero a, especificado

or =1 ! ! !
p ap = +§5+§+n”+ﬁg

Neste caso, a soma das areas dos n retdngulos é maior que a area da regido

¢ a soma das dreas dos n retdngulos.

limitada superiormente pelo grafico de y = — inferiormente pelo eixo dos =,
xX

a esquerda pelo grafico da reta z = 1 e a direita pelo grafico da reta z = n + 1. Portanto,

parap <1 temos
n+1 1
an >/ —dx .
1

P

n+1 1 n+1 1 )
Sepzl,temos/ —pdmz/ —dx =In(n+1)esep < 1,ouseja,1 —p >0
X X
obtemos ! !
n+1 1 1
—dr = —— D —1].
| o=l

Portanto, se p < 1, para um dado nimero K é possivel encontrar um inteiro M tal que
a, > K paratodon > M.

Istoé,se p <1, lim a, = oo,
n—oo
0 que significa que a sequéncia {a,,} € divergente se p < 1.

Fica demonstrado assim que {a,,} € convergente se, e somente se, p > 1.

Nesta aula, estudamos o conceito de sequéncia numérica, fundamental para o
entendimento da proxima aula, na qual abordaremos as séries numéricas. Estudamos
ainda a definicao de sequéncia, sequéncia de Cauchy e convergéncia de sequéncias.
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Autoavaliacao

n Para cada uma das sequéncias {a, } a seguir, encontre o valor de a,, a,, q,

€ ay
a) an = n?
b) e, =2n+1

c) ay=1,ao=1€a, =a,_o+a,_1,paracadan > 2.

g Em cada uma das sequéncias {a, } a seguir, escreva uma formula para a, .

a) 1,0,1,0,1,0,1,0,...
b) 2,1,4,36,58,7,...

C) 1,-4,9,-16,25,—36,...
d) 1,3,6,10,15,...

, para cada inteiro

e - 2n
n Verifique que a sequéncia {a,}, onde a, = T

positivo n, converge para 2.

. . 107
n Considere as sequéncias {a,} e {b,}, onde a, = —eby =
i cada inteiro positivo n.

107 para
Verifique intuitivamente que:

a) A sequéncia {ay} converge para 0.
b) A sequéncia {b,} ndo converge.

c) Os primeiros 107 termos da sequéncia {a,} sd0 maiores do que 0s
correspondentes termos da sequéncia {b» } . (Comparando as duas sequéncias
dadas, vemos que a existéncia do limite de uma sequéncia nao depende de um
namero finito de termos).



B Verifique que cada uma das sequéncias {a, } a seguir é de Cauchy.

1 1 1 o -
a) lim — = lim —- lim —=0-0=0 ,paracadainteiro positivo n.

1 - "
b) 1im — =0 |, paracadainteiro positivo .

n—oo n

1 . e
€) lim — . para cada inteiro positivo .
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Séries numéricas
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Apresentacao

sta é a Aula 9 da disciplina Calculo Il. Nela, apresentaremos a nogdo de séries numéricas,

que sdo ferramentas indispensaveis para estudar fungdes e estdo presentes em quase

todas as dreas da Matemética, desde a Geometria, passando pela Andlise, até a Algebra
e a Teoria dos Nameros. Aqui, veremos somas parciais, convergéncia de séries numeéricas,
testes de convergéncia — teste do termo geral, critério de Cauchy, teste da série geométrica,
teste da comparacao, teste das séries alternadas, teste da integral, convergéncia absoluta.

Para obter sucesso nesta aula, vocé tem de ler e compreender o texto. Leia devagar,
gastando alguns minutos numa unica linha, se for necessario. Nao se impaciente. Avance
quando se sentir preparado.

Objetivos

Compreender o conceito de série numérica.
Entender o que é uma série convergente.

Decidir se uma dada série converge ou diverge.

Aplicar os conceitos de séries para resolver problemas praticos.



As séries sdo instrumentos fundamentais para estudar fungdes e estdo presentes em
quase todas as areas da Matematica, desde a Geometria, passando pela Analise, até a Algebra
e a Teoria dos Nameros. A seguir, vamos estudar as séries numeéricas.

Mas, o que é uma série numéricas?

E uma expressdo do tipo: w1 + ug + us + - - - + Up + cevvenv. L, COM UL, U, U,y + 5 Upyy venens
nameros reais e onde as reticéncias no final indicam que os termos continuam indefinidamente.
Comumente, denominamos tais expressdes de série infinita ou, simplesmente, série.

Usualmente, expressamos a série com a letra maitscula sigma, do alfabeto grego, na

o0
forma Z u;,, que se |& “a soma de u, de 1 até o infinito™:
=1

(0]
UL+ U2 +U3+ -+ Uy T+ eenenenns :Zui.
=1
Exemplo 1
As expressoes a seguir sao exemplos de séries numéricas:
3,383,383, 8,3 i3
10 102 ° 10% © 10* © 10° 107 =t
© .
l+oc4+22+a3+at+25+285+.... .. O A S :le.
=1

Observe que uma série envolve uma quantidade infinita de somas. N&o seria razoavel trabalhar
com um objeto assim, uma vez que ndao poderiamos, numa existéncia normal, fazer todas as
operac0es de soma. Por isso, interpretamos uma série infinita de maneira tal que se possa trabalhar
com ela de modo analogo ao que se faz com uma soma de um ndmero finito de parcelas. Essa
interpretagdo permite, em muitos casos, encontrar o valor exato da série infinita.

Mas, qual sera a maneira razoavel e satisfatoria para interpretar uma série infinita?
A resposta é dada pelo que segue.

Dada uma série

UL+ U2+ U3+ Uy T+ e :Zui,

olhamos para a sequéncia {s,, } de suas somas parciais:
S1 = U1
So = u1 + u2
83 = u1 + u2 + ug

Sp=Ul + U2+ U3+ -+ Up



e dizemos, 0 que é razoavel, que a série € igual ao limite da sequéncia de suas somas parciais:

oo
UL+ us +us+ -+ Uy o, :Zui:nlirgosn,
i=1

desde que o limite exista. Assim, de agora por diante, vamos entender
oo
Z u, = lim s,,
n—oo
n=1

sempre que o limite existir. Nesse caso, dizemos que a série converge.

Se o limite ndo existe, entdo a soma ndo esté definida e, neste caso, dizemos que a série
diverge.

Exemplo 2

Seja a um numero real e »um nimero real positivo. A sequéncia de termos

a,ar,ar®,ar3, - Jar™ 1t ar™, .-

forma o que chamamos de uma progressao geomeétrica. Cada termo, exceto o primeiro, é
obtido através da multiplicagao do termo precedente pelo nimero r, chamado de razao da
progressao. As somas parciais da série geomeétrica

at+ar+ar?+ard+- - +ar™tar"+ -

sdo dadas por:
S1 = a,
So =a+ar,
s3=a+ar+ar?

s4 =a+ar+ar®+ard

e, em geral, temos que a n-ésima soma parcial é dada por:
sp=a(l+r+r2+4. .. 4L,

Se rfor distinto de 1, aidentidade: (1 +r + 72 +--- 47" )1 —7) = (1 — ")
nos permite escrever a n-ésima soma parcial na forma:

1—r"
Sp=a ,Ser#£1,
1—r
. 1—r" a a
ou, ainda, s,, = a = — r",ser # 1.
1—r 1—r 1-—r
Agora, observe que: se 0 <r < 1,entdo lim »™ = 0. Logo, lim r'" = 0.
. n—oo n—oo —7r
Portanto, podemos concluir que:
o0 ) a
a+ar+ar’+ard+- - Far" T 4ar™+... ... = E art = T para 0 <r < 1.
- —T



m

Se r > 1,entdo, lim r" = oo.Lo0go, hm r" = ooe, Nesse caso, a série diverge.

n—oo —7r
Se r = 1, a série geométrica é “estacionaria” a +a+a+a+a+...... ,, & é facil ver
que a série diverge para a # 0.

Expresse a dizima periodica A = 0,3333...como a razao entre dois inteiros.

Sugestao - Escreva A na forma de uma série geométrica
A=0,34+0,03+ 0,003+ 0.0003 + ...ecalcule o valor da série.

As propriedades aritméticas das séries convergentes a seguir nos permitem construir
Séries convergentes a partir de séries que, a priori, sabemos serem convergentes. Ou seja, se
vocé sabe que uma série converge, entdo, é facil encontrar a partir dela uma outra série que
converge. Se vocé conhece que duas séries convergem, entdo € facil encontrar uma outra série
que converge. O teorema 1, a seguir, nos garante esse fato.

Teorema 1

o0 (ee)
Se > une ) v, sdo ambas séries convergentes e ¢ ¢ um nimero qualquer,
n=1 n=1

entdo as séries

oo o0

(cun), » (up + vy), Z(un
n=1

n=1 n=1

sdo todas convergentes, e valem as seguintes propriedades:
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Demonstracao - A demonstragdo é decorréncia imediata das propriedades de limites e das
propriedades de sequéncias.

Verifique que: se a Série uy +ug +us 4+ -+ + Up + ceveeren converge para S, entdo, a
Série ug + uz + -+ Up F cveeennnn ,converge para S — u;.
Solucao
Dizer que a Série uy + ug +ug + -+ + Up + eoveneene converge para S € 0 mesmo que
dizer que o limite da n-ésima soma parcial, s , € igual a S. Ou seja: lim s, = S. Agora,
g n— 00
observe que a n-ésima soma parcial, ¢ , da série up +uz + - - - 4 Up + oeevv.. , éigual a

tn = ug +ug + - - + uy + upe1, que pode ser escrita da seguinte maneira:

th =u2+ug+ -+ Uy + Upy1 = (ug +ug +us+ -+ up + Upt1) —ug, OU ainda:

tn = (u1 +ugs +ug+ -+ Up + Upy1) — U1 = Spy1 — up. ASSIM, temos que:

lim ¢, = lim (sp41 —w1) = lim (sp41) —up =S — ug.
n— o0 n—00 n—oo

Testes de convergéncia
das series infinitas

Em muitas situagdes, saber se uma série converge € muito importante. E uma das maneiras
de saber se a série converge é conhecer uma expressao que nos dé a n-ésima soma parcial.
Vimos no exemplo 2 que a série geométrica, no caso em que a razao rsatisfaz. 0 < r < 1,tem
a n-ésima soma parcial igual a:

1—r" a a
al—r - 1—r l—rTn’

. L. a
0 que nos permite encontrar o valor da série: T,

Sn —

No exemplo seguinte, veremos uma série que tem, também, uma maneira facil de se
calcular a n-ésima soma parcial.

Exemplo 4

o
: iy 1 1
nsider ri = - _
Cosdeeasee; i(i+1) 12 23 34 45 Tt




Para calcular a n-ésima soma parcial dessa série, usamos um truque, um legado de
Leibniz, que é facilmente observado a partir da igualdade:

1 1 1

nin+1) n n+1

11 1 1 1
NS AU N A U U A U & B
S\l 2 2 3 3 4) 7 \n n+1

Essa igualdade permite-nos escrever a n-ésima soma parcial da série como:
8”:E+§+3§+R+ ...... +7n(n+1)

Vocé pode facilmente perceber que, nessa soma, ha cancelamento de termos, sobrando
somente a diferenca:

1 . .
Sp=1-— e 0 que nos permite obter o limite lim s,, = 1 Portanto,

+1 n—oo
i1—1+1+1+1++ ! +...=1
— i(i+1) 12 23 34 45 7 nm+1) T

Os dois tltimos exemplos ilustram o seguinte fato: se conhecermos a expressao para o valor
da n-ésima soma parcial de uma série, poderemos obter o valor da série, calculando o limite.

Em geral, acontece que raramente é possivel obter a n-ésima soma parcial de uma série
através de uma formula fechada. Neste caso, para o estudo de convergéncia ou divergéncia de
uma série, langamos mao de métodos indiretos para obter uma conclusdo. Sao os chamados
testes de convergéncia, que estudaremos a seguir.

Teorema 2 (Teste do termo geral)

Se a série

o0
Zukzul—i—uQ—i—u;z,—i—...—i—un—i—...
ls=Il

converge, entao,

lim w,, = 0.
n—oo

[e.9]
Demonstracao - Se a série Z uy, € convergente, entdo existe um nimero real L finito e tnico,
k=1

[o.¢]
tal que E ur = L. Ou seja, lim s, = L. Escrevendo
n—oo
k=1



Sp,=uU1 +ug+ug+...+uUp—1+ Up,
Sp—1 = U1+ U2+ U3+ ...+ Up—1.
Subtraindo membro a membro as duas igualdades anteriores, temos que
Up = Sp — Sp—1.

Portanto, lim w, = lim (s;, — sp—1) = lim s, — lim s,y =L —L=0.

n—oo n—oo n—oo n—oo

Resumindo, lim u, = 0.

n—oo

O
Corolario - Se lim w, # 0, entdo a série Z u,, € divergente.
n—oo 1

o0
Demonstragao - Se Z u,, f0SSe convergente, entdo, pelo teorema 2, lim w, = 0. Mas, por
n—oo
n=1 [e’e)

hipotese, lim w, # 0.L0go, > uy, é divergente.

n=1

Exemplo 5

(o]
- - 1
Verifique se a série cos | — | converge.
> cos |

n—1

Solucao

A 1 ~ ) ~
0 termo geral da sequéncia é u,, = cos <—2) e como a fungdo cos = é uma fungao
n

. . . 1 . 1
continua, podemos escrever: lim w, = lim cos (—2) = cos ( lim —2) =cos0=1
n—00 n

n—oo n—oo N
Assim, lim u, # 0. Portanto, usando o corolario do teorema 2, podemos concluir que a
n—oo

Série diverge.

n—+1

a2 converge.

o0
Verifique se a série Z

n=1
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Observacao - A reciproca do teorema 2 nao é verdadeira. Isto é, podemos ter lim u, =0¢€
n—oo

(o]
a série Z u, Ser divergente. A série harmonica, como veremos adiante, nos da um exemplo

n=1

dessa situagdo.

Observe que a convergéncia de uma série infinita depende da convergéncia da sequéncia
das somas parciais. Assim, o principal método indireto (teste de convergéncia) que nos
permite concluir a respeito da convergéncia de séries é o que usa o fato de que uma sequéncia
crescente converge se, e somente se, é limitada.

Teorema 3

(0.0)
Considere a série Z uy- Suponha w,, > 0, paran =1,2,3,..., € seja
n n=1
Sy = Z uy, @ n-ésima soma parcial.
=1l
Entdo, ocorre uma das duas situagoes:

a) existe um nimero real positivo M , tal que todas as somas parciais s
e ,

satisfazem s, < M. Neste caso, a série » ;. converge para um valor s,

satisfazendo a desigualdade s < A7; ou =l

o0
b) lim s, = oo, e, neste caso, a série Zun diverge.
n—oo

n=1

Demonstracdo - a) Temos que: s,, = uy + uz +ug + ... + Up—1 + Up€ Sp—1 = U1 + uz +
usz + ...+ u,—1. Subtraindo membro a membro as duas igualdades, obtemos
Up = Sp — sp—1 > 0, de modo que as somas parciais s, formam uma sequéncia crescente
ou, pelo menos, nao decrescente. Se todas as somas parciais s satisfazem s, < M
, entdo trata-se de uma sequéncia mondtona limitada superiormente. Pelo teorema 2, da
Aula 8 (Sequéncias numéricas), uma sequéncia mondtona e limitada é convergente.
b) Se ndo existe esse numero M tal que s, < M, entdo para cada nimero B, ndo importa o

tamanho de B, deve existir uma soma parcial s satisfazendo s, > B e todas as somas parciais
s ,C0M m > n, $30 maiores ou iguais a s . Essa € outra maneira de dizer que lim s, = oc.
’ ' n— oo

Exemplo 6

oo
, - - 1, . 1
Verique se a série harmonica, E —, é divergente, embora se tenha lim — = 0.
o mn n—oo N,



Solucao 1
Vamos apresentar duas maneiras distintas de verificar que a série harmanica é divergente.

[o¢]
. 1
Escrevendo alguns termos da série E —, Vemos que:
mn

n=1

fil—q+i+1+l+1+1+1+1+1+1A"£+14"£+14"£+14"£+
n 23456 789710 11 1213 14 15 16 17 "

n=1
que é 0 mesmo que

)R E RS £ S & IV 6 SIS S
n 2 3 4 5 6 7 8

n=1

T I I N I AN
9710 11 12 713 " 14 15 ' 16 o

Agora, observe que

1+1 S 1+1 ) 1+1+1+1 S 1+1+1+1
3 4 4 4)7\5 6 7 8 8 8 8 8

1+1+1+1 S 1+1+1+1
5 6 7 8 8 8 8 8

1+1+1+1+1+1+1+1 >1+1+1+1+1+1+1+1
9 10 11 12 13 14 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16

0 que nos permite concluir que:

DRI EI) I
n 4 4 8 8 8 8

T T AR PR
16 16 16 16 16 ' 16 16 16 B

Sl () (1) ()4
n 2 2 2 2 2

<1
Z—>1+1+1+1+1+...
n

n=1

o0
. L a 1, .
Portanto, aplicando o teorema 3, a série harmdnica E — é divergente.
n

n=1

Solucao 2

oo
. .. ” 1, .. ,
Uma outra maneira de ver que a série harmonica E — é divergente é proceder por
mn

n=1

o
- . y 1,
contradicdo. Isto é, inicialmente, suponha que a série E — é convergente e que
n

o) 1 n=1

}E:;;::,s.

n=1



Agora, observe que a soma de todas as fragoes do tipo 2i éiguala S/2:
n

1+1+1+1+ ! 1+1+1+1+ —1S-
2 4 6 8 2 2 3 4 ) 2
Por outro lado, a soma das fragdes do tipo 5 1+ . também é igual a S/2. Isto é:
n
1 1 1 1 1
l+-+-F-F-+...==5-
+3+5+7+9+ 25
Mas,
S—1+1+1+1+1+ 1+1+1+1+
N 3 5 7 9 2 4 6 8
1 1+1+1+1+ —15
2 2 3 4 2

Contradig@o.

Veremos, a seguir, mais alguns testes para determinar a convergéncia ou divergéncia
de séries.

Teorema 4 (Teste da comparacao)

o0
Considere a série Zun. Suponha que todos o0s termos da série ndo sdao
n=1

negativos. Isto €, u,, > 0.
Entao, vale o seguinte:

oo o0
a) se a série Zan é convergente e u,, < a,, para todo n, entdo, Zun é

n=1 n=1

convergente e
(0.0 >
D tn £ an
n=1 n=1

(o ]
b) se a série Z a, & divergente e os termos dela satisfazem a relacdo w,, > a,

n=1

oo
para todo n, entdo, a série Z u,, diverge.

n=1

Demonstragao - Consideremos as n-ésimas somas parciais

Sp=ul+us+us+---+u, €S, =ar+ay+azg+---+ ap.

As somas parciais s, e S, 40 ambas sequéncias nao decrescentes.



No caso (a), seja

lim S, =5,
n—oo

€, uma vez que
5p <S8, <8

para todo n, aplicamos o teorema 3 para concluir que s, converge.

No caso (b), temos lim S, = co € s, > S, para todo n. Entdo, nh—>ngo Sp = 00,

n—oo -

Exemplo 7
1
Verifique se a série » ¢ convergente.
n=1
Solucao
oo
. 1
Escrevendo alguns termos da série Z —, Vemos que:
n
n=1
ot n? 4 9 16 25 36 49 64 81 100

TR N S
121 ' 144 169 ' 196 225 ' 256

n2 49 16 25 36 49

1
+o—=+...

— ettt —+ 556

1 1 1 1 1 i+i+ 1
64 81 100 121 144 169 196 = 225

64 64 64 64 64 64 62 64) T256 a6

S Lo () (Li L
n:1n2 4 4 16 16 16 16

1 1 1 1 1 1 1 1) 1 1

1 1 1 1 1
Y S <les+i+o+—+
n

2 4 8 16
n=1
ii<1+1+i+i+i+
n:1n2 2 22 23 24 T

3
Il
—
3
Il
—

(o]
1
Portanto, podemos concluir que a série Z w2 é convergente, pelo teste da comparagao,
o0 =1
1 n
umavez que a série Z on—1 6 a série geométrica cujo primeiro é 1 e arazao é % e ja sabemos
n=1

que a série geomeétrica de razao r, satisfazendo 0 < r < 1, converge.



(o.]
1
Verifique se a série Z ol é convergente ou divergente.

n=1

o o
1 1
Sugestao - Mostre 5 o] < E on—1 e use o teste da comparagao.
n=1

n=1

Observagao - Um numero finito de termos no comego de uma série ndo afeta a sua convergéncia
ou divergéncia. A comparagao entre u, & a, no teorema 4 ndo precisa ser exigida para todo n.
Pode ser exigida para todo n, exceto para um numero finito de termos.

Teorema 5 (Teste da integral)

Considere que fé uma fungdo de uma variavel real, definida para todo = > 1,
continua, ndo negativa e ndo crescente. Isto é, suponha que:

f(x) >0, paratodo x > 1,
f(.’L‘g) < f(acl), para zo > x1 > 1.

o
Suponha que Z Un ¢ uma série com u,, = f(n) paracadan > 1.

n=1
Entao:
e o0
a) Zun ¢ uma série convergente se a integral impropria / f(z)dz é
n=1 1

convergente; e

b) a integral impropria converge, se a série converge.

Demonstracao - a) Suponha primeiro que a integral impropria é convergente. Entdo, desde
que f(x) > f(k) parax < k, temos que

k

(z)dz > f(k)

k—1

(o que é facil de verificar, bastando desenhar uma figura).
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k n
Agora, definimos ay, = f(z)dze,entdo, a; + / f@)de =a1 +as+ ...+ ap,
k—1 1
onde temos a; = f(1) = uy. Por hipotese, / f(z)dz é finita e, desse modo, a série
1

Z an é convergente. Como f(k) = uy, a desigualdade ax > uy € um restabelecimento de

n=1
k
/ f(z)dz > f(k)e,agora, podemos aplicar o teste da comparagao.
k—1

Observagao - A demonstragao da parte (b) é feita de modo analogo e deixamos como atividade
para voceé.

Esboce uma demonstragdo da parte (b) do teorema 5, seguindo as mesmas idéias
do item (a), demonstrado anteriormente.

Apresentaremos os Ultimos trés testes de convergéncia sem as respectivas demonstragoes,
as quais podem ser encontradas na primeira referéncia ao final da aula.

Teorema 6 (Teste da série p)

o
1
A série Z »» Chamada de série p, € convergente, se p > 1, e
n=1

divergente, se p < 1.

Exemplo 8
1

o0
Verifique se a série Z nn+1) converge ou diverge.
n=1

Solucao

Para cada inteiro positivo n, temos:

@ Aula9 Calculo Il
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o0
1
Como a série Z -2 € a série p com p =2, do exemplo 7, portanto, convergente,

n=1 o]

oo
1 1
podemos usar o teste da comparagao, observando que Z nn+1) < Z .2 para concluir
n=1 n=1

S S E -
que a serie Z n(n T 1) € convergente.

Exemplo 9

Verifique se a série Z
n=1

o0

1
n+ 10

converge ou diverge.

Solucao
Escrevendo alguns termos desta série, temos:

CHNTE R
112 1314 15

o0
1
é facil ver que ela é a série harmonica, Z -» @ menos dos dez primeiros termos. De acordo

n=1 o0
com a observagao feita apos o teste da comparagao, podemos concluir que a série ; 10
é divergente.
Exemplo 10

1

(o]
Verifique se a série Z n converge ou diverge.
n=1

+ 1Din(n+1)

Solucao

1

Considere a fungdo f(x) = CESICESY

. Observe que todas as condigdes do teste

da integral sdo satisfeitas. Assim,

L
L (@+Din(z+1) Bow); (z+Din(z+1) B=w /s ulnu
In(B+1)

. In(B+1) dv .
=limp_o0 fln(Z ) = limp_ o in v

in 2
=limp_[In(in(B + 1)) — In(ln 2)] = oc.

No célculo da integral anterior, fizemos a mudanca de varidvel de integragdo, de In u
por v e seus respectivos limites de integracdo. Portanto, como a integral impropria diverge,
a série também diverge.



Teorema 7 (Teste da raiz)

(0.0
Considere a série de termos ndo negativos, Z an, cUjos termos tém a propriedade
n=1

que a partir de um determinado n, tem-se:
ap, < r",onde 0 < r < 1.,0queimplica: /a, <r <1,

Se lim /a, = L, podemos concluir:

n—oo

a) se L < 1, a série converge;
b) se L > 1, a série diverge;

C) se L = 1, o teste nada afirma.

Teorema 8 (Critério de Cauchy para séries)

o0

A série Z an € convergente se, e somente se, dado um nimero real positivo,
n=1

digamos, € > 0, é possivel encontrar um nimero NV (que depende de ¢) tal que
para todo inteiro positivo n > NV, tem-se:

|ant1 + ania + ... + anem| < & para qualquer inteiro positivom = 1,2, ....

Exemplo 11

=1
Verifique, usando o teste de Cauchy, que a série harmdnica, Z o diverge.

n=1
Solucao
Dado e = % nao existe NV, de modo que se n > N tenha-se sempre
1 1 1
+ +- 4 <e=~—
n+l n+2 n+m

para qualquer m.

Para ver isso, vamos usar o critério de Gauchy, ou seja, vamos escolher m = n:

1+1++1—1+1++1>1+1++1
n+1 n+2 n+n| n+l n+2 2n = 2n  2n 2n




Resumindo + L 4+ 4 > L desde que seja escolhido m = n, 0 que
"In4+1 n+2 n+m 2’ g J =n04
traria o fato d ! + ! 4+ 4 <5—1
contraria o fato de que P S e =35

— 1
Portanto, a série 7, diverge.
n=1

Exemplo 12

Uma bola cai de uma altura de 10m. Em cada instante que toca o chao, a bola sobe
verticalmente a uma altura que é % da altura precedente. Encontre a distancia vertical total
percorrida pela bola até parar.

Solucao
No primeiro percurso até a bola cair no chao, é percorrida uma distancia igual a 10m.

Ap0s bater no chao, a bola sobe (Z) 10 m e cai dessa mesma altura para, em seguida, subir

2
(Z) 10 e, assim por diante. A distancia total percorrida é igual ao valor da série:

3 3\ 2 3\ 2 3 3 3\ 2
10+2(Z)10+2(Z) 10+2<Z> 104...... _10+2O(Z)‘ <1+Z+ (1> +)

Ou seja, o valor total percorrido sera igual a

3\ 1 3
10+20( 5 ) ——= =10+20( = }4 = 70.
() s oen(s)

1

Nesta aula, estudamos as séries numéricas. Vimos a definicdo de série, série
convergente, divergente, os testes de convergéncia e algumas aplicagoes.
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Autoavaliacao

n Verifique se cada uma das séries seguintes converge ou diverge.

e’} 1 %) 1

A2 B2 e
N 2n+3

G)Zn2+3n+2 d)zm
In(n+1 n+1

9> h> o
Ny D

Use o teste da raiz para determinar se cada uma das séries seguintes converge
ou diverge.

a)Z( ”_1> b)z*/_<n+13)n

o0 n 00 +1 3n 1
03 0> (") 5

nfileiras dentro de um tridngulo equilatero. Se ¢, denota o numero desses circulos,
entao, pela geometria da situagdo, ¢; = 1,¢o = 1+ 2,¢3 = 1 + 2 + 3 e assim por
diante.

n Considere um namero conveniente de circulos de tamanhos iguais agrupados em

Se A éaareado tridngulo, A, é a soma das areas dos circulos c,, mostre que
A, T

NG

A extremidade de um péndulo percorre um arco de 24cm de comprimento no

n seu primeiro movimento. Se cada movimento sucessivo é aproximadamente %
do comprimento do anterior, use uma série geométrica infinita para obter uma
aproximacao da distancia total percorrida até o repouso.



Considere uma sequéncia infinita de quadrados que se obtém do seguinte modo.
0 primeiro quadrado, que € o primeiro termo da sequéncia, tem drea A = 4m?2. 0
segundo quadrado, interior ao primeiro, é 0 segundo termo da sequéncia e é obtido
unindo-se 0s pontos médios dos lados do primeiro quadrado, o terceiro termo é
obtido unindo-se os pontos médios dos lados do quadrado anterior e assim por
diante. Encontre a soma da série infinita das areas de todos 0s quadrados.

Construa uma figura para ilustrar a seguinte situag@o: duas circunferéncias de raio 1
tangentes entre si e uma reta tangente a ambas as circunferéncias. Uma sequéncia
de circunferéncias menores, cada uma tendo o0 raio maximo, € inscrita na regiao
entre as duas circunferéncias e a reta. Os comprimentos dos didametros dessas

circunferéncias menores sao 0s termos de uma série convergente. Encontre a soma

desses termos e mostre que essa série é

1
;n(n—i—l)'

ANTON, Howard. Caleculo: um novo horizonte. Porto Alegre: Bookman, 2000. v 2.

FINEY, Ross L.; GIORDANO, Frank R.; WEIR, Maurice D. Calculo de George B. Thomas. Sdo
Paulo: Addison-Wesley, 2003. v 2.

SIMMONS, George F. Calculo com geometria analitica. Sao Paulo: MacGraw-Hill, 1985. v 2.



Seéries de poténcias




Apresentacao

o
Na Aula 9 — Séries numéricas —, vocé estudou séries numéricas infinitas, Z Up, QUE Se
n=1

caracterizavam por ter todos os seus termos, « , constituidos de nimeros reais. Nesta aula,
estudaremos séries cujos termos sao fungdes de uma variavel, dados por multiplos reais de
poténcias inteiras positivas da variavel, chamadas de séries de poténcias.

As séries de poténcias sdo importantes de serem estudadas porque facilitam a
realizacdo de calculos, sendo muito uteis em muitos problemas numéricos, e sao usadas
com éxito na solucao de equacdes diferenciais.

Para obter sucesso nesta aula, vocé tem que ler e compreender o texto. Leia devagar,
gastando alguns minutos numa tnica linha, se for necessario. Nao se impaciente. Avance
quando se sentir preparado.

Objetivos

Compreender o conceito de convergéncia de série de
poténcia.

Saber estimar os raios de convergéncia de séries de
poténcias.

Entender como derivar e saber integrar as séries de

poténcias.
Ay /
/
7 b



Uma série de poténcia é definida da seguinte maneira:

(o)
E ar™ = ag + a1 + asx® + asx® + ...+ apa™ + ...,

n=1
onde zé uma variavel € ay, as, as,...,an,... SA0 constantes.

Vimos anteriormente, na Aula 9, um exemplo de série de poténcia simples, a série
[o.0]
geométrica > 2" =1+ a2 +a”+2°+...+2" +..., a qual estudamos no caso em

n=1
que 0 < x < 1, onde ela converge para % e divergese = > 1.

Observe que o valor das séries de poténcias convergente:

o0
E anx™ = ag + a1z + asx® + asx® + ...+ apz” + ...

n=1

é um namero que depende de z, ou Seja, Se a série de poténcia é convergente, seu valor é uma
(o]

fungdo, £ de z: f(x) = ana”.
n=1

o
No caso da série geométrica Z 2" =14az+2>+23+.. + 2" +..,sabemos que

n=1
0o

] 1
ela converge e seu valor é f(z) = ) 2" = ——, para 0<z<L.
1—=2x

n=1

Um dos interesses no estudo de séries de poténcias é conhecer os valores de z para 0s

quais f(z) = Z anx™ converge. Outras questdes sdo igualmente pertinentes e sao objetos

n=1
desta aula.

(0.¢]

a) f@) = Z a,x™ écontinua?
n=1
oo

b) )= ana™ éderivavel?
n=1

C) f(x)=)_ ana" éintegrével?

n=1

d) Dada uma fungd@o f(x), sob que condi¢des f(z) pode ser escrita como

oo
uma série de poténcias: f(z) = > _ apa™?
=1



Convergéncia de
uma serie de poténcia

Iniciamos esta sessdo com a definicdo a sequir.

Definicao 1

o0 o0
Uma série > " u,, ¢ absolutamente convergente se a série ) ~ |u,,| converge.
n=1 n=1

Os teoremas a seguir sao (teis no estudo de convergéncia de séries de poténcia.

Teorema 1

o0
Se a série » _ a,a™ & convergente para « = o, COM g # 0, entao, ela & ab-
n=1

solutamente convergente para todos os valores de =z, para 0s quais |z| < |zo|.

Demonstracao

oo
Se ) ayx™ é convergente, sabemos que lim a,x; = 0. Pela definigao de limite,
n—oo
n=1

dado o namero inteiro positivo 1, é possivel encontrar um ndmero real positivo N tal que
lan,, | < 1sempre que n > N.Agora, se = ¢ um nimero qualquer satisfazendo || < [,

n
, sempre que n > N. Por outro

To

temos [a,z"| = |anz! -
€T

0
n

n
- |anx0 } ’

X
<1.‘
Zo

xr , ;. sy . ~ .
— € uma série geometrica convergente, pois a razao r satisfaz:
xo

o0
lado, a série Z
n='

O0<r= < 1.

To

o
Portanto, comparando a série Z la,x™|, onde |z| < |zo|, com a série geométrica
n n=1

, usando o teste de comparagao (visto na Aula 9), podemos concluir que a

Zo
o0
série » _[a,a"| converge para todo z satisfazendo || < |xo|.

n=1

>

n="'




Exemplo 1

.z O " <1
A série — @ convergente quando z = 1, pois, neste caso, —
> = gente p > Z 5

n= 1 n= 1 n=1

| <

a série geométrica. Assim, na série Z — ¢ absolutamente convergente quando |z

n= 1

Teorema 2

(o@)
Seasérie Y _ a,z" é divergente para z = z,, entdo ela é divergente para todos
=1

os valores de x, para 0s quais |z| > |zo|.

Demonstracao

o
Suponha que a série Z anx™ dada seja convergente para um nimero z, para o qual
n=1

|z| > |xo|. Pelo teorema 1 entdo a série deve convergir quando == z, pois |x| > [zo|. Mas,
(0.]
iSS0 € uma contradicdo, pois, pela hipotese, Z anx™ € divergente para z = .
n=1

[e.9]

E facil ver que toda série de poténcia, Z apz™, converge se z = 0, pois, Nesse caso,

0 n=1
Zanx”:a0+0+0+0+...+0+...:ag.
n=1
Existem exemplos de séries de poténcias que convergem para todo valor de z. Por
33‘2 $3 334
exemplo, a série Z =14 a+5p+ 55+ p + .. converge para todo valor de z,
n= 1
pois temos que: et
1)!
fim |9 = g |[PEDY (f‘ T
n—oo Unp, n—oo £ n—oo | n n—oo n
n!

Portanto, pelo teste da razao (visto na Aula 9) para séries numéricas, a série converge.
Observe que aplicamos esse teste considerando a série dos valores absolutos, pois ele sO se
aplica para séries com termos positivos.

Existem exemplos de séries de poténcia que s6 convergem para um tnico valor de z.
[e¢]
Por exemplo, a série Z n"x" converge somente para z = 0. De fato, para qualquer que seja

n=1

o valor de z distinto de zero, temos que, para n suficientemente grande, o valor [nz| > 1,



0 que implica que 0 n-ésimo termo da série, n™ - 2™ = (n - )™ > 1ndo tende a zero quando
[o.¢]

ntende para o infinito. Portanto, a série Z n"z" diverge, sempre que = # 0.
n=1

Pelo que vimos anteriormente, nos exemplos apresentados, uma série de poténcia,
Z ayx" 0U converge para todo valor de z, ou converge somente se x = 0, ou existe R > 0,
n=1
tal que a série é absolutamente convergente para todos os valores de =z, para 0s quais || < R.
Em se tratando de convergéncia, estas sao as tnicas possibilidades para uma série de poténcias.
0 teorema a seguir sintetiza tal situacao.

Teorema 3

o0
Seja Z apx™ uma série de poténcia dada. Exatamente uma das condigdes
n=1

seguintes é valida:

o0
a) série > anz™ converge somente quando = 0;

n=1

o0
b) a série Z anx’ & absolutamente convergente para todos os valores de z;

n=1

oo
C) existe um namero real positivo R > 0, tal que a série »  ana™ seja
n=1

absolutamente convergente para todos os valores de z, para 0S quais
|z| < R, e seja divergente para todos os valores de z, para os quais
lz| > R.

Demonstracao
a) Ja comentamos anteriormente o caso em que z = 0.

b) Suponha que a série seja convergente para algum zo # 0. Agora, segue do teorema 1
que ela é absolutamente convergente para todo « para os quais |z| < |zol|. Se, além
disso, nao existir qualquer valor de = para o qual a série diverge, concluimos que a série
dada é absolutamente convergente para todos os valores de z.

G) Se a série dada converge para o valor z( # 0 e se ela diverge para z,, com |z1| > [z,
entdo, segue pelo teorema 2, que ela diverge para todos os valores de z para 0s quais
|z| > |z1]. Logo, |z1| é um limite superior para o conjunto de todos os valores de z
para 0s quais a série é absolutamente convergente. Basta tomar o menor desses limites
superiores, R, satisfazendo o problema. (Observe que, embora nao tenhamos falado aqui,
0 menor desses limites superiores sempre existe. Isso & uma propriedade da reta real).



Continuidade
e series de poténcias

Teorema 4 (Teorema da continuidade)

o0
Se R > 0 e fédefinida por f(x) = Zanm” para |x| < R, entdo, f é continua
para |z| < R. n=0

Demonstracao

Seja =, um nlmero qualquer tal que [zo| < R,istoé, —R < 2o < R; queremos mostrar
que fé continua em x,. Em outras palavras, devemos mostrar que

lim f(x) = f(z0).

T—T0
o0 oo
Zan(x” — )| < Z |an| |2" — 2|
n=0 n=0

Agora, aplicamos o Teorema do Valor Médio para derivadas a fungao g(x) = =™, que
nos da a relagdo

Para isso, observe que: |f(x) — f(xo)| =

g(x) — g(z0) = ¢'(c)(x — xo),

com ¢ um nimero entre z e Z,, que ¢ 0 mesmo que

com ¢, um ndmero entre z € z,.

0 indice n foi colocado em ¢ para identificar o expoente particular da fungdo g(z) = ™.
Podemos, também, escrever que: |2" — x, | = nfc,|" |z — @o).

o
Desse modo, encontramos que | f(z) — f(zo)| < Y _ lan|nfea|" o — ).
n=0
Como z estd no intervalo de convergéncia, existe um z tal que [c,| < z; para todo n.
Deduzimos que -
n—1
() = f(x0)| < | — 0] Y nlanlz; .

n=0



Pelo teorema 5 que veremos a seguir, podemos concluir que a Série na expressao acima
converge; chamemos sua soma de K. Entdo, temos:

|f(z) = f(@o)| < |z — 20| - K.

Quando ztende a z;,, 0 segundo membro da desigualdade anterior tende a zero, e, desse
modo, f(x) tendea f(xo). Ou seja, f(x) é continua em .

Diferenciacao e
integracao de series de poténcias

Teorema 5
o

Seja R um namero real positivo. Se a série Zanx” converge para todo =
n=0

satisfazendo |z| < R, entdo a série obtida, a partir da série acima, pela
diferenciacdo termo a termo, converge absolutamente para |z| < R .

Demonstracao

o0

- A série obtida a partir da série Zanx” pela diferenciacdo termo a termo é

E na,x" ' n=0
n=1

Escolha qualquer valor de =, tal que |z| < R, e escolha z de modo que |z| < |z1]| < R.
Como a série converge quando z=z,, temos lim a,z7 = 0, logo existe um namero positivo

n—o0

M com a propriedade |a, | < M para todo n.

Temos a relagao

$n—1
nay,
X

|nana:"_1 ‘ =

Ty |2

1

[o.¢]
Agora, podemos aplicar o teste da comparagdo a série Znan:v”_l. A série

n=1
M & n-l x
— n|— converge pelo teste da razao, uma vez que |—| < 1. Desse modo,
T T €
=1




(o0
a série Z:nangc”*1 também converge. Desde que =z € um ndmero qualquer no intervalo

n=1 0

(—R, R), o intervalo de convergéncia da série Z:nanx”*1 ¢ 0 mesmo que 0 da série

[e%e) n=1
g anx™.
n=0

Exemplo 2
- d - . , L
Arelagdo Tr (sen x) = cos x pode ser verificada diferenciando-se termo a termo a série
3 5 7
X T X
senx:x—g—&—a—ﬁ—i—...
d x3+m5 x7+ ] x2+x4 $6+
— | T — = —_— — = el =1L = = —_— = — ... =COS .
dx 31 51 7! 21 4l 6!

A convergéncia em um ou em ambos 0s pontos extremos do intervalo de convergéncia de
uma série de poténcias pode ser perdida no processo de diferenciacao. Por isso, o Teorema 1
menciona apenas o intervalo aberto (—R, R).

Exemplo 3
Encontre os intervalos de convergéncia da série de poténcias Z (3:;22)
n=1
Solugao

Aplicando o teste da razao para convergéncia absoluta, temos

(1:__2)n+1 n2
(n+1)2 (z—2)"

2
= |z — 2| lim< r > ,
n—oo \n+ 1

2

Un+1
Un

2
= lim []w—2]< Zl>
n—oo n

que é 0 mesmo que:

R = lim

n—oo

= lim
n—oo

1
R=|z—2| lim — =lzr—2/-1=|z—2|.
n—oo

14—
n

Logo, a série converge absolutamente para |z — 2| < 1,istoé, -1 <x—2< 1, 0u
ainda 1 < z < 3. Asérie diverge paraz > 3ouz < 1.



Para concluir, falta examinar o que acontece se z= 3 ou z = 1.

Se =3, a série dada é igual a

o0 o0
(x —2)" (3—2)" 1 1 1
Sy S gt
n=1 n=1 n=1
pois a série € uma série convergente, conforme vimos na aula sobre séries numéricas. -

Se z =1, a série dada é igual a

o0 o0
(zr—-2)" & 1—2 ) 1 1 1
;T—Z D A - Ao T

que é uma série que converge absolutamente.
2)" ;
Portanto, o intervalo de convergéncia da série Z -
convergéncia é 1, pois o centro do intervalo €é 2. n=1

I=11,3] eoraiode

10

o0
o A A 2. X
Encontre os intervalos de convergéncia das séries E ol f'(z)
n=1
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Teorema 6 (Teorema da integracao termo a termo)

o0

Seja R um numero real positivo. Se a série f(x Zanm converge para
n=0

|z| < R, definimos F(z / f(t)

Entdo, a série F(x Zan/ "t = Zan converge seé |z| < R.

Demonstracao

Seja z um niimero qualquer com |z| < R. Escolha z, de modo que |z| < |z1| < R.
Observamos que, para qualquer n, a integral seguinte é facilmente calculada:

T a $n+1
/ ant"dt = = .
0 n -+ 1

T N
Assim, F(z Zann+ - /O [f(t) — ) ant ] dt . Mas, agora,

n=0

N 00 N [e's)
- Z ant" = Z ant" — Z ant" = Z ant”.
n=0 n=0 n=0

n=N-+1

Para todo ¢tal que —|z| < ¢t < |z|, temos

N 00
St < Y fanlfz”
n=0 n=N+1
N 00
=D ant| < > anllt"
n=0 n=N+1
(0.0
Uma vez que a série f(x Z ayx™ converge absolutamente em z, o lado direito da
n=0

desigualdade anterior tende a zero quando N — oco. Entdo, concluimos que

T
F(z) _Za”n—l—l

x 0 e \I|"+1 e ‘$|n
n _ —
S R O e S e D s

n=N+1 n=N+1 n=N+1

Se N — oo, 0 lado direito da desigualdade acima tende a zero o que resulta em

i pntl
F —_ =
(=) Z o +1 0
n=0
Portanto,
— xn—l—l




Teorema 7

Sejam R um namero real positivo e f(z Zanx convergente para
|z| < R. Entdo, f tem derivadas continuas de todas as ordens para |z| < R,

que sdo dadas por séries obtidas através de sucessivas derivagdes termo a termo

de f(z),isto & f'(z Znanx" L () Zn n—1a,x"" %, ...
n=1

Demonstracao

o
0 fato que > _ na,z""" converge para || < R foi mostrado no Teorema 5. Devemos

n=1

mostrar que g Z nanz™ "' € aderivada de f. O Teorema 4 estabelece o fato que ¢ é

n=1

(o]
continua. Entdo, integrando a série Z na,2z™ ! termo a termo, temos

n=1

/g(t)dt:/ > nant™ !t dt,
0 0 n=1

/ g(t)dt = Z/ na,t" "t dt,
0 — Jo

/m g(t)dt = i ant"]} Z — ay.
0 n=1

Isto 8,

fla) =+ [ gltyie

0 Teorema Fundamental do Calculo assegura que

[o.¢]
= E napz™ 1,
n=1

que é o resultado que estavamos querendo estabelecer.



Exemplo 4

o0
Asérie f(t) = — =1 —t+2 3., = —1)™"™ converge no intervalo
f0 =1 + + n;( ) g
aberto —1 < ¢t < 1. Portanto,
T 1 2 3 th v 2 3 gt
In(1 = —dt=t——4+———4+..| = — 4+ ="+,
a1 +2) /01+t 2 3" ]O Tyt oa Tt

para —1 <z <1.

Como sabemos do Calculo | (série de Taylor), essa série também converge em z =10
que ndo foi garantido pelo teorema 3.

Use séries de poténcias para verificar que:

1
a) a%((os z) = —senz

T
h) / costdt =sen x
Jo

b)
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Nesta aula, estudamos as séries de poténcias, seus intervalos de convergéncia,

raios de convergéncia e, também, continuidade, diferenciagao e integracao de
funcoes definidas por séries de poténcias.

Autoavaliacao

n Suponha que a fungdo festeja representada pela série de poténcias

2 3 "

f(a:)zl———i—m——$—+...+(—1)”2—n+...

Encontre o intervalo de convergéncia de f e encontre os valores de f(0) e f(1).

a Considere a fungao definida por

[e.e]
(—1)”1}2” fL‘2 CL'4 1‘6 (—1)”([}2”
Jo(ﬂ:)zE so e = 1 — + - +ot e+ ...
12 2(112 4(91)2 6(31)2 2n(n1)2
£ 22 (nl) 2(11)2 " 21(20)2  26(31) 22 (p])

Encontre o intervalo de convergéncia da fungdo Jo(z), isto €, encontre o dominio
da fungdo Jy(z).

A funcdo Jo(z) é chamada de funcao de Bessel de ordem zero e originalmente
é definida como uma série de poténcias, ndo tendo outra representacdo, através
de fungGes ja conhecidas.

n Considere a fungao definida por

- 00 (—1)":02"+1 B T 1’3 3L.5 (_1)nm2n+1
Ji(z) = Z 22+ (pl)(n 4+ 1)1 5_23(1!)(2!)+25 — .k

@)E) ) 1)

n=0

Ache o intervalo de convergéncia da funcdo J1(x), isto é, encontre o dominio da
fungdo Jy (z).

@ Aula10 Calculo Il



A funcdo J;(x) é chamada de funcao de Bessel de ordem um e originalmente é
definida como uma série de poténcias, nao tendo outra representacao.
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Equacgoes diferenciais
ordinarias lineares de seqgunda
ordem




s equacoes diferenciais ordinarias (EDO) sdo subdivididas em dois grandes grupos:

as lineares e as nao lineares. As equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem

lineares destacam-se em importancia devido as inimeras aplicagdes praticas, como,
por exemplo, em mecénica e eletricidade, e a facilidade de encontrar métodos de solugao. As
equacOes diferenciais ordinarias de ordem superior a dois ndo serao abordadas nesta aula,
primeiro, porque tem poucas aplicagoes praticas e, segundo, porque facilmente os métodos de
resolucdo das equacoes de segunda ordem se adaptam as de ordens superiores. As diferenciais
ordinarias de segunda ordem lineares aplicam-se em modelagem de circuitos elétricos, vibragdo
elétrica e mecanica.

Assim, nesta aula, estudaremos exclusivamente as equacdes diferenciais ordinarias
lineares de segunda ordem e, nesse contexto, caso homogéneo com coeficientes constantes,
reducao de ordem quando se conhece uma solugdo, caso nao homogéneo, métodos dos
coeficientes indeterminados e de variacao dos pardmetros. Encontraremos as solugdes gerais
e particulares e resolveremos também o Problema de Valor Inicial (PVI).

Tente entender tudo o que esta sendo explicado na aula. Estude utilizando sempre caneta
e papel para as anotagdes necessarias. Seja paciente e procure ter certeza de que entendeu o
que (e por que) estéa desenvolvendo nas atividades. Ao final da aula, hd uma auto-avaliagao: é
importante que vocé tente fazé-la, como forma de saber se vocé atingiu os objetivos da aula.



Objetivos

n

Encontrar a solugdo geral de uma equacdo diferencial
ordindria linear de segunda ordem homogénea com
coeficientes constantes.

Resolver o Problema de Valor Inicial (PVI) de uma equacgao
diferencial ordinaria linear de segunda ordem.

Reduzir a ordem de uma equacdo diferencial ordinaria
linear de segunda ordem quando se conhece uma solugao.

Encontrar uma solugao particular de uma equagao
diferencial ordinaria linear de segunda ordem nao
homogénea.

Encontrar a solugdo geral de uma equacdo diferencial
ordinaria linear de segunda ordem ndo homogénea.

EDO linear de segunda ordem

Uma equacao diferencial ordinria (EDO) de segunda ordem & linear, se ela pode ser

escrita na forma

Y + @)y +q(x)y =r(x),

onde p(z), q(z) e r(x) podem ser quaisquer fungoes. As funcdes p(z) e ¢(=) sao chamadas

de coeficientes.

Séo ditas n@o lineares as equacgdes diferenciais ordinarias de segunda ordem que ndo
podem ser escritas na forma anterior.



Quando r(z) = 0, dizemos que a EDO " + p(x)y’ + q¢(x)y = 0 € homogénea.
Portanto, uma EDO de segunda ordem linear homogénea tem a forma
Y +p(@)y +q(z)y =0.

Quando r(x) # 0, dizemos que a EDO é nao homogénea.
A seguir, temos alguns exemplos de EDO de segunda ordem linear homogénea:
a) ' +ay =0;
h) sen(z)y” +xy +y = 0.

Veja, a sequir, exemplos de EDO de segunda ordem linear ndao homogénea:
a) y' +ay =1,
b) sen(z)y” + zy' +y = 22.

Como vocé ja viu em Galculo I, uma fungdo f(x) é solugdo de uma EDO, se considerarmos
y = f(x) e ao substituirmos as expressoes de y e suas derivadas na EDO, obtivermos uma
identidade.

Exemplo 1

Verificar que sen(z) e cos(z) sdo solugdes daEDO 3" +y = 0.

Solucao
a) y=sen(v),
y' = cos(z),

y" = —sen(z).

Substituindo na EDO, obtemos —sen(z) + sen(z) = 0. Portanto, sen(x)  uma solugao
daEDO ¢ +y = 0;

b) y = cos(x),
Yy = —sen(z),
y" = —cos(x).

Substituindo na EDO, obtemos —cos(x) + cos(z:) = 0. Portanto, cos(z) € uma solugéo
daEDO " +y = 0.



EDO linear de
segunda ordem homogénea

Estas EDQ’s tém propriedades importantes que facilitam a determinagdo das solugdes.

Linearidade das solucoes

Se y, e y, sdo solugdes da EDO linear de segunda ordem homogénea, entdo, a combinagao
linear y = C1y1 + Cayo também € solugéo.

Essa propriedade, denominada de linearidade, decorre do fato de que a derivada de
qualquer ordem satisfaz as propriedades:

@) + gla) = 2 f (@) + (@),
dar dn
@) = e @)

onde ¢ & nimero real.

N&o é dificil provar essa propriedade de linearidade das solugdes, no entanto, preferimos
mostrar que ela é verdadeira a partir de alguns exemplos.

Exemplo 2

Como foi visto no exemplo 1, sen(z) e cos(z) sdo solugdes da EDO ¢’ +y =0.
Logo, pela propriedade de linearidade das solugdes, temos que C; sen(z) + Cs cos(x)
também é solucao.

Solucao
Tomando
y = Cq sen(x) + Cs cos(x),
y' = Cy cos(z) — Cy sen(x),
y" = —Cy sen(x) — Cy cos(x),
e substituindo na EDO, obtemos
—Cy sen(z) — Cy cos(x) + Cy sen(z) + Cy cos(x) =0,
—sen(z)(—C1 + C1) + cos(x)(—C2 4+ C2) =0, 0=0.
Portanto, C; sen(z) 4+ C2 cos(z) é uma solugdo da EDO 3" + 3 = 0.



Solucao geral de uma
EDO linear de segunda ordem homogénea

Dizemos que duas funcoes y, e y, sdo linearmente independentes, se C1y1 + Cay2 = 0,
onde C, e C,sao constantes reais, entao ¢y = Cz = 0.

Portanto, se y, e y, sdo solugdes da EDO y” + p(z)y’ + ¢(z)y =0, com y, € y,
linearmente independentes, entdo, a combinagdo linear y = Cyy; + Cayo também é uma
solugdo da EDO, denominada de solucao geral.

Esse nome, solugdo geral, decorre do fato de que qualquer outra solugdo é obtida a partir
da solugao geral, dependendo da escolha adequada de C, e C,.

Usualmente, essas constantes sdo denominadas de constantes arbitrarias.

Problema do valor inicial
em uma EDO linear de segunda ordem

Na se¢do anterior, vimos que a solugdo geral de uma EDO de segunda ordem tem duas
constantes arbitrarias. Quando procuramos resolver um problema pratico, a fungdo procurada,
além de ser solucdo da EDO, deve satisfazer duas condigdes especificas.

Um problema de valor inicial em uma EDO linear de segunda ordem consiste de uma EDO
Y +p@)y +q(z)y =r(x)

e de duas condigdes iniciais y(xo) = yo, ¥'(z0) = -

Observe que o problema do valor inicial independe da EDO linear ser homogénea ou nao.
Resolver esse problema é encontrar uma solugdo da EDO que satisfaca as duas condigoes
iniciais.

Conhecendo-se uma solugdo geral y da EDO, o método de resolver o problema do valor
inicial consiste de:

= derivar a solugdo geral y para obter uma forma geral de y';

= substituir zo, yo € y;, em y e y’, obtendo um sistema de duas equacdes com duas
incognitas;

= resolver o sistema e determinar a solucao particular do problema de valor inicial.

Para ilustrar, faremos o exemplo 3.



Exemplo 3

Resolver o problema de valor inicial (PVI): " +y =0, y(7) = —1, /(w) = 1.

Solucao

Pelo que vimos no exemplo 2, podemos concluir que a solugdo geral dessa EDO é
y = Cy sen(z) + Oy cos(x).
Vamos calcular a derivada y’,
y' = Cy cos(x) — Cy sen(x).

Aplicando as condig0es iniciais, temos
y(m) = Cy sen(m) + Cy cos()
y'(7) = Cy cos(w) — Cy sen(m)

Substituindo os valores zg = 7, y(m) =yo = —1ey/(xr) =yy = 1emyey', obtemos

—1=0C) - sen(m) + Cy cos(m) = Cp -0+ Ca(—1)
1=0C1 - cos(m) — Cy sen(m) = C1(—=1) = Cy- 0

Concluimos, entdo, que C; = —1, Cy = 1.

Substituindo tais valores em y = C4 sen(z) + Cs cos(z), encontramos a solugao do
PVl y = —sen(x) + cos(z).

Resolva o problema de valor inicial ¢ + y = 0,y(0) = 2, ¥'(0) = 1.

Resolva o problema de valor inicial y"+y=0,y(w/4) = —1,
y(m/4) =1.
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Reducao da ordem de uma EDO linear
homogénea quando se conhece uma solucao

Dada uma EDO da forma

y" + p(x)y’ + q(x)y =0,

e ja se conhece uma solugdo y, isto é,

vy +p(x)y) +q(x)y1 = 0.

Procuremos uma outra solugao da forma v = ug;, onde & uma funcao a se determinar,
substituindo y, e suas derivadas na EDO.
Calculemos as derivadas
Y2 = uy1
Yy = u'y1 + uyf
Yy =u"y1 + 2u'y; +uy!
Substituindo na EDO dada, obtemos
uyr + 2u'yy + uyy + p(e)(Wyr + uyy) + q(@)uyr =0
u"y1 + ' (2yy + p(2)y1) + u(yy + p(x)y; +q(z)y1) =0
u"y1 + ' (2y) + p(2)y1) +u.0 =0

Dividindo por y,, obtemos

/
u + <2§2 —l—p(a:)) =0,

que é uma EDO de segunda ordem, mas, como falta o termo em «, fazendo v = «’ e derivando,
obtemos v = «” . Substituindo v’ e " nesta tltima EDO, temos

Y1
dv Y1
i <2y1 +p(x) ),
d /
L (2% +p(w)> dz,
v Y1



:—Q/yldx—/ x)dx

Infv] = —2In|y;| — [ p(x)

v = %e—fp(z)dw

1

e u = [ wvdz, logo,

u = / %e*fp(m)dxdx.
Y,

Portanto, a segunda solugdo é

1
yzzyl/efp( i g
Y

Exemplo 4

Verificar que y1 = « é uma solugdo da EDO (22 — z)y”
segunda solucao.

— zy’ +y = 0eencontrar uma

Solucao
Para verificar que y1 = « é uma solugdo da EDO, inicialmente, calculamos as derivadas
Y1 =z,
yi =1,
=0.

Substituindo na EDO, obtemos
(22 —2)0— 21 +2 =0,
0=0.

Portanto, y1 = = é uma solugao da EDO.

Vamos agora determinar a segunda solugdo usando a formula

1
Y2 = Y1 / e I P@idz gy

1

aplicavel a uma EDO na forma o + p(z)y’ + q(z)y = 0.



Vamos transformar a EDO (2% — 2)y” — 23/ +y = 0 dividindo pelo coeficiente de
y" que é (2 — ), obtendo, assim, a EDO na forma

Agora, podemos aplicar a formula

1

1

onde

Vamos, entdo, calcular

x 1
—/p(x)da:—/xQ_xdx—/$_1d$—1n|x—1|.

Substituindo na formula para calcular y,, temos

1 1 1
1

T T

Em um problema de valor inicial dependendo do x, se zp > 1 0 = de nossa solugao
também sera maior que 1, de modo que |z — 1| = = — 1, e, neste caso, podemos concluir 0
calculo de y,:

-1 -1 1 1 1
y2:$/\xm2 ’dx:m/xmz dx:x/(x—xz>daz:x<lnx—l—>:xlncc—|—1;
z

e a solugdo geral da EDO é

Yy = Clx—f—C'g(xlnx—l— ].)




EDO linear de segunda ordem
homogénea com coeficientes constantes

Uma EDO de segunda ordem linear homogénea tem a forma

y" +p()y + q(z)y = 0.
Quando os coeficientes sdo constantes reais, reescrevemos na forma " + ay’ + by = 0.

Ja sabemos que a solugao da EDO linear de primeira ordem ¢’ + ay = 0 é uma fungao
exponencial da forma y = ce?*.

Esse fato nos sugere procurar solugdes da forma y = e** na EDO linear de segunda
ordem com coeficientes constantes, y” + ay’ + by = 0.

Calculemos as derivadas de v

y = 6)\&:’
Y = Ae??,
y// = \2eMT

Substituindo na EDO, obtemos

A2eM g e 4 herT = (),

(A2 + aX + b)er = 0.
Como e** = 0, podemos dividir esta Gltima por e** e obtermos A2 + aX + b = 0.

Portanto, e’ serd solugdo, se A2 + a\ + b = 0.

A equagao do segundo grau obtida, quando se substitui na EDO y por e**, é denominada
de equacao caracteristica da EDO.

Para resolver uma EDO linear de segunda ordem com coeficientes constantes, devemos
encontrar as raizes da equacao caracteristica, A2 + a\ 4+ b = 0. Temos trés tipos de raizes:

1° Caso — Duas raizes reais distintas se a2 — 4b > 0:
2° Caso — Uma raiz real dupla se a2 — 4b = 0;

3° Caso — Duas raizes complexas conjugadas se a® — 4b < 0.

A seguir, estudaremos esses trés casos.



Equacao caracteristica com duas raizes reais distintas

Este é 0 caso mais simples, quando a? — 4b > 0. Resolvendo a equacdo do segundo
grau, obtemos as duas raizes

N = —a++Va?—4b
1= 5 -

—a —Va? —4b
pp = ENEED

Assim, encontramos duas solugdes y; = e*1? e iy = 27, E a solugdo geral da EDO é
y = C1eM7 4 Coet2®,

Exemplo 5

Encontrar a solugdo geral da EDO " — 3y + 2y = 0.

Solucao

A equacdo caracteristicaé A2 — 3\ +2=0¢ea? —4b= (=3)2—4-2 =1 > (temos,
entao, duas raizes distintas, que sdo

\ —a++Va>—4b —(—3)+\/I_2
' 2 - 2 B
—a—+va?—4b —(-3)—-V1

= = :1
Az 2 2

Portanto, a solugdo geral € y = C1e?* 4 Cae®.

Equacao caracteristica com uma raiz real dupla

Neste caso, temos a? — 4b = 0 e a raiz dupla é

A_—ai\/a2—4b_—aj:\@_—a
- 2 -2 2

Vamos procurar a outra solugdo usando a técnica de redugdo da ordem de uma EDO
linear homogénea quando se conhece uma solugao, ja vista nesta aula.

A EDO ¢" +ay +by=0 ja estd na forma y” + p(x)y + q(x)y =0, onde
p(z) = a e q(z) = b. Portanto, a segunda solugdo é:

azx 1 azx e azx

1
Y2 = / —Qe_fp(””)d“dx —e % | —— e Jadrgy — =% dr=e 2 z.

azxr 2 —ax
Y (677> €




Resumindo, a outra solugdo é y, = ze~2 ou, ainda, yo = ze*® ; ¢ a solugdo geral é

y = C1eM + Coze®.

Exemplo 6

Encontrar a solugdo geral da EDO 3" — 6y’ + 9y = 0.

Solucao

A equacdo caracteristica 6 A\ —6A+9=0¢ea? —4b = (—6)>—4-9 =0, temos,
entdo, uma raiz dupla, que é

Assim, y1 = 3%,y = 2e3* e a solugdo geral € y = C1e3* + Coze3?.

Equacao caracteristica com duas raizes complexas conjugadas

Neste caso, temos a? — 4b < 0. Resolvendo a equacdo do segundo grau, obtemos as
duas raizes complexas

N = —a++va?—4b  —a++\/(4b—a?)(-1)  —a+i\/(4b—a?)
' 2 a 2 - 2
N —a—+var—4b —a—i\/(4b— a?)
2: pu—
2 2

Podemos escrever também que as raizes sao

5\ —a tiy/(4b — a?)

2

Encontramos, assim, duas solugdes y1 = eM? e yo = e*2*. E a solugdo geral da EDO é
Y= CreM?® 4+ Che2®,

Para simplificar a notagdo, podemos considerar as raizes na forma A = p + ¢i € a solugdo
geral é:

Y= C1ePTa)T 4 Ohe(P=aD)T — () ePTeit® 4 OyePTe14% — P (Ch el 4 Coe™ 7).



Resumindo, a solucdo geral pode ser escrita na forma y = eP*(C1€” + Coe %) 3 qual
pode ser usada, mas, o inconveniente é que precisamos trabalhar com coeficientes complexos.

Utilizando a férmula de Euler

e = cost + isend,

1
escolhendo C; = Cy = 3 obtemos y; = eP* cos(qx);
escolhendo C; = —% eCy = % obtemos yo = eP* sen(qx).
Dando origem a uma forma de apresentar a solugdo geral com fungoes reais

y = eP*(C) cos(qx) + Cy sen(qx)).

Exemplo 7

Encontrar a solugdo geral da EDO " + 2y’ + 5y = 0.

Solucao

A equacdo caracteristica 6 \2+2\+5=0¢€ a>—4b=(2)2-4-5=-16<0,
temos, entdo, duas raizes complexas, que sao
—a+i\/(4b—a2) —2+4i\/(4-5-22) —2+4i4

A= 5 = 5 = 5 =—-1+2s,

as solugoes com fungdes reais sao y; = e=* cos(2x), y2 = e~ * sen(2x); & a solugao geral
€ y=e7(Cy cos(2x) + Cy sen(2z)).

0 procedimento mais simples para resolver uma EDO linear de segunda ordem homogénea com
coeficientes constantes é: primeiro, achar as raizes da equagao caracteristica; em seguida,
classificar em um dos trés casos; e, por fim, concluir encontrando a solugao geral.

A seguir, apresentamos esse modelo subdividido em quatro passos, 0s quais sao
dispensaveis, no seu passo a passo, quando o aluno tem um pouco de pratica.

Dada uma EDO linear de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes, para
encontrar a solugao geral, executamos 0s seguintes passos:

1) encontrar a equagdo caracteristica da EDO;
2) encontrar as raizes da equacdo caracteristica;
3) de acordo com as raizes, classificar a EDO em um dos trés casos;

4) encontrar a solugao geral.



Exemplo 8

Encontrar a solugdo geral da EDO 4y” + 4y’ — 3y = 0.

Solucao
Passo 1 - A equacdo caracteristica € 4\2 + 4\ — 3 = 0.
Passo 2 - As raizes da equagao caracteristica sao

A_—bi\/b2—4ac_—4:|: 42 —4.4(-3) —4+8 1il
- 2a - 2.4 8 2 '

3

, C e 1
Passo 3 — Estamos no 1° caso com duas raizes reais distintas, onde \; = 3 8\ = —5

3z

Passo 4 - Portanto, a solugdo geral é y = Cie? 4+ Che 2.

Resolva os problemas de valor inicial:

a) v +2y/ +y=0,y0) =2, y(0) = 6.

b) 10" — 504’ + 65y =0, y(0) = 1.:

C) v/ +4y +5y =0, y(0) = 2, ¥/(0) = —5.

b)
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Solucao geral de uma EDO linear
de segunda ordem nao homogénea
Neste caso, temos uma EDO da forma
Y +p(x)y + q(z)y = r(x), com r(z) # 0.
Chamamos de EDO homogeénea associada a EDO y” + p(z)y’ + q(z)y = r(z) a EDO

homogénea obtida quando fazemos r(x) = 0. Assim, a EDO homogénea associada é

Y +p(x)y + q(x)y = 0.
Sejam y, uma solugdo particular e y, a solugao geral da EDO

Y+ p(x)y + q(x)y = r(z),
isto é,
Yy +p(x)y, + q(2)y, = r(z),

Yy + p(@)yy + q(x)yy = ().
Verifiguemos agora que y = y, — v, € solugdo da EDO homogénea associada

y" +p(x)y +q(x)y = 0.
Calculemos as derivadas de y

Y="Yg — Yp,
Y =Yg — Yps

y// — y// _ y//
g9 P’
Substituindo na EDO homogénea associada, obtemos

Yy — Yp + (@) Yy — Yp) + a(2)(yg — yp) =
Yy +(@)yy + (@)yg — (y, + ()Y, + q(z)yp) =
r(z) —r(z) =0.

Portanto, y = y, — v, € uma solugdo da EDO homogénea associada, que ¢ a solugao
geral da EDO homogénea associada. Devido a esse fato, vamos substituir i por y,, , ficando,
entao:

Ygh = Yg — Yp,

e mais
Yg = Ygh + Yp-



Esta ultima formula define a solucdo geral da EDO linear de segunda ordem néo
homogénea.

Resumindo: se y , € a solucdo geral da EDO homogénea associada,
v+ p(@)y + q(x)y =0, ypé uma solugao particular da EDO linear de segunda ordem nao
homogénea

Y+ p(x)y + q(x)y = r(x),

Entdo, a solucdo geral de v + p(z)y’ + q(z)y = r(x) €&

Yg = Ygh + Yp-

A seguir, veremos como encontrar uma solugao particular da EDO.

Solucao particular de uma
EDO linear de segunda ordem nao homogénea

Para resolver a EDO linear de segunda ordem ndo homogénea
y" +p()y +q(z)y =r(z),

vimos, na se¢do “Solucdo geral de uma EDO linear de segunda ordem”, que precisamos determinar
inicialmente y ,, solucao geral da EDO homoggnea associada, y” + p(z)y’ +q(z)y =0¢€ y,
uma solucdo particular da EDO y” + p(z)y' + q(z)y = r(z).

Para determinar a solugdo geral de uma EDO homogénea, ja estudamos alguns casos.
Veremos agora dois métodos para encontrar uma solucdo particular da EDO: dos coeficientes
a determinar e da variagdo dos parametros.

Método dos coeficientes a determinar

Este método para determinar uma solugao particular de uma EDO linear é o mais simples,
mas, nem sempre podemos usd-lo. Primeiro, ele s6 se aplica a EDO linear com coeficientes
constantes. Segundo, mesmo com coeficientes constantes, ele ndo se aplica a muitos casos.

Devido a sua simplicidade e a ter menos célculos que 0s outros, este método é considerado
muito importante.

Uma EDO de segunda ordem linear tem a forma:

y" +p(x)y + q(x)y = r(x).



Quando os coeficientes sao constantes reais, reescrevemos na forma
ay” + by + cy =r(z).

0 método consiste em, ao observarmos a forma de r (), a partir da nossa experiéncia
ou do auxilio de uma tabela, identificarmos y candidato, a menos de uma ou mais constantes
a determinar. Substituimos y, e suas derivadas na EDO e determinamos as constantes.

Por exemplo, setemos a EDO com coeficientes constantes e r(x) = ke®®, onde k€ a
sdo constantes da EDO, 0 y candidato € y, = Ce®*, onde C'é uma constante a determinar.

Exemplo 9

Encontrar a solugdo particular da EDO y” + 2y’ — 3y = 5¢%®.

Solucao
Temos um caso como o exposto anteriormente, onde r(z) = 5¢%* e 0 y, candidato a
solugdo € y, = Cel®.
Calculemos agora suas derivadas,
yp = Ce*?,
y, = Cde'”,
Y, = C16e®.
Substituindo na EDO, obtemos

C16e*™ 4+ 204%™ — 3Ce*™ = 5et®,

(16 4+ 8 — 3)Ce** = 5ete,
5

C=_
21

. - )
Substituindo esse valor em y,, = Ce4*, encontramos a solugao y, = ie“.

Observe no exemplo 9 que, se Y, fosse solugdo da EDO homogénea associada, ndo
poderiamos encontrar a solugdo, pois quando substituissemos y, € suas derivadas na EDO,
obteriamos 0 = 5e%*, 0 que impossibilitaria determinar a solugdo. Este caso sera tratado
ainda nesta secao.

A seguir, vamos apresentar uma tabela que ajuda a identificar os Y, candidatos a partir
do conhecimento de r ().



Tabela 1 - Candidatos a solugdo da EDO, dado r(x).

ke™ Ce™

l iFll ool C+Cz+ ...+ C 1

btk otk CACatCa + ...

k,cos wr+k,sen wx C, cos wx+ C, sen wz
ke* cos wr + k,e* sen wr C,e* cos wr + C,e™ sen wx

Dada a EDO ay” + by’ + cy = r(x), Se r(x) é da forma de alguma célula da coluna &
esquerda, toma-se como candidato a solugao particular o yp(m) na célula correspondente da
coluna a direita e substitui-se ele e suas derivadas na EDO, para determinar 0os C’s que tornam
a EDO uma identidade.

Se y, for uma solugdo da EDO homogénea associada, ndo poderiamos encontrar a
solucdo, pois quando substituissemos y e suas derivadas na EDO, obteriamos 0 = r(x),
0 que impossibilitaria determinar a solugdo. Neste caso, substitui-se y,(z) por z y,(z) e
substitui-se 0 novo y e suas derivadas na EDO.

Exemplo 10

Encontrar a solugdo geral da EDO " + 2y — 3y = 2sen(3x) + 4cos(3x).

Solucao

Precisamos determinar y,,a solucdo geral da EDO homogénea associada,
yll+2y/ _ 3y — 0’
e y, uma solugao particular da EDO.
Inicialmente, vamos determinar Yy

Passo 1 - A equacdo caracteristica é A2 +2y — 3 =0.

Passo 2 — As raizes da equagao caracteristica sao

)\_—bj:\/b2—4ac_—2i 22-4-1(-3) -2+4 L1
- 2a - 2 -2 T '

Passo 3 — Estamos no 1° caso com duas raizes reais distintas, onde \; = 1e \y = —3.

Passo 4 - Portanto, a solugao geral da EDO homogénea associada € y,;, = C1e® + Che™3%.



Agora, vamos determinar y .

Olhando a tabela, vemos que r(x) = 2sen(3z) + 4cos(3x) se adapta na quinta linha
com k1 cos wx + ko sen wx, onde k1 =2, w =3 ¢e kg = 4. Portanto, o Y, candidato é
yp = C1 cos(wx) + Cy sen(wx) = Cy cos(3z) + Cs sen(3x).

Calculemos agora suas derivadas,
yp = C1 cos(3z) + Co sen(3x),
y, = —C1 3sen(3z) + Co 3cos(3x),
Yy, = —C1 9cos(3x) — C 9sen(3x).

Substituindo na EDO " + 2y’ — 3y = 2sen(3x) + 4cos(3x), obtemos

—C1 9cos(3z) — Cy 9sen(3x) + 2(—C4 3sen(3z) + C2 3cos(3x))

—3(C4 cos(3z) + Cy sen(3x)) = 2sen(3z) + 4cos(3x)

sen(32)(—9Cs — 6C1 — 3Cy) + cos(32)(—9C) + 6Cs — 3C1) = 2sen(3z) + dcos(3z),
sen(3x)(—6CT — 12C5) + cos(3z)(—12C, + 6C3) = 2sen(3x) + 4cos(3z).

Para que o primeiro membro seja idéntico ao segundo, como em identidade de polinémios, é
necessario que os coeficientes sen(3x) e cos(3z) sejam iguais, isto é,

—6C — 1205 = 2,

—12C + 6Cy = 4.

Vamos resolver esse sistema. Multiplicando a segunda linha por 2 e somando com a
primeira, obtemos

—-30C1 — 0 =10,
10 1
“=TnT

substituindo C, em uma das equagdes do sistema, obtemos Co = 0 .

Como a solugdo particular da EDO y” + 2y' — 3y = 2sen(3x) + 4cos(3x) é
1
yp = —zcos(3x),
3
e a solugdo geral da EDO homogénea associada y” + 2y’ — 3y =0 &
Ygh = Cre” + Care™37,
a solucdo geral da EDO y” + 2y — 3y = 2sen(3x) + 4cos(3x) é

1
yg = Cre® + Coe 3% — gcos(Sx).



Método da variacao dos parametros

Este método de determinar uma solugdo particular de uma EDO linear é o mais geral,
pois, sempre podemos usa-lo. Ele se aplica a qualquer EDO linear em que se conhega uma
solugdo geral da EDO homogénea associada.

Devido a sua generalidade, embora muitas vezes tenha mais célculos que 0s outros, esse
método é considerado muito importante.

Consideremos uma EDO de segunda ordem linear escrita na forma geral
y" +p(@)y +a(z)y =r(z).
Consideremos também que y, e y, sdo linearmente independentes e solugdes da EDO
homogénea associada y” + p(z)y’ + q(z)y = 0, entdo, a combinagao linear,

Ygh = Cry1 + Caya,

é uma solugdo geral da EDO homogénea associada.

0 método de variagao dos parametros consiste em tomar como candidato a solugdo
particular

Yp = V1Y1 + V2Y2,

onde substituimos as constantes arbitrarias por dois pardmetros a determinar.

Observe que, para determinar os dois parametros, substitui-se y, € suas derivadas na
EDO. Como temos dois parametros a determinar e uma s equagdo, podemos incluir uma
equacao a mais. Para que os parametros tenham um comportamento parecido com o das
constantes, incluimos a equagdo

ViYL +vhy2 = 0.
Calculemos as derivadas de Y

Yp = V1Y1 + V2Y2,

!/

Y, = v1Y] + vays + iy + vhya = v1y; + vayh + 0,

"o

Yp = V1Y) + vayy + viy) + vhys.
Substituindo na EDO 3" + p(z)y' + q(z)y = r(x), obtemos

vy + vayy + vy + vey + p(x) (viy) + vayy) + q(z)(viyr + vaye) = (),

vy + p(@)yy + a(@)yr) +v2(ys + p(@)ys + a(@)y2) + viyy +v3y’ = r(z),
v1(0) + v2(0) + viy] + vyy’ = r(x), pois y, & y, sdo solugdes da EDO homogénea,

viyy gy =r(x).



Esta ultima equagéo, mais a equagao vjy; + vhy2 = 0, dd origem ao sistema linear
VY1 + vy = 0
vy + vy = ().

A solugdo desse sistema é

/] T(x)yQ

v = — o
Y1Ys — Y192

UIQ _ T(l‘)yl

Y1yy — yﬂyz'
Integrando, obtemos

v = _/Tl(x)yzl dz,
Y1Ys — Y192

V2 :/r,(a:)yll dzr
Y1Ys — Y192

Exemplo 11

Use 0 método de variagdo dos parametros para encontrar a solugdo particular da EDO
y" + 2y — 3y = bet”.

Solucao
Precisamos determinar y , a solucao geral da EDO homogeénea associada,
y'+2y' =3y=0,
que é amesma EDO do exemplo 9.

Agora, temos um caso como o exposto anteriormente, onde r(x) = 5¢** e 0 y candidato
é yp = 064(2 .

Calculemos agora suas derivadas,

yp = Ce’,
yz’7 = C'4e?,
yy = C16e™”.

Substituindo na EDO, obtemos
C16e** + 204e* — 3Ce*™ = 5e*,

(16 + 8 — 3)Cet® = 5eie,

5
C=_
21
4z

. ~ )
Substituindo esse valor em y,, = Ce?®, encontramos a solugao yp = T



Nesta aula, estudamos as equacdes diferenciais ordinarias lineares de segunda
ordem, examinando varios de seus métodos de solugdo. Como vimos, as equagdes
diferenciais ordindrias podem ser divididas em duas grandes classes: equagoes
lineares e equag0es ndo lineares. As equacdes lineares sdo mais simples do que
as nao lineares, devido as suas propriedades, além disso, servem de modelo

para a resolugdo de inimeros problemas praticos. Inicialmente, consideramos
a equacdo diferencial linear de segunda ordem homogénea e, em seguida, a ndo
homogénea. Trabalhamos apenas as de segunda ordem, sem abordar 0s casos
de ordem superior por dois motivos: primeiro, devido as indmeras aplicagoes
praticas, em mecanica e eletricidade, e a facilidade de encontrar métodos de
solugdo. Segundo, porque facilmente se adaptam os métodos de segunda ordem
para ordens superiores.

Autoavaliacao

Nos itens seguintes, resolva os problemas de valor inicial, verifique se sua solugao
satisfaz a EDO e verifique os valores iniciais.

a) v’ +y —6y=0,y(0)=0,y(0) =10
b) v +4y +4y =0, y0) =1, y(0) =1

C) v —Ky=0, (#0)y(0)=1,4(0)=1
d) 9y + 6y +y =0, y(0) =4, y'(0) = 13/3
) v’ —25y =0, y(0) =0, y'(0) =20

f) v/ +v —6y=0, y(0)=0, y(0)=10
a Encontre as solucdes gerais das EDO’s ndo homogéneas.

a) v’ + 9y = 2sen(2z) + cos(2x)
h) v + 9y = 2sen(22)

C) v —y=6e*

d) v/ —y=2e"

e) y// o y/ . 2y _ 362:15

Aula11 Calculo Il
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