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Resumo

Este trabalho apresenta uma técnica de otimizagao estrutural baseada no
Método de Otimizacao de Topologia, MOT, desenvolvida para solucionar problemas
de termoelasticidade 3D. A abordagem apresentada fundamenta-se no método
adjunto unificado de andlise de sensibilidade de projeto e destina-se a problemas
termomecanicos fracamente acoplados. A técnica faz uso de expressoes de
sensibilidades analiticas, possibilitando uma reducgao no custo computacional por meio
da utilizacao de uma equacao adjunta de campo acoplado, definida sobre os campos

de temperatura e deslocamento.

O MOT utilizado é baseado na abordagem material. Desta forma, para fazer
com que o dominio seja composto de uma distribuicao continua de material,
possibilitando o uso dos métodos classicos de programacao nao linear no problema de
otimizacao, a microestrutura é considerada como um meio poroso e sua equacao
constitutiva homogeneizada é funcao apenas da densidade relativa do material. Nesta
abordagem, as propriedades efetivas dos materiais com densidades intermedidrias sao
penalizadas com base em uma microestrutura artificial fundamentada no modelo
SIMP, (Solid Isotropic Material with Penalty). Para contornar problemas de tabuleiro
de xadrez e reduzir a dependéncia do leiaute 6timo final em relacao a malha inicial,
ocasionados por problemas de instabilidade numérica, restrigoes as componentes do

gradiente de densidades relativas foram aplicadas.

O problema de otimizacao é resolvido aplicando-se o Método do Lagrangiano
Aumentado, sendo a solucao obtida através da aplicacao do Método dos Elementos
Finitos de Galerkin, utilizando no processo de aproximacao o elemento finito Tetra4.
Este elemento tem a capacidade de interpolar tanto a densidade relativa quanto as
componentes de deslocamento e temperatura. Quanto a definicio do problema, o
carregamento térmico é suposto em regime estaciondrio, isto é, os efeitos da conducao
e da convecgao do calor nao variam no tempo. O carregamento mecénico é assumido

estatico e distribuido.
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Abstract

This work presents an optimization technique based on structural topology
optimization methods, TOM, designed to solve problems of thermoelasticity 3D. The
presented approach is based on the adjoint method of sensitivity analysis unified
design and is intended to loosely coupled thermomechanical problems. The technique
makes use of analytical expressions of sensitivities, enabling a reduction in the
computational cost through the use of a coupled field adjoint equation, defined in

terms the of temperature and displacement fields.

The TOM used is based on the material aproach. Thus, to make the domain is
composed of a continuous distribution of material, enabling the use of classical
models in nonlinear programming optimization problem, the microstructure is
considered as a porous medium and its constitutive equation is a function only of the
homogenized relative density of the material. In this approach, the actual properties
of materials with intermediate densities are penalized based on an artificial
microstructure model based on the SIMP (Solid Isotropic Material with Penalty). To
circumvent problems chessboard and reduce dependence on layout in relation to the
final optimal initial mesh, caused by problems of numerical instability, restrictions on

components of the gradient of relative densities were applied.

The optimization problem is solved by applying the augmented Lagrangian
method, the solution being obtained by applying the finite element method of
Galerkin, the process of approximation using the finite element Tetra4. This element
has the ability to interpolate both the relative density and the displacement
components and temperature. As for the definition of the problem, the heat load is
assumed in steady state, i.e., the effects of conduction and convection of heat does

not vary with time. The mechanical load is assumed static and distributed.



Capitulo 1
Introducao Geral

1.1 Introdugao

Dentre os diversos tipos de projetos de engenharia, os sistemas estruturais
certamente desempenham um papel fundamental, uma vez que tém, entre outros
atributos, a funcao de receber os carregamentos externos, absorve-los internamente e
transmiti-los aos seus apoios. Sua configuracao deve, portanto, ser pensada de modo a
formar um conjunto estivel, garantindo assim a integridade estrutural do sistema.
Desta forma, a elaboracao de projetos estruturais de engenharia é uma das etapas
mais importantes na atividade do engenheiro, pois além de ter que atender aos
requisitos a que se destina, o produto final deve obedecer a um conjunto de

procedimentos normativos e conhecimentos cientificos bem estabelecidos.

Dentro deste cendrio, e dada a dificuldade de se avaliar uma grande
quantidade de varidveis de projeto, até meados do século passado esta atividade era
fortemente dependente da experiéncia, intuicao e habilidade do projetista. O produto
final era obtido como resultado de um processo intuitivo, iterativo e sequencial o qual
demandava a construgao de modelos para avaliagao de certos pardmetros criticos e
comparagao com projetos preestabelecidos. Era, em suma, um trabalho de tentativa e
erro e naturalmente os avancos em termos de qualidade, durabilidade, seguranca,

reducao de custos e funcionalidade ocorriam lentamente.

Foi somente a partir de 1950, com o advento dos computadores e o
desenvolvimento de linguagens de programacgao de alto nivel, em conjunto com as
pesquisas de métodos numeéricos genéricos e confidveis, que houve um salto
qualitativo nos trabalhos de desenvolvimento e analise de projetos estruturais. O
aumento continuo do poder computacional e as significativas redugoes de precos
possibilitaram o uso, o aperfeicoamento e o desenvolvimento de técnicas numéricas
capazes de lidar com problemas constituidos de um grande numero de varidveis. E
neste cendrio que teorias e métodos numéricos, até entao restritos ao ambiente

académico, ganham impulso e possibilitam extraordindrio avango na andlise de
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sistemas estruturais complexos. Dentre estas novas ferramentas numéricas destacam-
se os Métodos de Otimizacao Estrutural, os métodos numeéricos, sobretudo o Método
dos Elementos Finitos, os métodos de andlise de sensibilidade estrutural e os métodos

de programacao matematica.

Por exemplo, o propdsito de uma ponte é fornecer continuidade do triafego de
uma localidade para outra. Vdrios tipos de pontes podem servir a esse propdsito. A
solucao tradicional para a escolha do projeto mais apropriado seria a construcao de
protétipos ou modelos reduzidos para ensaios em laboratério, nos quais instrumentos
de medicao estrategicamente posicionados coletariam dados como tensoes,
deformacgoes, deslocamentos de apoios, frequéncia natural, etc. Entao, com base nos
valores obtidos experimentalmente os pardmetros seriam dimensionados conforme os
requisitos de projeto. Entretanto, desenhar, construir protétipos e analisar todas as
possibilidades implica um trabalho demorado e dispendioso, indesejdvel no contexto
atual em que se busca rapidez, eficiéncia e economia. Nos tempos atuais, felizmente,
utilizando-se técnicas numéricas relacionadas a Otimizagao Estrutural, bem como
programas computacionais que utilizam, entre outros, os conceitos de CAD
(Computer Aided Design) e de CAE (Computer Aided Engineering) é possivel simular
vérias configuragoes de pontes e analisar todos os aspectos estruturais listados acima.

Isto, é claro, com rapidez, confiabilidade e sobretudo economia.

A otimizagao tem um campo de atuagao muito amplo e objetiva, em geral, a
obtencao dos melhores resultados de certas varidveis sujeitas a determinadas
condicoes. No caso da otimizagao estrutural, ao melhorar o desempenho dos
componentes e sistemas projetados ela se transforma também em uma ferramenta de
projeto que permite nao apenas diminuir custos de fabricacao, mas também diminuir

custos de operagao.

A Otimizacao Topolégica foi aplicada inicialmente em problemas estruturais e
é considerado o método de otimizacao estrutural mais flexivel, pois permite mudancas
na topologia e na forma da estrutura. Contudo, como consequéncia destas primeiras
aplicacoes, a maioria dos estudos em otimizacao de topologia tem se dedicado
preponderantemente a problemas de estruturas, tais como a maximizagao da rigidez
ou a minimizacgdo da frequéncia natural de sistemas. A introducao dos efeitos
térmicos em problemas de otimizacao é relativamente recente, sendo frequentemente

abordado apenas o caso 2D.
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A conducao de calor macroscépica nos materiais e sua consequente influéncia
na deformacao estrutural é uma propriedade fisica de grande importincia no projeto
de componentes mecanicos, eletréonicos e térmicos, tendo um grande nimero de
aplicagoes nas dreas de construcao civil, aeroespacial, nuclear, biomédica e eletronica.
Em muitas circunstancias, a presenca de uma fonte de calor é determinante na
abordagem do projeto e pode influenciar significativamente a sua configuracao étima.
O presente trabalho pretende contribuir no estudo de problemas de otimizacao de
estruturas tridimensionais submetidas a wuma combinacao de cargas térmica e

mecanica.

1.2 Pressupostos Tedricos e Metodologia

A técnica de otimizacao estrutural apresentada neste trabalho é baseada no
Método de Otimizagao Topolégica (MOT) e fundamenta-se no método adjunto
unificado de andlise de sensibilidade de projeto, do ingles Design Sensitivity Analysis
(DSA), desenvolvida por Alves & Costa Jr. (2002) e Cho & Choi (2005) e destinada a
problemas termomecanicos fracamente acoplados. A técnica faz uso de expressoes de
sensibilidades analiticas, possibilitando uma reducgao no custo computacional por meio
da utilizacao de uma equacao adjunta de campo acoplado, definida sobre os campos

de deslocamentos e temperatura.

O Método de Otimizacao Topolégica aqui utilizado é baseado na abordagem
material. Destarte, para fazer com que o dominio seja composto de uma distribuicao
continua de material, possibilitando o uso dos métodos cldssicos de programacao nao
linear no problema de otimizacao, a microestrutura é considerada como um meio
poroso e sua equacao constitutiva homogeneizada é funcao apenas da densidade
relativa do material. Nesta abordagem, as propriedades efetivas dos materiais com
densidades intermedidrias sao penalizadas com base em uma microestrutura artificial
fundamentada no modelo SIMP ,do inglés Solid Isotropic Material with Penalty, como
proposto por Bendsge & Sigmund (1999). Por outro lado, como esta abordagem pode
ocasionar problemas de instabilidade numeérica, como apontado por Bendsge (1995),
Sigmund & Petersson (1998) e Bendspe & Sigmund (1999), aplica-se uma restrigao as
componentes do gradiente de densidade relativa a fim de contornar o problema de
tabuleiro de xadrez e reduzir a dependéncia do leiaute 6timo final em relacao 4 malha

inicial, como sugerido por Sigmund & Petersson (1998).
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O problema de otimizagao é resolvido aplicando-se o Método do Lagrangiano
Aumentado, o qual consiste na solugao de uma sequéncia de problemas de minimo
com restricoes do tipo caixa e solucionado por um método de projecao de segunda
ordem que utiliza o método Quasi-Newton sem memoéria durante o processo de

solucao do problema.

Para contornar os problemas decorrentes de singularidades de tensoes,
impoem-se uma relaxagao no critério de tensao visando auxiliar o processo de
convergéncia. Ademais, é utilizado um critério de medida global de tensao em vez de
um critério local, o qual demonstra ser mais adequado aos casos paramétricos de
tensao, ampliando o critério de medida de modo a contabilizar eventuais pontos de

singularidades.

A abordagem desenvolvida é aplicada a problemas termomecanicos
tridimensionais e resolvida através da aplicagao do Método dos Elementos Finitos de
Galerkin, utilizando no processo de aproximacao o elemento finito isoparamétrico
tetraédrico de 4 nds, denominado Tetrad. Este elemento tem a funcao de interpolar
tanto a densidade relativa quanto as componentes de deslocamento e temperatura.
Quanto a definicao do problema, o carregamento térmico é suposto em regime
estaciondrio, isto é, os efeitos da conducao e da conveccao do calor nao variam no
tempo. O carregamento mecénico é suposto estdtico e distribuido, uma vez que a
idealizagao de carregamentos concentrados ocasionaria de pronto uma violacao no

critério de falha.

O algoritmo utilizado foi implementado em linguagem Fortran 95, enquanto o
programa comercial Femap, versao 10.1.0, foi utilizado como pré-processador para a
geracao da malha de elementos finitos. Para a visualizagao grafica dos resultados fez-

se uso do programa GiD, versao 10.0.5, como pés-processador.

1.3 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver uma técnica com base no
MOT para a obtengao de leiautes estruturais 6timos de sistemas tridimensionais
submetidos a carregamentos termoeldsticos. A formulacao apresentada visa minimizar
a massa da estrutura sujeita a um critério de tensao de von Mises, restricoes laterais

e restricoes de estabilidade. Pretende-se também contornar problemas de padroes de
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xadrez através da introducao de restricoes de estabilidade &as componentes do

gradiente da densidade relativa

1.4 Conteido e Organizacao do Trabalho

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: o capitulo 1 apresenta uma
introducao geral, explicitando as técnicas e metodologias utilizadas na abordagem
proposta; o capitulo 2 apresenta os principais conceitos relacionados as técnicas de
otimizacao, sua evolucao histérica e uma revisao bibliografica exibindo as principais
técnicas utilizadas nas duas iltimas décadas em problemas de otimizacao de sistemas
termomecanicos; no capitulo 3 é proposto uma formulagao para a minimizacao da
massa de sistemas termomecanicos satisfazendo a um critério de tensao; no capitulo 4
sao apresentados os resultados dos problemas formulados com o objetivo de validar o
modelo proposto. Finalmente, no capitulo 5 sao feitas as conclusées finais, sugestoes
para trabalhos futuros na drea de andlise de sistemas termomecéinicos e em seguida,

apresentam-se as fontes de consultas utilizadas nesta dissertacao.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

2.1 Introdugao

Visando uma melhor compreensao do tema objeto deste trabalho e objetivando
o conhecimento da evolugao histérica nesta drea, serao apresentadas nas secoes
seguintes uma explanagao sobre os principais conceitos relacionados ao tema e uma

revisao bibliogréfica sobre o desenvolvimento da Otimizagao Estrutural.
2.2 Otimizacao

O advento da globalizacao economica e a consequente oferta de produtos e
servicos para um mercado consumidor cada vez maior e mais exigente tém propiciado
um aumento consideravel em pesquisas que objetivam melhorar o desempenho e a
qualidade de tais produtos e servigos. Melhorar um produto ou servico significa que
um determinado parametro da engenharia do produto ou do servigo serd alterado de
modo a propiciar um aumento no desempenho e/ou na qualidade deste. Neste
cendrio, nao basta que um sistema (produto ou servigo) funcione corretamente, é
necessario que ele seja o melhor. Para Coutinho (2006), melhor significa eficiéncia,
versatilidade, possibilidade de ser distinto (tinico) e possuir uma boa relagao custo-
beneficio. Tais exigéncias mercadolégicas refletem, entre outras coisas, a escassez cada
vez maijor de recursos naturais e a forte competigio entre as empresas em um
mercado onde cada uma deseja ser a primeira no seu segmento. Como consequéncia,
tornou-se imprescindivel a consideragao destes requisitos na elaboragao de qualquer
projeto, devendo-se levar em conta, ainda, os seus impactos sobre o meio ambiente e
a necessidade de ofertd-lo a precos competitivos. Estas sao, em sintese, as ideias por

tras do conceito de otimizagao.
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2.2.1 Formulagao Geral do Problema de Otimizacgao

Segundo Rao (1996), a otimizagdo pode ser definida como o processo que
permite determinar o valor mdximo ou minimo de uma funcao. Ela consiste de um
conjunto de técnicas que visa obtencao da solu¢ao mais apropriada para um problema

submetido a certas condigoes.

Sob o enfoque matematico, a otimizacao pode ser definida como o processo de
determinagao do minimo ou do méximo de uma fungao f, denominada func¢io custo
ou funcdo objetivo. Para tanto, é necessdria a determinacao dos valores de certas
variaveis ou parametros, escolhidos dentre as varidveis que descrevem o problema.
Estas sao as chamadas varidveis de projeto. Além disso, como sempre hd limitantes
em um projeto, na maioria dos problemas de otimizagao impoem-se certas restri¢oes
as varidveis de projeto, podendo estas ser devidas a prépria concep¢ao do produto,
atendimento a principios fisicos e/ou matemadticos, obediéncia as leis politicas e

ambientais, limitacoes de orcamento e a muitos outros fatores.

Em geral, como maximizar uma funcao f é equivalente a minimizar a sua
negativa, —f, o problema de otimizacao ¢é definido frequentemente no seguinte
formato padrao:

Determinar X que minimiza f(X), sujeito as seguintes restricoes:

h(x) = 0; i=1..,p
g](x)go; j=1....,m (2.1)

r <z <z .
j =" = T

em que X=(X,X%,...,X,) €R" & o vetor das varidveis de projeto.

Na definicao acima, a fungao objetivo f(X) define o parAmetro que se deseja
maximizar ou minimizar. As fungoes h(X) e g;(X) definem as restrigoes de igualdade
e de desigualdade, respectivamente, e as tltimas restricoes sao as chamadas restri¢coes
laterais, sendo X; e X, respectivamente os limites inferior e superior da j-ésima
varidvel de projeto. Qualquer ponto X que satisfaca todas as restricoes é um ponto
candidato a 6timo e o conjunto de todos estes pontos forma a regiao factivel ou
admissivel S, tendo as fungoes de restrigao o papel de limitarem ou subdividirem o
espago de solugao S. As fungoes f(x), R(X) e g;(X) dependem de algumas ou de
todas as varidveis de projeto e o nimero de restricoes de igualdade independentes

deve ser menor ou igual ao nimero de varidveis de projeto. Quando ocorre o
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contrdrio, tem-se um sistema de equacoes indeterminado, o que significa que a
formulacao possui alguma inconsisténcia ou que algumas restricoes de igualdade sao
redundantes, isto é, linearmente dependentes de outras restrigoes. Finalmente, um
problema de otimizacao no qual nao hd conflitos entre as restricbes é denominado

factivel ou admissivel.

2.2.1.1 Funcao Lagrangiana e as Condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

. Ponto Regular

Para definir um ponto regular do espago de projeto S, consideremos o
problema de minimizar f(x) sujeito as restrigdes de igualdade hi(x) =0,:=1...,p.
Um ponto x satisfazendo as restricdes hi(x*) =0 ¢é denominado ponto regular do
espago de projeto se f(x*) é diferencidvel e os vetores gradientes de todas as
restricoes no ponto x sio linearmente independentes (LI). Quando as restrigoes de
desigualdades sao também incluidas na definigao do problema, entao para um ponto

ser regular, os gradientes das desigualdades ativas também devem ser LI.

° Funcao Lagrangiana

Uma vez que na definicao de um problema de engenharia sempre estd implicita
a existéncia de restricoes de igualdade ou desigualdade, se faz necessédrio contornar o
problema a fim de solucionar problemas de minimo com restrigoes. Neste sentido, um
método cldssico e bem estabelecido na literatura para tratar problemas com restri¢goes
é o Lagrangiano, o qual possibilita transformar o problema original com restrices em
um problema equivalente de otimizacao sem restrigoes, possibilitando assim a

aplicacao das condicoes necessarias e suficientes de otimalidade.

A funcao Langrangiana, denotada por £, pode ser definida, conforme

Luenberger (1984), Rao (1995) e Arora (2004), da seguinte maneira:

£l 1) = f(x) + XN'h(x) + pTg(x) (2.2)

sendo X e p os vetores multiplicadores de Lagrange associados aos respectivos

vetores h e g de restrigoes de igualdade e desigualdade.
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. Condigoes Necessarias de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Seja x* um ponto regular do conjunto restrigao que é minimo local para a

funcao f (x) sujeito as restrigoes,
(2.3)

e seja s, uma varidvel que transforma a desigualdade g9, € R em uma igualdade, isto
é, g, (X) <0 = g, (x) + sf =0,7=1...,m. Entao, as condigoes necessdrias de

estacionaridade (condigoes KKT) da fungao Lagrangiana dada na eq.(2.2) sdo dadas

por:
0£ Of &, 0h I~ 0y,
O 9L N N~ g k= 2.4
Oz, Oz, “Z' ' Oz, leﬂ? Oz, .
g;f:hi(x*):(); i=1...,p (2.5)
oL . : .
Ezg](x )—i—sj =0; j=1L...m (2.6)
j
oL s =05 G=lem (27)
w>0; j=1....,m (2.8)

sendo todas as derivadas calculadas no ponto x*.

A solugao das eqgs. (2.4)-(2.8) fornece, portanto, o vetor solugdo 6tima, x*, os

multiplicadores de Lagrange ﬂn* e ,u;‘ e as chamadas varidveis de folga, s,

2.2.2 Otimizacao Estrutural

Em seu sentido mais amplo, a otimizacao pode ser aplicada para resolver
qualquer problema de engenharia. Na verdade, o conceito de otimizacao se confunde
com o proprio conceito de engenharia, pois na elaboracao de wum projeto
frequentemente o especialista se depara com situacées nas quais se busca, por

exemplo:
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e Minimizar a &drea da secao de uma viga, mantendo ou aumentando a sua
rigidez;

e Maximizar o desempenho de um motor reduzindo-se ao minimo consumo de
combustivel;

e Projetar estruturas de engenharia civil, tais como quadros, fundagoes, pontes,
torres, e barragens com o custo minimo;

e (Conceber estruturas de peso minimo capazes de suportar terremotos, ventos e
outros tipos de carregamento aleatério;

e Selecionar condigoes de usinagem em processos de corte de metais para
minimizar custos de produgao;

e Encontrar as melhores trajetérias de veiculos espaciais para reduzir custos e o

tempo de voo.

Como ¢é evidente, a lista acima pode ser consideravelmente ampliada se
levarmos em conta os véarios ramos de aplicacao da engenharia. Entretanto, é na
Otimizacao FEstrutural (OE) que as pesquisas em técnicas de otimizagdo tém

aumentado de forma considerdvel.

A otimizacao estrutural surge como uma ferramenta que permite nao apenas
diminuir os custos de produgao, mas, sobretudo melhorar o desempenho dos
componentes e sistemas criados. Além disso, dada a sua flexibilidade, a otimizacao
estrutural possibilita melhorar o projeto em vérios aspectos, dependendo do que se
escolhe como objetivo, restrigoes e varidveis de projeto. Em adi¢gao, com a integracao
das técnicas de otimizacao e os programas CAE, é possivel, ainda, simular virias
configuracoes e escolher aquela que resulta em produtos mais econdmicos, mais
seguros, mais eficientes e mais funcionais, tudo isso com maior precisao e em um

intervalo de tempo consideravelmente reduzido.

2.2.3 Técnicas de Otimizagao Estrutural

Existem basicamente trés possiveis abordagens em um problema de otimizagao
estrutural: otimizacdo dimensional ou paramétrica, otimizacao de forma e otimizacao

topoldgica.
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A otimizacao paramétrica utiliza como varidveis de projeto parametros que
representam as dimensoes ou razoes de dimensoes do sistema estrutural. Neste tipo de
otimizacao parte-se de uma configuracao pré-definida e sao obtidos os valores 6timos
das dimensoes, nao havendo alteracao na forma, apenas na razao de aspecto da
estrutura. A varidvel de projeto pode ser a espessura Otima de uma placa,
propriedades do material ou as dimensoes o6timas da segao transversal de uma

estrutura reticulada, Fig.2.1.

'.-"l-"'."'
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Figura 2.1 — Otimizacao Paramétrica

Na otimizacao de forma é permitido alterar os contornos internos e externos da
estrutura. Assim, as varidveis de projeto podem ser as coordenadas de pontos de
controle do contorno, coordenadas dos nés da malha de elementos finitos ou até
mesmo parametros que definem a curva que representa a geometria do sistema. Vale
observar que neste tipo de otimizacao é permitido alterar a posicao de furos, mas nao

sao introduzidos novos furos.

O método de otimizagao topoldgica (MOT) objetiva definir a melhor forma de
distribuir material em um dominio pré-fixado. A funcao objetivo pode ser, por
exemplo, maximizar os parametros de rigidez de um sistema reduzindo ao minimo o
volume de material. Neste tipo de otimizacao a varidvel de projeto é a densidade da
massa e agora, além de reduzir as dimensoes e alterar os contornos da estrutura é
possivel remover material criando-se furos. Esta técnica utiliza métodos
computacionais baseados em elementos finitos no qual o dominio do problema é
inicialmente discretizado para se trabalhar apenas com um ntmero finito de pontos.
Assim, apds se obter a solugao aproximada das equagoes que governam o problema os
pontos pertencentes ao dominio sao entao interpretados como bits, cujo valor pode

ser 1 ou 0, ou seja, significando a presenga ou nao de material. A solucao do problema
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discreto é definida como a uniao de todos os pontos que possuirem o valor 1. A

Fig.2.2 abaixo ilustra os resultados da otimizacao de forma e de topologia.

|

Figura 2.2 — Métodos de Otimizagao.

a) Otimizagao de forma b) Otimizagao topolégica

2.2.4 Evolugao Histoérica

Conforme Rao (1995), a existéncia de métodos de otimizagdo pode ser
rastreada desde os dias de Newton, Lagrange, Cauchy até os dias atuais. O
desenvolvimento do cdlculo diferencial possibilitou o surgimento de métodos de
otimizacao gracas as contribuicées de Newton e Leibniz. As bases do calculo das
variacoes, que trata da minimizacao de funcionais, foram definidas por Bernoulli,
Euler, Lagrange, e Weirstrass. O método de otimizagdo para problemas com
restrigoes, que envolve o uso de multiplicadores desconhecidos, tornou-se conhecido
pelo nome de seu inventor, Lagrange, e Cauchy fez a primeira aplicagao do método de
descida para resolver problemas de minimizagao.

Apesar dessas primeiras e importantes contribuicoes, pouco progresso foi feito
até meados do século XX, quando o advento dos computadores digitais de alta
velocidade tornou possivel a execucao dos procedimentos de otimizacao e estimulou
novas pesquisas sobre novos métodos. Avancos espetaculares se seguiram, produzindo
uma vasta literatura sobre técnicas de otimizacao e resultando no surgimento de
vérias dreas bem definidas na teoria de otimizacao.

No que concerne a Otimizacao Estrutural (ou de leiaute), os primeiros estudos

foram realizados no final do século XIX por Maxwell em 1872, o qual buscava o
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menor volume para estruturas uniaxiais submetidas a carregamentos. Seus principios
bdsicos, entretanto, foram introduzidos inicialmente por Michell em 1904 e foram
desenvolvidos no dmbito de problemas relacionados ao cdlculo do campo de tensoes
principais de uma forga aplicada em um dominio infinito, sujeito a restri¢oes de
deslocamento em outros pontos. A proposta de Michell foi admitir, no dominio do
problema, uma estrutura formada por barras submetidas apenas a forcas de tracao e
compressao, sem momentos fletores, sendo suas famosas estruturas ainda hoje
referéncia na moderna teoria da Otimizacao Topoldgica. Apesar da simplicidade, essa
proposta fornece o mesmo resultado que o critério de maxima rigidez para um dado
volume de material, ou seja, mesmo partindo-se de um meio continuo a estrutura com
melhor aproveitamento de material, segundo o critério de méxima rigidez e um dado
peso, é uma estrutura de barras de trelica. Segundo Costa Jr. (2003), o trabalho de
Michell foi pouco apreciado por seus contemporaneos, sendo referenciado apenas no
final dos anos 50 no trabalho de Cox (1958). Ainda de acordo com Costa Jr. (2003), a
popularizacao no uso das técnicas de otimizacao numeérica para projetos de
engenharia ocorreu inicialmente com Schmit (1960) e em seguida com Fox (1965).
Eles utilizaram técnicas de otimizacao nao linear para projetos estruturais, mas, na
pratica, os projetos ainda carregavam grande dose de intuicao e careciam de solidez

matematica.

Até o final da década de 60 a abordagem em otimizagao estrutural ficou
restrita apenas a otimizagao paramétrica de estruturas de trelicas. Foi somente a
partir dos anos 70 que alguns problemas de leiaute foram também estudados e
resolvidos. Como exemplos, citamos os trabalhos de Hemp (1973) e de Prager (1974).
Com base nestas aplicagoes, os principios bdsicos da teoria da otimizagao de leiaute
foram entao formulados por Prager & Rozvany (1977a), Rozvany (1981), Rozvany &
Wang (1983), Zhou & Rozvany (1991) e consideralvemente generalizado por Rozvany
(1992) e Rozvany & Birker (1994). Nos trabalhos de revisao elaborados por Kirsch
(1989), Rozvany et al. (1994) e também Rozvany (2001), podem ser encontradas mais

informagoes sobre otimizacao do leiaute de estruturas de trelicas.

Os avancos conquistados pelos trabalhos citados acima, tanto em otimizacao
de leiaute de estruturas de trelicas quanto em otimizagao paramétrica, nao
despertaram de forma significativa a atencao dos projetistas. A razao para isto era a
inexisténcia de técnicas robustas capazes de lidar com projetos complexos e a

constatagao, inicialmente por Cheng & Olhoff (1981) em seus estudos de otimizagao
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da espessura de placas nervuradas, e posteriormente por Kohn & Strang (1986), da
existéncia de classes de problemas de otimizacao cujas formulagées nao eram bem
postas. Segundo Costa Jr. (2003), a proposta de Kohn & Strang (1986) para tornar o
problema bem posto foi a relaxacao do problema de projeto original, através da
introducao de wum material composto ficticio, contendo uma microestrutura
caracterizada pela presenga de vazios (porosidade), o que deu origem a formulagao de
problemas de otimizacao de leiaute como problemas de distribuicao 6tima de
material. Vale observar ainda que, segundo Rozvany (2001), os primeiros trabalhos
realizados por matemdticos interessados na investigacao de microestruturas otimas
ocorreram somente na decada de 1980, com as publicagoes de Lurie et al. (1982),

Kohn & Strang (1986) e Vigdergauz (1986).

2.2.5 Otimizacao Topolégica

2.2.5.1 Caracterizagao

O problema de otimizagao topolégica ou de leiaute!, pode ser definido como a
determinagao da distribuigao 6tima de material em um dominio de projeto pré-fixado.
Na literatura especializada em geral, e neste trabalho, a palavra leiaute, do inglés lay-
out, conforme utilizada por Bendspe & Sigmund (2003), inclui informagoes da
topologia, da forma e das dimensoes da estrutura e o método de distribuicao de
material empregado permite atacar os trés problemas simultaneamente. Assim, para
um dado conjunto de cargas e condicoes de contorno prescritas, o problema é como
distribuir o material de modo a minimizar /maximizar uma fungdo objetivo e atender
a todas as restrigoes de projeto, possibilitando alterar simultaneamente as dimensoes,
a forma e a topologia do sistema. Segundo Bendsge (1995), essa distribui¢ao 6tima de
material consiste em se verificar quais pontos do dominio possuirao material e quais
pontos estarao vazios. Desta forma, o problema de otimizacao de leiaute pode ser
considerado como um problema pontual material/vazio, podendo ser encarado como

um problema de otimizagao do tipo 0-1, Costa Jr. (2003).

1 . 1. . 4 . . . . o o~
O termo leiaute, apesar de menos utilizado na literatura, é mais adequado para definir a disposi¢io dos membros

estruturais do que o termo topologia. No contexto deste trabalho os dois termos sao utilizados como sinénimos.
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Apesar da simplicidade conceitual, a implementacao deste tipo de problema
requer, entretanto, o uso de algoritmos de otimizacao discreta, o que em geral resulta
em problemas relacionados a instabilidade numérica. Bendspe & Sigmund (2003),
dividem tais problemas de instabilidade numérica basicamente em trés categorias:

dependéncia da malha, instabilidade de tabuleiro de xadrez e minimos locais.

O problema de dependéncia da malha esta ligado ao processo de discretizacao
do dominio, o que pode resultar em diferentes solugoes finais para diferentes
discretizacoes iniciais. Intuitivamente, espera-se que quanto mais refinada seja a
malha de elementos finitos, mais nitida serda a resposta do processo de otimizacao
topoldgica. Paradoxalmente, para alguns problemas, malhas mais refinadas podem
produzir estruturas complexas, com topologias mais detalhadas e qualitativamente
diferentes, em comparagao com uma malha mais grosseira para o mesmo dominio. A
explicacao para isto é que a medida que a densidade da malha aumenta, o projeto
final passa a ter um numero crescente de elementos com tamanhos bastante
reduzidos, o que acarreta na inexisténcia de solugdes. Segundo Zhou et al. (2001), este
fenomeno foi observado pela primeira vez por Cheng & Olhoff (1981) e
posteriormente por Olhoff et al. (1981) para problemas de otimizagdo topolégica de

placas nervuradas.

Nos problemas de instabilidade de xadrez, do inglés checkerboard problems,
como o préprio nome indica, hd uma alternancia de elementos vazios (0) e elementos
cheios (1), formando uma configuragao similar a um tabuleiro de xadrez. A formagao
de padroes de xadrez tem sido observada principalmente nos resultados de otimizacao
topoldgica de estruturas continuas e é compardvel ao problema de ziguezague do
contorno em otimizagao de forma. Para Bendsge (1995), Diaz & Sigmund (1995) e
Jog & Haber (1996) a origem do problema de configuracdo em xadrez estd
relacionada a erros numéricos caracteristicos dos processos de aproximacao do
elemento finito, bem como da utilizacao de funcoes interpoladoras de baixa ordem. A

Fig. 2.3 abaixo mostra a ocorréncia dos padroes de xadrez e de ziguezague.

Figura 2.3 - Ocorréncia dos padroes de xadrez e ziguezague, Zhu et al
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Problemas de minimos locais estao relacionados ao fato de que a maioria dos
problemas de topologia de projeto sao nao convexos?, implicando na existéncia de
muitos minimos locais. Assim, a nao convexidade do problema possibilita que sejam
encontrados muitos minimos locais e, consequentemente, diferentes solugoes para o
mesmo problema, dependendo das diferentes estimativas iniciais para as varidveis de
projeto e para os diferentes pardmetros utilizados nos algoritmos de otimizacao. Isto
ocorre porque as provas de convergéncia dos algoritmos funcionam apenas para
programagao convexa, enquanto que para programagao nao convexa apenas estd
garantida a convergéncia para pontos estaciondrios, que nao sao necessariamente

minimos globais, Coutinho (2006).

A estratégia cldssica para contornar problemas de instabilidade numérica
consiste em adotar, como forma de relaxacao, a abordagem de material composto,
como inicialmente proposto por Kohn & Strang (1986). Nesta abordagem é feita uma
distribuicao de material em duas fases, que consiste de um material original e um
material imitando vazios. Além deste tipo de abordagem, hd também os métodos de
filtragem, como no trabalho de Haber et al. (1996) no qual é utilizada uma
abordagem via método dos perimetros para controlar o ntmero de furos em um
projeto 6timo, e no trabalho de Bourdin (2001), que apresenta uma versao “filtrada”
do problema de flexibilidade minima para enfrentar instabilidades ligadas a
dependéncia de malha e tabuleiro de xadrez. Atualmente, conforme Ansola et al.

(2006), os métodos de filtragem sao os mais populares.

Segundo Costa Jr. (2003), “a abordagem material consiste em considerar o
material como sendo um material composto constituido por uma microestrutura
periddica, a qual é caracterizada por um conjunto de pardametros. Mediante esta
abordagem, a natureza complexa do problema de otimizacao de letaute pode ser
convertida em um problema de otimizagdo de pardmetros”. Para Bendsge (1989), esta
forma de definir o problema transforma a concepcao 0-1 da escala macroscépica para
a escala microscépica, o que, em termos matemdticos, corresponde & relaxacao do

problema variacional que pode ser estabelecida para o problema de otimizacao.

Existem na literatura véarios exemplos bem sucedidos de modelos de

microestruturas e podemos classificd-los basicamente em trés grupos: modelos de

9 .. s .. .
Definimos um dominio convexo como sendo aquele no qual a reta definida por dois de seus pontos esta

completamente contida nele.
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compositos laminados tipo rank, modelos de microcélulas com vazios internos e

modelos artificiais.

Nos modelos de compésitos do tipo rank, a microestrutura é constituida de
camadas alternadas de materiais sélidos e vazios. O parametro de otimizagao é a

medida ¢, conforme Fig. 2.4 a seguir:

Figura 2.4 - Microestrutura do tipo rank

Modelos de microcelulas com vazios internos sao outro tipo de microestrutura
utilizado. Eles sao constituidos de células com furos retangulares e os parametros de
otimizagao sao as medidas a e b dos lados do retangulo e a medida do angulo 8, que
representa a inclinagao do retdngulo em relagao ao semi eixo positivo OX do sistema

de coordenadas cartesianas. A Fig. 2.5 abaixo ilustra este caso.

Figura 2.5 - Microcélulas com furos retangulares

Hassani & Hinton (1998).

Para a determinagao das propriedades mecédnicas macroscépicas destes
materiais é utilizada a teoria da homogeneizacao, na qual o material é concebido
como um meio compdsito poroso em que cada elemento é constituido de um nimero
infinito de células microscépicas contendo variados graus de sélido/vazio e o
problema de otimizacao topolégica é definido pela busca da distribuicao 6tima da
porosidade. Para os materiais do tipo rank a equacao constitutiva homogeneizada

pode ser determinada analiticamente, enquanto para os modelos com microcélulas
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complexas as propriedades sao determinadas predominantemente por procedimentos
numeéricos, como o método dos elementos finitos.

Devemos observar, como afirmado por Hassani & Hinton (1998), que nos
modelos do tipo rank e de microcelulas com vazios internos, as varidveis de projeto
sao os parametros geométricos que definem os “vazios” incorporados ao modelo. Nos
modelos artificiais, por sua vez, é a densidade relativa do material em um ponto
arbitrdario do dominio de projeto que desempenha este papel. Este é o ponto crucial

que distingue aqueles deste tiltimo método.

2.2.5.2 Evolugao Histérica

Uma vez constatados os problemas de instabilidade numérica e suas causas, a
proposta de relaxacao se revelou extremamente eficiente no desenvolvimento das
técnicas de otimizacao de leiaute. Neste sentido, uma das primeiras e mais importante
contribuicao em otimizacao de leiaute foi apresentada por Bendsge & Kikuchi (1988).
Eles apresentaram uma abordagem material na qual se buscava maximizar a rigidez
global estdtica de estruturas bidimensionais de material eldstico linear, estando a
mesma submetida a aplicacao de carregamentos mecanicos prescritos. A fim de se
regularizar o problema foram introduzidos infinitos furos retangulares de escala
infinitesimal, periodicamente distribuidos em todo o dominio de projeto. Desta forma,
a microestrutura obtida mostrou ter, de maneira intrinseca, as caracteristicas bésicas
necessdrias para a relaxacao do problema. Ji para a derivagao do modelo mecanico
equivalente homogeneizado da estrutura porosa, ou seja, a determinagao das
propriedades ortotrépicas equivalentes do material, aplicou-se a teoria da
homogeneizagao, ver teoria geral proposta por Sanchez-Palencia (1980) e Guedes &
Kikuchi (1990) para a implementagao computacional. Apesar dos pioneiros esforgos,
os resultados obtidos por Bendsoe & Kikuchi (1988) nao eram muito nitidos, ou seja,
nem a forma e nem a topologia da estrutura eram adequadamente definidas. Isso se
deve, provavelmente, & inadequacao do algoritmo utilizado no recalculo do angulo
6timo (rotagao) dos furos.

Na tentativa de superar estas dificuldades, Pedersen (1989) conseguiu derivar
as condicoes corretas para a determinacao do dngulo 6timo através de um trabalho
direcionado a classe de problemas de otimizacao de microestruturas, representando

materiais compositos refor¢ados por fibras. Em seguida, Suzuki (1991) e Suzuki &
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Kikuchi (1991) estenderam o trabalho de Bendsoe & Kikuchi (1988), no qual foram
aplicadas as consideragoes propostas por Gibiansky & Cherkaev (1987) e Pedersen
(1989). Neste trabalho, o angulo de rotagao foi identificado pela direcao das tensoes
principais, mas nao foram obtidas solucoes estaveis.

E importante ressaltar aqui que a técnica de relaxacdo empregada,
caracterizada pela utilizacao de wuma microestrutura porosa, possibilitou a
determinacao de leiautes 6timos possuindo uma grande quantidade de material
composto, ou seja, material cuja microestrutura apresenta uma densidade
intermedidria. Entretanto, a presenca de material composto é indesejavel, pois
dificulta a definicao da forma e do leiaute 6timo da estrutura e, como consequéncia
do aumento da tecnologia e etapas de fabricacao a serem empregadas na producao do
material, torna o processo produtivo oneroso.

Assim, com o objetivo de se obter solugoes préticas com distribuicao limpa de
material (0-1), vérios métodos de concepgao material via otimizagao topoldgica foram
propostos ao longo das iltimas trés décadas Estes incluem os métodos da
microestrutura-base (método de homogeneizacao e método de densidade varidvel
SIMP) e os métodos de otimizagao estrutural evoluciondria: ESO, AESO, BESO e o
método do conjunto-nivel.

No método de homogeneizacao, introduzido inicialmente por Bendspe &
Kikuchi (1988), um modelo de material com vazios em micro-escala é introduzido e o
problema de otimizacao topoldgica é definido pela busca da porosidade média 6tima,
sendo o comportamento material constante de célula para célula. Basicamente, o
método torna possivel uma descrigao continua de meios nao continuos e desta forma é
possivel o tratamento de propriedades fisicas descontinuas que oscilam muito
rapidamente, como o peso especifico e o médulo de elasticidade.

Ao transformar o dificil problema de topologia de projeto em um problema de
tamanho relativamente “menor”, a técnica de homogeneizacao é capaz de produzir
furos internos sem o conhecimento prévio de sua existéncia. Ou seja, ela oferece uma
ferramenta que otimiza, simultAneamente, forma e topologia. No entanto, o método
de homogeneizagao pode nao produzir os resultados pretendidos para alguns objetivos
na modelagem matemadtica de projetos estruturais. Ele frequentemente produz
projetos com poros infinitesimais nos materiais, o que torna a estrutura nao
fabricavel. Além disso, instabilidades numéricas podem introduzir artefatos "nao-
fisicos" nos resultados e tornar o projeto sensivel a variagées no carregamento, Wang

et al. (2003).
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A abordagem SIMP, do ingles Solid Isotropic Materal with Penalization,
inicialmente proposta por Bendsoe & Kikuchi (1988) e posteriormente por Bendsge
(1989) ¢ baseada no conceito de microestruturas e técnicas de homogeneizagao. Nesta
abordagem, a existéncia ou nao de material é tratada através do uso de um modelo
de material ficticio, que pode adotar comportamento intermedidrio entre sélido e
vazio. Assim, ao se utilizar o método SIMP o comportamento constitutivo do
material intermedidrio (artificial) é definido por uma fungao paramétrica p(x),
associada com a densidade do material. O material sélido é representado por p(x) =1
e o vazio por p(x) = 0. Desta forma, a densidade associada a cada ponto do dominio
¢ utilizada para a determinacio do tensor constitutivo E(X) do material, que é

definido por:

E(X) = p" ()E, (%) (2.9)

no qual E indica as propriedades de um ponto arbitririo no espago de projeto, n é
um fator de penalizagao de valores de densidades intermedidrias e E, representa as
propriedades do material sélido. Aqui, as propriedades dos materiais sao consideradas
constantes no interior dos elementos utilizados para discretizar o dominio do projeto e
as variaveis de projeto sao as densidades desses elementos. Esta abordagem tem sido
amplamente aplicada a problemas com miultiplas restricoes, miultiplos principios
fisicos e multiplos materiais. Suas principais desvantagens, porém, sao a ocorréncia de
instabilidades numéricas e complexidade computacional.

Na classe dos métodos que consideram malhas varidveis durante o processo de
otimizagao destacam-se os métodos evolutivos ESO, AESO e BESO.

Na abordagem ESO, do ingles Evolutionary Structural Optimization, o dominio
de projeto é discretizado utilizando uma malha de elementos finitos e, com base em
critérios capazes de estimar a contribuicao de cada elemento na resposta do sistema,
os elementos que possuem menor sensibilidade sao removidos. Entao, ao final do
processo, a configuracao 6tima é obtida como um subconjunto 6timo da malha
original de elementos finitos.

Historicamente, o método ESO foi apresentado pela primeira vez por Xie &
Steven (1997). Ele possui como principais atrativos uma formulagao intuitivamente
simples e uma implementacao relativamente fdicil. Entretanto, a ocorréncia de
extremidades dentadas e de interconexoes estruturais originando problemas de

concentracao de tensao, além de sua concepg¢ao essencialmente unidirecional, isto é,
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permitindo apenas a remoc¢ao de elementos e impedindo a restituicao dos elementos
removidos durante a iteragao, revelaram ser as suas principais desvantagens. Para
corrigir estes problemas, uma melhoria no método foi apresentada por Querin et al.
(2000a) na qual a estrutura evolui de um leiaute estrutural minimo necessédrio para
resistir as cargas aplicadas, desconsiderando a magnitude da tensao efetiva. O
material é entao acrescentado nas regioes de alta concentracao de tensao de modo a
amenizar o seu efeito. Este procedimento conduz a um leiaute final 6timo e é
conhecido como o ESO aditivo ou AESO, do original em inglés Additive Evolutionary
Structural Optimization. Uma abordagem mais atualizada do método AESO foi
posteriormente desenvolvida por Kim et al. (2003).

Quase em simultdneo, uma variacao do método, que combina o bdsico dos
métodos ESO e AESO, denominado bidirecional ESO ou BESO, do inglés Bi-
directional Evolutionary Structural Optimization, foi proposta por Yang et al. (1999a,
1999b) e Querin et al. (2000b). O método BESO trabalha removendo elementos com
baixos valores de sensibilidade e acrescentando elementos com altos valores de
sensibilidade. Entretanto, a utilizacao de uma taxa evoluciondria de adicao e outra de
remocao de material, de maneira sucessiva, mostraram-se problematicas, uma vez que
as selecoes destas taxas influenciam na determinacao do leiaute 6timo e, em adicao,
devido a falta de rigor tedrico, o processo subjacente ao método ESO/BESO faz com
que seja dificil resolver problemas multifisicos e com védrias restrigoes, conforme
Sigmund (2001). Além disso, o método ESO/ BESO nao é robusto em testes
representativos de benchmark, como apontaram Zhou & Rozvany (2001).

Desde o surgimento do método de homogeneizacao e dos métodos de
otimizacao estrutural evoluciondria, muitos trabalhos foram apresentados no sentido
de aprimorar as técnicas desenvolvidas. Neste sentido, Ansola et al. (2006)
apresentaram uma versao modificada do método ESO para a otimizacao topoldgica
da méaxima rigidez de estruturas continuas submetidas a diferentes combinagoes de
forgas de corpo e de cargas fixas. Eles propuseram um fator de corregao para calcular
a sensibilidade e aumentar a convergéncia do algoritmo proposto.

Mais recentemente, Zhu et al. (2007) utilizaram o método do elemento
substituivel e introduziram com sucesso a chamada técnica de controle de posigao
para otimizagao topolégica evolucionaria de estruturas. Eles apresentaram também
um novo algoritmo que atua completando ou eliminando elementos, evitando assim
problemas de tabuleiro de xadrez. Também em 2007, Ansola et al. propuseram uma

versao modificada do procedimento de otimizacao estrutural evolucionaria, ESO, para
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aplicagao na otimizagao topolégica de mecanismos flexiveis. Para evitar a formacao
indesejada de padroes de xadrez foi utilizada a cldssica técnica de alisamento,
freqiientemente adotada quando a otimizacao topologica evolucionaria é aplicada.

Além das abordagens cldssicas citadas acima, uma abordagem também
evolutiva, chamada adaptatividade reversa, foi proposta por Reynolds et al. (1999).
Nesta abordagem, para cada iteracao evoluciondria, um contorno de tensao é obtido
na estrutura atual. Esta curva de nivel é entao utilizada como um molde para a
estrutura modificada e dai uma nova malha é gerada para reduzir o custo
computacional ou aumentar a resolucao nas proximidades do contorno estrutural. A
dificuldade desta abordagem estd na determinacao de um modo automaético para a
identificacao do contorno adequado e para gerar a nova malha no interior da regiao
selecionada.

Outro método relacionado ao tema é o chamado método bolha e foi proposto
por Eschenauer et al. (1994). Neste método, as entdo chamadas fungoes
caracteristicas das tensoes, deformacoes e deslocamentos sao empregadas para
determinar a colocacao ou insercao de furos de forma conhecida na melhor posicao
possivel da estrutura, assim modificando a topologia estrutural na forma prescrita.
Em tal caso, a topologia para um dado projeto é resolvida antes de suas alteracoes
posteriores.

A otimizacgao estrutural é um ramo em franca expansao, de modo que dentro
de cada uma das abordagens listadas acima existem vérias técnicas propostas para
resolver determinados tipos de problemas e que possuem vantagens e desvantagens.
Para além desta cldssica divisao, hd uma outra abordagem que tem despertado
bastante interesse dos pesquisadores nos tultimos anos. Ela é denominada Método do
Conjunto-Nivel e na secao seguinte descreveremos o seu funcionamento e sua

evolucao histérica.

2.2.6 Método do Conjunto Nivel (Level Set Method)

O método do conjunto-nivel, do inglés Level Set Method, é uma nova
abordagem para a otimizagao topologica na qual as mudancas topoldgicas sao
realizadas através do movimento, fusao, expansao e evolugao do conjunto-nivel zero
(contorno). A fungao conjunto-nivel é geralmente definida como a fungao distancia

com sinal de um ponto arbitririo no dominio do projeto. As regides com diferentes
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valores da funcao conjunto-nivel sao colocadas com diferentes materiais, de acordo
com a distribuicao de material ou como a topologia é descrita. No tradicional método
do conjunto-nivel, a evolucao dos contornos é governada pela velocidade de
movimento e controlada por uma equacgao diferencial parcial de “Hamilton-Jacobi”.

O método do conjunto-nivel foi introduzido por Osher & Sethian (1988) como
uma ferramenta numeérica capaz de controlar frentes de propagacao e fronteiras livres
com velocidade curvatura-dependente. Neste método, a curva ou superficie que forma
implicitamente uma fronteira é expressa como o conjunto de pontos no nivel zero de
uma fungao ¢, portadora de dimensao mais elevada. A partir dai o desenvolvimento
da fronteira é acompanhado através da evolugao da fungao ¢. A funcao ¢, também

chamada funcao do conjunto-nivel, é definida da seguinte maneira:

o(x) > 0, Vx e — 00
o(x) =0, Vx € o) (2.10)
(x) <0, VxeD—-Q

onde D denota o dominio do projeto e 0Q representa a interface entre o dominio
material e o dominio vazio. Um esbogo do dominio e a correspondente representagao

do conjunto-nivel sao mostrados na Fig. 2.6.

(a) fungao conjunto-nivel 3D (b) geometria 2D

Figura 2.6 - Contorno 2D incorporado ao conjuto-nivel zero de uma fungao do conjunto-nivel 3D

Fonte: de Chen et al.(2010)

Para uma descrigao detalhada do método do conjunto-nivel sugere-se consultar
Osher & Sethian (1988) e Sethain & Wiegmann (1999).
Nas duas ultimas décadas, os métodos de conjunto-nivel prosperaram como

ferramentas poderosas para muitas aplicagbes em diferentes campos. Sethian &
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Wiengmann (1999) foram os primeiros a combinar métodos de conjunto-nivel e o
método de interface imersa para o projeto do contorno estrutural, os quais foram
inicialmente utilizados para representar os limites geométricos do projeto e mais tarde
para a andlise eldstica. Osher & Santosa (2001) introduziram o gradiente de forma do
funcional objetivo no modelo de conjunto-nivel e estabeleceram uma ligacao entre o
gradiente de forma e o campo de velocidade. Este trabalho foi posteriormente
completado por Allaire et al. (2002) e por Allaire et al. (2004), que derivaram a forma
da sensibilidade para o problema de flexibilidade e mostraram as vantagens
geométricas empregando o método da varidvel adjunta. Haber (2004) propds pela
primeira vez um método de conjunto-nivel multinivel para otimizagao de autovalores
em problemas de otimizacao de forma, em que a resposta de freqiiéncia de uma
membrana ¢ maximizada/minimizada encontrando-se a distribuicdo d&tima da
densidade de material.

Mais recentemente, Wang & Wang (2006) e em seguida Lou et al. (2007)
estenderam o método do conjunto-nivel convencional através da incorporacao das
Fungdes de Base Radial (RBFs), empregadas na montagem de dados dispersos e
aproximacao de funcoes para, parametricamente, aproximar a funcao conjunto-nivel.
O método de otimizagao conjunto-nivel+RBF transforma o método do conjunto-nivel
convencional em um sistema acoplado de equagdes diferenciais ordindrias (EDOs).
Desta forma, o problema original de valor inicial tempo-dependente é transformado
em um problema de otimizacao para os valores 6timos dos coeficientes de expansao
generalizados. Esta abordagem nao sé contorna a grande deficiéncia da condigao de
estabilidade associada com métodos conjunto-nivel, mas também permite a
otimizacao topoldgica estrutural em grande escala, através da utlizacao de algoritmos
de otimizacdo mais eficientes, tais como critérios de otimalidade (OC) e assintotas
moéveis (MMA).

Luo et al. (2009a) propuseram um método alternativo de conjunto-nivel para
otimizagao topoldgica e de forma de estruturas continuas. Um modelo implicito de
representacao de contorno livre é estabelecido pela incorporacao do limite estrutural
no conjunto-nivel zero de uma funcao conjunto-nivel de dimensao superior. Um
esquema de parametrizacao explicita para a superficie do conjunto-nivel usando
funcoes de base radial com suporte compacto é utilizado. Nesta abordagem, o
problema de otimizagao de forma e topoldgica originalmente mais dificil, governado
pela equacao diferencial parcial temporal/espacial de Hamilton-Jacobi, &

transformado em uma otimizacao dimensional relativamente fdcil dos coeficientes de
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expansao das fungoes de base. O projeto de otimizagao é convertido em um processo
numérico iterativo que combina a parametrizagao com a derivacao da sensibilidade de
forma das fungoes de projeto, de modo a permitir o uso de algoritmos de programacao
matemaética para resolver o problema de projeto baseado no método do conjunto-nivel
e assim evita resolver diretamente a equacao Hamilton-Jacobi. Além disso, um
esquema de integracao numericamente mais estdvel e eficiente é proposto para
implementar os cdlculos das derivadas de forma, levando a criacao de novos furos que
sao gerados inicialmente ao longo da fronteira e, em seguida, propagando-se para o
interior do dominio de projeto.

Em 2010, Chen et al. apresentaram uma abordagem fundamentada no método
do conjunto-nivel para o projeto étimo de coletores de energia baseados em vibragao
pizoelétrica. A idéia é captar a energia mecéanica liberada em micro-sistemas,
transformd-la em energia elétrica através do efeito piezoelétrico direto, e utilizd-la
para alimentar o prépro sistema. O problema é reformulado como um problema
variacional baseado no conceito de otimizacao topologica, onde a geometria étima é
encontrada pela maximizacao da eficiéncia de conversao energética do dispositivo.
Para garantir eficiéncia computacional, o gradiente de forma da eficiéncia de
conversao energética é derivado analiticamente usando a derivada material em
relacao ao tempo e o método da varidvel adjunta. O método do conjunto-nivel
ajustado, do ingles reconciled level set (RLS), é empregado para resolver problemas
de otimizacao topologica e de forma multi-material usando o operador Merriman-
Bence-Osher (MBO).

Uma das principais vantagens dos métodos de conjuno-nivel reside na sua
capacidade de descrever precisamente os contornos fechados com variacoes dindmicas,
o que permite a facil "captura" do contorno no sistema euleriano de coordenadas.
Desta forma, conforme Yamada et al. (2010), formas complexas e mudangas
topologicas podem ser tratadas e as estruturas 6timas obtidas sao livres de tons de
cinza, uma vez que os limites estruturais sao representados como as iso-superficies da
funcao conjunto-nivel. Estes e outros aspectos tornam o método do conjunto-nivel
uma ferramenta ideal para a modelagem de fenomenos variantes no tempo, como o

inflar de um airbag, ou uma gota de 6leo flutuando na agua.

E importante salientar, no entanto, que as dificuldades numéricas relacionadas
as condigoes CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), esquema de extensdo de velocidade e

processo de reinicializacao limitam a aplicagao do método do conjunto-nivel para
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problemas de otimizacao de forma e topolégica, pois os complicados procedimentos de
solugao da equagao de Hamilton-Jacobi estao frequentemente envolvidos nestes
procedimentos numeéricos. Em particular, o projeto final depende do valor inicial,
porque nenhum mecanismo de nucleacao é incluido para criar novos furos no dominio
de projeto. Para superar essas dificuldades numéricas, vdrias parametrizacoes ou
métodos equivalentes de conjunto-nivel que nao utilizam as equagoes de Hamilton-
Jacobi, estao em desenvolvimento. Maiores detalhes sobre estes problemas podem ser
encontrados em Belytschko et al. (2003), Haber (2004), Lou et al. (2007) e Lou et al.
(2009b).

2.2.7 Otimizacao Aplicada a Problemas Termomecéanicos

Existem poucos trabalhos disponiveis sobre otimizacao topoldgica de sistemas
térmicos, mas um ntmero consideravel de artigos sobre métodos de andlise de
sensibilidade de projeto (DSA), do ingles design sensitivity analysis, estéd disponivel.
Neste sentido, Tortorelli et al. (1989a) derivaram o modelo de sensibilidade de projeto
para problemas de conducao de calor transiente nao linear usando o método dos
multiplicadores de Lagrange e em seguida Tortorelli & Haber (1989b) abordaram o
mesmo problema utilizando o método adjunto. Yang (1993) derivou a forma das
expressoes de sensibilidade de projeto para problemas termomecénicos aplicando uma
abordagem material derivada dos campos de temperatura e deslocamento. Michaleris
et al. (1995) desenvolveram uma andlise de sensibilidade para os processos termo-
elasto-plastico em estruturas de referéncia Lagrangiana. No entanto, eles utilizaram
um algoritmo de atualizagdo de tensao (totalmente implicito na forma inversa do
tensor de Euler) que é computacionalmente menos eficiente do que o algoritmo de
retorno radial e, assim, o algoritmo de sensibilidade desenvolvido foi aplicado apenas
para o caso bidimensional. Sluzalec et al. (1996) empregaram uma transformacgao de
Kirchhoff para derivar expressoes de sensibilidade de projeto para problemas de
condugao do calor nao linear, usando o método da varidvel adjunta e Jog (1996)
desenvolveu uma técnica de otimizagao topolégica para problemas de termo-

elasticidade também nao linear com o método do perimetro.
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Utilizando uma abordagem evoluciondria, Li et al. (1999) realizaram um
método de otimizacao topoldgica discreto usando o método ESO. Lewis & Ransing
(2000) analisaram a influéncia dos valores dos coeficientes de transferencia de calor
interfacial e, utilizando o conhecimento de que muitas decisoes sobre projeto de
alimentacao, tais como isolamento, refrigeracao, espessura de revestimento etc,
influenciam diretamente nos valores dos coeficientes de transferencia de calor
interfacial, utilizaram a correlagao Lewis-Ransing para vincular o modelo de tensao
com um modelo de otimizagdo para o projeto de alimentacao o6tima. Bobaru &
Mukherjee (2002) utilizaram o método do elemento livre de Galerkin na formulagao
DSA para sélidos termo-elasticos e o aplicaram a problemas de otimizacao de forma

em anilise térmica.

Jéd em 2004, Song et al. estenderam o trabalho de Michaleris et al. (1995)
através de um esquema computacional para otimizar processos termo-elasto-plastico
fracamente acoplados quasi-estaticos de estruturas Lagrangianas tridimensionais.
Formulagoes de sensibilidade foram desenvolvidas a partir do algoritmo de retorno
radial, baseadas em equacgoes de elementos finitos para problemas termo-elasto-
pléstico utilizando o método de diferenciacao direta. Os resultados foram validados
por comparacao com os cdlculos de sensibilidade por diferenca finita. Para realizar a

otimizagao, Song et al. (2004) utilizaram o método line search BFGS.

Em seguida, Chen & Tong (2005) aplicaram técnicas de otimizagao estrutural
para realizar a andlise de sensibilidade em problemas termomecéanicos acoplados em
materiais funcionalmente graduados. Eles empregaram o método de elementos finitos
proposto por Kim & Paulino (2002) para estudar a transferéncia de calor e a anélise
estrutural. Ainda no mesmo ano, Cho & Choi (2005) desenvolveram um método
adjunto unificado de andlise de sensibilidade de projeto (DSA), para problemas
termo-mecanico fracamente acoplados. Expressoes de sensibilidade de projeto em
relacio a condutividade térmica e mdédulo de Young foram derivadas. Eles
conseguiram uma reducao significativa no custo computacional utilizando uma
equacao adjunta de campo acoplado, definida sobre o campo de deslocamento e
obtida como um campo adjunto de carga e temperatura. No ano seguinte, Gersborg-
Hansen & Bendsge (2006) compararam os resultados da otimizagao de dois problemas
de conducao de calor que foram resolvidos pelo método dos elementos finitos e pelo

método de volumes finitos, respectivamente.
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Mais recentemente, Bruns (2007) avaliou um problema de otimizagao
topoldgica de trensferéncia de calor nao-linear em estado estacionario, sem
contabilizacao explicita do movimento de fluido. Neste trabalho, Bruns (2007) leva
em conta os fenomenos da conducgao, conveccao e radiagao, discute a origem do
problema de instabilidade numérica provocado pela conveccao e apresenta um método
para evitd-lo. Ainda em no mesmo ano, Silva (2007) abordou o problema de
otimizacao topolégica de estruturas 2D empregando um processo de refino h-

adaptativo.

Nos anos seguintes, Gao et al. (2008) formularam um procedimento de
otimizacao topolégica para lidar com problemas de conducao de calor em regime
estaciondrio sob condigdo de carga fixa (ou projeto-independente) e carga projeto-
dependente. Na fase de andlise de sensibilidade, tanto a matriz de condutividade
térmica quanto a carga de geracao de calor projeto-dependente, associadas com o
elementos vazios sao penalizados da mesma maneira. Além disso, como a
sensibilidade da funcao objetivo muda seu sinal durante a iteracao, um procedimento
BESO modificado foi apresentado por Gao et al. (2008) para lidar com a nao-
monotonicidade da fungao objectivo. Giusti et al. (2009) apresentou uma férmula
fechada para a sensibilidade do tensor de condutividade térmica efetiva em problemas
bidimensionais. A férmula é obtida aplicando-se o conceito de derivada topolégica,
utilizando, para tanto, principios variacionais multi-escala para a conducao de calor

em estado estaciondrio.

Como mencionado no final do subitem 2.2.4.2, atualmente ha uma crescente
utilizagao de abordagens em otimizacao via level set method, em um esforco para
solucionar problemas que nao sao eficazmente resolvidos pelos métodos convencionais
de otimizagao. Assim, nessa diregao, Zhuang et al. (2007) apresentaram uma
abordagem numérica de otimizagao topologica para problemas de conducao de calor
sujeitos a multiplos carregamentos térmicos. A abordagem empregada se baseou no
método conjunto-nivel, (level set method) nos quais os processos de otimizagao sao
atualizados com a entao chamada derivada topologica, utilizando para tanto o

método das diferencas finitas.



Capitulo 3

Otimizacao Topolégica de Estruturas Termoelasticas 3D

3.1 Introducao

Neste capitulo, as equagoes e as correspondentes expressoes de sensibilidade
dos campos térmico e mecanico de sistemas termoeldsticos fracamente acoplados sao
derivadas. A abordagem de otimizacao topoldgica aqui apresentada é aplicada a
estruturas 3D submetidas a carregamento térmico em regime estaciondrio, isto é, sem
variacao no tempo, e leva em conta os efeitos da conducao e da conveccgao do calor. A

carga mecéanica é suposta distribuida.

O problema de otimizagao é resolvido aplicando-se o Método do Lagrangiano
Aumentado, que consiste na solugao de uma sequéncia de problemas de minimo com
restricoes do tipo caixa e é resolvido por um método de projecao de segunda ordem
que utiliza o método quase-Newton sem memoria durante o processo de solugao do

problema, ver apéndice A.
3.2 Definicao do Problema

3.2.1 Determinacao do Problema Térmico

O problema térmico a ser resolvido neste trabalho pode ser ilustrado como na

Fig.3.1 abaixo:

L

Figura 3.1: - Descrigao do Problema Térmico
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Sendo Q o dominio do corpo e 0Q o contorno do dominio, definimos:
I', — parte do contorno com uma temperatura prescrita, ou seja, T' =T ;

Fq — parte do contorno com um fluxo de calor prescrito q-n = q,;

() — fonte de calor interno (calor gerado) por unidade de volume e tempo; taxa de
geragao interna de calor ou fonte sdo proporcionadas, por exemplo, por resisténcia a
corrente elétrica e reagoes quimicas;

n — vetor normal unitirio a um plano tangente estaciondrio em um ponto da
superficie do contorno 0f2 .

Em relacao ao contorno, devemos ter as seguintes condigoes:
or="T Ul e ' NI’ =0o.
q T q

Definimos agora os seguintes conjuntos que representam os campos de

temperatura real e virtual, respectivamente:

(i) Conjunto das temperaturas admissiveis (H T) :

H, = {T | T é suf. regular, T(x) = T(x); X € FT} (3.1)
H,={T+H,} (3.2)

(ii) Conjunto das variagoes das temperaturas admissiveis (HOT) :
H, = {T | T é suf. regular,T(X) =0; x€ FT}. (3.3)

Definimos também o termo fonte de calor interno (ou taxa de geragdo de calor
interno) como o escalar () = pr, sendo r é a taxa de calor gerado por unidade de
massa e p ¢é densidade madssica do corpo. Além disso, como o processo de

transferéncia de calor é dividido em uma parte condutiva e outra convectiva, temos:

7 =7, em T e 7= —h(T —TX) em I (3.4)

qq

sendo T a temperatura da estrutura, 7' a temperatura fora da camada limite
térmica do fluido, h o coeficiente convectivo de transferéncia de calor e qu e th 0s

contornos condutivo e convectivo, respectivamente. Além disso,

I UT =T . (3.5)
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Notemos ainda que se T >T entao o calor é removido da estrutura, isto ¢é,

escoa para o meio por convecgao; se, por outro lado, T'<T entao o calor é cedido

do meio para a estrutura.

3.2.2 Determinacao do Problema Mecénico

O problema mecénico estd representado na Fig. 3.2 a seguir:

Figura 3.2: - Descrigao do Problema Mecénico.

I’ — parte do contorno sujeito a um deslocamento prescrito, isto é, u = u;

I', — parte do contorno com uma tragao prescrita, isto é, t = t
b — vetor forca de corpo por unidade de volume;
Além disso, deve-se ter: 00 =T, Ul e I' NI" =g,
De modo andlogo ao caso térmico, definimos os seguintes conjuntos:

(i) Conjunto dos deslocamentos admissiveis (H ):

H = {u |u é suf. regular,u(x) = ﬁ(x); X E Fu}
H={u+H}

(ii) Conjunto das variagdes dos deslocamentos admissiveis (HO):

H = {V | v & suf. regular,v =0 em Fu}

(3.6)
(3.7)

(3.8)
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on=1t em [ . (3.9)

Como resultado das equagoes (3.1), (3.2), (3.3), (3.6), (3.7) e (3.8) podemos

decompor os campos de deslocamento e temperatura como:
U=td+u, ueH e T=T+T' T'€H, (3.10)

sendo UJ e T os campos de deslocamento e temperatura, respectivamente.

3.3 Equacao Constitutiva Termoelastica

A aplicacao da lei de Hooke generalizada para o problema termomecanico

resulta na equagao,

o,=D,e, —(T-T)83, (3.11)

ijkl kL
na qual o, DW, g, € ,B” denotam, o tensor tensao, o tensor constitutivo, o tensor
deformacao e o tensor de tensbes térmicas, respectivamente. O termo T — T0
representa a diferenca entre a temperatura atual, T', e a temperatura de referéncia ou

temperatura da estrutura antes carregamento térmico, TU

No caso de material denso (sem porosidade) e isotrépico, tem-se que:

Fa
B, =, . B = (3.12)

sendo B o coeficiente de tensoes térmicas, é;j o delta de Kronecker, a uma
propriedade do material, denominada coeficiente de dilatacao (expansao) térmica, E
o médulo de Young e v o coeficiente de Poisson.

A equacao constitutiva termoeldstica tridimensional para o material denso é

dada por,

D, =68, +n(6,8,+68,) (3.13)

gkl iy Kl il gk
na qual A\ e p sao os coeficientes de Lamé, dados por:

E E
A= v e p=G=—"1r . (3.14)

(1+v)(1—2v)
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A inversa da equacgao constitutiva para material isotrépico pode ser escrita

COImo:

1—|—1/)

™
Il
|
L]
—
q
S——
g
=
_l’_
—_—

o, +a(T—T,)6, (3.15)

Para utilizacao da microestrutura porosa do tipo SIMP, faz-se necessdrio uma
modificagdo (corre¢ao) no médulo de Young FE e no coeficiente de dilatagao térmica

«, tal que:

E =p"E e a =pa (3.16)

P
sendo 7 o parametro de penalidade de densidades intermedidrias.

Desse modo, é possivel definir os tensores constitutivos de tensoes mecanicas e

térmicas como,

D’ = p"D e Bl = p“ﬂjj (3.17)

ikl ikl

fazendo com que a relagdo tensao-deformacao do material para o problema
termomecéanico, dada pela expressao (3.11), agora com a utilizagdo da microestrutura

porosa (SIMP), assuma a seguinte forma:

o0, =Dle,—(T-1,)3 . (3.18)

ikl ~ Kl

3.3.1 Formulagao Forte do Problema

A formulacgao forte para o problema em discussao pode ser escrita da seguinte

maneira:

Determinar (U,T) € H xH_, tal que:

dive +b =0 e —divq—l—Q:pcpT (3.19)
sendo o escalar () = pr, no qual r é a taxa de calor gerado por unidade de massa e

o,=Dlg, — (T — TU)BZ’J’, e q=-kVT (3.20)

ikl ~ kL

Sujeito as seguintes condigoes:
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e Problema Térmico:

7, =49, em T e q, =—h (T - TX) em I (3.21)

aq

e Problema Mecanico:
on=1t em [ (3.22)

A segunda equacao na expressao (3.20) é a conhecida Lei de Fourier. No caso
de fluxo unidimensional, observa-se fisicamente que o fluxo de calor em uma direcao é
proporcional a taxa de variagao da temperatura T naquela diregao, sendo k um
pardmetro que exprime a maior ou menor facilidade que o material apresenta a
conducao de calor e, por este motivo, denominado coeficiente de condutividade
térmica. No caso 3D, k ¢é a matriz de condutividade térmica e contabiliza as
contribuicoes das variagoes de temperatura em cada uma das direcoes z, y e 2z,
enquanto VT representa o gradiente de temperatura. Esta equacgao é utilizada para
calcular a quantidade de energia transferida por unidade de tempo e o sinal negativo
no segundo membro expressa o fato de o calor se transferir na direcao da maior para

a menor temperatura.

Para o caso tridimensional de material anisotrépico a matriz de condutividade

térmica é dada por:

k. (:1:, Y, z) kw (a:, Y, z) k (:1:, Y, z)
k= " (:1:, y,z) k:yy (a:, y,z) k:yz (:1:, y,z) (3.23)
k. (a:, 1, z)

Se as diregoes cartesianas coincidirem com as dire¢oes principais do material, entao os

termos k;U =0, Vi=j. Além disso, no caso particular de um meio isotrépico (com
mesma condutividade térmica em todas as diregoes), tem-se que k. = kyy =k, =k.

Neste caso a matriz de condutividade térmica pode ser escrita como:

k(ay,2) 0 0 100
k=| 0 k:(:z:,y,z) 0 |=kl0 1 0|=kL (3.24)
0 0 k(m,y,z) 00 1
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Vale salientar que a matriz k também deveria ser corrigida de acordo com a
densidade do material, de modo que k = k(p). Neste trabalho nenhum parametro de

correcao condizente com o modelo SIMP ¢é adotado para a citada matriz.

3.3.2 Formulagao Fraca do Problema

e Problema Térmico:

Nesta andlise estamos considerando dois diferentes tipos de fluxo de calor

prescrito:

(i) Fluxo condutivo constante:
q-n=7q (x)z@unzcte , comx€el . (3.25)

(ii) Fluxo convectivo:

Este fluxo é obtido pela troca de calor do fluido com a temperatura da parede

T, . O fluxo de calor neste caso pode ser expresso como:
a-n=7, (x)=-h(T(x)-T,), comxeTl,. (3.26)

sendo T'=T, a temperatura da parede.

Objetiva-se entao determinar a temperatura T tal que:

—divq+Q =pc, T (3.27)
com,

or

oz
oT

dy
or
0z

q=—kVT = —k (3.28)

e T representando a variagao de temperatura em relagao ao tempo.
Uma vez que o caso analisado é suposto em regime permanente, tem-se

T = C;—f =0 e daf a eq.(3.27) reduz-se a:
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—divg+Q =0 (3.29)

Sujeito as seguintes condigoes de contorno:

=T eml, (3.30)

qgn=g eml (3.31)
f(x)=q, =-h(Tx)-T ), x€T, (3.32)
T(x)=1T,(x), x€T,. (3.33)

sendo T a temperatura de referencia do corpo, considerada em geral como sendo a

temperatura de montagem da estrutura, ou seja, antes do carregamento térmico.

Multiplicando a equagao de equilibrio térmico dada em (3.29) pela funcao peso

T (temperatura virtual) e integrando-a sobre o dominio Q, obtemos:

~[(d@iva)Tao + [prri=0, vTeH,, (3.34)
Q Q
sendo () = pr.
Pela regra do produto:
div (qf’) — Tdiv(q)+ VT -q (3.35)

integrando em ambos os lados
i div(q%) a0 = [ Tdiv(q)d+ [VT-qd2 (3.36)
Q Q Q
substituindo a eq. (3.34) na eq. (3.36), obtém-se:
i div(qf’)dﬂ = [Tprio+ [VT-qd0 (3.37)
Q Q Q
como q =—kV T, aeq. (3.37) transforma-se em:

[wvr-vTao = [Tpran- [ div(qf’) dQ. (3.38)
Q Q Q

Pelo teorema da divergéncia (Gauss),
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fdw(qT)dQ qu ndl = qu ndl' + [qT -ndr (3.39)

Ly Iq

Uma vez que % =0 em I', tem-se que qu -ndl’ =0, e dai:

1_‘T
f dlv(qT)dQ [af -nir = [g,7ar (3.40)
I'q Lq

Agora, substituindo a expressao dada pela eq. (3.40) na eq. (3.38) obtemos,

f kYT -V TdS) = f prTdS) — f g Tdl (3.41)

Tq

e como, por (3.21), 7 =q em I eq =—h (T — TX) em I' , segue que:

aq

kaT VTS — thTdF prTdQ [, TdT — |1, Tdl, YT e H, (342)

T'gh T'qh Tqq

Como, da eq. (3.10) T=T+7T', T'e H , (temperatura a ser determinada) segue

que a eq. (3.42) assume a forma:

kaT' VT ds) — th‘TdF——kaT VTdQ+thTdF+fperQ+

Tqh Tqh (3.43)
—thdeF—fqoanl"  ¥TeH,

I'qh Tqq

No caso de nao haver geracao de interna de calor, 7 = 0, obtém-se:

kaT' VTdo — th'Tdr——kaT VTdQ+thTdr

T'qh l"qh . (344)
—th‘deP—quTdF , VT eH

oT
T'qh Tqq

e Problema Mecanico:

Multiplicando a equagao de equilibrio mecénico pela funcao peso v

(deslocamento virtual) e integrando-a sobre o dominio Q, obtemos:

fdivo-de+fb-de:0, VveH . (3.45)
Q
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Sabendo que Vv é o tensor deformagao virtual, e que o mesmo, por ser
simétrico, pode ser rearranjado e consequentemente utilizado no formato de vetor,

podemos escrevé-lo como € = € (v) = Vv . Agora, pela regra do produto obtém-se
div(GTV):divc-v—l—Vv-cr:divcr-v—l—é-o. (3.46)
Reordenando a expressao anterior resulta,
dive-v=div(o'v)-¢é-o (3.47)
substituindo a eq. (3.47) na eq.(3.45), obtém-se:

fﬂdiv(chv)dQ—fQ é-od9+fb.vcm:0 . VveH (3.48)
Q

e novamente pelo teorema da divergéncia,

fdiv(chV)dQ: fo'n'vdI‘ = ff-vd]_“. (3.49)
Q

o9 r,

Consequentemente, substituindo a eq. (3.49) na eq.(3.48), tem-se:

[o-cdr= [b-vio+ [t-vdD, VveH, . (3.50)
0 Q T,

Agora, substituindo o = D’e (u) — (T — TU)B" em (3.50) obtém-se:

De-éd= [(T-T)B"-d+ [b-vdQ+ [T-vdl', VveH (3.51)
Q ’ Q T ’

Q

Novamente da equacio (3.10) temos T =T +T', T'c H , e entao:

[De-edo- [T edr= [(T-T)8"-ed2+ [bvdr+ [¢-vdl, VveH, (352)
Q Q Q Q I

t

3.4 Aproximacao pelo Método dos Elementos Finitos

O problema termomecdnico em estudo é generalizado para estruturas

tridimensionais e solucionado com a aplicacao do Método dos Elementos Finitos de
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Galerkin, que utiliza elementos finitos tetraédricos isoparamétricos de quatro nds,

aqui chamado Tetrad. Este elemento interpola tanto as varidveis do campo de

deslocamentos (u,v,w), quanto a densidade relativa p e a temperatura 7', Fig. 3.4.

y? y o (u,v,w,T—TO,p>

v
S

Figura 3.3 — Elemento Finito Tetra 4.

A descricio do campo de deslocamento e de temperatura do problema

supracitado faz uso de quatro graus de liberdade por né, sendo trés de deslocamentos

e um de temperatura. Assim, denotando-se por " o vetor de graus de liberdade do

elemento do problema acoplado, tem-se:

. . . . . . T
Q= o w T W v W TP W W w TP oWt vt W T4] (3.53)

o qual pode ser particionado em dois vetores, obtendo-se,
¢ =q,+dq

sendo q’ o vetor de deslocamentos nodais do elemento e definido e como

e q; representando o vetor de temperaturas nodais e definido por:

) T
4 =[0 00T 0007 0007 000 T

(3.54)

(3.55)

(3.56)

Assim, utilizando-se os vetores ¢’ e q;, juntamente com as matrizes de

funcao de forma, os campos de temperatura e de deslocamento podem ser

interpolados utilizando-se o Método dos Elementos Finito.



Capitulo 3 - Otimizagao Topoldgica de Estruturas Termoelasticas 3D 40

Neste ponto, definimos o vetor de graus de liberdade global da seguinte forma:

U=Jqa' (3.57)
e=1

sendo |J o operador uniao e tendo a funcao de realizar a uniao de todos os graus de

liberdade em q°, e =1,2,...,n_.
. Interpolacao do Campo de Deslocamento

Definimos o vetor de deslocamentos, u, de um ponto x de coordenadas

(z,y,2) do dominio €2, por:
u
u(x)zu(m,y,z)z vl Xz(x,y,z)eﬂ (3.58)
w

Dai, o campo de deslocamentos é aproximado pelo Método dos Elementos

Finitos da seguinte forma:

u(x) = u(x,y,z) ~u’ (:13, y,z) =N¢ (x,y,z)qz ; xeQ (3.59)
sendo () o dominio do elemento, q; o vetor de deslocamentos nodais do elemento,
como definido em (3.55), e N° a matriz de funcdes de forma a ser aplicada no campo

de deslocamentos, a qual é definida por:

N0 0 0N 0 0 0N 0 0 O0ON 0 0 0

1
N'=l0 N 0 0 0O N 0 0 0 N 0 0 0 N 0 0| (360
0 0 N O O 0 N 0O O 0 N 0 0 0 N

De modo andlogo, define-se o campo de deslocamento virtual como:
v~ Ngq =Nq (3.61)

no qual o vetor de deslocamentos nodais virtuais do elemento, q, ¢ definido de

maneira semelhante ao vetor ¢’ .
. Interpolagao do Campo de Deformacgao

Tal como o tensor tensao, o tensor deformagao 3D, por seu cardter simétrico,

pode ser escrito na forma vetorial como:
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T T
= [5,,, e € 2 2 2 } (3.62)
2 yy 2z yz

xy xz

€= ga:zz: gyy €zz fyxy fya:z Fyyz
ou ainda,
u

e=Vu=V |v (3.63)

w

em que o operador diferencial V & uma matriz a ser aplicada sobre o vetor de

deslocamentos, sendo definida por:

2 0 0
Oz
o 2
dy
0o 2 A
o o (3.64)
S A
dy Ox
9 4 &
0z oz
, 20
0z Oy

Aproximando o campo de deformacao pelo Método dos Elementos Finitos,

obtém-se:

e=VuxVu =V Nq =Bq (3.65)

u u

e o campo virtual,

E=V v~V v =VNG =B¢q =Bq (3.66)

u

no qual B = V N’ ¢ a chamada matriz deformacao-deslocamento e definida como:

NN 0O 0 ON_ 0 0 0N 0 0 0N 0 0 0

0O N 0 0 0 N, 0 0 O N 0 0 0 N 0 0
p_|® 0 M 00 0 N 00 0 N 00 0 N O (3.67)
“ N, N 0O O N, ON, 0 0 N N 0 0N N_ 0 0

N, 0 N, ON 0 N 0N 0 N 0N 0 N O

0 N, N, 0 0 N N, 0 O N N, 0 0O N N O
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e

sendo N¢ — %, com i=1,..,4 e j=ux,9,2. Além disso, para evitar o problema de

i, aj
travamento do elemento tetraédrico linear, faz-se um esquema de integracao seletiva,

sendo necessdria a partigao da matriz deformagao-deslocamento B’ , de modo que:

B,
B =|_" (3.68)
dev
sendo B! a matriz deformagao-deslocamento volumétrica, definida por:
Nf.; 0 0 O Nz 0 0 O N;_I 0 0 O Nj_l 0 0 O
B,=|0 N 0 O 0O N O 0 O N 0 0 0 N_ 0 o0 (369
0o 0o N 0 0O O N 0 0 0O N 0 0O 0 N 0

w N, 0 0N N0 w M. 0 0O NN 0 0
‘ N 0 N 0 N N° 0 N° 0 ‘ ‘ 0 N° o (3.70)
ev 1 1.z 2.2 2,x 3 3.x 4.2 4,x
0 Nl N]U 0 0 NZ N; , 0 0 N3 . 0 0 N; N:” 0
. Interpolacao do Campo de Temperatura

A aproximacao para o campo de temperatura é dada por:

T(X) = T(:E, y,z) ~T° (z,y,z) =N, (:U, y,z)q”T  xeN (3.71)

€

sendo N/ a matriz de fungoes de forma a ser aplicada no campo de temperatura e

definida pela equacao,
N"T:()OONI"OOONQQOOON;’OOON:] (3.72)

Desta forma, tem-se:
T'~Nyq =Niq, , T~Nyq; e (T-T,)~Niq; (3.73)

em que os vetores q_ e q%) definidos, respectivamente, como:
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q;:[OOOT'000720007300074]T (3.74)

G =l 0 0 (T} 0 00 (Tr) 000 (For) 000 (@or) @)

Agora, obtém-se o campo de gradiente de temperatura tomando-se o gradiente

da eq.(3.71), isto é:

v, T (z,y,z) ~V, T (a:,y,z) =V, N, (z,y,z)q; =B q, =B q" (3.76)

Daf,
VT'~V,T° =B,q, =B.q' (3.77)
VT ~V, T =Bq. (3.78)

sendo B a matriz das derivadas das fungoes de forma do campo de temperatura e

dada por:
0 0 0 Nfz 0 00 Nzez 0 0 0 N;I 0 0 0 NZI
B,=10 00 N{y 0 00 N;y 0 0 O N;’y 0 0 0 N;y (3.79)
OOONEZOOON;ZOOON; OOONZ’Z
De modo andlogo deduz-se o campo virtual,
T~T =N,q =N.q (3.80)
VI ~V,T =B =B (3.81)

3.4.1 Aproximacgao do Problema Térmico

O problema térmico, representado pela eq. (3.44), serd aproximado pelos

campos dados pelas equagoes (3.71)-(3.81), obtendo-se:

[#Ba B ao— [aNq Ni@ dr = - [kBa; Bq d2+ [ hNjq, N g dr
Q Tqh Q Tqh . (3 82)
- th’)CN; (Alfid]-—\ - faunN; (Alé’ dF ) v T E HO

T'gh Tqq

T

Agora, reescrevendo a eq. (3.82), obtém-se:
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ol oo s e = { o] )

I'gh

i (3.83)
+ fh[N;HN;]dr}q; q —{[nrNariq —{ [T Nartq, vTen,

Pah Dgh Iqq

3.4.2 Aproximacao do Problema Mecéanico

O problema mecanico, dado pela a equacao (3.52), serd aproximado pelos

campos dados pelas equagoes (3.58)-(3.66) obtendo-se:

fD”BPqP B d0 - f(N ‘)8’ By A = f(NTqT)B”-Bque e
+fb N“FdQ—i-ff-NquedF, VveEH, (3.84)
r

Reescrevendo a eq. (3.84), obtemos:
[[B:] B i~ [[B] o ®N;dﬂ}q“ = {I[BZ]TB” ®N;dQ]q€TU q
0 0 Q (3.85)

{f [NZ]TWQ}-QS +

Q

f[Nz]TIdr].qe, Vvel

L,

3.4.3 Aproximacgao do Problema Termomecéanico Acoplado

A fim de simplificar os calculos, denotaremos o primeiro membro da expressao

(3.83), que descreve o problema térmico, da seguinte forma:

K, = f k(B ] [B, a0~ [a[N; ] [N;]ar (3.86)

T'qh

De maneira analoga, a expressao entre chaves no primeiro membro da equacao

(3.85), que descreve o problema mecanico, serd denotada por,

Mec

T T
K, = [[B)] DB a2— [[B] B’ & N; a2 (3.87)
Q Q
Assim, o primeiro membro da equacao do problema termomecanico acoplado é:

K. =K, +K (3.88)

Total Mec Térm
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isto é,

T

B N;]T

B, |d2— [h N; |ar (3.89)

Tqh

Ko = L[ [BZ]TD” B, d0 - L[ [B;]TB’@ N dQ+ { k

sendo K/ a matriz de rigidez total do elemento.

al

Pode-se definir agora a matriz de rigidez global, de modo que:

(3.90)

nf
e
K - A[KTutul
e=1

na qual o simbolo A representa um operador montagem. O operador montagem
acima, para o cdlculo da matriz de rigidez global, corresponde ao seguinte algoritmo,

escrito em pseudocdédigo:

Algoritmo
K(:,:)=0
do n=1, n,
I Calcular a matriz de rigidez do e-ésimo elemento > ‘Tuml]
get Ke(:,:)
doi=1l, ns
ii=lm(i)
i f (ii/=0) t hen
doj=1, mns
ji=ImG)
i f (jj/=0) t hen
I Montagem da matriz de regidez global
K(ii,jj)=K(ii,jj)+Ke(i.j)
end if
end do
end if
end do
end do

sendo n$ o nimero de graus de liberdade do elemento, 7 o nimero total de

elementos e Im o vetor de cdédigo do respectivo grau de liberdade.

Agora, analisando o segundo membro da equacao térmica dada em (3.83) tem-

se:

£, = —{ K

Q

T T

B.

T

B,

N,

N,

dﬂ]q;—ir{fh

T'qh

dr]q; — [nT Nyar - [7 Nar - (3.91)

Tqh Tqq
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Da mesma forma, do segundo membro da equacao do problema mecéinico dada pela

eq.(3.85), obtém-se:

£l = 1 [[B:] 8" &N, an

Q

a@; + [ N ] bao + ! N[ Tar (3.92)

Assim, para o problema acoplado conclui-se que o segundo membro é dado por:

£ =f +f (3.93)

Total Mec Térm

ou seja,

Q

—Mk[B;]T [B;]dﬂ]q; +{fh[N;]T[N;}dF

I'qh

Fron = U B BN, aofq; + [N bao+ [N Tar
Q r,

(3.94)
a; — [T Nydl - [, N;dr

T'qh T'qq

sendo f; — a matriz de forga total do elemento.

l

De modo andlogo a matriz de rigidez, obtém-se o vetor de carga global como:

n
e

t=Alf.] (3.95)

e=1

no qual, o simbolo A representa um operador montagem. O operador montagem
acima, para o cdlculo do vetor de carga (carregamentos termomecanicos) global,

corresponde ao seguinte algoritmo, também escrito em pseudocdédigo:

Algoritmo
f(:)=0
do n=1, n
I Célcular o vetor de carga do e-ésimo elemento > [f;{)m]
get fe()
doi=1, ns
i=lm(i)
i f (ii/=0) t hen
I Montagem do vetor de carga global
f(ii)=f(ii)+ fe(i)
end if
end do

end do
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sendo n$ o nimero de graus de liberdade do elemento, 7 o nimero total de

elementos e Im o vetor de cédigo do respectivo grau de liberdade.

3.5 Formulagao do Problema de Otimo no Continuo

O problema a ser resolvido consiste em minimizar a massa de uma regiao pré-
definida de projeto, sujeito a um critério de tensao. Assim sendo, o problema consiste
em determinar a densidade relativa p do material em um dado volume €2, tal que a

solucao seja:

min f p(x)do (3.96)

sendo f(,o): f p(x)dQ a funcao objetivo e p(x) a fungao porosidade (volume
Q

especifico de material) do material, com 0 < p <1, e x a coordenada (vetor posi¢ao)
de um ponto arbitrario do dominio ). Na forma parametrizada a equagao (3.96)

assume a forma:
1
mlnﬁ{p(x)dﬂ (3.97)

Sujeito as seguintes restricoes

(i) Restrigoes de Tensao: basicamente, o que se deseja é garantir que a solicitagdo em

cada ponto x € (), denotada por ., (X), atenda a um critério de tensao. Assim sendo,
a solicitacao de tensao em um dado ponto deve ser limitada por um valor admissivel

o, de modo que

adm

—

Ueq S Uadm - (398)
A tensao admissivel aqui toma como referéncia a tensao de escoamento o, (para
material denso) e o coeficiente de seguranca c . A tensao equivalente, o, que confere

o nivel de solicitacao para um estado tridimensional de tensoes, é aqui mensurada

pela equacao de von Mises:

o, (0'):\/0; —|—ij +o’ -0 0 —0. 0 —00 —1—3(0;4—011 —l—ajz) (3.99)

ar Yy a2 Yy 2z
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a qual pode ser reescrita como,

1 E 0 0 0
2 2
1 1 _1 0 0 0
2 2
afq: L1 1 0 0 oloro=Ho-o (3.100)
2 2
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

podendo o tensor o, dada a sua simetria, ser escrito na forma vetorial como:
o= [a,” o o_ o o0_ 0O (3.101)

a qual é calculada pela equacao (3.18).

~ . . . , * . .
A tensao efetiva, considerando material poroso, é denotada por o, © definida

por:
. o
o =—2 (3.102)

sendo 7 o expoente SIMP (parametro de penalidade da microestrura) do material
poroso, o qual deve ter valor 3 <7 <4 para que o material seja realizdvel (factivel),
conforme Sigmund (1998), no caso do presente trabalho o valor n =4 foi utilizado
em todos os exemplos. Agora, adaptando o critério de tensao dado pela eq. (3.98)para

o caso de material poroso, e considerando o coeficiente de seguranca ¢, =1, obtém-se:
*
o
[_eq L
o
Yy

agj = agj (p(x),u(p(x),T,x)) (3.104)

<0 (3.103)

sendo

(ii) Restrigoes Laterais

pmf—p(x)go e p(x)—psupg(), VxeN (3.105)
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iii) Restrigoes de Estabilidade

dp(x dp(x dpx

h' = L —c <0;hn"= L —c <0eh’ = L —c <0 (3.106)
ox ! Y Y 0z ‘

tendo as constantes c,, ¢, e ¢, o papel de limitarem superiormente as componentes

do gradiente da densidade relativa, conforme Petersson & Sigmund (1998).

Notamos ainda que:

dp (x)
oz,

é constante em cada uma das direcoes de cada elemento;

= Também é constante em cada elemento o tensor deformacao, embora o tensor

tensao nao o seja.

3.5.1 Relaxacao da Tensao Efetiva €

Uma das principais dificuldades encontradas durante o processo de solucao de
problemas de otimizagao topolégica sujeitos a restricoes de tensao local é o
aparecimento de problemas de singularidade. Este fato é caracterizado pelo
surgimento de campos descontinuos de tensao entre elementos adjacentes e é
resultado do fenomeno de degeneragio do espago de projeto (disposigao da
distribuigao do material). Com a finalidade de contornar o problema de singularidade,
uma vez que o mesmo dificulta o processo de convergéncia da solucao do problema de
6timo, considera-se uma relaxacao € na restricao de tensao, como proposto por

Cheng & Guo (1997), dada por:

O_*
pl—L—1|+ pe<pmp - p) <0. (3.107)
o
y
Esta relaxacao possibilita a criacao e a remocao de furos sem violar a restricao

de tensao, atuando sobre a parte degenerada do espago de projeto. Isto é, para cada

e >0, o problema relaxado é caracterizado por um espago de projeto nao tanto

degenerado e o fator (psup — ,0) em € garante que a restricao de tensao real estd
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imposta para p = Py Desta forma, torna-se mais acessivel atingir um 6timo local

com algoritmos de otimizacgao baseados nas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker.
Denotando a restrigao acima por g, temos:

g(p(x).u(p(x).7x)) <0

ou (3.108)

3.5.2 Critério de Tensao Global

Com o objetivo de reduzir o custo computacional do problema de determinacao
da topologia 6tima e atender ao critério de tensao em cada ponto do dominio, impoe-
se um critério global de tensao. Este critério é proposto de modo a ser calculado de
forma integral, e portanto todo o campo de tensao serd analisado, a fim de ser mais
eficiente do que os critérios pontuais mais comuns propostos na literatura. Os
critérios pontuais, normalmente sao calculados nos baricentros, nos pontos de
integracao ou nos nés dos elementos. Nestes critérios existe a possibilidade de haver
regices de concentragao de tensao, devido ao fato de o dominio, que é continuo, estar
sendo analisado em um numero finito de pontos. Além disso, o critério integral no
elemento pode ser escrito como uma norma, a fim de ser reduzido numa tnica

restricao global.

O critério global aqui utilizado, como proposto por Costa Jr. & Alves (2003), é
dado por:

(o (x)ou (o (x).7.x)) = {é I o (o ()n(ofx).7.x)) dv}l/p <0 (3100

Por simplicidade definimos o operador <o> = max {0,0} , e daf:

7 (x)= {é [ {o.(x)) dv}w <0 (3.110)

A aproximacao por elementos finitos resulta,
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7(x)= %Zﬁ (9, (x)>‘”dV}1 p <0. (3.111)

A funcéao restricao acima pode ainda ser calculada sobre o elemento natural, discutido

em 3.5.5, resultando:

g(x)zili f < (g,n,g)ydet(J)dgdndgrpgo (3.112)

sendo V; o volume real do e-ésimo elemento.

Para o elemento tetraédrico tem-se:

1/p
1 ZL f:l ) gf; - n< S,n,C)>p detJdCdnd€] <0 (3.113)

Agora, a expressao acima pode ser integrada numericamente por:

g(x)= ‘ EZEZ< (éb,n]7ék,)>f)w7w]wk,} <0 (3.114)

e=1 i=1 j=1 k=1

sendo

+p,e(p,, = 1) (3.115)

o
g =p|——1
g

Y

3.5.3 Método do Lagrangiano Aumentado

O problema de otimizagao a ser resolvido, ji definido pelas equagoes (3.97),
(3.103), (3.105) e (3.106) pode ser reformulado utilizando o Método do Lagrangiano
Aumentado com penalidade exterior (ver Apéndice C), que consiste em transformar
um problema com restricoes em um problema equivalente de minimizacao sem
restricoes, pela solucao de uma sequéncia de problemas de minimo com restricoes
laterais. A abordagem serd apresentada na forma de algoritmo com vistas a

formulacao computacional, a qual segue:
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1. Definir valores iniciais: k=0, X" =X"=X'=X"=0, err =10, E:,Ef,ej,ef e

tol .
2. Enquanto err > tol, efetuar laco:

(i) Solugao do problema de minimizagao com restrigoes laterais

min £, (p,)\a’>\m,>\?/,>\z;gg,€z,€y,€z) , VpeX (3.116)

sendo £, a fungao Lagrangiano aumentado, X = {p cR"|p  <p < Py b= 1,...,n}

e n o numero de nés da malha.

A fungao £, definida com base em um critério de tensao global, é dada por:

£A (p,/\a)\z,)\y,)\Z;ga,gm,gy,gz) = f(p) +€i¢g (g,go,\”) +

LS )+ LS )+ L350 e

z e=1 Efz e=1

(3.117)

sendo € , e €, t=u, y, 2 os pardmetros de penalidade exterior de tensao e de

estabilidade, respectivamente.

e O critério de tensao global (norma aplicada no vetor critério de tensao de todos os

elementos) é definido como:

e I
v (72,1 ) = oy Cew (3.118)
- 5 , se g <— 5
Bk +eN)  oseh > EA
wj(hj,éi)\z): Y 2 / 5)32 D= T,Y,2 (3.119)
[T Y

(ii) Atualizacao dos multiplicadores de Lagrange:

g

g

A" M — max {O, A" g 2g6 (Xk)} (3.120)
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A = max{O,Aﬁ’k +Zn (Xk)] P i=m,y,2 (3.121)
’ £

i

(iii) Atualizacao dos parametros de penalidade:

e, seye >e €(0,1
et = ‘7;; Yo 1, €(01) (3.122)
&
e, sevye >e™ | 4 .€(0,1
et = ‘% ' K . K ( ) D= 3,1,2 (3.123)
1 8(7!
(iv) Determinagao do erro
err. = max|A\” "t — A7 k‘ (3.124)
err. = max|\” M % k‘ D=3,y 2 (3.125)
entdo, err = max {errg,errw,em/,er'/;}.
3. Fim do lago.
3.5.4 Determinacgao das Sensibilidades da Funcao Objetivo £,
Derivando a eq.(3.117) em relacdo a p, obtemos,
df d du’
P/ A I S Z Z 1/’ E =1...n  (3.126)
dpi dﬂ €, dp €, e=1 €, e=1 €, =1
. - df
3.5.4.1 Calculo da sensibilidade o
P,
s df
Calculando a sensibilidade de o da eq. (3.126):
A ISy s (3.127)

sendo n_ o nimero de elementos que contém o i-ésimo né.
A sensibilidade do segundo termo do segundo membro da eq.(3.126) é dada

por:
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AU
dwo (2?"_60)\0)@ 9 Segz_ga
e = dp, 2 (3.128)
dp, _ e N
0 , seg<——=
2
. - dg
3.5.4.2 Calculo da sensibilidade 0
P
dg _ 99 +3 99 94 (3.129)
dp, Op, ‘= 0q Op,
de outra forma
dg g U
45 _97 | g4.90 (3.130)
dp,  Op, " Op,
. - ouU
3.5.4.3 Calculo da sensibilidade 5’_
P
Sabendo que
KU =f, (3.131)
calculando a sensibilidade em relacao a varidavel de projeto, temos:
kU, Ky of (3.132)
dp,  Op, op
Fazendo
kU _ (3.133)
dp, '
segue que,
9u =K'r. (3.134)
dp. '
Dai, substituindo a eq.(3.134) na eq.(3.130), obtém-se
W _% \vgK (3.135)

dp,  Op,
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-1, . 24t -1 -T ~
Entretanto, uma vez que que K é simétrica, segue que K= =K , e entao pode-se

reescrever a eq.(3.135) como:

dg _ 99

i op +K'Vig-r. (3.136)

Agora, fazendo
K'Vg=X (3.137)

a equagao (3.136) fica:
%:g_iJri.rZ (3.138)

e o vetor i ¢é a solugao de KX = V 7, calculada a partir da eq. (3.137).

Ap6s analisar as eqgs. (3.132) e (3.133), pode-se calcular r, através de:

r=—-22U. (3.139)

of ‘ . . .
E como — =0 V1, pois o carregamento nao depende da densidade, segue que:

dp,
r =Ky (3.140)
sendo necessdrio entao calcular g—KU.
P;
. . 0K
3.5.4.4 Calculo da sensibilidade 8_
P;

Sabendo que a matriz

K= A - (3.141)
e analisando a eq. (3.88) e como K/ nao depende de p, temos:
o] 3 [
— < <. 3.142
A é o (3.142)
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Analisando agora a eq.(3.87) e lembrando que D = p"D e B” = p*B, verifica-se que:

K. =pK —p'K’ (3.143)
Agora, denominando J' = {el,eg,...,eq} o conjunto dos elementos que contém o i-
ésimo no, segue que:
0K JK*

_ " Mec

i=1,...n 3.144
o (3.144)

8/) A

ecJ'

e esta ultima equagdo sendo substituida na eq.(3.140), resulta:

8 (
rt — _a_K — _A Mec q (3145)
Op er| op,
da eq.(3.143), tem-se que:
OK* ,
Mec __ a (IOWKU _IOQWK/?) (3146)
8pl i e e e e
sendo,
o= f P e = f PRLY) (3.147)
¢ Q Qa € Q Qﬁ
Derivando as expressoes acima, obtém-se que,
8 21
'_—f "1‘9%9 e L =—f2 o1 9P 4. (3.148)
dp, dp

7

Sabendo ainda que a distribui¢ao de densidade é nodal por elemento, conforme

Fig.3.5:

lep
2e p,
Jep,
dep

Figura 3.4 - Distribuicao de Densidades Nodais.
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tem-se,
=N, +oN, + o Ny +p, N, (3.149)
daf
N, se i =nd(l)
N, se i1 =mn6(2
p _ |V, sei=nd(2) (3.150)
op. N,, se i=mn6(3)
N,, se i =n6(4)

3.5.4.5 Calculo da Sensibilidade g_g
P

Com a finalidade de determinar o primeiro termo do segundo membro da

eq.(3.138), inicia-se da definigao de 7, que é dada por

daf,

1y

dg 1|1 ro1
%Z;{vﬁ@eyd‘/] v,

i

Elevando ao expoente p ambos os membros da eq.(3.151), obtém-se

Substituindo a eq.(3.153) na eq.(3.152), verifica-se que:

o7 7] 1 0y,
241k

Agora, a expressao acima pode ser reescrita como,

[9 1(9g
o 5 p iy

; Ip,

av.

p{g,)" Zf{

av.

av

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

(3.155)
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dg.
dp,

3.5.4.6 Cailculo da Sensibilidade

0
Efetuando-se o cdlculo de ag“ na eq.(3.155), partindo-se da eq.(3.115) e

i

0 0
sabendo que 9. =1..,n & 9. pois p € X, obtemos:
dp, op

0 o do’
99, _9p|% +L— 4 (ep, —2ep)@ (3.156)
op  Op|o, o, Op P op
do’
3.5.4.7 Caélculo da Sensibilidade 5 =
p
Partindo da equacgao (3.102) obtemos:
do o
- :i - (3.157)
op op| p"

Sabe-se que o denominador p” tem a propriedade (fungao) de corrigir o cdlculo da
tensdo para um material poroso. Assim, esse valor pode ser interpretado como uma

correcao do volume do material e dai, denotando o volume efetivo do material por

Vo=, (3.158)
temos:
o, _ 0|9, |_ 190, 92,9V, (3.159)
g Op\Vy) Vg Op VS Op

0
3.5.4.8 Calculo da Sensibilidade ;eq
p

Da equagao (3.100) tem-se

B
P ope. 20 (3.160)
op dp

Derivando  ambos os membros da equagao acima e sabendo que

o = p'De (u) — (T — To)ph@ temos,
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o dlp"De(u)— (T -T pQ”B
20 . _ 9Hg. [ ()~ ) } . (3.161)
eq ap 8p
oo
4 = iHo—. npn_l@De—anan_l@(T—Z—E])B]. (3162)
op o, op op
Fazendo
npﬂ—lDE _ 2np277—1 (T _ TO)B =W (3163)

e substituindo na eq. (3.162), encontramos:

@ — i(Hc.w)@. (3.164)
op o Op

eq
3.5.4.9 Cadlculo da Sensibilidade V g

Por analogia com os cdlculos realizados no subitem 3.5.4.5, e em conformidade

com a eq.(3.155), obtém-se:

1-p
o7 _[3] "¢ 1 99,
R Z;ﬁ (s.) e (3.165)
de modo que
_1l-p
o5 || " -og,
ou v ZaU (3.166)

e=1

av.

sendo % = v l<ge>pl é;f:

Entretanto, uma vez que cada elemento contribui apenas com as componentes
associadas a seus graus de liberdade (deslocamentos e temperaturas) nodais,

derivamos o seguinte algoritmo:

Algoritmo:
99 _
ou
do n=1, nume
get Im(;)
get uel(?)

0
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g—gOm ()) ( (: )) (1 ns) ns = size (m )

end do

sendo ns o ndmero de graus de liberdade do elemento e Im o vetor de cédigo do

respectivo grau de liberdade.

Aqui

10
ﬂ / l ) g (3.167)
Derivando a eq. (3.100) em relagao ao vetor u, obtém-se:
20 L (3.168)
“ 3u 6u
Dali, substituindo ¢ = D’e (u) — (T — TU)BP e derivando
%, =2Ho - i(,o"DBq‘z —Niq;, p2’7B) r=Im(k) N k=1,...ns (3.169)
“Ou, du, ! T T '
do oq’ oy,
4= —Hc p"DB—* — N L 28 s r=tm(k) A k=1,...,ns (3.170)

8ur o ou ou

eq T T

sendo r o numero do grau de liberdade global e £ o nimero do grau de liberdade

local.

Na forma compacta a equagao anterior pode ser expressa na forma:

Bur o

eq
Sendo que o operador I[oﬂk define a k -ésima coluna da matriz e.
Agora, desde que a matriz D’ é simétrica, tem-se,

0o

ou o
T

eq

Voo Lro- (o [B], [N ] 8): r=m) A k=1

2 :L(DpHG.HBL_HG.ﬂN;]‘kB); r=Imk) A k=1,...,ns

,NS (3.171)

(3.172)
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Fazendo

as
Q
Il
Al

: (3.173)
D'Ho = &

temos

=1...,ns (3.174)

sendo assim,

e L

e eq

(3.175)

que representa toda a contribuicao do e-ésimo elemento.

3.5.5 Discretizacao do Problema de Otimizacao no Continuo

Para discretizar o dominio do problema, nés aplicamos, para um elemento

Tetrad, o Método dos Elementos Finitos de Galerkin que interpola tanto as

componentes de deslocamento e temperatura, (um,uy,uz,T ), quanto a densidade
relativa p, conforme a Fig.3.6 abaixo.

o (u,v,w,T — T),p)

Figura 3.5 — Elemento Finito Tetra 4.

A funcao objetivo é dada por:
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= prdﬂ (3.176)

°Q

° Interpolagao do campo de densidade relativa:

(:L' Y, 2 ) ZN (as Y, 2 ) (3.177)

n=1

ou ainda:

pil
pi?
'Oi3
’Oi4

p(w.p,2)=|N, N, N, N, (3.178)

onde N indica as fungoes de interpolagao do elemento, com n =1,...,4 indicando os

nés do elemento.

Sendo ¢ (x) o campo das varidveis, o caso linear é dado por:
gb(x) = gb(a:, y,z) =, +ar+ay+az (3.179)

. Determinacao das fungoes interpoladoras

Para a determinagao das fungoes interpoladoras N, N, N, e N, aplicamos as

condigoes nodais, isto é:
¢(s)
o(z,) =10, (3.180)
<b(x):ak a, —I—ax —I—azyk—l—aSzk
o(n)=a =0, +am +ay +az

Na forma matricial:

1 xl I3 ZL Oé[)

{a} = | (3.181)
1 Lo Y & ||%
1 Ty, |,

ou ainda,
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{a} = [K} (o} (3.182)
sendo,
1z oy 2
- |1 =z z
A—| A (3.183)
1 Ty Yy 2
1z, vy, 2
As fungoes interpoladoras sao entao determinadas por:
N :L(C Ade), n=1..,4 (3.184)
B 14
sendo V' o volume do elemento finito e calculado utilizando-se a formula,
1 _
V= g‘det Al (3.185)
e
C= [1 Ty z] (3.186)

Uma vez que a construgao das matrizes de rigidez envolve a definicao das

funcoes interpoladoras, cuja expressao depende das caracteristicas préprias do

elemento utilizado e do sistema de coordenadas que o define, e considerando-se que a

utilizacao do mesmo sistema de coordenadas no elemento e na estrutura como um

todo aumenta o custo computacional, costuma-se utilizar uma operacao de

mapeamento das funcgoes interpoladoras definidas em um dominio elementar padrao,

denominado sistema de coordenadas local ou natural, conforme Fig.3.7.

A 4
yw o U LU LU n
x? Ty) Tz

(T*j—:))7 10

Figura 3.6 — Mapeamento para o sistema natural do elemento.



Capitulo 3 - Otimizagao Topoldgica de Estruturas Termoelasticas 3D 64

Neste novo sistema, a densidade relativa e as funcgoes interpoladoras sao

definidas, respectivamente, como:

4

p (2 (&mC) w(Em <)z (&mC)) = DN, (&n.C)p, (3.187)
n=1
sendo,
N (&n¢)=¢
N' YA =
Aenc)=n (3.188)
N, (&m¢)=¢
N, (&m¢)=1-¢-n—¢
A matriz Jacobiana do elemento, que relaciona os dois sistemas, é
o oy 0
Ty =T Yy —Yu Zn TR g§ g§ g§
x Oy 0z
[J} =T TP Y TV B T AT 6_77 8_77 8_77 (3.189)
Tig =Ty Yy =Y Az T % or Oy 0z
a¢ o0¢ 0o¢
As expressoes integrais sao dadas por:
[ fayzav =ov [ [ [ dcande 3.190
) T,Y,2 = o Jo . n ( : )

No caso do elemento tetraédrico de quatro nés, detJ é constante e o volume

do elemento é:

v =detd [ 1 [ o [ T dcdnde (3.191)

Calculando as integrais:

ff“f“"dc“dndﬁ [ (- €~ n)ana
i e o020

:fl (1-26+¢

(3.192)

1
d§ = —
. 6
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Logo,
1
V= g‘det[JH (3.193)
. Interpolagao da Geometria:
4
z=3 N (&m.¢),
n=1
4
y=3 N (&n.C)y, (3.194)
n=1
4
2= N (&n.C)z,
n=1
o Derivada das fungoes de forma:
ON, N,
Ox o€,
JON, | _ Ei oN, | (3.195)
dy, on,
ox|  |on,
Oz, ¢,

Assim, substituindo os resultados obtidos na equacao da funcao objetivo, teremos:

fp)= prdQ (3.196)
[oda=ev[ [ H‘"Ii Ny, (& u,g)‘ d¢dnde

(3.197)
[od2 =060 |p, [NaQ+p, [ Nd2+p, [[NdO+p, [ Nd0
Determinagao de f N,d2.
U cacanas = [ (] amag= [ [ 61— 6~ n)inae
L1 Jo o, S,
2|0 1 ey
= fol[én—ézn—% d¢= [ |eft-¢)-¢ (pg%%@ (3.198)

~ 1 [ o ) T edcdnde = a[ N,dQ = i
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Procedendo de maneira andloga, veremos que:

1

szdQ :fNBdQ - fN4dQ == (3.199)
Q Q Q

Como resultado:

1 1 1 1
d§2 = 62 — |t o=t r|=|tr|—
e e M
+p,+p, +
[pdo =60, PP TP TP (3.200)
J ' 24
) . TP, ,
€ 4 el-m
Q
+p,+p, +
sendo p’ = ATl 1 Ps T P1 , densidade média do elemento.
o Determinagao do Vf (p) :
1
Q11
\Y = 3.201
o). ==k (3.201)
1
. Determinagao de h(p) (Restrigoes de Estabilidade):

As restricoes de estabilidade sao empregadas visando: assegurar a existéncia de
solugdo para o problema de otimizagao de leiaute, ver Bendsoe (1995) e Sigmund &
Petersson (1998); evitar o problema de instabilidade de tabuleiro e reduzir a
dependéncia da solugao do leiaute 6timo com relacao a malha inicial utilizada. Neste
ponto é importante enfatizar que, para obter um alto desempenho computacional, é
imprescindivel a utilizagao de um elemento finito com baixa ordem de interpolacao.
Porém, a utilizacao de elementos de ordem baixa pode ocasionar, no caso da omissao
da restricio de estabilidade, o aparecimento de instabilidade numérica. Como

resultado, é imposta a seguinte restrigao:
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od
—l=1|=h, (p)<0 (3.202)

d

na qual e é o nimero de elementos, d as diregoes em 1, y e z. A constante ¢, define

os limites laterais para as componentes do gradiente da densidade relativa.

Considere um elemento genérico como mostrado na

X :(:U,y,,zv), p/ i=1,...,4, as coordenadas dos vértices e x
n 2 2 (2 m

coordenadas do baricentro do elemento Tretra4.

Figura 3.7 — Coordenadas da baricentro do Elemento Finito Tetra4.

Agora, denotando:

d . :mjian].H p/ i1=1,..,4

mi

é definido,
e e 1
¢ =c" =¢ =—
T y z '
Calculando as derivadas:
op 6N1 N (37]\72 N 8N3 N 6N4
or  Ox P oz Py oz Py ox P
ap 6N1 6N2 6N3 3N4
dy Oy Jy Jy y
op 6N1 N (37]\72 N 8N3 N 3N4
9z Oz P 0z Py 0z Ps 0z Pu

sendo

Fig.3.8,

(:vm, Y52, ) as

(3.203)

(3.204)

(3.205)
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on, |w2)+(2) + ()~ (=)~ (2 ) - (v2)
Ox 6V
oN, _|a)+(me)+ (a) — (02) — () ~ (v2)
Oz 6V (3.206)
on, _|lv2)+ () +(v2) = (n2) ~ (u2) = (v2)
Ox 6V
8N4 _ (yiz"v‘) - (ykzr) + (ysz) - (yjzl) - (ysz) a (ylzk )}
Ox 6V
ON, _ (:L’kzl) + (ZL’ZZ],) + (m’jzk) — (:L’kzj) — (:L’lzk) — (ZL’ zl)]
dy 6V
on, _|(nz)+(w2) + (m2) — (m2) = (22) ~ (5
dy 6V
(3.207)
ON, _ (:L’],zl) + (37121) + (1:227) — (:1:],22,) — (:L’ZZ],) — (a:izl )]
oy 6V
8N4 _ (szi) + (xkz]) T (xizk) B (sz/f) B (xkzi) - (xiz] )}
oy 6V
ON, (fl:ky].) t (zzyk) T (nyl) - (zk%) - (zzy]) - (zjyk )]
0z 6V
ON, _ (xkyi)_’_ (mzyz)_’_ (xzyk)_(mky )_(mlyk)_(x yl)]
0z 6V (3.208)
8N3 _ (xjyi) T (xlyj) + (mlyl) o (xjyl) o (xly ) o (;1: ’!// )}
0z 6V
oN, _|(zp) + () + (o) = () = (28,) — (o0,
0z 6V
Entao:
2] ] 2]
(o) = N1 (o) = N1 e (p)= 1 (3.00)
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° Determinagao de Vp h,

Sendo, ¢ o numero de elementos, d as direcbes em z, y e z e n=1,...,4.

P, cd

Desta forma, teremos, na diregao z:

ahﬂ’r
dp,
oh,_,
_ |9,
Vﬂn h = oh
9p,
oh,_,
dp,
mas,
2 a
]
on, o ||\97 I B [
dp,  Op, c, . dp
“10x
De modo andlogo:
ahezzr _ ]‘ @ aNZ
dp, _c Op|[\ 0z )| Ox
“0x
Oh, 1 dp ON,
dp, _c dp| |0z || Ox
“|l0x
oh, 1 [9p||ON,
dp, _c Op|| 0z || Ox
“|l0x

Logo:

Ip,

dp

ox

][

ON,
oz

(3.210)

(3.211)

(3.212)

(3.213)

(3.214)

(3.215)
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ON
V h = L |9 ~fl, comn=1,...,4 (3.216)
Pn €0 . dp| |0z || Ox
“|0x
De maneira ansloga, temos:
Na diregao y:
ON
= L % 2|, com n=1,...,4 (3.217)
T . @ oyl ay
Na diregao z:
ON
h = L 19198, , comn=1...,4 (3.218)
Pu . dp|[\ 0z )| 0z
‘110z
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4.1 Procedimento Computacional

De modo geral, a implementacao computacional de um problema de otimizagao
estrutural pode ser dividido em trés fases: pré-processamento, processamento e pds-
processamento.

A fase de pré-processamento compreende duas etapas: na etapa 1 é feita a
caracterizacao do problema, a qual inclui informacoes sobre as caracteristicas
geométricas do modelo a ser analisado, propriedades do material, condicoes de
contorno e geracao da malha de elementos finitos; na etapa 2 o pré-processador gera
um arquivo de entrada de dados (inputF.dat) para ser utilizado na fase de
processamento. O arquivo inputF.dat contém todas as informagoes referentes ao
problema, tais como: numero de elementos, nimero de ndés, coordenadas dos nés,
conectividade dos elementos, graus de liberdade dos nés, condigoes de contorno e
propriedades do material. Neste trabalho utilizou-se o programa comercial FEMAP,
versao 10.1.0, nos trabalhos de pré-processamento.

A fase de processamento é composta das etapas 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10. Nesta
fase foi utilizado um cédigo computacional formado por um conjunto de programas
escritos em linguagem Fortran90/95, o qual teve como ponto de partida uma
estrutura de dados desenvolvida para o estudo de problemas termoeldsticos 2D, Silva
(2007).

Na fase de pds-processamento, etapa 11, utilizou-se o programa comercial GID,
versao 10.0.5, para visualizar e analisar o arquivo de saida de dados gerado na fase de
processamento.

As trés fases do trabalho de processamento, juntamente com suas respectivas

etapas, estao ilustradas no fluxograma exibido na Fig. 4.1 da pagina seguinte.
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Inicio

v

Etapa 1. Definicdo do Espago de Projeto, Condigdes
de Contorno e Modelagem Geométrica do
Problema.

\

Etapa 2. Geragdo do Arquivo de Entrada de Dados,

(inputF.dat).

Etapa 3. Leitura do Arquivo de Entrada de Dados.

v

Etapa 4. Montagem da Estrutura de Dados.

!

Etapa 5. Estimativa do Valor Inicial das Variaveis de

Projeto.

Etapa 6. Andlise de Elementos Finitos.

v

Etapa 7. Andlise de Sensibilidade.

v

Etapa 8. Otimizagdo.

!

Etapa 9. Convergiu?

[ s

Etapa 10. Arquivo de Saida de Dados.

v

/ Etapa 11. Visualizar/ Analisar Resultados. /

Parar

Pré-Processamento

Processamento

Pés-Processamento

Figura 4.1 - Fluxograma do Processo de Otimizacao Topolégica.
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Resultados

4.2 Descricao Geral das Propriedades dos Materiais Utilizados

nos Problemas de Validacao

Objetivando verificar a validade da abordagem em estudo serd considerada a
solugcao de um conjunto de problemas de otimizacao topoldgica de estruturas
termoeldticas 3D. Os modelos sao supostos constituidos de um unico material e, para
tanto, utilizou-se o aco inox AISI 304 cujas propriedades mecéanicas e térmicas

seguem abaixo:

Aco Inox AISI 304: Médulo de Young E, =193,0 GPa; coeficiente de condutividade

térmica k = 16,60 (W."C)/m; coeficiente de transferéncia convectiva de calor
h =10,00W/(m2.°C); coeficiente de expansao/dilatacio térmica do material
B =17,00x10"° m/(m."C); tensio de escoamento (para tragio e compressao)

o, =207.000,0 kN/m?; tensao de escoamento (cisalhante) 7, =138.000,0 kN/m? e

coeficiente de Poisson v, =0,29. Para a parte térmica do problema, consideraremos
uma temperatura prescrita T = 100°C , temperatura inicial da superficie do sélido
sob convecgao livre T, = 20°C' e a temperatura do fluido sendo T’ =25°C".

Em todos os casos, o modelo geométrico, os carregamentos, as condigoes de
contorno e a malha de elementos finitos foram gerados utilizando-se o programa
comercial FEMAP v10.1.0. Malhas nao estruturadas foram utilizadas visando
minimizar qualquer influéncia devido a orientacao da malha inicial na determinacao
do leiaute 6timo final. Além disso, malhas com um numero crescente de elementos sao
exibidas a fim de mostrar a convergéncia das topologias “6timas” intermedidrias para
o leiaute final 6timo.

O pos-processamento dos resultados foi realizado através do programa

comercial GID v.10.0.5.
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4.3 Apresentacao dos Resultados

Problema 4.1

Consideremos um cubo com 0,05m de lado, submetido a uma carga
distribuida F =207 x 10°N/ m” aplicada no centro da superficie superior. O cubo estd

fixado nos quatro cantos da base inferior e possui uma temperatura prescrita

T =100"C aplicada nas fixagoes, conforme Fig. 4.1(a). A drea de aplicagdo da carga

¢ 0,02x0,02m’e a drea de cada fixacao é 0,01 x0,01m”.

Y% de simetria

Planos de simetria

Figura 4.1(a) — Descrigao do problema 4.1

Devido & simetria do modelo e objetivando a reducao do tempo de
processamento analisou-se apenas Y do modelo, Fig. 4.1(a). A andlise foi realizada
utilizando-se trés malhas com nimero de nds e elementos gradualmente crescentes. A
primeira malha fez uso de 594 nés e 2504 elementos, segunda 850 nés e 3629
elementos e, finalmente, a terceira utilizou uma malha com 1034 nds e 4557

elementos.

As Figs. 4.1(b),(d) e (f) exibem o modelo completo do exemplo em estudo
juntamente com a evolucao dos leiautes 6timos. Pela andlise das figuras verifica-se a
convergéncia dos leiautes 6timos parciais para o leiaute 6timo final, bem como a boa
resolugao dos seus contornos. Nas Figs.4.1(c),(e) e (g) estao ilustradas as distribui¢oes

do critério de falha.
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Refino 1: malha com 594 nds e 2504 elementos.
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Figura 4.1 (b) — Resultado refino 1 do problema 4.1

TR -
L

Il Lit
nm—
| & -
e
B ke
= i
i
Y
[~

Figura 4.1 (¢) — Fungao de falha refino 1 do problema 4.1

Refino 2: malha com 850 nds e 3629 elementos.

Modelo completo com distribuigao 6tima de massa Topologia do problema com distribuigao de massa

Figura 4.1 (d) — Resultado refino 2 do problema 4.1
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Figura 4.1 (e) — Funcao de falha refino 2 do problema 4.1

Refino 3: malha com 1034 nds e 4557 elementos.
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Modelo completo com distribuicao 6tima de massa Topologia do problema com distribuicao de massa

Figura 4.1 (f) — Resultado refino 3 do problema 4.1
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Figura 4.1 (g) — Fungio de falha refino 3 do problema 4.1

Neste tltimo refino o percentual de volume material do leiaute 6timo final representa

20,3% do material presente no modelo original.
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Problema 4.2

Neste caso, o problema consiste em um bloco retangular possuindo 0,10m de
comprimento, 0,04m de altura e 0,01m de espessura. O bloco encontra-se apoiado

nos cantos da base inferior e estd submetido a uma carga distribuida na face superior,

de intensidade F =207 x10°N/ m?, e a uma temperatura prescrita T = 100°C em
toda a base inferior, Fig. 4.2(a). A drea do carregamento mecanico é 0,01 x0,02m’ e

a drea de cada apoio 0,01x 0,01 m”.

% de simetria

Plano de simetria

Figura 4.2(a) — Descri¢ao do problema 4.2

Afim de reduzir o tempo de processamento e devido a simetria do modelo foi
analisada apenas % do modelo, conforme Fig. 4.2(a). Trés processamentos foram

realizados, como ilustrado nas figuras abaixo.

Refinol: malha com 354 nds e 1302 elementos.

Modelo completo com distribuigao 6tma de massa Topologia do problema com distribuicao de massa

Figura 4.2 (b) — Resultado refino 1 do problema 4.2
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Figura 4.2(c) — Fungao de falha refino 1 do problema 4.2

Refino2: malha com 781 nds e 3154 elementos.

Modelo completo com distribuicao 6tma de massa Topologia do problema com distribui¢ao de massa

Figura 4.2 (d) — Resultado refino 2 do problema 4.2
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Figura 4.2 (e) — Funcao de falha refino 2 do problema 4.2

A sequéncia de figuras representando a evolucao dos leiautes 6timos converge para o
leiaute 6timo final indicado na Fig. 4.2 (f), o qual possui uma interface material /vazio

nitidamente definida e reducao de massa da ordem de 75%.
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Refino3: agora com uma malha de 1588 nés e 7071 elementos.

Modelo completo com distribui¢ao 6tma de massa Topologia do problema com distribuicao de massa

Figura 4.2 (f) — Resultado refino 3 do problema 4.2

Famem ¥ g

e
I-|n
w1 mm
vi e
ER ]

]
i s
L -

Figura 4.2 (g) — Funcao de falha refino 3 do problema 4.2

Problema 4.3

Aqui considera-se uma viga fixada na face esquerda e submetida a uma carga
cisalhante na face direita além de uma temperatura prescrita na fixacao. A viga tem

0,10m de comprimento, 0,07m de altura e 0,01m de espessura. A estrutura estd
submetida aos seguintes carregamentos: F =119511x10°N/m? e T =100°C". A srea
do carregamento ¢ de 0,01x0,02n7Y e a drea da fixacio & 0,01x 0,077, Fig.4.3 (a).

Foi analisada % da estrutura para efeito de reducao do tempo de
processamento, conforme Fig.4.3 (a). Dois refinos foram realizados e a evolugao dos

leiautes 6timos ¢ mostrada nas Figs. 4.3(b) e (d).
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% de simetria

Figura 4.3 (a) — Descrigio do problema 4.3

As Figs. 4.3(c) e (e) representam a distribuigao do critério de falha.

Refinol: malha com 625 nds e 2130 elementos.

Modelo completo com distribuicao 6tma de massa Topologia do problema com distribuicao de massa

Figura 4.3 (b) — Resultado refino 1 do problema 4.3
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Figura 4.3 (c¢) — Fungao de falha refino 1 do problema 4.3
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Refino2: malha com 910 nds e 3360 elementos.

Modelo completo com distribuicao 6tima de massa Topologia do problema com distribuicao de massa

Figura 4.3 (d) - Resultado refino 2 do problema 4.3.
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Figura 4.3 (e) - Funcao de falha refino 2 do problema 4.3.

Neste caso, o percentual de volume material do leiaute 6timo final equivale a 39% do

material do modelo original, Fig. 4.3 (d)
Problema 4.4

Considera-se agora o problema de uma viga L de dimensoes a = 0,09m
b=0,03m, ¢c=0,06m, d=0,0lm, e=0,03m e r=0,02m fixada na lateral
esquerda e submetida a uma carga distribuida cisalhante F = —119511x10°N/m’

no centro da face lateral direita e a duas cargas térmicas: uma temperatura prescrita

T, =100°C" em toda a face curva e outra temperatura prescrita TQ = 50C na fixacao

lateral esquerda. A drea do carregamento é de 0,01x0,01mM° e a drea da fixacio é

0,01x0,09n7, Fig.4.4 (a). Neste exemplo foram realizados trés processamentos,

conforme Figs. 4.4(b), (d) e (f).
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Figura 4.4 (a) — Descrigao do problema 4.4

Refino 1: malha com 559 nds e 1913 elementos.

Modelo completo com distribuicao 6tima de massa Topologia do problema com distribui¢ao de massa

Figura 4.4 (b) - Resultado refino 1 do problema 4.4.
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Figura 4.4 (c) - Funcao de falha refino 1 do problema 4.4.
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Refino 2: malha com 992 nds e 3832 elementos.

Modelo completo com distribuicao 6tima de massa  Topologia do problema com distribuigao de massa

Figura 4.4 (d) - Resultado refino 2 do problema 4.4.

Figura 4.4 (e) - Funcao de falha refino 2 do problema 4.4.

Refino 3: malha com 1029 nds e 4012 elementos.

Modelo completo com distribui¢ao 6tima de massa  Topologia do problema com distribui¢ao de massa

Figura 4.4 (f) - Resultado refino 3 do problema 4.4.
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Figura 4.4 (g) - Funcao de falha refino 3 do problema 4.4.

Neste exemplo o volume de material do leiaute 6timo final, Fig.4.4(f), representa

36.9% do material presente na estrutura original.

Problema 4.5

Uma vez que os trabalhos sobre otimizagao de estruturas termoelasticas
disponiveis na literatura e utilizados na revisao bibliografica da presente pesquisa
versam apenas sobre problemas 2D, para efeito de comparacao serd considerado o
Problema 4.3 formulado e resolvido em Silva, (2007). Trata-se de uma estrutura 2D

bi-apoiada, cuja figura ilustrativa é abaixo reproduzida:

FI
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Figura 4.5 (a) — Estrutura 2D, Silva (2007).

A comparacao foi realizada com uma estrutura 3D possuindo 0,20m de
comprimento, 0,05m de altura e 0,01m de espessura. Como mostra a figura 4.5 (a)

acima, a estrutura é apoiada nos cantos da base e submetida a uma carga distribuida

vertical F = 207 x 10°N /m” no centro da base e a uma temperatura prescrita



Capitulo 4 — Resultados 85

T =100"C' no eixo vertical central. O modelo 3D utilizado na comparacgao estd
representado na Fig. 4.5 (b) abaixo, sendo o eixo vertical original substituido por um

plano vertical central.

Y de simetria

Planos de simetria

Figura 4.5(b) — Descricao do problema 4.5.

Nesse modelo as dreas de cada apoio sdo iguais a 0,01x0,01n7 e a drea de aplicacio

da carga é igual a 0,01x 0,02m’ e hé uma carga térmica de T = 50°C aplicada nos

apolos.

Considerando a simetria do modelo e objetivando reduzir o custo
computacional, utilizou-se um modelo representando Y da estrutura sob andlise e,
para tanto, dois processamentos foram realizados: inicialmente foi utilizada uma
malha com 753 nés e 2618 elementos e em seguida uma malha com 1262 nés e 4704

elementos. Os resultados estao ilustrados nas Figs. 4.5 (c) - (f).

Refinol: malha com 753 nds e 2618 elementos.

Modelo completo com distribuigao 6tima de massa Topologia do problema com distribui¢ao de massa

Figura 4.5 (c) - Resultado refino 1 do problema 4.5.
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Figura 4.5(d) - Funcao de falha refino 1 do problema 4.5.

Refino2: malha com 1262 nds e 4704 elementos.

Modelo completo com distribuicao 6tima de massa Topologia do problema com distribuicao de massa

Figura 4.5 (e) - Resultado refino 2 do problema 4.5.

Figura 4.5(f) - Funcao de falha refino 2 do problema 4.5.

Comparando os resultados obtidos no modelo 3D com o seu andlogo 2D,
formulado e resolvido por Silva (2007), Fig. 4.5(g), verifica-se a concordancia dos
leiautes 6timos. No presente caso 3D o volume de material da topologia &tima,

Fig.4.5(e), representa 34.3% da massa da estrutura original.
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Figura 4.5(g) - Resultado problema 4.3 formulado e resolvido por Silva, (2007).

Problema 4.6

Ainda para efeito de comparacao com resultados 2D disponiveis na literatura,
considera-se agora Problema 4.7 também formulado e resolvido por Silva, (2007).
Trata-se de uma estrutura 2D fixada nas laterais, submetida a uma carga vertical

F =207x10°N/m mno centro da base inferior e a uma temperatura prescrita

T =100"C' em ambas as fixagoes, conforme figura reproduzida abaixo:

-
|
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Figura 4.6 (a) — Estrutura 2D, Silva (2007).

Objetivando reduzir o tempo de processamento e manter a proporcionalidade

das dimensoes da estrutura original foi utilizado um modelo 3D com 0,06m de
comprimento, 0,04mde altura e 0,01m de espessura. A estrutura estd fixada nas
duas laterais e submetida a uma carga distribuida F = 207 x 10° N/ m”no centro da

base e a uma temperatura prescrita T =100°C nas duas fixacoes. A drea do

carregamento mecéanico ¢ de 0,005x0,01m*, enquanto a drea de cada fixacio é de

0,01x0,04n7, Fig.4.6(b).
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Y% de simetria

Planos de simetria

Figura 4.6(b) — Descri¢ao do problema 4.6.

Também buscando a redugao do custo computacional foi analisada % de simetria do
modelo, Fig. 4.6 (b), em trés processamentos. O primeiro com 367 nés e 1291
elementos; o segundo com 757 nés e 2873 elementos; o terceiro com 1137 nds e 4662
elementos. A sequéncia de leiautes 6timos intermedidrios mostrando a convergéncia

para o leiaute 6timo final é exibida nas Fig. 4.6 (c), (e) e (g). As Figs. 4.6 (d), (f) e

(h) exibem a fungao de falha para cada caso.

Refino 1: malha com 367 nds e 1291 elementos.
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Figura 4.6(c) - Resultado refino 1 do problema 4.6.
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Figura 4.6(d) - Funcao de falha refino 1 do problema 4.6.

Refino 2: malha com 757 nds e 2873 elementos.

Modelo completo com distribuigao 6tima de massa Topologia do problema com distribui¢ao de massa

Figura 4.6(e) - Resultado refino 2 do problema 4.6.

Figura 4.6(f) - Funcao de falha refino 2 do problema 4.6.
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Refino 3: malha com 1137 nds e 4662 elementos.
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Figura 4.6(g) - Resultado refino 3 do problema 4.6.
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Figura 4.6(h) - Fungao de falha refino 3 do problema 4.6.

Figura 4.6(i) - Resultado problema 4.7 formulado e resolvido por Silva, (2007).

A sequéncia dos leiautes 6timos exibidos nas Figs. 4.6 (¢) e (e) mostram a evolugao

da qualidade do contorno material e a convergéncia para o leiaute 6timo, bem como
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sua concordancia com o seu andlogo 2D. Na Fig. 4.6(g), apesar do contorno material
nao se apresentar de maneira bem definida, novamente é observado o mesmo padrao
obtido no modelo 2D resolvido por Silva, (2007). Aqui o volume de material da

topologia 6tima final, Fig.4.6(h), representa 20% da massa da estrutura original.

Problema 4.7

Considera-se agora um bloco retangular com um furo circular centrado no

centro do bloco. O bloco tem 0,16m de comprimento, 0,08mde altura e 0,01m de
espessura, sendo 7 = 0,02m o raio do furo. A estrutura estd submetida a uma tracao
distribuida F =207 x10°N/m’ no meio das laterais opostas e a uma temperatura

prescrita T = 100°C no contorno do furo, sendo as dreas do carregamento mecénico
iguais a 0,005x0,01n7. A Fig.4.7(a) abaixo exibe o modelo da estrutura juntamente

com ¥ da mesma, na qual foi aplicado o processo de otimizagao.

Y de simetria

Planos de simetria

Figura 4.7(a) — Descrigao do problema 4.7.

Foram realizados trés processamentos. O primeiro utilizou uma malha com 301
nos e 803 elementos, o segundo uma malha com 606 nés e 2123 elementos e o terceiro
fez uso de uma malha com 836 nés e 3008 elementos. A sequéncia de figuras abaixo

mostra a e evolugao dos leiautes 6timos.

As Figs. 4.7(b) — (g) exibem os leiautes 6timos para cada caso.
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Refino 1: malha com 301 nds e 803 elementos.

Modelo completo com distribui¢ao 6tima de massa Topologia do problema com distribuicio de massa

Figura 4.7(b) - Resultado refino 1 do problema 4.7.

Figura 4.7(c) - Funcao de falha refino 1 do problema 4.7.

Refino 2: malha com 606 nds e 2123 elementos.

Modelo completo com distribuigao 6tima de massa Topologia do problema com distribuicao de massa

Figura 4.7(d) - Resultado refino 2 do problema 4.7.
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Figura 4.7(e) - Funcao de falha refino 2 do problema 4.7.

Refino 3: malha com 836 nds e 3008 elementos.

Modelo completo com distribuicao 6tima de massa Topologia do problema com distribuicao de massa

Figura 4.7(f) - Resultado refino 3 do problema 4.7.

Figura 4.7(g) - Funcao de falha refino 3 do problema 4.7.
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Neste 1iltimo processamento vale destacar a excelente definicao da interface
material /vazio e a siginificativa redugao no volume de material da topologia 6tima

final, Fig.4.7(f), a qual equivale a apenas 22.7% da massa da estrutura em estudo.

Problema 4.8

Consideremos agora uma viga simplesmente apoiada como mostra a Fig. 4.8

(a). A viga possui 0,20m de comprimento, 0,05m de altura e 0,01m de espessura e

estd apoiada nos cantos da sua base. Ela estd submetida a uma temperatura prescrita

aplicada em uma superficie medindo 0,10m x 0,01m posicionada no centro da face
superior e estd sujeita a uma carga distribuida F = —207 x10°N/m’, aplicada no

centro da base inferior. Além disso, hd4 uma temperatura prescrita T = 50°C aplicada

nos apoios. A drea de aplicacdo da carga é de 0,01 x 0,01m”.

Y4 de simetria

Planos de simetria

Figura 4.8(a) — Descrigao do problema 4.8.

Neste exemplo pretende-se mostrar que o método proposto é sensivel a
variacao de temperatura. Para tanto, foram processados quatro casos nos quais a
malha de elementos finitos, o carregamento mecénico e a temperatura nos apoios
mantiveram-se constantes e procedeu-se a variacao da temperatura na superficie
acima descrita. Quatro situacdes foram estudadas: T =100°C, T =300°C,
T =500°C e T =600°C. Os resultados sdo mostrados na sequéncia de Figuras 4.8
(b), 4.8 (c¢), 4.8 (d) exibidas abaixo:
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Fig 4.8(b) — Leiaute frontal: 759 nds, 2659 elementos e 1" « 1ML’

Fig 4.8(c) — Leiaute frontal: 759 nés, 2659 elementos e | o[

Fig 4.8(d) — Leiaute frontal: 759 nds, 2659 elementos e | = WHI (.

Com o aumento da magnitude da temperatura verifica-se, Figs. 4.8 (b), (c) e
(d), pequenas variagoes na interface material/vazio nas proximidades da superficie
submetida & temperatura prescrita, sendo estas mais acentuadas quando a
temperatura passa de 300°C" para 500°C', o que confirma a capacidade da presente

proposta em captar os efeitos termoelasticos em estruturas 3D.

As pequenas variagoes observadas nas proximidades da superficie submetida a
temperatura prescrita siginificam, entre outas coisas, que a carga mecéanica tem efeito
dominante sobre o efeito térmico, uma vez que o carregamento mecanico possui maior
contribuicao no calculo das tensées do que a parcela de carga térmica. Assim, se a
carga mecanica é dominante, como nos casos acima, a distribuicao de material ao
redor da fonte térmica é praticamente a mesma que aquela com somente carga
mecéanica. No entanto, com o aumento da temperatura prescrita, a carga térmica
passa a ter efeito mais significativo e o material é distribuido de maneira a reforgar o
entorno da regiao submetida a tal tipo de carga, modificando, desta forma, a

configuracao do leiaute 6timo nas proximidades da fonte térmica. Este fato fica
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evidente quando comparamos as Figs. 4.8 (b)-(c) com as Figs. 4.8 (d)-(e) e

verificamos que nestas iltimas hd uma maior distribuicao de material no entorno da

fonte témica.

Fig 4.8(e) — Leiaute frontal: 759 nds, 2659 elementos e 1 ~ HlHI (.

Vale salientar, entretanto, que a presente proposta estd habilitada a trabalhar
apenas com pequenas variagoes de temperatura e que, sob temperaturas elevadas, as
deformacoes extrapolam o regime linear e, assim, a proposta em estudo perde a sua
validade. Nas Figs. 4.8 (f)-(n) sdo mostrados os leiautes Stimos para cada caso,

juntamente com a respectiva distribuicao do critério de falha.

Fig 4.8(g) — Funcgao de falha problema 4.8, | EL I
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Fig 4.8(h) — Topologia do problema com distribui¢ao de massa, I~ MWI (",

Fig 4.8(i) — Funcao de falha problema 4.8, T o= dre

Fig 4.8(j) — Topologia do problema com distribui¢ao de massa, T = 500rC .
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Fig 4.8(1) — Fungao de falha problema 4.8, I — &Gk i,

Fig 4.8(m) — Topologia do problema com distribuicdo de massa, 'r = MErC .

Fig 4.8(n) — Funcao de falha problema 4.8, T o= e,
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4.4 Conclusao

O método desenvolvido neste trabalho, otimizagao de estruturas termoelasticas
3D sob um critério de tensao, mostrou ser bastante eficiente na geragao de leiautes
estruturais 6timos. A abordagem do problema através da utilizacao de uma tnica
equagao de estado, acoplando em uma sé expressao os campos térmico e mecanico,
possibilitou a descricao do fenémeno em um dominio comum. Este fato, juntamente
com a utilizacao de um critério de tensao global e o uso de um elemento finito de

baixa ordem, possibilitou uma significativa reducao no tempo de processamento.

Além da reducao do custo computacional destacada acima, deve-se frisar ainda
que foi possivel contornar os problemas de tabuleiro de xadrez, bem como evitar
problemas de dependéncia da topologia 6tima final em relacao & malha inicial, através
da imposicao de restrigoes do tipo caixa as componentes do gradiente de densidades

relativas.

Outro aspecto digno de nota é o fato de a abordagem aqui desenvolvida
utilizar o Método do Lagrangiano Aumentado, o qual trds, como parte de sua
formulacao, o Método da Penalidade Exterior. Assim sendo, a solucao 6tima é obtida
por meio de aproximagoes que violam o espaco de projeto original, o que explica o

fato de a violagao das funcoes de falha ocorrer em apenas alguns elementos da malha.

Verificou-se também a sensibilidade do método frente a variagoes de
temperatura, uma vez que é possivel avaliar a definicao do leiaute final 6timo quando

hd um aumento da temperatura dentro da margem linar de deformacoes.

A abordagem proposta resulta, portanto, em uma ferramenta bastante
promissora na obtencao de leiautes 6timos possuindo alta resolucao nas interfaces

matéria/vazio.
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Capitulo 5

Sugestoes de Trabalhos Futuros

Sugestoes de Trabalhos Futuros

Com base nas pesquisas bibliograficas e nos resultados alcangados no presente

trabalho, consideram-se promissoras as seguintes possibilidades de trabalhos futuros:

Incorporacao dos efeitos da radiacao no estudo de otimizacao topolégica de

estruturas termoeldsticas 3D.

Abordagem do problema de otimizacao topoldgica de estruturas termoeldsticas

3D via método h-adaptativo de refino de malha.

Aplicagcao do método de otimizacao topoldgica ao estudo de estruturas

termoeldsticas 3D sob regime transiente.

Combinacao do método de otimizagao topoldgica com o método conjunto nivel

no estudo de estruturas termoeldticas.

Otimizacao topoldgica de estruturas termoeldsticas sujeitas a multiplos

carregamentos térmicos.
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Apéndice A

Com a aplicagao do Método do Lagrangiano Aumentado, o problema de
otimizacao de leiaute reduz-se a solucao de uma seqiiéncia de problemas de
otimizacao com restricoes de caixa, a qual é resolvida por um método de projecao de
segunda ordem que usa um método de quasi-Newton sem memoria. Sendo assim, aqui

se faz uma descricao da direcao de descida adotada no algoritmo de minimizacao.

A.1 Meétodo do Gradiente Projetado

O método de projegao a ser considerado é caracterizado por iteracoes cujos
movimentos sao nas diregoes de descida, os quais sao restringidos a residirem em
dominios poliédricos. Consequentemente os pontos obtidos ao longo do processo

iterativo sao factiveis e o valor da fungao objetivo decresce constantemente.

Para descrever o processo, considera-se o seguinte problema de otimizacao com

restricoes do tipo caixa:
min f (x) (a.1)
sujeito a

inf sup -
' <z, <z, i=1..m. (a.2)

1

Seja x* um ponto factivel, da k-ésima iteracio do problema de otimizacdo, o
qual tem associado ¢ restricoes de desigualdade ativas. Definem-se por restrigoes

ativas, as restricoes de desigualdade lateral que satisfazem:

‘xz — x| < tolg
ou (a.3)
|z, — ™| < tolg, i=1,..,m.

As restricoes laterais podem ser expressas como:

Gyiqg (X0 = xzi,hf —z, <0; (a.4)
a.
9o, ) =2, —a;" <0
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daf
09,
gl F=-0, . Vg, =-e; (a.5)
Z;
09,
8_; = 5ij o Vg, =e,. (a.6)

[Nq]:[ieﬂf fieiq}:[ngﬂf .o ixvg, |, (a.7)

O método do gradiente projetado comsiste basicamente em partir de x* e

1

. k , . ~ . . ~ .
determinar x"" através de uma iteracao do tipo direcao de descida:

XL:+1 — XL: + aktsk: (38)

onde " é o comprimento do passo ao longo da direcio de descida s*, associada & k-
ésima iteracao. Desta forma, o problema consiste principalmente na determinacao de
uma direcao de descida s que produz a méaxima diminuicao em f(x) para um passo
unitdrio, (lsly = <s, [M]s) =1 - dependente da métrica utilizada), no subespago das

restrigoes ativas, i.e.
min {(s, V) + u((s,[M]s) — 1)} (a.9)

sendo que [M] é simétrica e positiva definida. Em adigao, como o problema contém
.~ . ~ k N ~ . . N
restrigoes, impoe-se que s' pertenga & interse¢ao dos hiperplanos associados as

restricoes ativas. Logo,
N,]'s=0. (a.10)

. .~ . . k41 . ~
Como resultado, o conjunto de restricoes ativas permanece ativo em x""'. A direcao

de descida a que faremos uso seré dada por

st = —i[Pq][M]‘l V(x") (a.11)

onde [Pq] ¢é o operador projegao obliquo.
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e Determinacao do operador projegao obliquo - [Pq]

A funcao Lagrangiana associada ao problema de minimizacao com restricao,

definido em (a.9) e (a.10), é dada por:
L(s,u,A)=(s,Vf)+ u (<s, [M]s) — 1) + <?u,[Nq]T s> : (a.12)

Aplicando as condigoes necessdrias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker

associadas ao problema obtém-se:

oL 1 -1

=0 SZ_Z[M] (v -[N,Jab; (a.13)
oL ) 1. a
%:0 oo (s, [M]s) =1; (a.14)
g_i:o IN,]'s=0. (a.15)

Agora, de acordo com as eqgs. (a.13) e (a.15) deriva-se:

n={IN ]y [ L] g (2.16)

Além disso, [M]s-s =1, substituindo o valor de s dado pela eq. (a.13), tem-se que:

= %<[M]1 {7 [N} fvr =[N, ad) (a.17)
ou ainda,
u=slor=N, (a.18)
onde
Il = (o) € (VW) =[M]'v-w. (a.19)

Substituindo as egs. (a.16) e (a.18) na definigdo do vetor s dado na eq. (a.13), obtém-
se:
|

= W P ][M]’l vf, (a.20)

5 q

onde o operador projecao obliquo [Pq], ponderado por [M]_l, ¢é dado por:
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B =0 vy [ g [ LN (a.21)

sendo [I] a matriz identidade.

A.2 Aproximagao Quase — Newton

Aqui é considerado que a aproximagao da matriz Hessiana ¢ denotada por [M].

-1

A sua respectiva inversa [S]=[M]|  pode ser aproximada por:

<Yk7 [S;‘?FGS] Yk,>
<dlm Yk>

[d, ®d,] [d @y ]S"] 8]y, 2d)] (2.22)

(S =[5+ (d.y,) (d.y,) (dy,)

K+l

1+

se <dk,ka> <=-— (epsilon)% dkH2 HkaHZ , caso contrario [Sffffs] =[I]. Aqui, define-se
Y. =V — Vi ed =%, —x,.
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Apéndice B

B.1 Condigoes Necessdarias e Suficientes de Karush-Kuhn-Tucker

Em 1951, Kuhn e Tucker propuseram as condigoes matemdticas para um dado
ponto no espacgo ser considerado um ponto 6timo. Como esses critérios matemédticos
haviam sido anteriormente e independentemente propostos por Karush, essas
proposigoes passaram a ser conhecidas como condigoes de otimalidade de Karush-

Kuhn-Tucker.

As condigoes necessarias e suficientes de Karush-Kuhn-Tucker, se satisfeitas,
garantem que um ponto. X é realmente um ponto extremo. Em seguida, as condicoes
que determinam um ponto como sendo de minimo (ou médximo) sdo definidas para

um problema de otimizagao sem restrigoes.

Para o caso que f(X) é um funcional tal que f:X c R"— R, o qual define a
funcao objetivo, x e X um vetor que define as varidveis de projeto e considerando que
X ¢ um ponto extremo do funcional f(X). A expressio para f(X) pode ser

aproximada mno ponto X pela expansao em série de Taylor na forma

multidimensional:
F(x) = f(x*)+Vf(x*)Td+%dTH(x*)d+R, (b.1)
sendo d=x—-X".
Reescrevendo:
Vi (x) = Vf (x*)Td+%dTH(x*)d+R. (b.2)

Sendo assim, Vf deve ser nao negativo, i.e.,, Vf >0 para que X seja um

ponto de minimo local. Dessa forma, tém-se as seguintes condi¢oes de otimalidade:
e (Condicao necessiria de primeira ordem:

Para que X seja um minimo (ou mdximo) local da funcio f(X), duas vazes

diferencidavel em X , é necessdrio que:

VE(x)=0 (b.3)
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e Condicao necessiria de segunda ordem:

Para que seja um minimo (ou méximo) local da fungdo X , duas vezes

diferencidvel em X ¢é necessério que a equacao (b.3) seja satisfeita e que:
VE(X)=H(X) (b.4)

Seja positiva (ou negativa) semi-definida, sendo H a matriz Hessiana.

Observa-se que estas condigoes sao apenas necessiarias porque os termos de
primeira e segunda ordem podem ser nulos, deixando ainda duvida sobre a natureza

de X .
e Condicao suficiente:

Seja  f(X) duas vezes diferencidgvel em X tal que a equacao (b.3) esteja

satisfeita e que H(X') seja positiva ou negativa definida.

Dessa forma, X ¢é minimo (ou maximo) local de f(X).
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Apéndice C

Os métodos de penalidade sao procedimentos que visao aproximar problemas
de otimizagao com restrigoes, por problemas sem restricao. Essa aproximacao é
obtida, adicionando-se & funcao objetivo uma parcela que estabelece uma penalidade
pela violagao das restrigoes. Esta parcela estd associada a um pardmetro 7, que

determina a severidade da penalidade.

Para descrever o processo, considera-se o seguinte problema de otimizagao com

as seguintes restrigoes:
min f (x) (c.1)
sujeito a

g,x<0 j=1L...m

(c.2)
h(x>=0 k=1,...,n

Transformando o problema, tem-se:

min ¢ (x, T,

)=f@+1,P (c.3)

onde ¢ é a fungao construida pelo aumento da penalidade; f(x) é a fungao objetivo
original; r, € o pardmetro de penalidade, sendo p o indicador de iteragao e P(x) a

funcao de penalidade definida conforme o método empregado.

C.1 Método da Funcgao de Penalidade Exterior

No Método da Funcao de Penalidade Exterior a funcao objetivo é penalizada

fora da regiao factivel. Tipicamente, a funcao P (x) é definida por:

m

2 n 2
Peo =) {max[0,9, 0]} + Y [h ] (c.4)
j=1 k=1

Se todas as restricoes sao satisfeitas P(x)=0. A funcao construida, neste
caso, pelo aumento da penalidade equivale a funcao objetivo original. Se uma ou mais
restrigoes sao violadas, o quadrado dessas fungoes é adicionado a funcao ¢. As

restrigdes sado elevadas ao quadrado para assegurar que a tangente (inclinagao) a
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funcao de penalidade seja nula sobre a fronteira da regiao factivel. Com isso pode-se

assegurar a continuidade da derivada da fungao ¢.

Nesta formulagao da fungao penalidade, a derivada segunda da fungao ¢ nao é
continua sobre a fronteira que limita a regiao factivel. Isto é uma possivel causa de

mal-condicionamento numérico para o método de minimizagao de segunda ordem.

[
" 4
I | ]
i
! ]
WF 4
b Y i
% i
| S’ ] i
LY ]
. i
.!'_.- % | .__.-"
h, .H'-\. % i o
h % W@ 4
.\.-\. R B = -'.rﬂ-'
H\'-\.l. -.-F:: ] L !
i = ]
™
- -
|
."'. W
.-" f
:
i -

Figura b.1: Método da funcao de Penalidade Exterior.

e Algoritmo do Método da Funcao de Penalidade Exterior

e [ntrar com o valor inicial de x, e 1;.Fazer p=1.

e Determinar o vetor X; que minimiza a funcao: ¢(x, rp)

* . o~ * A s, 2
o Testar o ponto X, se satisfaz todas as restrigcoes. Se x, € factivel, ele é o

ponto 6timo. Senao, seguir para o passo 4.

Encontrar o préximo valor do parametro de penalidade que satisfaz a relacao:
7. >71,. Incrementar o valor de p, com uma unidade, e seguir para o passo 2.

=cr , onde c

Geralmente o valor de 7, é determinado de acordo com a relacao 7, s

p+1

é uma constante maior que 1.

C.2 Método da Funcao de Penalidade Interior

No Método da Funcao de Penalidade Interior a funcao objetivo é penalizada

na regiao factivel quando o ponto x se aproxima da fronteira que limita esta regiao.

Tipicamente, a funcao P (x) é definida por:
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m _1
Px) = (c.5)
le: g,
mas, para se obter um melhor condicionamento matemético, a funcao P (x) pode ser

determinada por:
P&y =) log [—gj (x)] (c.6)
j=1

A funcao de penalidade interior é utilizada apenas para as restricoes de
desigualdade. Desta forma, a funcao construida pelo aumento da penalidade é
definida por:

¢(x,rp)=f(x)+rpi_—1 (c.7)

g,

a funcao de penalidade interior tende ao infinito quando x tende a zero.
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Figura b.2: Método da funcao de Penalidade Interior.

e Algoritmo do Método da Funcao de Penalidade Interior

e Entrar com o valor inicial factivel de x, satisfazendo todas as restrigoes, tal

que, g, (X1)<0 para j=12,...,m, e um valor inicial para 7, >0. Fazer
p=1.
e Minimizar ¢(x, rp) utilizando qualquer método de minimizagao sem

restrigao e obter a solucao de X; .
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e Testar se X; é a solucao 6timo do problema. Se X; for a solucao 6tima,

terminar o processo, Senao, seguir para o passo 4.

¢ Determinar o valor do préximo pardmetro de penalidade, r,,, =cr, , com
c<l1.
Incrementar um novo valor de k =k +1, determinar o novo ponto x, = X;, e seguir

para o passo 2.



