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Apresentacao institucional

do Norte — UFRN, desde 2005, vem atuando como fomentadora, no &mbito local, das

Politicas Nacionais de Educacdo a Distancia em parceira com a Secretaria de Educagado
a Distancia — SEED, o Ministério da Educagdo — MEC e a Universidade Aberta do Brasil —
UAB/CAPES. Duas linhas de atuagdo tém caracterizado o esforgo em EaD desta institui¢do: a
primeira esta voltada para a Formacgao Continuada de Professores do Ensino Bésico, sendo
implementados cursos de licenciatura e pos-graduacao /ato e stricto sensu; a segunda volta-se
para a Formagao de Gestores Publicos, através da oferta de bacharelados e especializagoes
em Administragdo Publica e Administragdo Publica Municipal.

Para dar suporte a oferta dos cursos de EaD, a SEDIS tem disponibilizado um conjunto de
meios didaticos e pedagogicos, dentre 0s quais se destacam os materiais impressos que sao
elaborados por disciplinas, utilizando linguagem e projeto grafico para atender as necessidades
de um aluno que aprende a distancia. O contetido é elaborado por profissionais qualificados e
que tém experiéncia relevante na darea, com o apoio de uma equipe multidisciplinar. O material
impresso é a referéncia primaria para o aluno, sendo indicadas outras midias, como videoaulas,
livros, textos, filmes, videoconferéncias, materiais digitais e interativos e webconferéncias, que
possibilitam ampliar os conteddos e a interagdo entre 0s sujeitos do processo de aprendizagem.

Assim, a UFRN por meio da SEDIS integra-se ao grupo de instituicdes que assumiram
0 desafio de contribuir com a formagao desse “capital” humano e incorporou a EaD como
modalidade capaz de superar as barreiras espaciais e politicas que tornaram cada vez mais
seleto 0 acesso a graduacgao e a pos-graduacdo no Brasil. No Rio Grande do Norte, a UFRN
esta presente em polos presenciais de apoio localizados nas mais diferentes regides, ofertando
cursos de graduacao, aperfeicoamento, especializagao e mestrado, interiorizando e tornando o
Ensino Superior uma realidade que contribui para diminuir as diferengas regionais e transformar
0 conhecimento em uma possibilidade concreta para o desenvolvimento local.

Nesse sentido, este material que vocé recebe é resultado de um investimento intelectual
e economico assumido por diversas instituicdes que se comprometeram com a Educagao e
com a reversao da seletividade do espago quanto ao acesso e ao consumo do saber E REFLETE
0 COMPROMISSO DA SEDIS/UFRN COM A EDUCAGAO A DISTANCIA como modalidade
estratégica para a melhoria dos indicadores educacionais no RN e no Brasil.

ASecretaria de Educacdo a Distancia — SEDIS da Universidade Federal do Rio Grande

Secretaria de Educacdo a Distancia
SEDIS/UFRN
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Apresentacao

objetivo desta disciplina é apresentar, em um nivel introdutorio, a Fisica Quantica,

onde falaremos sobre a descoberta da estrutura atbmica, da quantizacdo da carga

elétrica, da dualidade onda-particula e, enfim, apresentaremos a equacdo de
Schrodinger e discutiremos como ela nos leva a entender a estrutura atbmica de uma
maneira mais completa. Apresentaremos também alguns exemplos de aplicacoes da Fisica
Quéntica em tecnologias contemporaneas.

Nesta aula, resgataremos a descoberta da estrutura atbmica da matéria e mostraremos que
a existéncia e a estabilidade do &tomo ndo podem ser entendidas no contexto da Fisica Classica.

Objetivos

Entender o desenvolvimento do conceito de atomo e de
sua descoberta.

Compreender as experiéncias que levaram as descobertas
do elétron e da quantizagdo da carga elétrica.

nucleo atdmico e seus constituintes: o proton e o néutron.

Perceber que a Fisica Classica (mecénica de Newton e
0 eletromagnetismo) ndo pode explicar a estrutura da
matéria e dos atomos.

a Entender as experiéncias que levaram as descobertas do
n
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Introducao

A Fisica surgiu e desenvolveu-se a partir da inteligéncia e da intuicdo do ser humano ao
observar o mundo que o cerca. Essa combinagdo de inteligéncia e intuigdo permitiu, até o final
do Século XIX, a criagdo e a consolidacdo das diversas areas da Fisica Classica.

Ja nesta época, a mecénica classica, a termodinamica, o eletromagnetismo e a 6tica
encontravam-se suficientemente desenvolvidas para dar conta da explicagao de quase todos 0s
fendmenos observados e conhecidos. Pensava-se que havia muito pouco para ser descoberto e
que tudo que se referia aos fendmenos naturais era ou seria explicado num futuro préximo com
base na Fisica Classica e nas ideias e conceitos que ja haviam sido estudados e desenvolvidos.
Uma frase que representa bem o pensamento cientifico desta época é atribuida a Lorde Kelvin:
“A Fisica é uma ciéncia completa e acabada [...]”

Antes de percebermos o0 quao equivocada essa frase estava, é importante ressaltar que
percebemos o0 mundo e a natureza ao nosso redor com nossos sentidos e que é a partir desta
percepcao que tentamos compreender e explicar a natureza e seus fendémenos.

A Fisica Classica foi toda desenvolvida a partir da percepgdo da natureza e de seus
fendbmenos por nossos sentidos. Apesar de explicar quase todos os fendmenos que
percebemos, ndo ha nenhuma razao logica para que acreditemos que ela é valida além dos
limites de nossa percepgao. Na maioria dos casos, ela falha na descri¢ao dos fendbmenos que
percebemos ou observamos apenas indiretamente.

Os estudos de alguns desses fendmenos observados até o final do Século XIX e ndo
explicados pela Fisica Classica deram origem a teoria da relatividade restrita (que sera
estudada na disciplina Introducdo a Relatividade) e a Fisica Quantica, (que é o objeto de
estudo de nossa disciplina). Entre estes fendmenos carentes de explicagdo no ambito da
Fisica Classica no final do século XIX e inicio do XX e cujos estudos deram origem a Fisica
Quantica podemos citar: a estrutura dos atomos, os espectros da radiagdo térmica, o efeito
fotoelétrico e o efeito Compton. Cada um destes fendmenos sera estudado e explicado nas
primeiras aulas de nossa disciplina.

Como podemos perceber, ao final do Século XIX ainda havia muito da Fisica a ser
descoberto e desenvolvido.

Devemos lembrar sempre que a Fisica é uma ciéncia em desenvolvimento, ndo s6 no inicio
do século XX, mas também hoje. A Fisica pode explicar e prever diversos fendmenos, mas
ainda ha diversas questoes em aberto e 0s desenvolvimentos necessarios para respondé-las
podem acrescentar muito ao nosso limitado conhecimento da Natureza e do universo.

Algumas dessas questdes que permanecem em aberto na Fisica contemporanea sao:
por que a expansao do Universo é acelerada? Por que ainda ndo conseguimos detectar ondas
gravitacionais? Como as intera¢Ges fundamentais (eletromagnética, nuclear fraca, nuclear forte
e gravitacional) podem ser unidas em um dnico formalismo? O que faz a supercondutividade
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ser obtida a temperaturas tdo diferentes em diferentes materiais? Como descrever o
comportamento de um fluido turbulento?

Para algumas dessas e de outras questdes ha propostas de resposta. Entretanto, ndo
sabemos quais desenvolvimentos tedricos e experimentais serdo necessarios até obtermos o
respostas coerentes a qualquer uma delas. Q

Assim, podemos ratificar que a Fisica é uma ciéncia em desenvolvimento e longe de
estar completa. Essa verdade se aplicava a Fisica do final do Século XIX e também se aplica Completa

a Fisica de nossos dias. Uma lista mais

completa de problemas
em aberto na Fisica
pode ser vista na pagina
de internet: <http:/
pt.wikipedia.org/wiki/

»y
A descoberta do atomo
_da_Fisica>. Acesso

em: 22 jun. 2009.

“Todas as coisas sdo feitas de dtomos
- mindsculas particulas que se movem
proximas umas das outras em movimento
perpétuo, atraindo-se mutuamente quando
estao separadas de uma pequena distancia,
mas repelindo-se mutuamente quando
comprimidas umas contra as outras”.
Richard P. Feynman (1918-1988).

id o

A matéria é feita de atomos. O ar que respiramos, as células dos seres vivos, pingos
de chuva, graos de areia, frutas e legumes, barras de ouro, fios de cobre, rochas, etc., todos
sdo exemplos de materiais cujos Ultimos constituintes que retém propriedades individuais
sa0 0s atomos. As propriedades dos atomos sao bastante notaveis. Nao é facil separar
0s atomos de um material s6lido como uma pedra, por exemplo, seja sugando-0s ou
comprimindo-0s conjuntamente.

A descoberta dos a&tomos e a mensuracdo de suas propriedades pavimentaram o caminho
para nossa presente compreensao do Universo. A ideia de a matéria ser composta de atomos é
0 conceito isolado mais importante de toda a ciéncia. A composigdo atdmica da matéria explica
fendmenos aparentemente diversos como: por que o céu é visto azul?; por que uma rocha é
sentida dura?; por que uma rosa exala fragrancia?; por que um violino ressoa melodioso?;
por que um limao tem gosto azedo?.

m Aula1 Introducao a Fisica Quéantica



Quando falamos de atomos, vem a nossa mente:

= uma pequena regido central chamada de nucleo, onde estdo particulas com cargas
elétricas positivas e outras neutras;

= particulas de cargas elétricas negativas girando em torno do nucleo em drbitas fixas.

Essa descricdo da estrutura dos atomos, similar a um sistema planetario, esta proxima da
descrigao real, mas nem ela nem a descri¢ao real podem ser explicadas pelas leis e conceitos
da Fisica Classica e, consequentemente, a existéncia da matéria também ndo.

Usando seus conhecimentos de mecanica classica (gravitagao) e eletromagnetismo,
explique o porqué de:

a) um sistema planetario (planetas orbitando uma estrela) ser estavel;

b) um sistema de particulas elétricas negativas, orbitando um nucleo
positivamente carregado, forma um sistema instavel.
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Vimos na disciplina Movimento e Mecanica Classica, que uma particula em uma trajetoria
circular esta sujeita a uma aceleragao centripeta. Ja no eletromagnetismo, vimos que uma carga
elétrica acelerada em um campo elétrico irradia e perde energia. Portanto, um elétron orbitando
um ndcleo positivo esta sujeito ao campo elétrico deste e, por estar acelerado, deveria irradiar
e perder energia e, consequentemente, o raio de sua Orbita iria diminuindo e o elétron cairia
no ndcleo atdbmico. Assim, o atomo, de acordo com a Fisica Classica, é um sistema instavel.

Antes de entendermos a estabilidade dos atomos, as ideias e 0s conceitos introduzidos
para explica-la (t6picos que serdo estudados em nossas proximas aulas), vamos resgatar as
ideias e 0s experimentos que conduziram a descoberta dos atomos, de sua estrutura e de
seus constituintes. Assim, nesta primeira aula, vamos entender a construgao historica desse
modelo atdmico que é fundamentado em resultados experimentais.

Ha cerca de 2400 anos, o filésofo grego pré-socratico Anaxagoras (500-428 a.C.) teve a
grande ideia de que a matéria era composta de mindsculas sementes invisiveis, a que chamou
spermata. Poucos anos depois, esse conceito foi expandido por Demdcrito (460-370 a.C.)
e Epicurus (341-270 a.C.). Democrito acreditava que toda matéria era formada de varios
elementos indivisiveis e impereciveis aos quais chamou de atoma (singular: atomon) ou
unidades indivisiveis, de onde surgiu a palavra ocidental atomo. A ideia permaneceu estéril,
entretanto, por causa de sua natureza puramente filosofica, até o Século XVII, quando foi
reavivada pelo britdnico Robert Boyle (1626-1691) no contexto de estudos sobre o estado
gasoso da matéria.

A que vocé atribui o fato de a natureza atbmica da matéria permanecer como uma
ideia puramente filosofica desde a Grécia Antiga até o Século XVII?

Aula1 Introducao a Fisica Quéantica



No Século XVIII, o matematico holandés Daniel Bernoulli (1700-1782) propds uma teoria
sobre a natureza dos gases e explicou a pressao como sendo devido ao bombardeamento de
“corpusculos”, que constituiam um gés, nos objetos imersos no gas.

Entre 1808 e 1810, o quimico britdnico John Dalton (1766-1844), baseando-se nos
trabalhos experimentais de diversos cientistas e nas primeiras ideias sobre a combinagao
quimica postulou a primeira teoria atbmica.

A teoria atdmica de Dalton dizia que:
a) a matéria se comp0e de particulas muito pequenas para serem vistas, chamadas atomos;

b) 0s atomos de um elemento sdo idénticos em todas as suas propriedades, incluindo o peso;
c) diferentes elementos sdo feitos a partir de diferentes atomos;

d) 0S compostos quimicos se formam da combinagdo de atomos de dois ou mais elementos
em um atomo composto;

e) os atomos ndo podem ser divididos e conservam suas caracteristicas durante as
reac0es quimicas;

f) em qualquer reagdo quimica, 0s a&tomos se combinam em proporgdes numéricas simples.

Essa teoria explicava varias leis da Quimica e, segundo ela, o atomo era considerado
indivisivel. No entanto, varios experimentos evidenciaram que o atomo era feito de particulas ainda
menores (que foram chamadas de particulas subatdmicas) e que tinha uma estrutura complexa.

Atomo: estrutura e constituintes

Nesta secdo, vamos estudar e entender os experimentos que descobriram a existéncia
das particulas subatomicas e comecar a desvendar a estrutura do atomo.

A descoberta do elétron

A primeira particula subatdmica descoberta foi o elétron. Sua descoberta, feita a partir
do estudo de descargas de alta voltagem em gases, é uma das mais importantes descobertas
da Fisica Moderna.
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Esse estudo remonta ao cientista Michael Faraday (1791-1867) em 1830. Ele observou que
a conducao de eletricidade através de um gas produzia raios luminosos no interior do tubo de
seu recipiente e verificou que ao se reduzir a densidade do gas, o fenémeno ficava mais intenso
ao invés de diminuir. Esses raios luminosos foram chamados de raios catodicos, pois saiam do
catodo (placa negativamente carregada) e iam para o anodo (placa positivamente carregada).

Nos anos que se seguiram, diversos cientistas contribuiram para o estudo das
propriedades e natureza dos raios catodicos e para identifica-los.

Logo surgiu um intenso debate sobre a verdadeira natureza dos raios catodicos. Cientistas
alemaes, liderados por Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894), defendiam que as evidéncias
indicavam que 0s raios eram ondas ao invés de particulas. Por outro lado, a ideia prevalecente,
na Inglaterra, era que eles consistiam de particulas elétricas carregadas. O mais proeminente
defensor desse ponto de vista era Joseph John Thomson (Figura 1).

Figura 1 - Joseph John Thomson (1856-1940).

A dualidade particula-onda dos elétrons se tornaria um fundamento da mecénica quantica
(como veremos mais adiante no decorrer desta disciplina), onde os elétrons se comportariam
como onda ou particula, dependendo do procedimento usado para detecta-lo.

0 termo “elétron” foi introduzido em 1891 pelo irlandés George Johnstone Stoney
(1826-1911) e 0 argumento experimental que definiu em favor do ponto de vista da natureza
“corpuscular” dos raios catodicos foi apresentado pelo francés Jean Baptiste Perrin (1870-1943)
em 1895, quando capturou cargas negativas ao incidir raios catodicos em um eletroscopio.
Mas a “descoberta” do elétron é usualmente atribuida a J. J. Thomson em 1897.

AFigura 2 ilustra 0 esquema do aparato usado por Thomson em seu famoso experimento.
Nesse experimento, quando uma voltagem V suficientemente alta é aplicada entre os eletrodos A
(@nodo) e C'(catodo), mostrados na Figura 2, o catodo emite um feixe bem definido de particulas
eletrificadas de massa m e carga —e. Essas particulas (que chamaremos de agora em diante de
elétrons) passam pelo orificio em A e saem em A”com uma velocidade de modulo v, na dire¢éo
horizontal. Na auséncia de outra interacdo, suas trajetorias retilineas as fazem incidir em 1.

m Aula1 Introducao a Fisica Quéantica



Figura 2 - Esquema do experimento de Thomson.

Se s6 0 campo elétrico produzido pelas placas carregadas atua sobre as particulas na
regido entre as placas, entdo, enquanto nesta regiao, os elétrons ficam sujeitos a uma forga
elétrica que os desvia para cima e os faz alcancar a tela no ponto 2. A intensidade dessa
forca elétrica é:

F,=¢E. Eq. (1)

Se os elétrons estdo sujeitos somente a forga elétrica, eles sofrerdo uma aceleragao
vertical para cima, cuja intensidade pode ser obtida combinando-se a Equagéo 1 com a segunda
lei de Newton:

F=ma. Eq. (2)
Assim, temos que:
a="E. Eq. (3)
m

A velocidade horizontal dos elétrons nao é alterada pelo campo elétrico. Assim, o tempo
de percurso dos elétrons na regido das placas vale:

t=— Eq. (4)

/UO
onde 7é o comprimento das placas.

Avelocidade vertical, v, dos elétrons ao deixar a regido de campo elétrico, dessa forma, vale:

v —at= Bl Eq. (5)

Para pequenas deflexdes sofridas pelos elétrons em sua trajetoria, ou seja, para 6< 10°,
podemos determinar a deflexdo angular do feixe de elétrons como:
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0

I

<

, Eq. (6)

onde y é a distancia entre os pontos 1 e 2 no anteparo e L é a distancia entre o centro da regido
de campo elétrico e o0 anteparo (reveja a Figura 2). Ainda para pequenas deflexdes, temos que
a deflexdao angular pode ser escrita como:

0 =tgl= -~ Ea. (7)

g~ ‘gl Eq. (8)

Igualando as deflexdoes angulares, 6, obtidas nas Equagdes 6 e 8, podemos escrever a
razao carga/massa do elétron como:

i% ::Zfﬁévg' Eq. (9)

Para poder medir a razdo e/m, Thomson precisava conhecer a velocidade inicial dos
elétrons. Para isso, ele fez uma medida separada na qual, com o uso de um eletroima, aplicou na
regiao circular da Figura 2 um campo magnético perpendicular as dire¢oes do feixe de elétrons
e do campo elétrico. Como os elétrons em movimento interagem com o campo elétrico e com
0 campo magnético, de acordo com a forga de Lorentz, temos:

F = —e(E + @, x B). Eq. (10)

Thomson ajustou 0 campo magnético de modo a anular o desvio do feixe, condi¢do que
é satisfeita se a forga de Lorentz sobre os elétrons é nula. Assim:

E=vB=uv,=—. Eq. (11)

Usando esse procedimento e as duas medidas independentes, Thomson obteve para a
razdo carga/massa do elétron o valor 1,2 x 10'* C/kg, que difere cerca de 30% do valor obtido
nos experimentos mais recentes:

5%:: 1,7588 x 10" C/kg. Eq. (12)

%
SR |

Determine a intensidade do campo elétrico necessaria para defletir um feixe de

elétrons por 1,2 em, se este é emitido com velocidade de 10 ¢m/s e a regido onde
0 campo elétrico atua tem um comprimento de 5 ¢m e a distancia das placas ao
anteparo é de 62,5 cm.
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A determinacao da carga do elétron

Uma vez conhecida a relagdo e/m para o elétron, bastava medir e para obter m ou
medir m para obter e. Muitos cientistas se langaram a esta busca, e 0 mesmo J. J. Thomson,
em 1899, mediu indiretamente a carga do elétron, obtendo o resultado e=2,17 x 10 * C.
A primeira medida direta e precisa da carga do elétron foi realizada somente dez anos depois
pelo estadunidense Robert Andrews Millikan (Figura 3).

Atomizador
Gotas de dleo
o e
Y metdlica
carregada (+)
. Microscopio
observador
Radiagao Placa
lonizante metalica

Fonte de luz carregada (-)

Figura 3 — Robert Andrews Millikan

(1868-1953). Figura 4 — Esquema do experimento de Millikan.

0 experimento de Millikan & um exemplo claro de paciéncia cientifica, pois envolvia
medig¢Oes muito delicadas que deveriam ser repetidas muitas vezes. O experimento tratava-se
de observar o movimento no ar de pequenas gotas de 0leo carregadas eletricamente. As
gotas eram postas em um campo elétrico, que tendia a fazé-las subir em contraposicdo ao

campo gravitacional, que tendia a fazé-las cair. No momento em que ambas as forgas eram
balanceadas, isto €, F, = F, tinha-se que:

qE= Mg, Eqg. (13)

onde ge M eram, respectivamente, a carga e a massa de uma gota; e £a intensidade do campo
elétrico aplicado. Levando também em conta a forga de arraste (a forga de atrito devido ao ar)
no movimento das gotas, Millikan encontrou que as cargas das gotas eram sempre multiplas
de e=1,591 x 107 C, isto é:

qg=ne, n=1,2,3,.. Eq. (14)

Esse resultado indicava que as gotas de 6leo possuiam uma carga igual ao nimero de
elétrons adicionados ou retirados das mesmas.

Uma vez que a Equacdo 14 é aplicavel para qualquer corpo carregado, isso significa que
nao é qualquer valor de carga elétrica que é permitido. Corpos eletricamente carregados so
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podem ter carga elétrica total que seja maltiplo inteiro da carga fundamental e. Ou seja, a carga
elétrica é uma grandeza fisica quantizada.

0 valor atualmente aceito para a carga fundamental é 1,6022 x 10" C, 0 que substituindo
na Equacdo 12 nos leva a uma massa para o elétron igual a m=9,1095 x 10! kg.

Por que podemos ignorar a forga gravitacional (peso do elétron) na composigao

da forga resultante que atua sobre um elétron no experimento de Thomson?
E por que ndo podemos ignora-la no estudo do experimento de Millikan?
Justifique a sua resposta.
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Determine a intensidade do campo elétrico necessario para equilibrar a forca
gravitacional de uma gota de 6leo que tenha uma massa igual a 1 miligrama e da
qual tenham sido arrancados 1000 elétrons.

0 estabelecimento do elétron como constituinte do atomo e o fato de os atomos
serem eletricamente neutros implicam que 0s atomos possuem alguma “coisa” com carga
elétrica positiva.

0 modelo atomico de Kelvin-Thomson

Em 1902, o britanico William Thomson Kelvin (o Lord Kelvin da temperatura absoluta,
1824-1907) prop0s que o atomo era uma esfera constituida de uma “substancia” com carga
positiva uniforme dentro da qual se encontravam imersos os elétrons, de tal forma que o
atomo, como um todo, era eletricamente neutro. A esfera de carga positiva tinha um raio da
ordem de 10 '°m, 0 que Se Sabia ja naquela época ser o tamanho dos atomos. Lord Kelvin
estudou sobre em que condigoes esse modelo atémico era eletricamente estavel, variando o
namero de elétrons de um a seis.

Em 1904, J. J. Thomson redescobriu 0 modelo e, em 1907, sem citar seu compatriota
Lord Kelvin, prop0s que os elétrons se encontram em um anel girando em torno do centro
do atomo. Como elétrons acelerados em um movimento circular perdem energia na forma de
radiacdo eletromagnética, apos um longo tempo alcangariam uma velocidade limite, produzindo
assim uma desestabilizagao no atomo, o que levaria a sua destrui¢@o. Segundo Thomson, isso
explicaria o decaimento radioativo dos elementos, ja que uma forma do atomo voltar a ser
estavel seria perder um elétron.
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No entanto, ainda que girasse um grande nimero de elétrons em um anel, tal sistema
nao seria estavel. Para corrigir esse problema, Thomson, na expectativa de que esse modelo
explicasse a natureza da valéncia quimica, propds que varios anéis (com certo nimero de
elétrons em cada anel) girassem um dentro do outro. Realizou, entdo, célculos para a&tomos
de até noventa elétrons (0s quais ocupavam seis anéis concéntricos). Alguns deles ficariam
estabilizados com a perda de um elétron e outros com a aceitagéo de um elétron. Thomson
introduziu, entdo, os conceitos de doador e aceitador de elétrons. Tentou, desesperadamente,
obter uma correlag@o entre os elementos existentes e os obtidos por seu modelo para assim
explicar a periodicidade das propriedades quimicas, mas falhou. Como veremos, ele tinha
alguma razdo, mas seu modelo ndo era correto, como logo se verificou pelos resultados do
experimento de Rutherford.

A descoberta do niicleo
e 0 modelo atomico de Rutherford

Em 1908, Ernest Rutherford (Figura 5) e Johanes Hans Wilhem Geiger (1882-1945)
determinaram a carga e a massa das particulas o, que sdo emitidas por algumas substancias
radioativas, percebendo que se tratavam de nicleos do atomo de hélio.

Figura 5 — Ernest Rutherford (1871-1937).

Sabendo-se que a massa de uma particula o era da ordem de 7300 vezes a do elétron,
esperava-se, entdo, que os elétrons de um material ndo deveriam provocar nenhum desvio
apreciavel na direcdo de um feixe dessas particulas, de modo que a interagdo das particulas
o. com 0s demais constituintes do atomo daria alguma informagao sobre a estrutura atdmica.

De acordo com 0 modelo de Kelvin-Thomson, uma vez que a carga positiva se encontrava
distribuida por todo o atomo, apenas pequenas deflexdes, devido as colisdes mdltiplas, eram
esperadas. O angulo médio de espalhamento seria da ordem de trinta vezes o provocado por
um Unico atomo, o que era muito menor que um grau. Devido a isso, seria impossivel que
uma particula o se desviasse de um angulo grande.
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Em 1909, por sugestdo de Rutherford, Geiger e o neozelandés Ernest Marsden
(1889-1970) reportaram os resultados do “bombardeio” com particulas o de alta velocidade
em uma ldmina delgada de ouro de 0,00004 c¢m de espessura, medindo os desvios produzidos
por sua passagem através do material. Mediram, inclusive, a probabilidade de “rebote” do
projétil, colocando o detector entre a fonte e a ldmina de ouro. O resultado foi positivo.
Algumas particulas o tinham angulos de espalhamento maiores que 90°! O modelo de
Kelvin-Thomson ndo podia explicar esse fendmeno, ou seja, 0 atomo nao era da forma que
eles haviam desenhado.

4 N

Particulas o
espalhadas

Fonte de

particulas o
Lamina
fluorescente )
Particulas o
Folha de ouro espalhadas

Figura 6 — O experimento de espalhamento de particulas o. de Rutherford.

Rutherford, em 1911, propds, entdo, um novo modelo atdmico, no qual a carga positiva
do atomo (Ze) estava localizada em um ponto, o centro do atomo. Ali se encontraria a maior
parte da massa do atomo. Assim nasceu o conceito de ndcleo atbmico. Ao redor desse nicleo,
Rutherford supds que se encontrariam os elétrons.

o

Meio difuso
positivamente
carregado

Elétrons

Figura 7 - Resultado esperado pelos modelos atdmicos de (a) Thomson e (b) Rutherford.
A existéncia de um nucleo massivo e com alta carga elétrica tornava possivel que uma

particula o tivesse eventualmente grandes angulos de espalhamento quando se aproximasse
o suficiente do nicleo. Bastava uma “colisdo” frontal para explicar o fenémeno.

Aula1 Introducao a Fisica Quéantica



De acordo com o seu modelo, Rutherford estimou que para o ouro, Zseria aproximadamente
100 (o valor real é 79) e propds a realizacao de experimentos adicionais. Em 1913, Geiger e
Marsden publicaram que o modelo de Rutherford descrevia adequadamente o espalhamento
das particulas o por Iaminas metalicas de ouro, prata, cobre e aluminio.

Ha de se notar que Rutherford ndo se ocupou em seu modelo em descrever os elétrons.
No entanto, uma coisa era certa, ao situar o nticleo no centro, um dtomo com um elétron deveria
ter este ao seu redor girando. Caso contrario, o elétron colapsaria com o nucleo positivo.
Mas, como ja citamos, uma carga elétrica acelerada (aceleragao centripeta) emite radiagdo
eletromagnética, e isso levaria o elétron a ir diminuindo seu raio até terminar caindo sobre 0
nucleo de qualquer jeito!

Entre os anos de 1911 e 1913, os cientistas nao encontraram uma solugao para essa
falha do modelo atémico de Rutherford. Foi necessario introduzir consideragdes quanticas
para superar o obstaculo, como sera visto em uma proxima aula.

v

o Nucleo »

Elatron

Figura 8 — No modelo planetério do dtomo na Fisica Classica, o elétron perde energia emitindo radiagdo
eletromagnética e cai dentro do nucleo.

0 nucleo de um atomo de hidrogénio é um proton, que possui um raio de
aproximadamente 1 x 10'*® m. O elétron do atomo de hidrogénio normalmente

estd a uma distancia de 5,3 x 10"* m do ndcleo. Vocé esta construindo um modelo
em escala do atomo de hidrogénio e o nucleo é representado por uma laranja de
2,0 cm de raio. A quantos quildmetros de distancia deve ser colocado o elétron?
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As descobertas do proton e
do néutron e a estahilidade do niicleo atomico

0 tubo de Crookes, usado por diversos pesquisadores, inclusive Thomson, para
observar e estudar os raios catodicos (elétrons) foi essencial na descoberta de outra particula
subatdmica: o préton.

Em 1886, Eugen Goldstein (1850-1931), utilizando um catodo perfurado em ampolas
semelhantes a de Crookes, observou um foco luminoso surgir atras do céatodo, vindo da diregao
do anodo. Ele denominou esse fluxo de raios anddicos ou raios canais em contraposicao aos
raios catodicos (elétrons).

Em 1897, o fisico alemao Wilhelm Carl Werner Otto Fritz Franz Wien (1864-1928) estudou
a deflex@o dos raios anddicos em campos elétricos e magnéticos e, examinando a dire¢ao
dessa deflexdo, concluiu que tais “raios” eram particulas carregadas positivamente com
relagGes massa/carga (m/e) milhares de vezes maiores do que a dos raios catodicos ou,
equivalentemente, relagdes carga/massa (e/m) milhares de vezes menor.

Wien observou ainda que os raios canais apresentavam diferentes relagdes massa/carga,
enquanto que os raios catodicos tinham sempre 0 mesmo valor para tal relagdo. Portanto,
concluiu-se que 0s raios canais eram atomos ou moléculas do gas dentro do tubo, que se
tornavam positivos quando tinham seus elétrons arrancados pelos raios catodicos que viajavam
do catodo para o anodo no tubo de Grookes.

A massa dos raios anddicos variava de acordo com o gas no tubo. Assim, quando o gas
era o hidrogénio, os raios canais produzidos tinham a menor relagdo massa/carga, ou seja,
eram ions positivos de menor carga e massa. Assim, o nucleo de hidrogénio foi considerado a
parte elementar dos raios canais, um “elétron positivo” com massa quase duas mil vezes a do
elétron. Em 1920, Rutherford prop6s o nome de proton (que significa “primeiro”, em grego)
ao nucleo do hidrogénio (,H").

Rutherford também propds que 0s nicleos atdmicos eram formados por nicleos de
hidrogénio e elétrons, de modo que o nicleo de hélio ou particula alfa, por exemplo, seria
formado por quatro prétons e dois elétrons, ja que sua carga elétrica total é duas vezes a carga
do nucleo de hidrogénio e sua massa é pouco maior que a massa de quatro ndcleos deste
mesmo elemento. Ele chamou esta particula, um estado ligado formado por um préton e um
elétron, de néutron, mas a sua existéncia era apenas especulativa.

A descoberta do néutron aconteceu somente em 1932 com o fisico inglés James Chadwick
(1891-1974), que utilizando o principio da conservagao do momento linear determinou sua
existéncia. Chadwick estava estudando emissoes radioativas e as propriedades de uma radiagao
que muitos acreditavam que fosse a radiagdo gama, pois era muito penetrante e ndo tinha
carga elétrica (ndo era defletida por campos elétricos ou magnéticos).
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Essa radiagdo neutra e desconhecida era produzida, por exemplo, quando uma placa de
berilio era bombardeada com particulas alfa e podia ser medida e estudada em uma camara de
ionizacao (veja Esquema 1 da Figura 9). Observou-se que ao se colocar uma placa de parafina
ou outro material rico em hidrogénio entre o disco de berilio e a cdmara de radiacdo (veja
Esquema 2 da Figura 9) eram produzidos protons muito energéticos.

Camara de

saiiaid Oscildgrafo
ionizagao

Poldnio Berli Radiagao
€Ml Gesconhecida
Alfas

Camara de

Pol6nio iaca sartidic Oscilografo
Berilio Radlagaq Parafina ionizagao
desconhecida ,
Alfas Prétons 5 10
e ——— — 8 2

e

Figura 9 - Esquemas dos experimentos de Chadwick.

Chadwick calculou a energia total da radiagao desconhecida para produzir as emissoes
de prdtons observadas e obteve um valor muito maior que o das energias observadas para
emissoes de radiacao gama. Assim, ele determinou que a radiagcao desconhecida era composta
por particulas sem carga elétrica e com massa pouco maior que a massa do proton. Era o
néutron que, junto com o prdton, constitui os nicleos atdmicos. Outros cientistas ja tinham
se deparado com 0s néutrons, mas ndo interpretaram acertadamente seus experimentos e
nao o0s perceberam.

Temos ainda que lembrar que a hipdtese de Rutherford, segundo a qual o néutron era
uma particula composta, mistura de préton com elétron, foi descartada rapidamente. O fisico
alemao Werner Karl Heisenberg (1901-1976) mostrou, ainda em 1932, que o néutron era uma
particula inteira com 0 mesmo status do préton.

0 néutron passou a ser uma excelente ferramenta de pesquisa dos fisicos para
explorar a estrutura do ntcleo atémico, pois ndo tendo carga elétrica, ndo estdo sujeitos a
repulsdo coulombiana.

0 nacleo atdmico sugerido por Rutherford, mesmo considerando os néutrons como
particulas e nao como estados ligados proton-elétron, era instavel de acordo com 0s conceitos
da Fisica Classica, pois a repulsdo coulombiana entre os protons formadores do nicleo é muito
maior que a atragdo gravitacional entre todos os constituintes do nucleo (protons e néutrons).
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Em seus trabalhos de apresentacdo da descoberta do néutron, Chadwick ndo especulou
sobre o papel dessa particula subatdmica no nucleo atbmico. Esse papel foi atribuido, ainda
em 1932, por Werner Karl Heisenberg, Dimitrij lwanenko (1904-1994) e Ettore Majorana
(1906-1938), a0 apresentarem a hipdtese de que os protons e os néutrons, enquanto particulas
constituintes do nucleo atdmico, comportavam-se como particulas tinicas que interagiam por
intermédio de uma forga atrativa capaz de superar a repulsdo coulombiana entre os protons.
Em 1941, Christian Mdller (1904-1980) cunhou o termo nucleon para designar protons e
néutrons como constituintes do nacleo atomico.

A forga atrativa entre os nucleons no nicleo atomico foi identificada, em 1935, como
uma nova interagdo fundamental da natureza, a for¢a nuclear forte, pelo japonés Hideki
Yukawa (1907-1981).

Mais detalhes sobre a forga nuclear forte, as outras interagGes fundamentais e as particulas
elementares serao vistos na disciplina Conceitos de Fisica Nuclear e de Particulas.

A Fisica Classica explica os principais fendmenos naturais observados em nosso
cotidiano, mas ndo pode explicar os fendmenos relacionados aos objetos se
movendo em grandes velocidades nem os fendmenos relacionados as escalas
atémicas e subatémicas. Em nossas aulas vamos estudar os fendmenos que
levaram ao desenvolvimento da Fisica Quantica, comegando pela estrutura atbmica
da matéria e constituicao dos atomos. Toda a matéria usual é composta de atomos.
Os estudos e desenvolvimentos que levaram a descoberta da estrutura atbmica
da matéria foram essenciais ao desenvolvimento da Fisica Quantica, pois a Fisica
Classica ndo pode explicar nenhum dos aspectos da estrutura atbmica da matéria.
As principais descobertas que levaram ao desenvolvimento da teoria atdmica da
matéria foram: a descoberta do elétron e as medidas de sua razao carga/massa;
a descoberta da quantizagdo da carga; a descoberta do ndcleo atomico; e as
descobertas do proton e do néutron. Essas descobertas evidenciaram a necessidade
de conceitos e de desenvolvimentos além da Fisica Classica para explicar 0s
diversos fendmenos relacionados as escalas atdmicas e subatdmicas.
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Autoavaliacao

Por que dizemos que os atomos sdo os constituintes fundamentais e ndo os
constituintes elementares da matéria?

Por que nos experimentos de J. J. Thomson, que determinaram a razao carga/massa
do elétron, foi preciso utilizar um campo magnético, se a deflexdo do feixe é medida
com o feixe sujeito apenas ao campo elétrico?

Explique por que no modelo atdmico de Kelvin-Thomson o &ngulo maximo de deflexao
das particulas o no experimento de Rutherford deveria ser da ordem de um grau.

no experimento de Rutherford?

Explique o que acontece, segundo a Fisica Classica, a um elétron inicialmente em
uma orbita circular em torno de um nicleo positivamente carregado.

Se 0s protons e néutrons de um ndcleo de hélio estivessem sujeitos apenas as
interagdes gravitacional e elétrica, 0 que aconteceria a esse nucleo? Justifique
sua resposta.

Por que 0 modelo de atomo com nucleo atbmico explica o rebote das particulas o
/|
a

Referéncias

CARUSQO, Francisco; OGURI, Vitor. Fisica Moderna: origens classicas e fundamentos quanticos.
Rio de Janeiro: Editora Campus, 2006.

CRUZ-GARRITZ, Diana; CHAMIZO, Jose A.; GARRITZ, Andoni. Estructura atomica: um enfoque
quimico. Wilmington, Delaware: Editora Addison-Wesley Iberoamericana, 1991.

EISBERG, Robert; RESNICK, Robert. Fisica quantica: atomos, moléculas, sélidos e particulas.
Sdo Paulo: Editora Campus, 1979.

WALLACE, P. R. Physics: imagination and reality. [s.l.]: Editora World Scientific, 1991.

a Aula1 Introducao a Fisica Quéantica



A radiacao térmica
e a quantizacao da energia




Apresentacao

esta aula, apresentaremos o fenémeno de radiagdo térmica, introduziremos o modelo

de corpo negro e o papel deste modelo na evolugao historica dos fatos que culminaram

com a descoberta da quantizagdo da energia por Max Planck e também analisaremos
0s principios basicos sobre os quais foi formulado o postulado de Planck.

Objetivos

Tomar conhecimento de que a radiagdo térmica é uma
forma de transporte de energia e que é constituida de
nada mais e nada menos do que ondas eletromagnéticas.

Definir o que é um corpo negro e qual a importancia deste
modelo no desenvolvimento da teoria da radiagdo térmica.

Entender conceitualmente a teoria classica de radiagdo
térmica e a catastrofe do ultravioleta.

Entender o impacto revolucionario do postulado de Planck
e como ele chegou a descoberta da quantizagdo da energia.

a Aula2 Introducao a Fisica Quéantica



A radiacao termica

uando ligamos o ferro de passar roupa, basta poucos segundos para percebermos pelo

tato o calor emitido na forma de radiagdo. Esse fendmeno existe mesmo que entre a

fonte (ferro elétrico ligado) e o detector (pele) ndo exista nada, mesmo que se elimine
0 ar (que poderiamos supor ser 0 meio condutor).

Esse fendmeno ndo foi descoberto sendo até principios do Século XIX, quando comegou a
ser investigado juntamente com a invencdo das caldeiras e fornos nos primordios da revolugdo
industrial. Sua importancia é fundamental, pois constitui uma forma de transportar energia.
Devemos lembrar que sé existem duas formas de enviar energia de um ponto a outro do
espacgo: uma é enviando uma particula e a outra é enviando uma onda.

Se desejarmos chamar a atengdo de uma pessoa distante de nos, podemos langar um objeto
(particula), gritar-Ihe (ondas de som), fazer sinais (ondas luminosas) e, se possivel, telefonar-
Ihe (ondas elétricas e magnéticas através de um cabo) ou enviar-lhe uma mensagem por radio
(ondas eletromagnéticas). Vemos, pois, que as particulas e as ondas constituem as anicas
formas para comunicar-se. Devemos frisar que 0s meios de comunicagao modernos existem
por causa dos estudos iniciados mais de um século atras sobre radiacdo eletromagnética.

Em 1860, Gustav Robert Kirchhoff, 0 mesmo das leis de Kirchhoff para circuitos elétricos,
demonstrou um teorema sobre absorgdo e emissao de energia por objetos e propds um desafio
aos cientistas da época. A resposta a este desafio foi obtida em 1900 por Max Karl Ernst Ludwig
Planck (Figura 1) e dai surgiu a teoria quantica.

Figura 1 - Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947).

Qualquer solido absorve certa fragdo a(A) de radiagdo de comprimento de onda A que
incide sobre sua superficie e reflete o restante. a(\) é conhecida como o coeficiente de absorgao
do sdlido e depende de cada material.
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Kirchhoff reconheceu a importancia de corpos para 0s quais a(\) = 1, pois neste
caso toda radiagdo incidente seria absorvida para qualquer comprimento de onda.
Um objeto com essa caracteristica é chamado de corpo negro.

Kirchhoff estava interessado no estudo de sistemas onde os corpos estariam em equilibrio
térmico com a radiacdo a certa temperatura 7. Tal equilibrio implica que a radiagao absorvida
seja idéntica a emitida (no mesmo tempo), conservando-se o sistema a temperatura constante.
Denominaremos I(A, T') a energia radiante emitida por unidade de drea, tempo e unidade de
intervalo de A, chamada de emitancia espectral. Logo, 7(A, T') dA corresponde a intensidades
compreendidas no intervalo entre A e A + dA, possuindo um valor grande para comprimentos
de onda emitidos com maior predomindncia e um valor pequeno para aquelas radiagoes de
comprimentos de onda emitidos em menor proporgdo. Por exemplo, a cor da resisténcia de
um ferro elétrico é vermelho-laranja, porque, da luz visivel, a maior parte da radiagdo é emitida
nesses comprimentos de onda. Um metal se p6e em vermelho vivo pela mesma razao e, quando
se aumenta ainda mais a temperatura, apresenta uma cor branca, o que indica que estao sendo
emitidos por igual todos os comprimentos de onda do espectro visivel.

0 que Kirchhoff, em 1860, postulou foi que a razao entre a emitancia espectral
e o coeficiente de absorgdo, I(A, T') /a(A), ndo depende das caracteristicas do
COrpo emissor.

Para um corpo negro, por ser a(A) = 1, resulta que a energia emitida para uma dada
temperatura dependeria s6 do comprimento de onda. O desafio proposto por Kirchhoff foi
encontrar I(A, T") para um corpo negro.

Em 1879, Josef Stefan (Figura 2) sugeriu, a partir de dados obtidos experimentalmente,
que a energia total irradiada por corpos quentes é proporcional a quarta poténcia da temperatura.
Cinco anos mais tarde, Ludwig Boltzmann demonstrou que a conjectura de Stefan era certa,
mas s6 para o corpo negro. Dai a lei de Stefan-Boltzmann para corpos negros:

T (T) = /0 T 100 T)dx = 0T, Eq. (1)

onde I éaintensidade total ou a energia total irradiada por unidade de area e de tempo, € 6

total

¢ uma constante fisica fundamental chamada de constante de Stefan-Boltzmann:

o=5,67Tx10"8

Eq. (2)

m2K4'
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Figura 2 - Josef Stefan (1835-1893).

Para corpos diferentes do corpo negro, estabelece-se um fator de corregao, ao qual se
denomina emissividade ¢ (& = 1 para 0 corpo negro) e nos indica qudo perto ou longe é o
comportamento de um objeto, com respeito ao modelo tedrico do corpo negro. Assim, temos
a Tabela 1 com as emissividades de alguns materiais.

Tabela 1 - Emissividades de alguns materiais.

Pinturas coloridas

Pele humana

De acordo com isso, sempre e quando o0 objeto que emite energia for pequeno em
comparagao com sua vizinhanga, pode-se calcular A7, . como a poténcia “liquida” de emissao
do corpo menos a de sua vizinhanga (que é o que o corpo absorve). Se 0 objeto e seus
arredores possuem valores de emissividades muito préximos, podemos aproxima-los por um
valor médio, e assim, teremos:

AL, =eo(T!-T1), Eq. (3)

total

onde T, é atemperatura do emissor e 7', a do receptor. Ambas as temperaturas devem estar
na unidade de Kelvin.

Estime a intensidade da radiacao liquida emitida pelo corpo humano se este se
encontra em uma sala a 25 °cC.
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Se a area de uma pessoa (70 kg de peso e 1,70 m de altura) é aproximadamente
1,53 m?, estime a energia emitida por unidade de tempo (poténcia).

A lei de Stefan-Boltzmann dava uma pista importante sobre a fungao 7(A, 7') buscada:
sua integral sobre todo o espectro de comprimento de onda devia ser igual a ¢ 7!

Uma das maiores dificuldades experimentais para achar a fungdo de Kirchhoff consistiu
em encontrar um corpo negro, o qual foi encontrado somente em 1895.

Numa boa aproximagao, um corpo negro é uma cavidade completamente fechada
exceto por uma pequena abertura, de drea conhecida, através da qual a radiacao
pode entrar ou sair.

A radiagcao que entra na cavidade tem pouca chance de ser refletida para fora
imediatamente, o que implica a(A) = 1. No interior da cavidade, a radiagdo pode ser absorvida
ou refletida repetidas vezes nas paredes. Como 0 corpo permanece a uma temperatura fixa,
as paredes absorvem radiagao na mesma rapidez que emitem radiagdo, ou seja, existe um
equilibrio entre a radiacao e as paredes da cavidade. Assim, a radiacao que sai pela abertura é
uma boa amostra da radiagdo que se encontra no interior da cavidade (Figura 3).

Figura 3 — Modelo de corpo negro.
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A teoria classica
e a catastrofe do ultravioleta

Em 1893, Wilhelm Wien (Figura 4) encontrou que
I(A, T € uma fung@o que tem um valor maximo para
um comprimento de onda inversamente proporcional a
temperatura:

Eq. (4)

AEquacdo 4 é conhecida como a lei do deslocamento
de Wien. A Figura 5 apresenta a forma experimental que
toma a funcdo I(A, T') a trés diferentes temperaturas:
1000, 1250 e 1400 K. Note que 0 maximo de cada curva
acontece para valores cada vez menores de A ao aumentar
T. Também observe que a area de cada curva aumenta
significantemente quando se aumenta a temperatura, o~ Figura 4 —Wilhelm Wien (1864-1928).
que é coerente com a lei de Stefan-Boltzmann.

A medida que a temperatura aumenta, o pico da curva da emitancia espectral se torna
cada vez mais elevado e se desloca para comprimentos de onda menores. As linhas verticais
tracejadas indicam os valores de A para cada temperatura.

2000 K

Figura 5 — Emitancia espectral em fungdo do comprimento de onda para um corpo negro a trés temperaturas.
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Ainda, em 1896, Wien propds a seguinte forma para I(A, T'):

¢,

w _
I (A, T)_W’

Eq. (5)
onde C, e C, sdo constantes. Sua proposta estava bastante de acordo com os resultados
obtidos no mesmo ano por Friedrich Paschen (1865-1947), que analisou a distribuicdo de
comprimentos de onda (A entre 1 e 8um) emitida pela cavidade a temperaturas entre 390 e
1397 K. Desses experimentos, obtiveram-se as constantes C, e C,, assim como o o da lei de
Wien (o valor atualmente aceito é oo =2,9 x 10 *m-K).

Quatro anos depois, em 1900, Lord Rayleigh (1842-1919) prop6s uma teoria para
a emissao da radiagao do corpo negro. Rayleigh assumiu que as ondas eram produto das
vibragOes das particulas carregadas (osciladores) do corpo negro e repartiu a energia de vibragao
equivalentemente entre os diversos modos de vibragcdo destes osciladores. Essa hipotese,
conhecida como principio de equiparti¢do, havia sido usada extensamente por Boltzmann em
seus estudos em termodinamica estatistica. A partir desses postulados, Rayleigh obteve:
'\, T) = Z’A—f Eq. (6)
onde b é uma constante. A Equacao 6 & inaceitavel, pois ao diminuir A a densidade de energia
cresceria sem limite, 0 que ndo concordava com 0s resultados experimentais nem com a lei de
Stefan-Boltzmann. Posteriormente, se denominou este comportamento singular da emitancia
espectral para pequenos comprimentos de onda como catastrofe da ultravioleta, em alusao
ao fato que a luz na regido de comprimentos de onda menores que a da luz visivel e maiores
que a dos raios-X é chamada de ultravioleta.

Dando-se conta de que algo andava mal (como veremos, 0 que estava mal era a Fisica
Classica), Rayleigh entendeu seu resultado como valido no limite de comprimentos de onda
grande e introduziu uma exponencial que corrigiria a catastrofe da ultravioleta, ou seja:

bT

R —

sendo d outra constante.

0O curioso é que a formula de Rayleigh é parecida com a de Wien, exceto pela poténcia
de A no denominador e que resulta mais apropriada para representar os resultados para
grandes comprimentos de onda, uma vez que nao decai tao rapidamente como a de Wien que
da resultados menores que 0s experimentais.

Observacdo — Somente em 1905 Rayleigh reconheceu que do ponto de vista classico nao havia
nenhum erro na Equacao 6. Ele encontrou o valor de b, 0 qual foi corrigido em uma publicagdo
posterior por James Hopwood Jeans, razao pela qual a expressao:
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ckT
I\, T) = 2T Eq. (8)
é conhecida como distribuicao de Rayleigh-Jeans, apesar de que no mesmo ano foi também
obtida por Albert Einstein. Essa expressao mostrou ser correta no limite de grandes
comprimentos de onda, como veremos mais adiante. Nessa equagao, k= 1,381 x 10 % J/K
é a constante de Boltzmann.

Parecia que Wien havia resolvido o problema, porém trés anos depois em Berlim, Otto
Lummer, Ernst Pringsheim, Heinrich Rubens e Ferdinand Kurlbaum mostraram que a Equagao
6 falhava para temperaturas altas. Max Planck, que mantinha um estreito contato com esses
pesquisadores experimentais, em 19 de outubro de 1900, propds uma nova equagao para a
densidade de energia:

C 1
P — 1
I\, T)= N T [ Eq. (9)

Rubens e Kurlbaum mostraram que a equagao de Max Planck concordava perfeitamente

com 0s resultados experimentais.

Todas as medidas experimentais posteriores ndo fizeram mais que confirmar que a
Equacdo 9 seguia perfeitamente os resultados reais. Planck havia encontrado, quarenta anos
depois, a solugao para o problema da radiagao do corpo negro.

Veja que interessantemente as Equacoes 5 e 9 o diferem pelo fator “~1” no denominador da
expressao de Planck! Veremos a seguir de onde vem este “—1” e quais as suas implicagdes fisicas.

0 postulado de Planck

sucesso extraordinario da formula de Planck, Equacdo 9, seria suficiente para colocé-lo

em um lugar permanente nos anais da Fisica. A genialidade de Planck foi tentar dar

sentido fisico a essa formula. Até entdo, apenas a formula de Rayleigh tinha sido
obtida a partir de argumentos fisicos. Desde que a descrigdo classica conduzia a catastrofe do
ultravioleta, Planck foi obrigado a pensar em uma abordagem ndo-classica. Que suposicoes
tedricas Planck considerou para justificar sua formula?

Planck sabia que a radiagao dentro da cavidade estava sendo continuamente emitida e
absorvida pelo material da cavidade. Naquele tempo, os fisicos pensavam que 0s atomos do
material absorviam ou emitiam radiagdo como osciladores harménicos (sistema massa-mola),
que estavam em equilibrio com a radiagao emitindo e absorvendo energia continuamente. Ele
sabia que radiacGes eram ondas eletromagnéticas e que a cavidade estava cheia destas ondas.

Aula2 Introducao a Fisica Quéantica



Muitas evidéncias experimentais tinham consolidado a natureza ondulatoria das ondas
eletromagnéticas (essas evidéncias serdo discutidas na Aula 3 — O efeito fotoelétrico e o
efeito Compton). Planck ndo poderia ignorar essas informagdes e entdo manteve a natureza
ondulatéria da radiacdo. Mas o mecanismo oscilatorio de absorcdo e emissao de ondas
eletromagnéticas nao passava de um modelo tedrico. Ele, portanto, se aventurou a propor
leis que governassem seu comportamento. Tentou varias alternativas e falhou, até chegar a
sua formula para o espectro do corpo negro. Mas, para isso, em um ato de desespero, como
ele confessou, sugeriu que o oscilador harmonico ndo podia ter qualquer energia, mas apenas
multiplos inteiros de um quantum de energia:

e = hv, Eq. (10)

0

onde v é a frequéncia natural do oscilador e ~ uma constante a ser determinada.

Em outras palavras, Planck quantizou as energias permitidas por um oscilador. Entao, os
osciladores eram estritamente de natureza ndo-classica com energias € = nhv, sendo n um
inteiro. Esses osciladores estavam em equilibrio térmico em qualquer temperatura. Portanto,
Planck invocou a distribuicdo estatistica de Boltzmann para descrevé-los. De acordo com a
estatistica de Boltzmann, o niimero de osciladores com energiae_varia exponencialmente como:

—nhv

N, = N,e#t" = N e &1, Eq. (11)

com N, sendo o nimero total de osciladores com energia zero. Entdo, a energia média € do
sistema de osciladores é:

[o¢] o0
g N,&, E epe Pen
n=0 n=0

Energia total

€= Namero total de osciladores = S : Eq. (12)
Sho s
n=0 n=0

Essa soma aparentemente complexa pode ser simplificada. Note que a expressao acima
pode ser reescrita como:

_ d e
5:—%111 (;‘Be ﬁn). Eq. (13)

Agora, uma vez que € = nhv, temos que:

S et = 3 () Eq. (14)
n=0 n=0
e lembrando que a fungdo (1 — z) ! expandida em série de Maclaurin tem a forma:

. Eq. (15)
n=0

11—z

temos, se z=exp (—Bahv), que a Equacao 13 pode ser reescrita como:

o |
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Enfim, calculando a derivada acima e colocando de volta a expressao em termos de &7,
temos:

hv

v

et —1

g =

Eq. (17)

B

Desde que o comprimento de onda esteja relacionado com a frequéncia por meio da
relagdo A = ¢/v, a Equagdo 17 é igual a:

F=—2A Eq. (18)

Planck repetiu as contas de Rayleigh e encontrou a seguinte relagao para a densidade de
energia por unidade de tempo:

2
I\ T) = %g, Eq.(19)
ou Seja,

27hc? 1

I\ T) = Eq. (20)

Que nada mais € do que a formula de Planck, a Equagao 9, com C, =2nhc*e C, = hc/k!

Assim, 0 modelo do oscilador harménico quantizado levou Planck a formula empirica que
ele havia proposto para reproduzir os resultados experimentais para todos 0s comprimentos
de onda.

Vocé demonstrard em uma das questdes da autoavaliagdo que I(A,7) tem um valor
maximo para o comprimento de onda:

he

Anax = 4,965kT

Eq. (21)

ou seja, a formula de Planck satisfaz a lei de deslocamento de Wien, Equacgao 4.
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Verifique que a energia total irradiada por unidade de tempo e unidade de area, obtida
integrando a Equacgao 20 sobre toda faixa de comprimento de onda,

- (T) = / I(A, T)dA, Eq. (22)
0
leva a lei de Stefan-Boltzmann:
8 (7oKt
N Fq. (20)
e, portanto,
8ok
0= Eq. (24)

Dicas para a resolucao da atividade

1) Faca a seguinte mudanca de variavel: = he/AkT, escrevendo a integral em fungdo de .
Como ficam os limites de integragdo?

2) Use a técnica de expansdo em série de Maclaurin (reveja a disciplina Calculo 1) para
demonstrar que:

o0

r et na
em—l_l—e—m_ze

n=1

Eq. (25)

3) Usando a Equacao 25, vocé deve chegar a uma soma de integrais do tipo:
- e ™ dx
/O . Eq. (26)

Se nao conseguiu, refaga os passos anteriores com atengado. Se conseguiu, continue. Use
a tabela de integrais para obter o resultado para essa integral para » qualquer.

4) Finalmente, verifique que a soma em » converge para o valor numérico “8/15” encontrado
na Equacao 23.

Planck usou o valor T'A__ , obtido por Lummer e Pringsheim em 1900, como também o
valor ¢, obtido da radiagdo total emitida por um corpo negro como 0 medido por Kurlbaum em
1898. E com essas informagoes, obteve 0s seguintes valores para as constantes de Boltzmann
e de Planck, como veio a ser chamada posteriormente a constante 2:

k=1,346 x 10 J/K,
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h=6,550% 10 * J-s.

A concordancia tao proxima entre o valor calculado e 0s valores conhecidos na época para
a constante de Boltzmann % foi um dos sucessos da formula de Planck. Isso, provavelmente,
0 encorajou a divulgar sua descoberta no encontro alemao de Fisica que ocorreu em 14 de
Dezembro de 1900. Foi nessa data que a quantizagdo da energia do oscilador harmdnico foi
apresentada pela primeira vez, dai o motivo de ser considerado o dia do nascimento da Teoria
Quantica. Planck comunicou seu achado na Academia de Ciéncias de Berlim em 1900 e publicou
seu trabalho em 1901.

Implicacoes do postulado de Planck

Por mais de uma década, Planck relutou em aceitar a ideia revolucionaria por tras da
quantizacdo da energia. Ele tentou encaixar a ideia quéntica dentro da teoria classica, e a
cada sucessivo fracasso produziu novas ideias e técnicas que a teoria quantica mais tarde
adotou. Foi durante esse periodo de relutancia que Planck como editor do jornal de pesquisa
alemdo Annalen der Physik recebeu o primeiro artigo de Einstein sobre relatividade, e defendeu
vigorosamente esse trabalho. Por outro lado, paradoxalmente, resistiu as ideias propostas por
Albert Einstein sobre a teoria quantica da radiacao, e que mais tarde confirmaram e estenderam
0 Seu proprio trabalho.

Einstein, cuja visdo do eletromagnetismo e da mecénica estatistica talvez fosse
inigualavel nessa época, percebeu que o resultado de Planck exigia a necessidade de uma
reformulagcdo completa da estatistica e do eletromagnetismo classicos. Ele formulou previsdes
e interpretacdes de muitos fendmenos que foram mais tarde confirmados experimentalmente,
entre eles o efeito fotoelétrico, que veremos na proxima aula. Planck foi agraciado, por seu
postulado da quantizagdo da energia, com o Prémio Nobel de Fisica em 1918.

Nesta aula, vocé estudou sobre o fendmeno da radiagdo térmica e aprendeu
que tal radiacdo é constituida de ondas eletromagnéticas. Foi definido o modelo
de corpo negro e mostrado como este modelo idealizado levou a uma das
maiores descobertas da ciéncia, a quantizacdo da energia. A intensidade total

(poténcia média irradiada por area) irradiada pela superficie de um corpo negro
é proporcional a quarta poténcia da temperatura absoluta 7. O comprimento
de onda A em que um corpo negro irradia mais intensamente € inversamente
proporcional a 7, e é dada pela lei do deslocamento de Wien. Planck explicou a
curva experimental da emitancia espectral postulando a quantizagao da energia.
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Autoavaliacao

Demonstre que a expressdo de Wien (Equagdo 5) tem um maximo que satisfaz o
resultado experimental, a lei de deslocamento de Wien,

2,90 x 1073

)‘max T

m-K

desde que C,=1,4489 x 10°K.

Demonstre que a formula de Planck (Equagdo 9) também satisfaz a lei de Wien, se
C,=1,4388 x 102K.

Supondo que o Sol emita radiagdo como se fosse um corpo negro:

a) estime qual é a temperatura de sua superficie, sabendo que a radiagdo com
maior intensidade € aquela com A =500 nm;

b) qual é a poténcia total irradiada por unidade de area?

u Um corpo negro a 2500 K emite raios-X e ondas de radio?
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0 efeito fotoelétrico
e 0 efeito Compton




Apresentacao

luz é algo muito importante e comum em nosso dia-a-dia. E ela que estimula as
terminagOes nervosas de nossos olhos e nos permite enxergar 0 mundo a nossa volta.

Mas apesar da luz e da nossa

nogao de luz serem bastante comuns, o comportamento

e a natureza da luz sdo bastante complicados.

Nesta aula, vamos estudar e entender o comportamento da luz, como ela se propaga e
como interage. Dessa forma, vamos tentar entender qual a verdadeira natureza da luz e perceber
como a evolugao historica de seu estudo culminou na atual descrigdo de suas propriedades
e perceber a importancia essencial da descrigdo onda-particula da luz para a Fisica Quéntica.

Objetivos

NURY L/ 1

B
//. i ww\ \“ n
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Conhecer o desenvolvimento histérico do conceito de
luz e do debate sobre sua natureza corpuscular versus
ondulatoria.

Perceber que a teoria corpuscular e as leis de conservagao
da energia e do momento explicam a propagacao da luz e
os fendmenos de reflexao e difragao.

Aprender que 0 modelo ondulatério também explica a
propagacao em linha reta, a reflexao e a refragao da luz.

Entender como a observagao da difragdo e da interferéncia
da luz levou ao estabelecimento da concepgao ondulatoria
da luz.

Estudar os efeitos fotoelétrico e Compton que resgataram
0 carater corpuscular da luz.

Entender a natureza dual da luz e das ondas eletromagnéticas.



Introducao historica

“0 fato mais incompreensivel
na natureza é ela poder ser
compreendida.” Albert Einstein
(1879-1955).

0O debate cientifico envolvendo a dicotomia discreto versus continuo néo ficou restrito ao
estudo e descrigdo da matéria. A natureza da luz também esteve no centro dessa polémica. Esse
debate, para a luz, surgiu de conjecturas filosoficas acerca do funcionamento da visao e cresceu
com o estudo dos aspectos relacionados a propagacao da luz e aos fendmenos luminosos.

Devemos frisar que os aspectos mais simples relacionados a propagacao da luz, como a
propagacao em linha reta e a passagem de um meio para outro, sao parcialmente conhecidos
desde a Antiguidade. Desde o periodo pré-socratico ja se especulava, filosoficamente, sobre
a natureza discreta ou continua da luz para explicar o mecanismo da visao.

Havia duas correntes sobre a natureza da luz. A primeira, atribuida aos pitagoricos,
sustentava que a luz era um feixe, como uma substancia continua, que fluia desde a fonte
até os objetos, numa propagacao analoga a das ondas na superficie de um lago. A segunda
corrente, atribuida aos atomistas, defendia que a luz era formada de pequenos corpusculos.

0 debate sobre a natureza da luz, nessa época, era pura especulagao filosofica.

Euclides de Alexandria (360 a.C. - 295 a.C.) tornou essa discussao menos especulativa
ao apresentar a primeira teoria matematica da visao, concentrando-se em apresentar uma
fundamentagao geométrica e descritiva para a otica e ignorando a causa primeira dos
fendmenos luminosos. Ao aplicar a geometria ao estudo da 6tica, Euclides mostrou que esses
fendmenos podiam ser descritos qualitativa e quantitativamente.

Durante a ldade Média, a luz despertou o interesse de diversos estudiosos e, por se
propagar na Terra e no Géu, era tida como divina. Nessa época ndo houve avango importante
na compreensao dos fendmenos luminosos ou da natureza da luz.

A dtica s6 comecou a se edificar em bases solidas no Século XVII, quando o holandés
Willebrord van Roijen Snell (1591-1626), em 1621, estabeleceu uma das primeiras leis
quantitativas da Fisica, a lei da refragao, que trata a mudanca na dire¢éo de um raio de luz ao
passar de um meio transparente para outro. Detalhes sobre a refragdo da luz e sobre os outros
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fendmenos luminosos e ondulatorios foram vistos na disciplina Ondas, Som e Luz. Embora
estabelecida por Snell, a lei da refragdo so foi publicada por René Descartes (1596-1650) em
1637. Deve-se a Descartes a primeira importante contribuicdo moderna a compreensao da
natureza dos fendmenos luminosos.

Desde Snell e Descartes, diversos cientistas contribuiram para o estudo da propagagao da
luz e dos fendbmenos luminosos. Foi ainda no Século XVII que estes estudos fizeram surgir um
intenso debate sobre a natureza corpuscular ou ondulatéria da luz. Esse debate ficou conhecido
como a polémica Newton-Huygens.

Embora Isaac Newton (1643-1727) seja considerado o principal partidario da teoria
corpuscular da luz, ele ndo tinha uma opinido definitiva sobre a natureza da luz. Em seu
livro Otica, Newton relata seus resultados sobre a decomposicdo espectral da luz branca
e observacoes de efeitos ondulatorios. As suas ideias sobre a luz combinavam as teorias
corpuscular e ondulatéria, lembrando um pouco a atual teoria quantica.

Uma das hipoteses de Newton sobre a natureza da luz era que ela se constituia de feixes de
corpusculos que se deslocavam em linha reta. Esses corpusculos poderiam penetrar em materiais
transparentes e eram refletidos pelas superficies dos materiais opacos. Essa teoria corpuscular
da luz explicava fendmenos como a reflexao e a refracao da luz que seriam consequéncias diretas
das leis de conservagdo do momento e da energia para 0 movimento das particulas.

Em 1690, em seu livro Tratado sobre a luz, Christiaan Huygens (1629-1695) retoma o ponto
de vista ondulatorio para a luz conseguindo explicar os fendmenos de reflexao e de refragao da luz.

Se a propagacdo da luz era um fenémeno ondulatorio, por que a luz ndo se desviaria das
extremidades de um obstaculo como fazem as ondas na superficie de um lago ou como as
ondas sonoras? Ou seja, por que a luz nao apresentava o fendmeno de difragao? Este fato e o
prestigio de Newton fizeram com que a teoria ondulatoria da luz ndo fosse prontamente aceita.

Na verdade, a difragdo é observada quando as dimensdes de uma fenda ou obstaculo
por onde uma onda passa é comparavel ao seu comprimento de onda. No caso da luz visivel,
isso significa comprimentos entre 4,0 x 107 e 7,0 x 107" metros.

Explique o porqué de ser:

a) facil observarmos a interferéncia e a difracao de ondas na superficie de um
lago ou de ondas sonoras;

b) to dificil observarmos a interferéncia e a difraco da luz.
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Os fendmenos de difracao e de interferéncia da luz foram observados por Thomas Young
(1773-1829) entre os anos de 1800 e 1803 e, mais acuradamente, por Augustin-Jean Fresnel
(1788-1827) em 1826. Fresnel também pdde concluir, em 1821, que a luz consiste de ondas
transversais, diferentemente do som, que sdo ondas longitudinais. Os experimentos de Young
e Fresnel serdo estudados mais detalhadamente na disciplina Fisica Moderna Experimental.

Apos os experimentos de Young e Fresnel a teoria ondulatéria da luz ficou fortemente
estabelecida.

Um grande passo no entendimento e no estudo da 6tica foi dado por James Clerk Maxwell
(1831-1879), que demonstrou que 0s campos elétricos e magnéticos obedecem a equacoes de
onda e se propagam, no vacuo, com velocidade igual a velocidade da luz. Ou seja, ele mostrou
que a luz é uma onda eletromagnética produzida por cargas elétricas em movimento. Essa
demonstracao determinou a unido dos ramos da Otica e do eletromagnetismo, como foi visto
na disciplina Eletromagnetismo.

A deducao de Maxwell foi comprovada por Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894), que
produziu e detectou ondas eletromagnéticas em laboratdrio. Em suas experiéncias, Hertz
produzia uma descarga oscilante entre dois eletrodos para gerar as ondas eletromagnéticas
e as detectava usando uma antena ressonante, onde a detec¢ao também era acompanhada
de uma faisca entre eletrodos. Ele também observou que a faisca de detecgao saltava com
mais dificuldade quando os eletrodos da antena receptora ndao estavam expostos a luz
(predominantemente ultravioleta) proveniente da faisca primaria. Assim, ao comprovar a teoria
de Maxwell, Hertz descobria o efeito fotoelétrico, uma das primeiras evidéncias experimentais
da quantizagéo da luz.

A unido dos ramos da 6tica e do eletromagnetismo foi muito importante para a Fisica, pois
garantiu que todos os fendmenos estudados para a luz ocorrem, nas condigdes apropriadas,
para as outras ondas eletromagnéticas. Também temos que as equacg0es e previsoes para
ondas eletromagnéticas sao aplicaveis a luz.
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0 efeito fotoelétrico

fendmeno do efeito fotoelétrico consiste na liberagdo de elétrons pela superficie de

um metal apds a absorgdo da energia proveniente da luz (radiagdo eletromagnética)

incidente sobre ele, de tal modo que a energia total da luz é parcialmente transformada
em energia cinética dos elétrons expelidos. Apds ser descoberto por Hertz, esse fendmeno foi
extensivamente estudado por Philipp Eduard Anton von Lenard (1862-1947) em 1902, e por
Robert Andrews Millikan (o0 mesmo cientista que determinou a carga do elétron e a quantizagao
da carga elétrica) entre os anos de 1906 e 1916.

A constatagdo de que as particulas emitidas eram elétrons se deu em 1899, quando
J. J. Thomson, que havia determinado a razdo carga/massa para o elétron (Aula 1 — 0 atomo
e a Fisica), ao expor a radiagdo ultravioleta uma superficie metélica no interior de um tubo de
Crookes, estabeleceu que essas particulas eram de mesma natureza daquelas que constituiam
0s raios catodicos. Esses elétrons sdao, normalmente, chamados de fotoelétrons por terem sido
ejetados do material devido a interagdo com os quanta de luz que sdo chamados de fotons.

Numa experiéncia tipica para observar o efeito fotoelétrico, colocam-se os eletrodos
dentro de uma ampola transparente de quartzo, dentro da qual é feito vacuo. Entre os eletrodos
estabelece-se uma diferenga de potencial V. lluminando-se o catodo com luz de frequéncia v e
intensidade I, mede-se a corrente elétrica < gerada no circuito com a ajuda de um amperimetro.
Esse esquema é mostrado na Figura 1, onde também vemos a presenca de um voltimetro para
se determinar a diferenca de potencial a qual sao submetidos os eletrodos.

el

Fotoelétrons

i @

)
Y,

Figura 1 - Esquema para estudo do efeito fotoelétrico.

Segundo a Fisica Classica, onde a luz era considerada uma onda, havia diversas previsoes
para os resultados do experimento do efeito fotoelétrico. As caracteristicas apontadas para o
experimento pelo modelo ondulatério da luz sdo completamente contraditorias aos resultados
observados. Comparemos as previsoes classicas com 0s respectivos resultados experimentais:
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12 previsao classica: a energia cinética dos fotoelétrons deve depender da
intensidade da luz, pois os elétrons devem absorver energia continuamente
das ondas eletromagnéticas e uma luz mais intensa deve transferir energia
mais rapidamente para o metal e 0s elétrons devem ser emitidos com maior
energia cinética.

Resultado experimental: a energia cinética maxima dos elétrons é independente
da intensidade luminosa.

2? previsao classica: para uma luz de intensidade muito fraca deve haver um
intervalo de tempo mensurdavel entre a incidéncia da luz e a ejecao de um elétron,
pois os elétrons precisam absorver a radiagdo incidente antes de adquirirem
energia suficiente para escapar do metal.

Resultado experimental: elétrons sdo emitidos da superficie quase instantaneamente
para qualquer intensidade luminosa.

3? previsao classica: os elétrons devem ser ejetados do metal para qualquer
frequéncia da luz incidente, desde que a intensidade seja alta o suficiente, pois a
energia esta sendo transferida ao metal independentemente da frequéncia.

Resultado experimental: ndo ha elétrons ejetados se a frequéncia da luz incidente
esta abaixo de uma frequéncia de corte, v, que é caracteristica do material que
esta sendo iluminado, mesmo se a intensidade luminosa é muito alta.

4% previsao classica: ndo deve haver relagdo entre a energia cinética maxima
dos elétrons ejetados e a frequéncia da luz, pois a energia cinética deve estar
relacionada com a intensidade da luz.

Resultado experimental: a energia cinética maxima dos fotoelétrons aumenta
com o0 aumento da frequéncia da luz.

Os resultados observados nos experimentos do efeito fotoelétrico tém o aspecto mostrado
nos graficos das Figuras 2(a) e 2(b), onde sdo mostradas a intensidade de corrente elétrica s
medida em funcao da diferenca de potencial V" entre os eletrodos.

Para ] e v fixos em um dado material do catodo, todos os fotoelétrons arrancados pela luz
sao coletados pelo anodo quando a diferenga de potencial 1 é positiva ou nula, correspondendo a
uma corrente constante i, que é chamada corrente de saturagao. Se a diferenca de potencial for
tomada negativa, para frear os elétrons no lugar de acelera-los, a corrente continua passando no
mesmo sentido, mas vai diminuindo de intensidade até se anular para V=—V.. 0 potencial V ¢
chamado potencial de corte ou potencial de freamento. Esses comportamentos sao mostrados
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no grafico da Figura 2(a). Nela, vemos também que se a intensidade da luz é aumentada, para
I}, por exemplo, 0 aspecto da curva permanece 0 mesmo, assim como o valor do potencial
de corte, mas a corrente de saturagdo ird aumentar.

Se, ao invés de mudarmos a intensidade da luz incidente mudamos a sua frequéncia,
0 aspecto qualitativo da curva permanece o0 mesmo, mas o valor do potencial de corte ird
aumentar com o aumento da frequéncia e a corrente de saturagdo também aumenta. Esse
comportamento é mostrado no grafico da Figura 2(b).

2] (b

>I v, <V, <V,
s
[0 A\
Io v,
Vs
-V 4 Vv

Figura 2 — Gréficos da corrente elétrica em fungdo da diferenga de potencial V entre os eletrodos no efeito
fotoelétrico: (a) para duas intensidades de luz incidente (Z, e 1) com a mesma frequéncia; (b) para diferentes

frequéncias de luz incidente (v,, v, e v,), mas com a mesma intensidade.

Esses resultados para os experimentos do efeito fotoelétrico ndo sao passiveis de
explicagao segundo 0 modelo ondulatério da luz.

A explicacao para o efeito fotoelétrico foi dada por Albert Einstein num trabalho publicado
em 1905. Einstein prop6s uma teoria baseada numa extensao mais audaciosa das ideias de
Planck sobre quantizagdo (lembre-se da Aula 2 — A radiacdo térmica e a quantizacdo da energia).

Para Einstein, a radiacdo eletromagnética de frequéncia consiste de quanta de energia:
E=hv, Eq. (1)
onde & é a constante de Planck.

De acordo com Einstein, cada quantum de energia, ao penetrar na superficie do metal,
interage com um unico elétron transmitindo-lhe toda a sua energia. Mas para um elétron
abandonar a superficie do metal é necessario que ele adquira uma quantidade minima de
energia ¢, denominada fungao trabalho e que so depende do tipo de metal. Na Tabela 1, temos
os valores da fungdo trabalho para alguns metais. Lembre-se que 1 ¢V é a energia adquirida por
um elétron ao percorrer uma diferenca de potencial e 1 volt, ou seja, 1 e V =1,60 x 10 J.
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Tabela 1 - Func@o trabalho de alguns metais.

Metal o (eV)
Aluminio

Platina

Voltando a andlise do efeito fotoelétrico e admitindo que é pouco provavel que um unico
elétron absorva dois ou mais quanta de energia, 0s elétrons s6 conseguem abandonar o metal
se hv > ¢. E, portanto, aqueles que escapam tém uma energia cinética méaxima igual a:

K _=h—9. Eq. (2)

T

A Equacao 2 esté de acordo com o fato de que se aumentando a intensidade da luz e,
consequentemente, o nimero de quanta de luz, aumenta-se o nimero de elétrons ejetados
e, portanto, aumenta-se a corrente elétrica observada, mas ndo a energia cinética maxima
destes fotoelétrons.

Este modelo corpuscular para a luz explica todas as caracteristicas do efeito fotoelétrico
que ndo sdo explicadas pelo modelo ondulatério. Vejamos:

1) A Equacdo 2 mostra que a energia cinética méaxima dos fotoelétrons depende
da frequéncia da luz incidente e ndo de sua intensidade.

2) Como cada quantum de luz interage com um dnico elétron, ndo ha intervalo
de tempo entre a incidéncia da luz e a ejecdo dos elétrons.

3) A ejecdo dos elétrons depende da frequéncia e ndo da intensidade, pois
0 quantum de luz precisa ter uma energia maior que a fungdo trabalho
do material para conseguir arrancar elétrons. Se a intensidade da luz é
aumentada, apenas o nimero de quanta de luz é aumentado e ndo a energia
de cada quantum.

4) A Equacao 2 também expressa o fato da energia dos fotoelétrons aumentar
com o aumento da frequéncia da luz.
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Um estudante quer ejetar elétrons de uma placa metalica usando radiacdo de
microondas tera éxito em sua experiéncia? Justifique.

Além de explicar as caracteristicas do efeito fotoelétrico, 0 modelo proposto por Einstein
fez uma interessante previsao.

Se considerarmos que o potencial de corte, V, necessario para deter o fluxo de elétrons,
é determinado pela energia potencial elétrica:

U= eV, Eq. (3)

e que esta deve ser igual a energia cinética maxima dos fotoelétrons dada pela Equacdo 2.
Assim, podemos escrever:

eV = hv—¢. Eq. (4)

Isolando o potencial de corte na Equacao 4, podemos reescrevé-la como:

Ve=—v——. Eq. (5)

(& (&

Da Equacao 5 percebemos que um grafico de ¥ x v deve ser uma reta com coeficiente
angular independente da natureza da substancia e igual a h/e.
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A funcao trabalho do potassio é 2,24 e V e a constante de Planck vale
h = 6,626 x 10 **.J-s. Se uma placa de potassio for iluminada por uma luz de
frequéncia 6,3 x 10'* Hz, determine:

a) a energia cinética maxima dos fotoelétrons;

b) afrequéncia de corte do material.

Millikan ndo acreditou na explicag@o de Einstein para o efeito fotoelétrico e passou os dez
anos seguintes fazendo uma série de experimentos para provar que as predigoes de Einstein
estavam erradas. O resultado foi, nas palavras de Millikan (apud MOYSES, 1998, p. 252):
“[...] contra todas as minhas expectativas, vi-me obrigado, em 1915, a afirmar sua completa
verificagdo experimental, embora nada tivesse de razodvel, uma vez que parecia violar tudo o
que conheciamos sobre a interferéncia da luz”.
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Conforme ilustra o grafico da Figura 3, o coeficiente angular da reta é 0 mesmo para
diferentes substancias, mas a intersecgao com o eixo das abscissas é diferente, correspondendo
ao valor da funcdo trabalho do material dividido por h. Esta razdo é a de frequéncia de
corte do material.

<

Metal 1 Metal 2

o/ 0,/ v

Figura 3 - Grafico da diferenca de potencial em termos da frequéncia da luz para diferentes metais.

Usando os dados de seus experimentos e a expressao linear proposta por Einstein,
Millikan determinou de maneira precisa e acurada o valor da constante de Planck. O valor
experimental estabelecido, em 1914 por Millikan, com erro relativo menor que 0,5%, foi:

h=6,57x10% J-s.

Vale ressaltar trés notas importantes acerca do efeito fotoelétrico.

1) 0 nome féton para os quanta de luz s6 apareceu em 1926 num trabalho de
Gilbert Newton Lewis (1875-1946).

2) Em 1921, Einstein foi agraciado com o prémio Nobel em Fisica, exatamente
pela teoria do efeito fotoelétrico.

3) Hoje em dia, as fotocélulas, que empregam o efeito fotoelétrico para
converter um sinal luminoso em uma corrente elétrica, tém inimeras
aplicagOes praticas, tais como fotdmetros, controladores de portas de
elevador, sensores de movimento etc.
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0 efeito Compton

Ao explicar o efeito fotoelétrico, em 1905, Einstein propds que a luz era composta de
quanta que interagiam com os elétrons do material como se fossem particulas com energia
dada pela Equacao 1.

Pela Relatividade, 0 momento de uma particula esta relacionado a sua energia total
pela equacgao:

E?=p2c? + (mc?), Eq. (6)
onde m é a massa de repouso da particula e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.

Como o féton é uma particula de massa de repouso igual a zero, a Equagdo 6 pode ser
reescrita, para os fotons, como:

E=pc. Eq. (7)
Assim, das Equacdes 1 e 6, podemos escrever o momento de um féton como:

E  hv
p:—:—_
C C

Eq. (8)

Calcule a energia e 0 momento para um féton com comprimento de onda igual
a 700 nm.
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Se os fotons carregam energia e momento, ambos devem ser conservados na interagao
da radiacdo eletromagnética com um elétron.

Figura 4 - Arthur Holly Compton (1892-1962).

Em 1923, Arthur Holly Compton (Figura 4) desenvolveu a ideia de Einstein de momento
e energia para os fotons e a aplicou aos experimentos de espalhamento da radiagao
eletromagnética de curtissimo comprimento de onda (na regido dos raios-X) por alvos de
grafite. Os resultados desses experimentos garantiram que a ideia de fotons fosse aceita pela
comunidade cientifica.

A teoria classica falhava completamente ao explicar o espalhamento dos raios-X pelos
elétrons do material nos experimentos de Compton. Segundo o modelo classico, ondas
eletromagnéticas incidentes de frequéncia v, deveriam sofrer os seguintes efeitos:

1) Os elétrons deveriam ser acelerados na dire¢ao de propagacao dos raios-X
pela pressao da radiagao (lembre-se da disciplina Eletromagnetismo).

2) 0 campo elétrico oscilante da radiagcdo deveria colocar os elétrons para
oscilar em frequéncia levemente diferente da frequéncia da radiacao, devido
ao efeito Doppler, ja que o elétron absorve a radiagdao em movimento.

3) O elétron reirradia a radiagdo, em movimento, exibindo um outro efeito
Doppler na frequéncia da radiagao emitida.
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Os efeitos descritos acima estdo incluidos no esquema da Figura 5, que representa a
descricdo classica do efeito Compton.

Elétron
e/ Movimento
B

VA

Figura 5 - Espalhamento de raios-X por um elétron segundo a descricao do modelo ondulatdrio
da radiacao eletromagnética.

Como elétrons diferentes deslocam-se com velocidades diferentes, dependendo da
quantidade de energia absorvida das ondas eletromagnéticas, as frequéncias das ondas
espalhadas em um certo angulo deveria apresentar uma distribuicao de valores em torno de
v, € deslocadas pelo efeito Doppler. Contrariamente a esta previsao, a experiéncia de Compton
mostrou que, para um dado angulo, apenas uma frequéncia de radiacao aparecia e esta era,
no geral, bem diferente da frequéncia da radiacdo incidente.

Descreva, qualitativamente, a diferenga entre a radiagao espalhada no experimento
de Compton, segundo as descri¢cdes do modelo ondulatério e do modelo
corpuscular da radiagao.
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Compton e seus colaboradores perceberam que o espalhamento dos raios-X poderia ser
explicado ao se tratar os raios-X como particulas pontuais: fotons de energia £= hv e momento
p= hv/c, e supondo-se que a energia e 0 momento do sistema foton-elétron sdo conservados
em uma colisdo do fé6ton com um elétron.

Ao fazer isso, Compton estava adotando um modelo corpuscular para uma coisa que se
acreditava ser uma onda, do mesmo jeito que Einstein tinha feito para o efeito fotoelétrico. Na
Figura 6, vemos a visdo quantica da troca de momento e energia entre um foton da radiagao
incidente e um elétron do material.

pe
,+” Elétron recuando
@ pfdton O/ ¢
<
.
V(J’}\'O N 0
\\
Foton espalhado
) )
v,A
)
pféton

Figura 6 — Espalhamento de raios-X por um elétron segundo a descrigao do modelo corpuscular
da radiagdo eletromagnética.
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Comparando-se as Figuras 5 e 6, percebemos claramente uma outra diferenga crucial entre
as duas descrigoes do efeito: no modelo ondulatorio, o elétron é empurrado do material, pela
pressao de radiagdo, na direcao incidente da radiagao; enquanto que no modelo corpuscular,
0 elétron é espalhado de um dngulo 6 em relacdo a esta dire¢do, como se fosse um colisdo
entre bolas de sinuca.

0 espalhamento de raios-X pelo material deve ser estudado a partir da conservagao do
momento e da energia na colisdo foton-elétron, com estas expressoes escritas em sua forma
relativistica. Como a energia dos fotons de um feixe de raios-X é muito maior que a energia cinética
dos elétrons nos atomos, pode-se considerar que, inicialmente, os elétrons estao em repouso.

Assim, a energia do foton incidente somada a energia de repouso do elétron deve ser
igual a energia do foton espalhado mais a energia total do elétron de recuo (repouso mais
cinética). Matematicamente, temos:

hv +mc* = hv'+ mc*+ mc*(y— 1)
hv=m'+mc* (y-1), Eq. (9)
onde 0 m,_ € a massa do elétron e y é o fator de Lorentz que vale:
1
U2

1— —
2

y= Eq. (10)

Usando a relagao entre o comprimento de onda e a frequéncia de uma onda
eletromagnética:

c=M\v, Eq. (11)
podemos reescrever a Equagao 9 em termos do comprimento de onda:

h h
SRy + mec(y — 1) Eq. (12)
Para a conservagao de momento colisdo elétron-féton, temos que escrever as equagoes
separadas para a conservagao do momento nas diregOes = e y. Ja usando a relagdo dada

pela equagao 11, obtemos:

; _ £cos¢ 4 ymevecos6  (8iX0 ) Eq. (13)
h . . .
0= 3 Sin ¢ — Ymevesinf  (8iX0 y) Eq. (14)

onde v, € a velocidade de recuo do elétron logo apos a colisao.

Das Equagdes 12, 13 e 14, e com um pouco de manipulacao algébrica, Compton obteve:

AN=)N - )\=

"1 cose), Eq. (15)

MeC
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onde AA é chamado deslocamento Compton da radiacdo no espalhamento e a razao
h/m, c & chamada comprimento de onda Comptom, cujo valor depende da massa da particula
responsavel pelo espalhamento dos fotons. No caso estudado, esta particula € o elétron me
€ a sua massa.

0 comprimento de onda da radiacéo espalhada pelos elétrons do material é quase sempre
diferente do comprimento de onda da radiagao incidente: A/ A.

Exemplo 1:

0 comprimento de onda Compton de uma particula depende apenas de sua massa. Se a
massa de repouso do elétron vale m = 9,11 x 10 * kg, determine o comprimento de onda
Compton do elétron.

Solucao:
0 comprimento de onda Compton de uma particula vale:
h
Ae = P Eqg. (16)

Assim, para o caso do elétron temos:
N 6,63 x 10734(J - s)
© me 9,11 x 10731 (kg) x 3,00 x 108(m/s)

=243 x 107 %m

Exemplo 2:

Um foton tem comprimento de onda igual a 1A e é espalhado pelos elétrons de um material
emergindo com angulo de 90° em relagao a diregdo incidente. Determine o comprimento de
onda do féton espalhado.

Solucao:
Usando a equagao 15 podemos escrever que:
X—)\:i(l—cos&):>)\’:)\+£(1—cos«9) Eq. (17)
mc mc

Pelo resultado do exemplo 1 e sabendo que cos90° =0 e que 14 =10 "°m=100 x 102 m,
podemos escrever o comprimento de onda do foton espalhado (Eq. 17) como:

A" =100 x 10 2(m) + 2,43 x 10 2(m)(1 — 0) = 102,43 x 10 2m
A'=1,0243 X 10 0m

Onde percebemos que a variagdo no comprimento de onda do féton espalhado foi de
menos de 3% do comprimento de onda do féton incidente.
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Ha duas coisas importantes sobre esta experiéncia que ainda ndo mencionamos.

1) A radiacao espalhada contém um componente de comprimento de onda igual
ao da radiacdo incidente. Esse componente pode ser explicado como resultante
do espalhamento da radiagdo incidente ndo por um elétron quase-livre, mas
pelos domos da rede cristalina que, por terem uma massa muito maior que a
massa do elétron causa um deslocamento Compton muito menor que o dos
elétrons e, assim, a radiacdo espalhada pelos atomos tem um comprimento
de onda praticamente igual ao da radiacao incidente: A’ = A.

2) Ainterpretagdo de Compton para o espalhamento da radiagdo eletromagnética
recebeu uma confirmacao adicional quando o elétron de recuo do
espalhamento foi observado, fato que s6 ocorreu em 1950, num experimento
de William G. Cross e Norman F. Ramsey (1922-1993), que usaram fétons
de raios gama com energia de 2,6 MeV, que € muito maior que a energia
dos raios-X usados por Compton. Eles também verificaram que o angulo de
recuo do elétron tem o valor previsto pela teoria de Compton.

Observacao — Outra coisa importante que nos indica o efeito Compton e que deve ser lembrada
sempre pelos técnicos de raios-X que trabalham em hospitais e laboratorios de radiologia é
que 0s raios-X direcionados ao corpo do paciente sofrem espalhamento Compton em todas
as direcoes pelos elétrons do corpo e 0 comprimento de onda desta radiacdo espalhada ainda
corresponde a raios-X e podem danificar as células e tecidos do corpo humano. Por isso,
esses técnicos s6 devem operar os aparelhos de raios-X por tras de uma parede absorvente,
normalmente feita de chumbo.

Os fotons de luz visivel, com comprimento de onda igual a 700 nm, sao

espalhados pelos elétrons de um material e emergem do material fazendo um
angulo de 90° com a direcdo incidente. Determine o deslocamento Compton e o
comprimento de onda da radiagdo espalhada.
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A natureza dual da luz

s modelos tedricos baseados na quantizagdo da luz e das ondas eletromagnéticas

estdo em completa concordancia com as medidas experimentais do efeito fotoelétrico

e do espalhamento de raios-X. Nos dois casos, a evidéncia é clara: quando a luz e
a matéria interagem, a luz se comporta como se fosse composta por particulas de energia
hv e momento Av/c.

Aluz, no entanto, apresenta propriedades ondulatérias. Tanto a luz quanto as outras
ondas eletromagnéticas exibem os efeitos de difracdo e de interferéncia que somente sao
consistentes com 0 modelo ondulatério.

Qual modelo esta correto? Qual modelo deve ser utilizado para descrever a luz? O modelo
corpuscular ou o modelo ondulatério? A luz € uma onda ou uma particula?

A resposta depende do fendmeno que esta sendo observado. Algumas experiéncias
podem ser melhor explicadas ou s6 podem ser explicadas com o modelo corpuscular da
luz como, por exemplo, as experiéncias do efeito fotoelétrico e do espalhamento de ondas
eletromagnéticas. Outras experiéncias sdao melhor explicadas ou mesmo somente explicadas
pelo modelo ondulatorio, como as experiéncias em que ocorrem a difragdo ou a interferéncia
das ondas eletromagnéticas.

Os dois modelos sdo necessarios para explicar o comportamento e a natureza da luz.
A verdadeira natureza da luz nao pode ser explicada por uma unica visao classica.

A luz tem uma natureza dual: exibe tanto caracteristicas ondulatdrias quanto

corpusculares.

Uma compreensdo completa do comportamento e da natureza da luz so6 é possivel se
0s dois modelos, o0 ondulatorio e o corpuscular, sao combinados de forma complementar.
Pois um mesmo feixe de luz pode ejetar elétrons em um metal e ser difratado por uma rede
de difragao e ndo se pode usar exclusivamente um ou outro modelo para descrever todas as
propriedades da luz. Em outras palavras:
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Os modelos ondulatdrio e corpuscular da luz complementam-se mutuamente e

ambos sao necessarios para descrever a propagacao e a interagdo da luz.

Para a Fisica Quantica, a luz se comporta como particula ou como onda, dependendo
somente do tipo de fendmeno que estamos observando. Suas caracteristicas corpusculares
e ondulatérias ndo podem ser separadas.

Nesta aula, vocé aprendeu que o0s estudos da luz e dos fendmenos luminosos
levaram a um intenso debate sobre a natureza corpuscular ou ondulatéria da
luz. A propagacdo retilinea e os fendmenos de reflexdo e de refragdo da luz
podem ser explicados pelos dois modelos, enquanto que os fenémenos de

difracdo e de interferéncia s6 podem ser explicados pelo modelo ondulatorio.
E os efeitos fotoelétrico e Compton s6 podem ser explicados pelo modelo
corpuscular. Do ponto de vista da Fisica Quantica, as ondas eletromagnéticas,
incluindo a luz, tém propriedades ondulatorias e corpusculares que se
complementam e que sdo estritamente necessdrias para explicar a propagacao
da luz e sua interagdo com a matéria.
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Autoavaliacao

Por que a observagao dos fendmenos de difracdo e de interferéncia da luz levou ao
estabelecimento do modelo ondulatério em detrimento do modelo corpuscular da luz?

Por que, segundo o modelo ondulatorio da luz, deveria haver um intervalo de tempo
entre a iluminagao do metal por uma fonte de luz de baixa intensidade e a emissao
dos primeiros fotoelétrons pela placa?

Explique, com suas palavras, o que é a frequéncia de corte de um material no
efeito fotoelétrico.

O cobre tem uma funcdo trabalho igual a 4,70 ¢ V. Determine:

a) 0 comprimento de onda de corte e a frequéncia de corte para o efeito fotoelétrico;

h) 0 potencial de corte, se 0 comprimento de onda da luz incidente for de 150 nm.

Raios-X com uma energia igual a 500 keV sofrem espalhamento Compton pelos
elétrons de um alvo. Os fotons espalhados sdo detectados a 45° em relagdo aos
fotons incidentes. Determine:

a) 0 deslocamento Compton nesse angulo;
b) aenergia dos raios-X espalhados;

G) a energia, 0 momento e o angulo de recuo do elétron.

Um féton de 0,200 nm colide com um elétron estaciondrio. Apés a colis@o, o elétron
' desloca-se para a frente e o foton recua no sentido contrario ao da sua incidéncia.
Determine:

a) o momento e a energia cinética do elétron;

b) aenergia do féton que recua.

Explique por que ao iluminarmos um material com luz visivel, digamos amarela,

e ao olharmos sob angulos diferentes em relagdo ao feixe de luz incidente nao
observamos uma mudanca de cor correspondente a mudancga no comprimento de
onda da luz espalhada.
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Diga, com suas palavras, por que as naturezas corpuscular e ondulatéria da luz sdo
H necessarias para explicar a propagacao e a interagado da luz?
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Os espectros atbmicos
e 0 modelo de Bohr




Apresentacao

Nesta aula, discutiremos os espectros atdmicos de emissao e absorgao e mostraremos
como os estudos dos dados experimentais espectroscopios conduziram ao modelo
atdmico de Bohr.

Objetivos

Entender os principios fisicos da espectroscopia.

Determinar os niveis de energia do atomo de hidrogénio.

Entender como, a partir de alguns postulados, Bohr deduziu
as formulas empiricas das séries espectrais.

Compreender algumas consequéncias e aplicagoes
do modelo de Bohr-Sommerfeld.

Perceber as limitacdes do modelo atbmico de Bohr-
-Sommerfeld.
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Espectros atomicos:
emissao e ahsorcao

Um espectro é um registro da radiagdo eletromagnética. A ciéncia que estuda as diversas
formas de obter um espectro de radiacdo e como interpreta-las se chama espectroscopia.

Desde muito tempo é conhecido que 0s gases emitem luz quando sao excitados. Em 1752,
o fisico escocés, Thomas Melvill, ao estudar a chama de sddio, encontrou que seu espectro
ndo apresentava todas as cores do visivel (arco-iris), como sucede com solidos e liquidos,
mas apenas parte delas, separadas por intervalos sem cor.

Os espectros de emissao atdbmica sdo obtidos de uma forma muito simples, e a técnica
pode ser aplicada tanto a substancias gasosas como a solugdes. O processo basico encontra-se
esquematizado na figura 1.

Tubo de -
descarga

Prisma
Optico

Reﬁro

Fonte de do Espectro

energia

Figura 1 = Processo bésico para se obter um espectro de emissao atdmico.

Alguns dos mecanismos para isso sdo, por exemplo, |) esquentar um gas a uma alta
temperatura, 1) produzir uma descarga elétrica no interior do gas ou lll) provocar a passagem
de corrente elétrica em um gas rarefeito. Exemplos de emissdo com que vocé tem contato no
dia a dia sdo as lampadas de nednio ou mercurio.

A radiagdo emitida pelo gas pode ser separada em seus diferentes comprimentos de
onda por meio de um prisma (figura 1). No inicio, as observagdes eram visuais e depois
foram usadas placas fluorescentes ou placas fotograficas para analisar a natureza da luz
produzida pela emissao.
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Veja neste site <http://astro.u-strasbg.fr/~koppen/discharge/> o espectro

de emissao de varios gases sob descarga elétrica. Qual seria a coloragdo
predominante dos seguintes metais: sodio, cobre e ferro, quando exposto a
chama de um bico de Bunsen?

Ainda que os elementos sejam similares do ponto de vista das propriedades quimicas,
como Hee Ne (figura 2), seus espectros de emissdo sdo radicalmente diferentes. Cada gas
pode ser identificado a partir de seu espectro de linhas, como se fossem as impressoes digitais
de cada elemento.

Il e
| U

Figura 2 - Parte do espectro de emissdo de Helio e Nednio.

Em 1860 e 1861 os trabalhos de Gustav Robert Kirchhoff (lembre-se de que ja falamos
deste cientista genial na disciplina Eletromagnetismo e na Aula 2 - A radiagdo térmica e a
quantizacao da energia) e do quimico Robert Bunsen (o inventor do bico de Bunsen), levaram
ao descobrimento dos novos elementos rubidio e césio. Tal descoberta ocorreu ao analisar
0 espectro de emissado de certa dgua mineral, quando encontraram linhas ndo atribuidas a
nenhum outro elemento conhecido. Esses cientistas foram o0s inventores do espectroscopio.

Desde os primeiros experimentos de Isaac Newton, em 1666, ao passar a luz do Sol
através de um prisma, pensava-se que esta consistia em um espectro continuo. Em 1802,
William Hyde Wollaston achou sete linhas escuras espagadas irregularmente. Em 1814, Joseph
von Fraunhofer ampliou esses experimentos, contando com um melhor aparato experimental,
e encontrou com precisdo 324 linhas escuras. Atualmente (figura 3), mais de 25.000 linhas
escuras foram catalogadas. Foi Kirchhoff que explicou as linhas negras como tendo origem
pela absorcgdo da luz solar pelos vapores de varios elementos presentes nas camadas mais
frias em torno do Sol. Este trabalho pavimentou o caminho para a espectroscopia atbmica e
anunciou o advento da fisica moderna.

Aula 4 Introducao a Fisica Quéantica



Figura 3 - Linhas escuras de Fraunhofer na parte visivel do espectro solar. Atualmente, mais de 25.000 linhas
escuras foram catalogadas.

Um espectro de absorgdo atomica é obtido de uma maneira ligeiramente diferente do
espectro de emissdo. Em vez de excitarmos (com eletricidade ou calor) os &tomos da amostra
de forma a que estes emitam radiagao, colocamos a amostra entre a fonte de radiagao (no
caso, uma lampada) e o detector, conforme mostra o esquema na Figura 4. Um prisma otico
ou uma rede de difragdo é colocado entre a amostra e o detector.

—_—
Prisma
Fonte de Amostra CRAES
luz continua
Registro
do Espectro

Figura 4 - Processo bésico para se obter um espectro de absorgdo atdmico.

Com base no que vocé estudou neste inicio da aula, como poderiamos determinar a
composicao da atmosfera dos planetas ou mesmo a auséncia de atmosfera na Lua?
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Uma curiosidade sobre os espectros de emissdo e de absorgdo atbmica de um mesmo
elemento é que eles sdo complementares, isto é, somando-0s, obtemos um espectro
continuo (figura 5).

Figura 5 - Complementaridade do espectro atdmico de absorgdo e de emissao de um mesmo elemento.

A formula de Balmer

assados 70 anos do trabalho original de Fraunhofer, acumulou-se uma grande quantidade

de medidas de comprimentos de ondas e intensidades da luz emitida e absorvida por

variados tipos de gases. No entanto, ninguém havia sido capaz de explicar por que
0s gases absorviam ou emitiam de tal forma descontinua. O primeiro passo, nessa direcao,
resultante da busca obsessiva por parte de varios cientistas de relagoes numéricas entre as
linhas espectrais, foi dado pelo suico Johann Balmer, em 1885, que descobriu uma relagdo
empirica para 0s comprimentos de onda de quatro linhas do espectro visivel de emissao do
hidrogénio medido pelo sueco Anders Jonas Angstrém (é em homenagem a Angstrém a
unidade de comprimento A = 10 10 m).

A férmula de Balmer é

A:b(n;l—f?) Eq. (1)

com b=3645,6 A. Para n > 3 0s resultados se mostraram quase idénticos aos resultados
experimentais de Angstr(’jm.
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Outras séries do hidrogénio

Em 1890, Johannes Robert Rydberg reescreveu a formula de Balmer como:

1 41 1
X b\22 n2) Eq. (2)

e encontrou que a constante 4/ desta formula aparecia também em expressdes similares
para outros elementos e encontrou relagdes semelhantes entre as linhas correspondentes a
diferentes séries. Em sua homenagem, 4/b € conhecida como a constante de Rydberg (R,).
Balmer havia proposto que se encontrariam outras séries de linhas de emissao se substituisse
0 valor 2 na equacgdo (1) por outros nameros inteiros, o que se mostrou errado, entretanto,
Rydberg descobriu que, fazendo tal substituicao na equacao (2), a especulagao de Balmer era
correta! Ou seja, a formula

1 1 1
i - ‘ Eq. (3
3 R, (n?c n?) com n; > ny a. (3)

reproduzia todas as linhas de emissao do hidrogénio!

Mostre que as formulas (1) e (2) sdo equivalentes, obtendo a equacdo 2 da
equacao 1.

Formulas como essa sdo chamadas de “empiricas”, termo técnico para indicar uma
equacdo achada na base de tentativa e erro. Na época de Balmer e Rydberg, ninguém entendia
porque o espectro do hidrogénio se ajustava tdo bem a essas expressoes relativamente simples.
Quem deu o primeiro passo para desvendar esse enigma foi o dinamarqués Niels Bohr, como
Veremos a seguir.
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Os postulados de Bohr

dificuldade encontrada para aceitar o modelo do 4&tomo de Rutherford (Aula 1

-0 Atomoea Fisica) foi de certa forma resolvida pelo fisico dinamarqués Niels Bohr

(figura 6), em 1913, quando apresentou quatro postulados (regras nao demonstradas
matematicamente) que enfaticamente negavam a possibilidade de aplicacdo da fisica classica
da radiagdo para o caso dos atomos.

"’Mb

Figura 6 — Niels Henrik Bohr (1885-1962).

1) 0Os dtomos mono-eletrdnicos (H, Het, etc.) sao constituidos por um ndcleo, de carga Ze,
que é A vezes maior que a massa m do elétron, o qual gira ao redor do nucleo em uma
Orbita circular. Para o atomo de hidrogénio A = 1836,1.

2) 0 momento angular do &tomo é quantizado e dado por

L = mur=nh, Eq. (4)

emque n=1,2,3,..., e i=h/2n. Cada valor de n corresponde a um valor permitido para
0 raio da orbita . O valor de n para cada orbita é chamado de numero quéntico principal
para a referida oOrbita.

3) 0 elétron em um atomo pode circular em torno do niicleo descrevendo érbitas estaciondrias
sem emitir nenhuma radiagao.

4) Existe uma energia definida associada a cada 6rbita estacionéria, 0 &tomo s6 irradia energia
ao fazer uma transicao de uma dessas Orbitas para outra de menor energia. A quantidade
de energia irradiada na forma de um foton (Aula 3) é

h=E-E,. Eq. (5)
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Niveis de energia do atomo
de hidrogénio no modelo de Bohr

A energia total do atomo de hidrogénio em um orbital estacionario n é igual a soma da
energia cinética com a energia potencial:

E=T+V Eq. (6)
Tomando como referéncia o proton, a energia cinética é dada apenas pela energia cinética
do elétron
1 2
T = 5 Eq. (V)

Como a energia potencial corresponde a energia potencial eletrostatica do nicleo (carga+e)
e do elétron (carga —e) em um orbital estacionario » a uma distancia r, temos entdo que
Bl © Eq. (8)
2 r
A energia potencial possui sinal negativo porque consideramos a energia potencial igual a
zero, quando o elétron esta a uma distancia infinita do ndcleo (ver disciplina Eletromagnetismo
para uma revisao, se for necessario). Desde que o elétron, segundo o postulado 1, movimenta-se
numa orbita estaciondria circular de raio r, com uma velocidade v, 0 modulo da forca eletrostatica
(em um sistema de unidades onde a constante de Coulomb é k= 1) de atragdo entre o proton
e 0 elétron é

=2 Eq. (9)

r2

Como esta forga € a unica forga relevante que atua no elétron, temos pela 2° lei de Newton:

62 U2
F: r—2:macp:m7, Eq (10)
ou seja,
2
m? =< Eq. (11)
T

Substituindo (11) na equacao (8) temos que a energia total depende da posicao da drbita do
elétron como

E=-2. Eq. (12)
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Note que chegamos a este resultado usando apenas o postulado 1.
De acordo com o postulado 2, temos que
m2v*r? = n?h Eq. (13)

Isolando »* desta equagao e substituindo na equagao (11) temos que

212 2
nth” et Eq. (14)
m2r2  mr
e portanto
1 me?
r o RZn2’ Eq. (15)
Enfim, substituindo esta expressao na equagao (12) encontramos
1 me*
E__§W' Eq. (16)

Esta expressao mostra que a energia do atomo é minima quando »n = 1, pois £ possui
seu maior valor negativo. Esse valor fornece a energia do estado fundamental do atomo, que
é 0 nivel com 0 menor raio orbital. Para n=2, 3,..., 0s valores absolutos de £ ficam cada vez
menores e a energia se torna progressivamente maior (menos negativa), além que a distancia
entre dois niveis subsequentes se torna cada vez menor, como ilustra a figura 7.

E=0 men 72 = +00

n=>95

n=4

n=3

Figura 7 — Representacdo de alguns niveis de energia do elétron do dtomo de hidrogénio de acordo com o
modelo de Bohr.
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Conhecendo os niveis de energia, podemos imediatamente determinar a frequéncia do
espectro do atomo de hidrogénio, usando o postulado 4. Assim, se 0 atomo muda de um
estado inicial caracterizado por », para outro estado final caracterizado por n,CoMn,<n,,a
frequéncia f da radiacao emitida é dada por

E,—F 1me* [ 1 1 1me* [ 1 1
f= fe gl 22 = |22 Fa(D)
h 2 hh n ny 4 h ny n;

i

Lembrando que f= ¢/A, podemos escrever a equagao acima como

1 1 1
Lt e Eqg. (18
onde
1 me?

A equacdo anterior nos mostra como calcular o valor da constante de Rydberg a partir das
constantes fundamentais m, c, e, € h, as quais podem ser determinadas independentemente
do modelo de Bohr. Bohr ganhou o Prémio Nobel de fisica em 1922 por ter resolvido
(momentaneamente) com seu modelo o problema da estabilidade do atomo.

Verifique que a constante de Rydberg dada pela equagdo (19) tem como valor

R,=1,097x 10" m '. Este valor concorda com o determinado a partir de medidas
experimentais de comprimentos de ondas, o que fornece uma forte comprovagao
do modelo de Bohr.
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Para saber mais...

s Orbitas elipticas de Sommerfeld. O modelo de Bohr explicava muito bem as linhas

espectrais do hidrogénio e atomos semelhantes. No entanto, logo foi descoberto que

as linhas espectrais na verdade consistiam de varias linhas muito proximas. Se uma
linha grossa, por exemplo, era composta por duas linhas mais finas (doublete), isto implicava
que existiam duas transicdes com energia ligeiramente diferente, o que ndo era previsto pelo
modelo de Bohr.

Logo apds a descoberta experimental deste fendmeno, apareceu o trabalho de Arnold
Sommerfeld com a introdugdo das Orbitas elipticas, que deu uma primeira explicagcao
a este fendémeno.

No modelo de Sommerfeld, os elétrons s6 poderiam se mover em elipses permitidas
(figura 8). Ele criou entdo um segundo numero quantico / o qual chamou de niamero quantico
secundario ou nimero quantico azimutal. Este nimero definia a forma da elipse. Para n=1
a Orbita sO podia ser circular (1= 0), para n = 2 havia duas orbitas de diferentes formas (/
=0 - eliptica, = 1- circular). Para qualquer » haviam n diferentes formas das orbitas. Os
elétrons movendo-se em duas Orbitas de mesmo » mas de diferentes formas tinham pequenas
diferencas de energias. O que explicava a descoberta da estrutura das linhas espectrais.

Figura 8 - Orbitas eletrdnicas permitidas para os quatro nimeros quanticos pelo modelo de Bohr-Sommerfeld.

Outro tipo de melhoramento do atomo de Bohr foi a descoberta que as orbitas ndo tinham
que estar no mesmo plano. Elas podiam estar orientadas no espago em algumas diregoes
definidas. Sua orientagdo seria definida pelo niimero quéntico magnético m,, que estaria
associado ao campo magnético gerado pelo elétron ao percorrer sua Orbita.

Se 0 sistema era posto em um campo magnético externo, entdo as drbitas dos elétrons se
dispunham por si mesmas de uma maneira especial de modo que 0 campo magnético gerado
pelos elétrons apontaria na mesma direcdo do campo magnético externo. Para mudar a drbita
eletrdnica para outra direcao deveria ser dada uma energia adicional ao sistema. Sommerfeld
provou que existiam apenas alguns niimeros definidos para as possiveis diregdes orbitais, que
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seriam num total de 27+ 1. Cada posi¢do no campo magnético teria uma pequena diferenca
de energia. O nimero m, poderia ter valores de —a +1/, ou seja, 27+ 1 valores diferentes.
0 fenémeno do campo magnético das Orbitas serem quantizados para um mesmo conjunto
de valores n e [ explicava a quebra das linhas espectrais quando um atomo era posto sob a
influéncia de um campo magnético externo. Este é o conhecido efeito Zeeman, que leva este
nome por ter sido descoberto por Pieter Zeeman.

Para um melhor entendimento dos nimeros quanticos », I € m,, 0s valores paran=1,
n =2, n =3, n=4estdo apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 - Orbitais possiveis no modelo de Bohr-Sommerfeld.

Niimeros quanticos Nimero de estados quimicos

Nasub-camada I Nacamada n

-1,0,+1
—2,-1, 0, +1, +2

Além dos fendmenos descritos anteriormente, um mais foi descoberto, que a linha
espectral consistia de duas, quatro ou mais linhas muito proximas uma da outra, muito mais
proximas do que as formas de orbitas eram possiveis de explicar. O fato, conhecido como
efeito Zeeman andmalo, ndo podia ser previsto pelo modelo de Bohr-Sommerfeld. A figura 9
ilustra o efeito, ao submeter atomos a um campo magnético de grande magnitude, 0s seus
niveis de energia se desdobram em dois, quatro ou mais niveis, o que leva a uma multiplicagao
de linhas espectrais de emissao.

— 13/2
— 1] /2
-1/2
-3/2

+1/2
P]z —1//2

+1/2

1/2

-1/2

Figura 9 - llustracdo do efeito Zeeman.
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Quem explicou o efeito Zeeman anémalo foi a dupla George Eugene Uhlenbeck e Samuel
Abraham Goudsmit, este tltimo aluno de Zeeman. Para isto eles propuseram que os elétrons,
além de circular em torno dos nucleos, também giravam em duas diregdes, criando uma
corrente que flui na dire¢do da rotagdo. A corrente induz um campo magnético que é direcionado
com o campo criado pelo elétron se movendo na orbita ou oposto a ela. Tais campos somam-se
ou subtraem-se gerando campos resultantes diferentes por uma pequena quantidade. Assim,
as linhas espectrais se desdobrariam. O spin, nimero quéntico magnético é usado para definir
a diregdo da rotagdo. O spin pode ser +1/2 ou —1/2, que produz o desdobramento da linha
espectral em duas linhas muito proximas.

Ap6s 0 modelo de Bohr ter sido implementado, percebeu-se que ele descrevia muito bem
0 espectro do hidrogénio. As linhas principais eram geradas pelo elétron ocupando diferentes
Orbitas (definidas por n). As linhas consistiam de linhas postas muito proximas para diferentes
formas de orbitas (definidas por 7). No campo magnético, as linhas sofrem um desdobramento,
porque as orbitas ocupam diferentes lugares no espaco. E, por altimo, o elétron pode girar
em duas direg0es, 0 que causa o desdobramento das linhas espectrais em duas linhas extras.

Como o modelo de Bohr descreve muito bem os espectros de hidrogénio e de outros
atomos hidrogenoides (atomos formados por seu nucleo e por um tnico elétron, como por
exemplo, He*, Li**), ele foi considerado um sucesso. Mas, para alguns cientistas, as suas
suposicoes aparentavam artificiais. A pergunta mais frequente era: por que deveriam os elétrons
girar em torno dos nucleos apenas em Orbitas definidas? A resposta foi dada ap6s 1925 por
de Broglie, Schrodinger e Planck. Este serd o assunto das nossas proximas aulas.

Quando um atomo faz uma transigao de um nivel de energia £ para um nivel de
energia mais baixo E.,a energia do foton emitido € igual a £, — - Os niveis de
energia do atomo de hidrogénio sdo dados pela equagao

Sommerfeld melhorou o modelo de Bohr, permitindo o elétron se mover em
orbitas elipticas e com a descoberta do Spin por Uhlenbeck e Goudsmit, o
modelo de Bohr-Sommerfeld permitiu entender as linhas espectrais do adtomo
de hidrogénio e dos ions hidrogenados, no entanto, além do modelo misturar a
teoria classica com idéias novas incompativeis, ele era incapaz de prever oS niveis
de energia de qualquer atomo particular.
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Autoavaliacao

Determine a energia cinética, a energia potencial e a energia total do atomo de
hidrogénio em seu primeiro nivel excitado e calcule o comprimento de onda do f6ton
emitido na transi¢cdo do primeiro nivel excitado até o nivel fundamental.

Aluz correspondente ao féton do problema anterior se encontra no visivel? Se sim,
qual a sua cor?

Desafio! Outras séries espectrais para o hidrogénio foram descobertas, como as
séries de Lyman, Paschen, Brackett e Pfund. Seus comprimentos de onda podem ser
determinados mediante formulas semelhantes as da série de Balmer, equacgao (2).
Na figura abaixo, apresentamos um diagrama dos niveis de energia do hidrogénio,
mostrando algumas transi¢des correspondentes as séries de Lyman, Balmer,
Paschen e Brackett. Deduza as formulas das séries de Lyman, Paschen e Brackett
apresentadas no diagrama.

n=0oo
n=>5
n=4 il
Série Brackett (infravermelho)
n=3 -
Série Paschen (infravermelho)
n=2 - -
Série Balmer (visivel)
n=1

Série Lyman (Ultravioleta)

Qual é o comprimento de onda da radiagao emitido de um sistema onde um elétron
é capturado por um préton (ou ion de hidrogénio, A*) formando um atomo de
hidrogénio no seu estado fundamental? Em que faixa do espectro se encontra a
radiacdo emitida? Isto é, se é infravermelho, visivel, ultravioleta, gamma, etc.
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Propriedades ondulatorias
das particulas




Apresentacao

s estudos da luz e dos efeitos luminosos revelaram que a luz e as outras ondas

eletromagnéticas possuem caracteristicas de onda e de particula. Essas caracteristicas

se complementam e s3o essenciais a explicacao e estudo dos fendmenos relacionados
a propagacao e interagdo das ondas eletromagnéticas.

A natureza é simétrica em relagdo a dualidade onda-particula e ndo sdo s6 as ondas
eletromagnéticas que apresentam tal dualidade: a matéria também tem natureza dual.

Nesta aula, vamos entender como o comportamento dual que se apresenta para as
particulas e corpos materiais, tais como elétrons, prétons, pedras, pessoas, planetas
e outros, e também perceber porque esse comportamento passa despercebido nas
situagOes de nosso cotidiano e entender como tal dualidade permitiu o desenvolvimento
dos microscopios eletronicos.

Objetivos

Compreender que a matéria, assim como a luz,
apresenta uma natureza dual.

Entender a observagao experimental das ondas
associadas a particulas materiais.

Perceber que as caracteristicas ondulatorias dos
Corpos macroscopicos nao podem ser percebidas
experimentalmente.

Definir e conhecer as propriedades de uma
particula quantica.

Entender os principios fisicos do funcionamento de
um microscopio eletrénico.
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Introducao

“Todas as particulas podem exibir efeitos
de interferéncia, e todos os movimentos
9 ’ ondulatorios tém energia na forma de quanta”.

Paul Dirac (1902-1984).

4

=

Nas primeiras aulas de nossa disciplina temos estudado sobre as limitagdes da Fisica
Classica em explicar alguns fenémenos naturais. Vimos que a Fisica conhecida até o final do
Século XIX estava restrita a explicar e descrever o mundo macroscépico, que é o mundo que
percebemos com nossos sentidos. Ela ndo podia explicar os fendmenos e efeitos relacionados,
direta ou indiretamente, as escalas microscopicas.

Nessas aulas, vimos que a estrutura atdmica da matéria e a quantizagdo da carga elétrica,
quando estudadas de acordo com 0s conceitos da Fisica Classica, tornam inexplicavel a propria
existéncia da matéria. Aprendemos que 0s espectros atdmicos nao podem, de maneira alguma,
ser explicados em termos de conceitos e principios classicos e que 0 modelo atdmico de
Bohr-Sommerfeld explica, qualitativa e quantitativamente, o atomo de hidrogénio e seus
espectros e fornece uma explicacdo para a estrutura atdbmica da matéria e estabilidade dos
atomos. Aprendemos que os espectros da radiacao térmica, que tém forma muito diversa da
prevista pela Fisica Classica, podem ser obtidos considerando-se a quantizagdo da energia
dos modos de vibragdo dos materiais. Vimos que a luz tem uma natureza dual, na qual os
aspectos corpusculares e ondulatérios combinam-se e complementam-se para explicar
sua propagacao e sua interagdo. Para explicar esses efeitos e fendmenos foram criados e
desenvolvidos novos principios e conceitos, aos quais estamos estudando em cada uma das
aulas de nossa disciplina.

Dando continuidade, vamos perceber que a dualidade onda-particula ndo esta restrita a
luz e as ondas eletromagnéticas, mas que é, também, uma propriedade de todas as particulas
e corpos materiais.

Para tanto, vamos lembrar que ao estudar a propagacdo da luz e sua interagao com
a matéria (Aula 3 — O efeito fotoelétrico e o efeito Compton), fomos forgados a aceitar sua
natureza dual. Ou seja, ndo conseguimos explicar 0s fendmenos e efeitos luminosos assumindo
apenas o comportamento corpuscular ou 0 comportamento ondulatério da luz. E um fato
comprovado experimentalmente que a luz possui caracteristicas corpusculares e ondulatorias.
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Ja ao estudarmos a matéria, é natural que adotemos um modelo corpuscular para explicar
seu comportamento e natureza. Estamos acostumados a tratar a matéria e seus constituintes
(prétons, néutrons e elétrons) apenas como corpusculos materiais.

Veremos, agora, que a natureza é bastante simétrica em relagao a dualidade onda-particula.
A matéria também apresenta uma natureza dual. Nesta aula, entenderemos esse comportamento
e aprenderemos sobre a sua constatagao experimental e sobre o porqué de nao percebemos
esta dualidade para 0s objetos e particulas de nosso cotidiano, ou seja, vamos entender porque,
mesmo tendo propriedades ondulatdrias associadas a nossos corpos, nao sofremos difragao e
interferéncia ao passar pela porta de nossa casa.

0 postulado de De Broglie
e as ondas de matéria

Em 1923, o fisico francés Louis de Broglie (Figura 1), que estava preparando sua tese de
doutoramento, postulou que:

Como os fotons tém caracteristicas corpusculares e ondulatdrias, talvez todas as

formas de matéria tenham propriedades ondulatdrias assim como corpusculares.

Figura 1 - Prince Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie, conhecido como Louis de Broglie (1892-1987).
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Essa era uma ideia altamente revoluciondria e especulativa, baseada nos resultados
obtidos para fotons, nos efeitos fotoelétrico e Compton, na teoria de Bohr para o atomo de
hidrogénio e na analogia 6tico-mecanica. Para entender como esses resultados levaram de
Broglie a postular a dualidade onda-particula para a matéria, devemos lembrar alguns pontos
importantes relacionados a cada um desses resultados.

Em primeiro lugar, os fotons de luz, em sua propagacao e interagao, manifestam efeitos
que os caracterizam como particulas e que dependem de suas propriedades ondulatdrias, como
pode ser explicitado pelo momento carregado pelo foton e sua relagdo com o comprimento
de onda da luz:

p=r Eq. (1)

Em segundo lugar, o proprio De Broglie revelou que uma pista importante para a proposi¢ao
de seu postulado foi o aparecimento de nimeros inteiros na condigdo de quantizagdo de Bohr
para as Orbitas dos elétrons dos atomos de hidrogénio, pois 0s inicos fendmenos fisicos em
que apareciam nimeros inteiros eram nos fendmenos de interferéncia e nos modos normais
de ondas (lembre-se da disciplina Ondas, Som e Luz). Se os niveis de energia dos elétrons no
atomo estavam relacionados por ndmeros inteiros, entao os elétrons deveriam estar relacionados
a periodicidade, ou seja, deveriam estar relacionados a ondas.

Partindo desse raciocinio, De Broglie imaginou que se a luz que antes era considerada onda
tinha propriedades corpusculares, os elétrons e outras particulas deveriam ter propriedades
ondulatorias. Por analogia com a Equacgao 1 para o momento de um foton, ele postulou que o
comprimento de onda associado a uma particula de momento p, seria:

ol Eq. (2)
p

que se chama comprimento de onda de De Broglie da particula.

Para uma particula no-relativistica de momento p = muv, 0 comprimento de onda de de
Broglie vale:

A= — Eq. (3)

muv

e para uma particula com velocidade qualquer é:

A= P Eq. (4)

ymu

onde y é o fator de Lorentz (ver disciplina Relatividade) e vale:

7= ——. Eq. (5
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Além disso, segundo de Broglie, as particulas obedecem a relagao de Einstein para fotons
(E= hf), de tal forma que a frequéncia associada a uma particula é:

=L E. (6)

Percebam que, diferente do que foi feito em aulas anteriores, vamos usar a letra f para
representar a frequéncia de uma onda ou particula para que ndo venhamos a confundir, no
decorrer desta aula, as grandezas frequéncia e velocidade de uma particula.

As Equacdes 2 e 6 evidenciam a natureza dual da matéria, pois cada uma contém tanto
conceitos corpusculares (p e E) quanto conceitos ondulatorios (A e f). O fato de essas relagoes
terem sido estabelecidas experimentalmente para os fotons tornou mais facil que a hipotese
de De Broglie fosse aceita.

Um elétron tem massa igual a m,= 9,11 x 10*' Kg e em um tubo de Crookes
é acelerado por uma diferenca de potencial de 100 volts, adquirindo uma
velocidade de modulo igual a v = 5,93 x 10° m /s. Determine o comprimento
de onda de de Broglie para:

a) este elétron;

b) para um proton, cuja massa vale m, = 1,67 x 10%" Kg e tem a mesma
velocidade que o elétron do item anterior.
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Os pequenos valores para os comprimentos de onda de De Broglie de particulas como o
elétron (1 ~14 = 10 m) e ainda menores para particulas mais massivas como os protons
e néutrons, explicam o porqué das propriedades ondulatorias da matéria terem passado
despercebidas até o inicio do Século XX. Conforme observou o proprio de Broglie, é a mesma
razao pela qual as propriedades ondulatorias da luz visivel (os fendmenos de interferéncia e
difracdo) passam despercebidas em nosso cotidiano, permitindo que se empregue a dtica
geomeétrica para explicar a propagacao da luz.

Para objetos macroscdpicos, mesmo com baixas velocidades, o comprimento de onda
é ainda menor (veja o Exercicio 3 da autoavaliacdo). E, portanto, é muito menor que qualquer
abertura por onde esses objetos possam passar para sofrer difragdo. Portanto, as propriedades
ondulatérias de objetos macroscdpicos ndo podem ser observadas.

Observacao das ondas de materia

Durante a defesa de tese de De Broglie, um dos membros da banca perguntou se suas
ondas de matéria poderiam ser detectadas experimentalmente. A resposta de de Broglie foi
que isso talvez fosse possivel fazendo-se experiéncias de difracao de elétrons por cristais.

Isso é verdade porque, mesmo com comprimentos de onda tdo pequenos, sob condictes
apropriadas, elétrons deveriam exibir efeitos de difracao.

Em 1927, trés anos apos o trabalho de De Broglie ter sido publicado, C. J. Davisson e
L. H. Germer (Figura 2) conseguiram medir o comprimento de onda dos elétrons e constataram,
dessa forma, a natureza ondulatéria das particulas.

Figura 2 - Clinton Joseph Davisson (a esquerda, 1881-1958) e Lester Halbert Germer (a direita, 1896-1971).
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Vale lembrar que a intengdo inicial de Davisson e Germer ndo era confirmar a hipotese
de De Broglie. Tal descoberta ocorreu acidentalmente. A experiéncia envolvia o espalhamento
de elétrons de baixa energia por um alvo de niquel no vacuo. Durante uma das experiéncias,
uma garrafa de ar liquido explodiu e oxidou o alvo de niquel. Para eliminar o dxido, o alvo foi
submetido a um tratamento térmico que formou grandes regides cristalinas em seu interior e
causou uma mudanca radical na distribuicdo angular dos elétrons espalhados por esse alvo, de
forma que essa distribuicdo dos elétrons passou a exibir maximos e minimos de intensidade
e em angulos especificos.

Davisson e Germer perceberam que os elétrons haviam sido difratados pelos planos
cristalinos do alvo de niquel. Logo em seguida, eles realizaram extensivas medicoes de
espalhamento de elétrons por alvos de um dnico cristal. Seus resultados mostraram a natureza
ondulatoria dos elétrons e confirmaram a relag@o de De Broglie (Equagdo 2) para os elétrons.

No ano seguinte, George Paget Thomson (1892-1975) observou padrdes de difracdo de
elétrons ao fazé-los passar por uma folha muito fina de ouro. G. P. Thomson era filho de J. J.
Thomson, o cientista que descobriu o elétron (reveja a Aula 1 — 0 atomo e a Fisica).

Posteriormente, foram observadas as difragoes de particulas neutras, como atomos de
He, moléculas de H, e néutrons, sendo que as experiéncias de difragdo dos néutrons levaram
atécnicas valiosas de investigagao da estrutura de cristais. Técnicas que sdo complementares
a difracdo de raios X.

A particula quantica

Na Aula 3 e nesta, as nossas concepgoes de particula e de onda, que antes eram
consideradas distintas, comegaram a se mesclar.

Devemos lembrar que, para a Fisica Classica, uma particula ideal era um objeto com
dimensdo nula. Ja uma onda ideal tem comprimento infinito e uma frequéncia dnica. Particula
ideal e onda ideal sao modelos de simplificagdo para as particulas e ondas reais, que podem
ser tidas, respectivamente, como um objeto bem localizado e uma entidade que se estende
pelo espaco.

A comprovagao experimental da natureza dual das ondas e também da matéria nos leva
a um novo modelo de simplificagdo para representar essas entidades que denominaremos
particula quantica.

Assim, devemos nos perguntar: o que é uma particula quéantica? Quais as suas caracteristicas?
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Uma particula quantica, ao mesclar propriedades das particulas ideais e das ondas ideais,
pode ser tida como um pacote localizado de ondas que esta restrito a uma certa regiao do
espaco e com frequéncia definida em certo intervalo de frequencia. Na Figura 3, vemos uma
representacdo pictdrica de uma particula quantica localizada sobre o eixo x de um sistema de
referéncia. A particula de matéria, se a detectassemos, estaria em algum lugar entre o inicio e
o fim da regido do pacote de onda, mas a sua posicdo ndo é exatamente definida. Voltaremos
a discutir esses pontos em nossas proximas aulas.

Figura 3 — Representagdo do pacote de ondas associado a uma particula quéntica.

Por hora, € muito importante ressaltarmos que as propriedades ondulatorias e corpusculares
desse pacote de ondas ndo podem ser separadas e, tdo pouco, podem ser evidenciadas pelo
mesmo experimento. Ou seja, a particula quantica tem, simultaneamente, as propriedades de
particula e de onda, mas estas propriedades so sao evidenciadas em separado e dependendo do
tipo de interacdo a que esta sujeita a particula que vamos observar.

Por exemplo, se um elétron de um material interagir com um fdton e for espalhado, a
interacdo e o respectivo espalhamento serdo regidos pelas propriedades corpusculares do
elétron e do foton. Mas se fazemos incidir um elétron em um material onde o espagamento
entre os planos interatbmicos é comparavel ao comprimento de onda de De Broglie associado
ao elétron, o seu espalhamento sera regido por suas propriedades ondulatdrias e observaremos
sua difracdo. Ou seja, 0 comportamento ondulatorio ou corpuscular de uma particula sera
evidenciado pelo tipo de experimento preparado para observa-la, sendo o processo de
observagao que determina se a particula ird se comportar como onda ou como corpusculo.
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Analise as quatro situagdes a seguir e diga se 0 elétron esta se comportando
como onda ou como corpusculo. Justifique as suas respostas.

a) O elétron esta orbitando um proton e os dois constituem um atomo
de hidrogénio.

h) O elétron é espalhado por um f6ton de raios X e arrancado do atomo
de hidrogénio.

G) O elétron segue uma trajetdria retilinea sem interagir com mais nada.

d) O elétron incide sobre um cristal e é espalhado pelos atomos do
material que estdo dispostos em planos interatbmicos.
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A natureza ondulatdria da descri¢do das particulas proposta por De Broglie foi extremamente
importante para a formulagdo da Fisica Quéntica como uma teoria fisica completa, que é
independente dos principios e conceitos da Fisica Classica. A aplicagdo destes principios e
conceitos permitiu diversos avangos tecnoldgicos, dos quais, no decorrer de nossa disciplina,
ficaremos conhecendo alguns.

Na proxima se¢ao, apresentaremos o funcionamento do microscopio eletrénico, que tem
nas propriedades ondulatérias dos elétrons seu principio de funcionamento.

Os microscopios eletronicos

observagado das propriedades ondulatorias das particulas materiais permitiu alguns

desenvolvimentos tecnoldgicos importantes. Dentre eles, talvez 0 mais importante tenha

sido a construgdo dos microscopios eletrdnicos, que permitem criar uma imagem de
um objeto ou amostra usando elétrons de altas velocidades no lugar de luz visivel ou outras
ondas eletromagnéticas.

0 microscapio eletronico foi inventado em 1933 pelo alemao Ernst Ruska (1906-1988) e
vem sendo aperfeigoado desde entdo. Nesses aparelhos, faz-se incidir sobre a amostra um feixe
de elétrons de altas velocidades, focalizados por um campo eletromagnético. Os microscopios
eletronicos produzem imagens detalhadas com uma amplia¢ao superior a 250.000 vezes. Ao
mostrar imagens de objetos infinitamente menores que 0s observados ao microscopio 6tico, o
microscopio eletrdnico contribuiu para o progresso do conhecimento da estrutura da matéria e
foi crucial no desenvolvimento da Biologia celular e molecular, permitindo observagoes diretas
e precisas de células e organismos microscopicos como virus.

As ampliagOes fantasticas sdo possiveis, pois 0s elétrons, por serem particulas carregadas,
interagem eletricamente com a amostra no microscopio e se espalham de acordo com a forma
e a densidade das varias partes da amostra, fornecendo uma maneira de visualiza-la.

Os microscopios normais ou microscopios oticos usam luz visivel para construir a
imagem da amostra que sO pode ter dimensdes comparaveis ao comprimento de onda da
luz incidente, ou seja, s6 pode ter dimensoes entre 0,4 e 0,7 micrometros (1 um = 10 m),
vindo dai 0 nome microscopio.

Ja 0s microscopios eletronicos podem utilizar elétrons acelerados a altas velocidades e
com comprimentos de onda menores que 1 nm (10 m) e, assim, podem visualizar amostras
mais de mil vezes menores que as observadas em microscopios comuns.
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Se féssemos, por exemplo, utilizar fétons para observar tais amostras, teriamos que ter
fétons com comprimentos de onda da ordem de 1 nm que estdo na regido dos raios X e, por
ndo terem carga elétrica, tendem a atravessar amostras tdo pequenas sem interagir e nem
serem espalhados. Por isso, ndo é possivel se construir um microscopio utilizando fétons para
observar amostras tdo diminutas.

Basicamente, existem trés tipos de microscopios eletronicos: o de transmissao; o de
varredura; e o de tunelamento.

O microscopio eletrdnico de transmissao (MET), cujo esquema é mostrado na Figura 4,
possui varias lentes magnéticas, além de bobinas eletromagnéticas, localizadas ao longo do
caminho do feixe de elétrons. A fungao das lentes é, principalmente, a colimacdo do feixe de
elétrons produzido pelo canhdo de elétrons. Os elétrons, que formam um feixe paralelo e de
intensidade suficiente, incidem sobre a amostra e sdo difratados por ela. A lente do projetor
ira formar a primeira imagem da distribuicdo angular dos feixes eletronicos difratados pela
amostra, imagem que pode ser novamente ampliada pelo uso de outras lentes magnéticas.

Canhao eletronico Vacuo
Catodo
Anodo
Nicleo
Lente eletromagnética .
Bobina

Lente condensadora
eletromagnética

Feixe de elétrons

Porta da cdmara
da amostra

P—
Y

Tela
Amostra

T

-
ot

AR\ \\\\\\\

Transmissao visual .
Lente do projetor

/
\

Camara de fotografia

Figura 4 - Esquema de um microscopio eletronico de transmissao.
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O microscapio eletrdnico de varredura (MEV) é um tipo de microscdpio eletronico
que usa, no geral, feixes de elétrons com energia menor (comprimento de onda maior) que a
energia dos feixes de elétrons utilizados nos microscopios eletronicos de transmissao. Por isso,
nos MEV’s, os elétrons do feixe sdo espalhados pela superficie do material e podem produzir
imagens de alta resolugao da superficie da amostra. Devido a maneira como sao criadas, as
imagens de MEV tem uma aparéncia tridimensional caracteristica e sdo (teis para avaliar a
estrutura superficial e as falhas nessa estrutura quase a nivel atomico.

O microscopio eletrdnico de tunelamento (MET) utiliza feixes de elétrons preparados
para interagirem com 0s atomos da amostra via efeito tinel e, dessa forma, as imagens obtidas
com esse tipo de microscopio podem mostrar até os &tomos do material. Na Aula 7 (A equagao
de Schrodinger), discutiremos o efeito tunel e poderemos entender melhor o funcionamento
dos microscopios eletronicos de varredura.

No estudo e analise de materiais, 0s varios tipos de microscopias sao utilizados, cada
uma com suas vantagens e desvantagens. Na verdade, as varias técnicas de microscopia sao
complementares e cada uma tem seu campo especifico de aplicagdo, mesmo a microscopia
Otica tem vasto campo de atuagdo. Destacando-se a principal potencialidade de cada uma,
podemos afirmar que:

= microscopia 6tica: utiliza luz visivel para observar as amostrar, permite a analise de
grandes areas em curto espaco de tempo, além de ser de utilizagao simples, rapida e
pouco dispendiosa;

= microscopia eletrdnica de transmissdo: permite a analise de defeitos e fases internas
das amostras;

= microscopia eletrdnica de varredura: excelente para se estudar irregularidades superficiais,
a nivel quase atdmico, em amostras e objetos;

= microscopia de tunelamento: por apresentar excelente resolugdo, permite estudos
dificeis de serem realizados com as outras técnicas, tais como observagdo de defeitos
puntiformes e visualizagdo de atomos e aglomerados de atomos.

E muito importante ressaltarmos que o aumento da energia (velocidade) do feixe de
elétrons e consequente diminui¢ao de seu comprimento de onda ndo ird, necessariamente,
aumentar a resolugdo da espectroscopia eletronica. Aumentando-se a energia dos elétrons
e, consequentemente, diminuindo-se o seu comprimento de onda, estamos diminuindo o
tamanho da regidao da amostra ou estrutura com a qual o elétron ird interagir, mas, para
formar a imagem, precisamos detectar esses elétrons difratados pela amostra e interpretar 0s
padrdes de difracao que eles apresentam, o que é feito pela lente do projetor (veja Figura 4),
uma lente eletromagnética controlada por uma corrente elétrica. A maior limitagdo pratica dos
microscapios eletronicos atuais esta relacionada ao controle das correntes elétricas das lentes
eletromagnéticas dos microscopios e sao essas lentes que irdo resolver o feixe de elétrons
difratado pela amostra e permitir-nos interpreta-lo como uma imagem.
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Nesta aula, aprendemos que todas as formas de matéria, assim como as ondas
eletromagnéticas, apresentam uma natureza dual, comportando-se como
onda e como corpusculo. Descobrimos como calcular o comprimento de onda
associado a cada particula ou objeto e também aprendemos que, para corpos
macroscopicos, esse comprimento de onda é muito menor que qualquer abertura

por onde 0 corpo possa passar e, dessa forma, ser difratado. Também vimos que
0 comportamento ondulatdrio das particulas materiais, como elétrons, néutrons,
atomos e moléculas, ja foi comprovado experimentalmente e que uma importante
aplicacdo das propriedades ondulatdrias dos elétrons é a microscopia eletronica,
que é utilizada para produzir imagens de estruturas e objetos milhares de vezes
menores que 0 comprimento de onda da luz visivel.

Autoavaliacao

Um elétron e um proton ndo-relativisticos estao em movimento e tém o mesmo
comprimento de onda de De Broglie. Quais das seguintes grandezas também tém o
mesmo valor para estas particulas?

a) Velocidade escalar
b) Energia cinética
C) Momento

d) Frequéncia

n Na Aula 3 (O efeito fotoelétrico e o efeito compton), vimos que um elétron tem
designado para si o comprimento de onda Compton. Nesta aula, vimos que 0 mesmo
elétron pode ter designado para si o comprimento de onda de De Broglie. Qual(is)
desses comprimentos de onda é um comprimento de onda fisico real associado ao

elétron? Justifique.
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n Uma pedra de massa igual a 50,0 ¢ é arremessada com velocidade escalar igual a
10,0 m/s.

a) Determine o comprimento de onda de De Broglie dessa pedra e compare-0 com
o didmetro normal de uma pedra (3 cm).

b) Poderiamos criar um experimento para observar a difragdo dessa pedra? Justifique.

Uma particula de massa m e carga elétrica ¢ é acelerada por uma diferenca de
1 potencial V. Supondo que essa particula desloca-se com velocidade ndo-relativistica,
calcule o seu comprimento de onda de De Broglie.

Dica — Para calcular a energia da particula, utilize a relagdo entre o trabalho realizado
sobre uma carga elétrica em uma diferenca de potencial obtida na disciplina
Eletromagnetismo. E para obter o momento em termos da energia, lembre-se da
disciplina Movimento e Mecanica Classica.

Se a particula do exercicio anterior for um elétron acelerado por uma diferenca de
potencial de 50,0 volts, qual é o seu comprimento de onda?

Quais as vantagens e desvantagens de um microscopio eletronico em relagdo a um
microscaopio 6tico?

0 poder de resolugao mais elevado de um microscopio, a principio, so estaria limitado
pelo comprimento de onda utilizado; isto é, 0 menor detalhe que pode ser separado
tem as dimensdes mais ou menos iguais ao comprimento de onda. Suponhamos que
queremos “olhar” para dentro de um atomo. Admitindo que o didmetro do atomo
seja 100 pm (1 pm = 102 m), significa que desejamos ver detalhes da ordem de
10 pm, aproximadamente.

a) Se for usado um microscopio eletrénico, qual a energia minima que os elétrons
devem ter?

h) Se for usado um microscopio 6tico, qual a energia minima dos fétons? Em que
regido do espectro eletromagnético estdo esses fotons?

c) Qual dos dois microscopios parece mais pratico para esse fim? Justifique.
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Apresentacao

stamos estudando o surgimento da Fisica Quéntica a partir dos estudos de fenémenos

ndo explicados pela Fisica Classica. Entretanto, a Fisica Classica mostra-se correta ao

explicar diversos fendmenos presentes em nosso cotidiano. Assim, qualquer nova teoria
que explique os fenémenos inacessiveis a Fisica Classica deve reduzir-se a ela na explicagao
dos fenémenos de nosso cotidiano. A regra que determina o limite em que uma nova teoria
fisica deve reduzir-se a Fisica Classica é o Principio da Correspondéncia.

Por outro lado, a interagao do observador com o sistera a ser observado nem sempre pode ser
determinada ou desprezada, por isso ha uma limitagdo natural na precisdo das medidas simultaneas
de posicao e momento feitas em um sistema. Tal limitagdo é descrita pelo Principio da Incerteza.

Objetivos

Entender o Principio da Correspondéncia e a
relagdo entre a validade de uma nova teoria fisica e
a validade da Fisica Classica.

Entender o Principio da Incerteza de Heisenberg e a
falta de determinismo da Fisica Quantica.

Perceber que o Principio da Incerteza é
uma limitagdo natural de qualquer sistema
fisico e que esta relacionado ao ato de
observagao do sistema.
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Introducao

“Existe um limite para 0s nossos poderes de
observagao e para o minimo de perturbagao
que acompanha o nosso ato de observagao,
um limite que é inerente a natureza das
coisas e que nunca pode ser vencido pelo
aperfeicoamento da técnica e da habilidade
do observador”. Paul Dirac (1902-1964).

Nas aulas anteriores desta disciplina, estudamos as limitagdes da Fisica Classica em
explicar alguns fendmenos naturais e as primeiras tentativas de explicar esses fendmenos,
que nos apresentaram conceitos novos e, alguns deles, bastante surpreendentes. Dentre esses
conceitos, podemos citar a quantizagdo da matéria, da carga elétrica e da energia e a dualidade
da luz, das ondas eletromagnéticas e das particulas materiais.

Esses conceitos, suas implicagGes e alguns principios basicos permitiram a formulagao
da Fisica Quantica tal como conhecemos hoje e muitos dos avangos cientificos e tecnoldgicos
do ultimo século.

Nesta sexta aula, vamos estudar dois principios fisicos extremamente importantes para
a Fisica Quantica: o Principio da Correspondéncia e o Principio da Incerteza.

Na verdade, esses principios sao extremamente importantes para toda a Fisica. O primeiro
representa a relagdo entre a Fisica Classica e qualquer nova teoria fisica. E 0 segundo representa
uma restrigao as medidas observacionais de qualquer sistema fisico, mas suas implicagdes e
limites s0 sdo percebidos no estudo dos sistemas quanticos.
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0 Principio da Correspondéncia

Principio da Correspondéncia foi postulado por Niels Bohr (lembre-se da Aula 4 - Os

espectros atdmicos e o0 modelo de Bohr), em 1923, como uma regra para testar a

validade das previsdes da teoria quantica que estava surgindo e também como uma
forma de explicar os limites onde a Fisica Classica comeca a deixar de valer, e sO é possivel
explicar os sistemas fisicos em termos de uma teoria quantica.

Para entender como Bohr chegou a esse principio, vamos comegar lembrando que, como
foi apresentado na aula 4, ele havia proposto um modelo para o atomo de hidrogénio fazendo
uso de alguns postulados. Esse modelo previa, com bastante acuracia, 0s espectros atbmicos
do atomo de hidrogénio e fazia uso de nimeros inteiros relacionados as orbitas dos elétrons
no atomo e as energias dos elétrons em cada drbita. A energia do elétron no n-ésimo nivel de
energia é dada por (Equagdo 16 da aula 4):

1 me*
_ , Eq. (1
onde m e e sdo, respectivamente, a massa e a carga elétrica do elétron; 7 é a constante de
Planck dividida por 27t ; e € um inteiro positivo. A Equacdo 1 pode ser reescrita como:

El

E,=——1.
n n2

Eq. (2)
onde £, ¢ a energia do nivel fundamental ou nivel de menor energia do atomo de hidrogénio
e é definida como

me4

1
Ey 2 R2

= 13,6V .

Calculando-se a diferenca de energia entre dois niveis subsequentes, » € n+ 1, obtemos:

1 1
o= B =~ [y~ ]
2n+1
oo = B = Bigt iy Fa. (9

Da Equacdo 3, vemos que, a medida que o valor de » aumenta, a diferenca de energia entre
os dois niveis subsequentes vai diminuindo. Compare, por exemplo, as diferencas de energia
entre niveis subsequentes calculadas para alguns valores de » mostradas na tabela a sequir.
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Dessa forma, a medida que » aumenta, fica cada vez mais dificil distinguir a separagao
entre dois niveis de energia subsequentes do atomo de hidrogénio, ou seja, 0 espectro do
atomo de hidrogénio tende a um espectro continuo, como 0s espectros previstos pela Fisica
Classica, e nao é possivel perceber qualquer quantizagdo da energia emitida nas transicdes
do elétron de um nivel para outro.

A partir da analise do seu modelo do atomo de hidrogénio e imaginando que todo sistema
quantico pudesse ser especificado por um ou mais nimeros quanticos, Bohr enunciou o
Principio da Correspondéncia.

As previsoes da Fisica Quantica para o comportamento de qualquer sistema fisico

devem corresponder as previsoes da Fisica Classica no limite em que 0s nimeros
quanticos que especificam o estado de um sistema se tornam muito grandes.

A primeira parte desse principio é 6bvia, pois é esperado que a Fisica Quantica se reduza
a Fisica Classica na descri¢@o de um sistema que se comporta classicamente.

Mas, o principio da correspondéncia, como enunciado acima, nao s informa que a Fisica
Quantica deve ter a Fisica Classica como caso particular na descrigdo de sistemas que se
comportem classicamente, mas nos fornece a regra para identificar se um sistema se comporta
classica ou quanticamente, ou seja, esse principio nos permite identificar se devemos usar a
Fisica Classica ou a Fisica Quantica para descrever um respectivo sistema. Basta verificarmos
Se 0S numeros quanticos que descrevem o sistema s@ao muito grandes.

O principio da correspondéncia pode ser enunciado em uma forma mais geral, valida
para toda e qualquer nova teoria fisica.

Nos limites de validade da Fisica Classica, os resultados de qualquer nova teoria

fisica devem se reduzir aos resultados da Fisica Classica.
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Apresentado dessa forma, o Principio da Correspondéncia nos explica, por exemplo, por
que a Teoria da Relatividade Especial reduz-se a Mecénica Newtoniana quando a velocidade
dos objetos e sistemas estudados é muito menor que a velocidade da luz no vacuo.

0 Principio da Incerteza

Fisica Classica faz uso de consideragdes probabilisticas e analise estatistica como

ferramentas matematicas para descrever sistemas muito complicados, mas tanto a

Fisica Classica quanto suas leis basicas sao deterministicas, no sentido de que sempre
é possivel determinar a posicdo e a velocidade de uma particula ou objeto em um dado instante
e, com essas informagoes e as equacdes de movimento da particula, prever a posi¢ao exata
da particula em qualquer instante no passado ou futuro.

Além disso, mesmo sabendo que a medida da posicdo e da velocidade de uma particula
possui incertezas experimentais, ndo ha barreira fundamental para o aperfeicoamento das
técnicas ou dos procedimentos de medida, ou seja, com o0 aperfeicoamento das técnicas de
medida, seria possivel realizar tais medidas com incertezas arbitrariamente pequenas. Além
disso, para a Fisica Classica, qualquer interagdo do observador com o sistema ao medir 0s
estados deste podem ser previstas ou controladas de forma que as incertezas nas medidas
do sistema podem ser tdo pequenas quanto se deseje.

Ja a Fisica Quantica, por outro lado, tem na interpretacdo probabilistica de suas equagdes
uma ferramenta fundamental na descricdo de qualquer sistema fisico (vamos estudar mais
detalhes dessa interpretagdo a partir da proxima aula). E, além disso, as interagoes do
observador com o sistema ao realizar uma medida nem sempre podem ser determinadas ou
desprezadas. Tais consideracdes implicam que, para a Fisica Quantica, ha uma barreira ou
limitagdo fundamental para a realizagdo de medidas em um sistema, de modo que as incertezas
nessas medidas sejam arbitrariamente pequenas.
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0 Principio da Incerteza para posicao e momento

Figura 1 — Werner Karl Heisenberg (1901-1976).

Em 1927, Werner Heisenberg (Figura 1) expressou a limitagdo na determinagdo conjunta
da posigao e da velocidade (ou, equivalentemente, do momento p =muv) de uma particula
através da expressao:

>t

5x0ps > . Eq. (4)

\)

Onde 6z € a incerteza na medida de posicao da particula; dp, € a incerteza na medida do
momento da particula na direcdo z; € % é a constante de Planck dividida por 2.

0 Principio da Incerteza, expresso pela Equagao 4, representa um compromisso entre as
incertezas relativas da posi¢ao e do momento de uma particula. Ele ndo significa que a incerteza
na medida da posicdo ou do momento nao pode ser arbitrariamente pequena. Significa que:
se a incerteza na posicao for arbitrariamente pequena, a incerteza no momento devera ser
grande o suficiente para respeitar a desigualdade da Equacao 4; e se a incerteza na medida do
momento for arbitrariamente pequena, a incerteza na medida da posicao deve ser grande o
bastante pra respeitar tal relacao.

Ha relagdes correspondentes para as outras componentes do momento e da posi¢ao:
Sy 5py27i/2 e 6z op_>/2 . Dessas relagoes, vemos que ndo ha qualquer restrigao, por exemplo,
para as medidas simultdneas da posicdo = de uma particula e da componente P, de seu momento.

0 Principio da Incerteza é uma caracteristica inerente a natureza e, portanto, 0 compromisso
entre as incertezas nao depende do grau de refinamento do experimento realizado.

Neste ponto, precisamos entender como o Principio da Incerteza pode restringir ou limitar
os resultados de um experimento. Vamos analisar quantitativamente a limitagao imposta por
esse principio aos experimentos com corpos macroscopicos e com particulas microscopicas.
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Exemplo 1 - Experimento com hala de fuzil

Imaginemos que um experimento seja montado para medir, simultaneamente, a posicao e
0 momento de uma bala de fuzil que tem massa igual a 100 gramas. A velocidade medida para
a bala é de 300 m,/s com uma incerteza de 0,01%. Nesse caso, determinemos os itens a seguir.

a) 0 momento e a incerteza na medida do momento da bala de fuzil.

Essa bala tem uma velocidade ndo relativistica que podemos tomar como sendo na
direcdo =, dessa forma seu momento p € dado por:

p, = mv, = 0,1(kg) X 300 (m/s) = 30kg . m/s.

E aincerteza na componente = do momento, pela teoria de propagacao de erros, é dada por:
. ap.’)f 2 2 apx ? 2

6pz = Vv2(6m)2 + m2(6v,)2 Eq. (5)

Supondo-se que a incerteza na medida da massa é desprezivel, a Equacao 5 reduz-se a:
6p1¢ = mav&l,‘ Eq (6)
Substituindo os valores numeéricos temos:

Op, = 0,1(kg) x 300 (m/s)x 0,001 = 0,003kg . m/s

b) Aincerteza minima que poderia ser medida para a posicao da bala.
Usando a expressao matematica do Principio da Incerteza (Equacdo 4), temos que:

h

0xOpy >
TPz = 47

DO St

ox > Eq. (7)

4P,

Substituindo-se os valores numéricos da constante de Planck e da incerteza no momento, temos:

=1,75 x 1073%m

340 7.
So > 6,6 x 107°%(J - s)
4xmx3,0x1073(kg-m/s)

Aincerteza fundamental calculada para a posicdo da bala é cerca de 10'7 vezes 0 tamanho
do nacleo atémico. O Principio da Incerteza ndo representa qualquer limitagdo pratica na
determinacgao da posicdo da bala. 0 mesmo pode ser dito para o movimento de quaisquer
outros objetos macroscopicos.
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Exemplo 2 - Experimento com elétron

Imaginemos que um experimento seja montado para medir, simultaneamente, a posicao
e 0 momento de um elétron que tem massa igual a 9,11 x 10-** quilogramas. Vamos supor
que a velocidade medida para o elétron é, também, igual a 300 m,/s com uma incerteza de
0,01%. Nesse caso, determinemos 0s itens a seguir.

a) 0 momento e a incerteza na medida do momento do elétron.

A velocidade do elétron é ndo-relativistica e, como no exemplo anterior, podemos
considerar que esta na direcdo =, dessa forma seu momento p_€ dado por:

p,=mv =9,1x10 *(kg)-300(m/s)=2,7x 10 *kg.m/s
E aincerteza no momento, dada pela Equacdo 5, vale:
8p, = mdév,_ = 9,1 x 10 *(kg) x 300(m/s) x 0,001 = 2,7 x 10 **kg.m/s
b) Aincerteza fundamental na medida da posigéo do elétron.
Substituindo os valores numéricos na expressao do Principio da Incerteza (Equagdo 7), temos:

—34/ 7.
. 6,6 x 10734(.J - )

= =2,0x 1077
T 4mdp, A x 7w x2,7x10732(kg-m/s) e "

Neste caso, a incerteza fundamental calculada para a posicao do elétron, 2,0 mm, é cerca
de 10.000 vezes o didmetro de um atomo.

Para objetos microscopicos, tais como o elétron, o Principio da Incerteza representa uma
limitacdo prética na determinagdo precisa e simultdnea da posicdo e do momento dessas particulas.

Nos exemplos anteriores, percebemos que, embora haja uma limitagao fundamental na
determinagdo precisa e simultdnea da posi¢cdo e do momento de uma particula, essa limitagdo
SO representa um limite pratico para o caso do movimento de particulas microscopicas.

Por mais que refinemos o experimento para melhorar a precisao das medidas, o produto
das incertezas obtidas obedecera a relagao imposta pelo Principio da Incerteza, mas esse limite
S0 serd relevante para 0 movimento de objetos microscopicos.
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A velocidade de um elétron em um acelerador de particulas é medida como sendo
2,00 x 10® m /s com uma incerteza de 0,001%. Dentro de quais limites pode-se
determinar a posicao desse elétron ao longo da direcdo de sua velocidade?

A localizagao de uma particula é medida e especificada como ocorrendo
exatamente em z=0, com incerteza nula. Como isso afeta a nossa habilidade
de medir, simultaneamente, sua componente de velocidade da diregdo y?
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0 microscopio de Bohr

Para entendermos a origem fisica do Principio da Incerteza, vamos usar uma experiéncia
imaginaria devida a Niels Bohr, na qual se usaria um microscopio otico ideal para observar um
elétron e determinar as incertezas em sua posicao e momento. Esse experimento imaginario
também nos ajudara a perceber que, por mais que tentemos refinar o experimento para observar
mais acuradamente posi¢ao e momento de uma particula microscopica, ndo conseguimos ir
além da relacdo expressa pelo Principio da Incerteza.

Devemos lembrar que para observar um elétron devemos ilumina-lo com luz ou com outro
tipo de onda eletromagnética, pois, na verdade, o que detectamos ao “observar” um elétron
é o foton espalhado por ele. O esquema do microscopio de Bohr é mostrado na Figura 2, em
que temos também a ilustragdo do espalhamento do foton pelo elétron e a figura de difragdo
que sera observada como imagem do elétron.

o e Observador o

Ocular—Z_

o

> Componente x
= do momento do
\ féton espalhado,

( (h/\) sen 6

>,
I

\ 0
& Objetiva /; momento do

foton espalhado
-

Regiéofalcessivel
aos fotons Féton incidente
) ¥ Elé Componente
que atingem a lente Elétron do mgmento da(:)j de momento h/A T
elétron que recua Az
Fonte (h/N) sen 6
luminosa

Figura 2 - Experiéncia imaginaria do microscopio de Bohr: (a) esquema do equipamento; (b) espalhamento do féton pelo
elétron; (c) figura de difracdo da imagem do elétron vista pelo observador.

Ja ao iluminarmos o elétron para observa-lo e mesmo antes de fazer qualquer calculo ou
suposi¢ao matematica, temos o Principio da Incerteza presente na experiéncia, uma vez que 0
fato de observarmos o elétron fazendo o foton interagir com ele perturba-o de uma forma que
essa perturbagdo, como veremos logo a seguir, ndo pode ser determinada. Assim, o Principio
da Incerteza diz respeito a interagdo do observador com a coisa observada. Mas, voltemos
ao experimento.

No instante em que iluminamos o elétron, ele recua devido ao efeito Compton na interagao
com cada foton que chega a ele. Vamos supor que este € um experimento ideal e que é possivel
observarmos o elétron se apenas um foton interagir com ele. 0 momento do foton é p=h/ . Esse
foton, que chega a lente do microscopio, pode ser espalhado em qualquer direcéo dentro da regido
angular 20’ subtendida pela lente objetiva a partir da localizagao do elétron. Por isso, a interagdo
elétron-foton ndo pode ser previamente calculada. Dessa forma, vemos que a componente z do
momento do foton pode variar de +p senf’ a —p sené’ € sua incerteza depois do espalhamento vale:

Ope = 2psent = % sen 6’
Eq.(8)
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A lei de conservagdo do momento exige que o elétron receba um momento na direcdo z
igual em modulo a variagdo da componente 2 do momento do foton. Assim, a componente z do
momento do elétron tem a mesma incerteza que a componente = do momento do féton (Equacao 8).

Da Equacdo 8, vemos que para diminuirmos a incerteza na componente = do momento
do elétron podemos aumentar o comprimento de onda da luz ou usar um microscopio cuja
objetiva subtenda um angulo menor.

Aincerteza na componente =z do momento do elétron ja foi determinada. E quanto a
incerteza na posicao x do elétron?

Devemos lembrar que a imagem de um objeto pontual vista através de um microscopio
ndo é um ponto, mas uma figura de difragdo. Assim, aimagem do elétron aparecera difusa na
lente do microscopio. O poder de resolugao do microscopio determina a precisdo maxima com
a qual podemos localizar o elétron. O poder de resolu¢ao de um microscopio é determinado pela
largura do méaximo central de difracdo, que vale A /sen@’. Se tomarmos a largura do maximo
central como sendo a medida da incerteza na posicao z do elétron, podemos escrever que a
incerteza na posicdo do elétron observado pelo microscdpio vale:

A
sen 6’

ox = Eq. (9)

Da Equacdo 9, vemos que para diminuirmos a incerteza na medida da componente x
da posicao do elétron devemos diminuir o comprimento de onda do féton que ilumina o elétron
ou usar um microscopio cuja objetiva subtenda um angulo maior. Estes sdo 0s procedimentos
que aumentam a incerteza na medida do momento.

Assim, do produto das incertezas na componente do momento z (Equacao 8) e da posicao
(Equacdo 9) do elétron, obtemos:

_ (2 AN
0xdp, = < 3 sen@) (sen@’) = 2h Eg. (10)

Analisando a Equagéo 9, vemos que qualquer procedimento usado para diminuir a incerteza
no momento (aumentar A ou diminuir ') aumenta a incerteza na posicao e vice-versa. A Equagao
10 concorda com o limite minimo fixado para o produto das incertezas 6p_e 6z (Equacao 4).

Na pratica, uma experiéncia utilizada para medir simultaneamente a posi¢ao e momento
de um elétron fornece resultados piores que o expresso na Equacao 10, pois esta foi obtida
considerando-se a situacdo mais ideal possivel.

0 resultado expresso pela Equagao 10 foi obtido diretamente a partir de fendmenos
fisicos mensuraveis (como o efeito Compton e o poder de resolugdo de uma lente) e advém
da quantizagao da radiacd@o. Pois, para observarmos um elétron, devemos ter, no minimo, um
foton o iluminando. Quando espalhado pelo elétron, o foton realiza a interagdo necessaria entre
0 microscopio e o elétron. E essa interagdo perturba o elétron de uma forma que nao pode ser
exatamente prevista ou controlada, de forma que a posi¢do e momento do elétron ndo podem
ser completamente conhecidos ap6s a medida.
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Concluindo: ndo é possivel melhorar um experimento ou as técnicas de medida de
modo que as incertezas nas medidas simultaneas da posi¢do e do momento de uma particula
desrespeitem a relagao de incerteza expressa pela Equacgao 4. A interagao entre observador e
observado sempre existe e no caso de particulas microscopicas essa interagao nao pode ser
desprezada. Da Equacgdo 4, vemos também que a constante de Planck, ~ , € uma medida da
menor perturbagdo ndo controldvel relacionada a uma medida fisica.

0 Principio da Incerteza para energia
e tempo da medida

O Principio da Incerteza pode também ser expresso em termos das incertezas na energia
medida e no tempo necessario a realizagdo da medida. Nessa forma, o Principio da Incerteza
pode ser escrito como:

SESt > Eq. (11)

N | >

Usando o caso de uma particula livre, podemos deduzir a forma do Principio da Incerteza
dada pela Equagdo 11 diretamente de sua expressdo dada pela Equacgdo 4. Consideremos um
elétron se movendo ao longo do eixo = com energia dada por:

2
=Lz Eq. (12)

C2m’
Se p, tem uma incerteza dp , entdo, a incerteza na energia £ € dada por:
5F = P2 6p, = v,0p, . Eq. (13)
m

Onde a velocidade v_pode ser interpretada como a velocidade de recuo do elétron, ao longo
do eixo z, ao ser iluminado durante uma medida de posi¢ao. Assim, temos que:

opy = 2E. Eq. (14)

(%7
Se o intervalo de tempo necessario para a medida é 6t, a incerteza em sua posi¢ao sera:
o = v 6t Eq. (15)

Substituindo as expressdes 13 e 14 na Equacao 4, temos que:

0xdp;: = vxété—E > E
Vg 2

h

0Bt > —

iy 2 )

que é exatamente a Equacgdo 11.
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Embora demonstrada aqui, considerando-se apenas uma particula livre, a forma do
Principio da Incerteza expressa na Equacao 11 vale em qualquer situagao.

A energia de um foton emitido por um atomo ao decair do primeiro estado

excitado para o estado fundamental é igual a 3,0 x 102 J. Sabendo que a
incerteza na energia do atomo é da mesma ordem da energia do foton emitido,
determine a vida média do estado excitado do atomo.

Algumas implicacoes do Principio da Incerteza

Uma das implicagbes mais basicas do Principio da Incerteza é o fato de que toda medida
feita em um sistema ird perturbéa-lo. Nao ha como medir a posicao e velocidade de uma
particula sem interferir em seu movimento futuro. Nos sistemas classicos, essa perturbagao
é desprezivel e seus efeitos sdo irrisdrios em comparagdo com o comportamento do sistema,
mas nos sistemas quanticos essas perturbacgdes sdo extremamente importantes e tornam
impossivel a determinagdo precisa do estado do sistema.

A impossibilidade da determinagdo do estado do sistema com precisao e a interpretagao
probabilistica implicam que se deve abandonar o determinismo na descricdo dos sistemas
fisicos. Os sistemas que s6 podem ser descritos em termos da Fisica Quéntica devem,
necessariamente, ter suas grandezas e observaveis expressos em termos de probabilidades.
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Assim, se ndo podemos determinar a posicdo e velocidade de um sistema ou particula em
um dado instante de tempo, ndao podemos prever o seu comportamento futuro (ou passado)
com precisao. Podemos apenas calcular a probabilidade de, em um instante de tempo qualquer,
encontrar o sistema ou particula em certa posi¢ao e com uma certa velocidade.

Além disso, o Principio da Incerteza permite-nos entender como é possivel que a radiagao
(e também a matéria) tenha uma natureza dual e que, ainda assim, s6 possamos observar
seu carater ondulatorio se nao observarmos seu carater corpuscular, e vice-versa. Ja que
um experimento que seja preparado para forcar a radiacdo a revelar seu carater ondulatério
ira suprimir fortemente o carater corpuscular. E se um experimento for preparado para
acentuar o carater corpuscular, fara o carater ondulatério desaparecer. Podemos observar o
comportamento ondulatério ou o corpuscular da radiagao, mas ndo os dois a0 mesmo tempo.
Essa impossibilidade é explicada pelo Principio da Incerteza, de onde percebemos que 0s
comportamentos ondulatdrio e corpuscular sao complementares entre si e ndo contraditorios.
0 mesmo é valido para a dualidade onda-particula da matéria.

Devemos ter sempre em mente que o Principio da Incerteza é uma consequéncia da
interagdo do observador com a particula ou sistema observado. Essa interacao, nas escalas
microscopicas, nao pode ser desprezada ou controlada e, por isso, nunca é possivel ter
precisoes absolutas e simultdneas nas medidas de posi¢do e momento (ou energia e tempo
de observagao).

Veja também que, novamente, quem da as regras para a quantificagdo do mundo
quantico é a constante de Planck, A. O fato do valor de A ser pequeno implica que ndo
observamos as consequéncias e implicagdes do Principio da Incerteza nas experiéncias de
nosso cotidiano, ou seja, esse principio ndo representa limitagdo pratica as experiéncias
com sistemas macroscopicos.

Para saber mais...

A expressao matematica do Principio da Incerteza pode ser obtida diretamente do
estudo da equacdo de Schrodinger (que sera estudada em nossa proxima aula).
Portanto, na teoria de Heisenberg para a Fisica Quéntica essa expressao aparece
como um principio e na teoria de Schrddinger ela aparece como uma consequéncia.
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Leitura complementar

No livro O Incrivel Mundo da Fisica Moderna, de George Gamow, ha uma discussao
completa e muito interessante sobre o que aconteceria com 0 nosso Universo e 0 nosso mundo
se a constante de Planck tivesse valores diferentes do observado.

Nesta aula, aprendemos que a Fisica Quantica, quando aplicada a sistemas que
se comportam classicamente, deve exprimir 0s mesmos resultados que seriam
obtidos usando-se a Fisica Classica para descrever tais sistemas. Vimos também
que o limite para sabermos se precisamos usar a Fisica Quantica para estudar um
sistema é a ordem dos nimeros quanticos que quantificam o sistema, ou seja,
Sse 0s numeros quanticos de um sistema sao muito grandes, podemos descrever
esse sistema em termos da Fisica Classica, pois 0s resultados serao 0s mesmos
da Fisica Quantica. Aprendemos ainda que ha um limite para a observacgao de
qualquer sistema fisico e, dessa forma, ndo podemos determinar simultaneamente
e com precisdo arbitrariamente grande a posi¢cdo e 0 momento de uma particula
ou sistema. Essa limitagdo é intrinseca a natureza e nao depende do grau de
aperfeicoamento das técnicas de observagao e esta diretamente relacionada ao
fato de que ao observarmos um sistema, o proprio ato de observar, causa uma
perturbagao no sistema que nao pode ser prevista e tampouco controlada.

Autoavaliacao

As drbitas definidas do modelo de Bohr para o atomo de hidrogénio sao consistentes
com o Principio da Incerteza? Justifique.

Um microscdpio, usando fotons, localizou um elétron dentro de uma regido de 0,1 A.
Qual é a incerteza na velocidade desse elétron?

Aula6 Introducdo a Fisica Quéantica



A vida média de um estado excitado de certo nicleo atdmico é de 1,2 x 10! s. Qual
aincerteza na energia do féton emitido por esse nucleo ao tornar-se estavel?

n Um microscopio de fétons é usado para localizar um elétron num atomo, num
A intervalo de distancia de 10 pm. Qual é a incerteza minima na medigdo do momento
do elétron localizado dessa forma?

Qual seria a implicag@o no Principio da Incerteza se o valor da constante de Planck

B fosse muito maior do que é? Para entender essa implicagdo, tome como exemplo
um valor de h=0,1 J.spara o calculo da incerteza na posi¢ao de uma bola de futebol
que tem velocidade igual a 5,00 m /s medida com uma incerteza de 0,1%.
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A equacdo de Schrodinger

Aula
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Apresentacao

chrédinger publicou em 1926 quatro trabalhos historicos nos quais estabeleceu a base

da mecénica quantica, tal como conhecemos atualmente. Nesta aula, apresentaremos a

equacao de Schrodinger em uma dimensao, resolveremos essa equacao para trés tipos
de potenciais: particula livre ou potencial nulo, particula em um pogo de potencial infinito e
oscilador harmdnico simples. Também descreveremos, conceitualmente, o efeito tdnel.

Objetivos
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Apresentar as equacOes de Schrodinger dependente e
independente do tempo e a interpretagao probabilistica
da funcdo de onda.

Aplicar a equacgao de Schrodinger para o estudo de uma
particula livre.

Estudar uma particula em uma caixa de paredes de
potencial infinito.

Aplicar a equacdo de Schrodinger para o estudo de
um sistema massa-mola quantico na aproximacgéo do
oscilador harmdnico.

Entender conceitualmente o que é efeito tanel e algumas
de suas aplicagoes.

&

h

&




Introducao

omo vimos nas aulas anteriores, um novo paradigma na Fisica emergiu no inicio do

século XX motivado pelas observagdes experimentais da quantizagdo da energia e da

natureza dual onda-particula da luz e da matéria. Inspirado em seus antecessores,
Louis de Broglie (veja Aula 6 desta disciplina — O Principio da Correspondéncia e o Principio
da Incerteza) sugeriu que ndo apenas a luz tem caracteristicas de particula, mas que particulas
classicas, tais como elétrons, tém caracteristicas de onda. Ele associou o comprimento de
onda A dessas ondas com o momento linear p através darelagdo p = h/A.

Erwin Schrddinger (Figura 1) estava muito intrigado com as ideias de de Broglie e
se dispOs a encontrar a equagdo de onda para o elétron. Ele seguiu de perto o prototipo
eletromagnético de uma equacdo de onda e, tentando descrever o elétron relativisticamente,
ele primeiro chegou a uma equacao de onda conhecida como equacao de Klein-Gordon. Para
seu desapontamento, entretanto, essa equacao, quando aplicada ao atomo de hidrogénio,
nao resultou nos niveis de energia consistentes com o do modelo de Bohr. Schrddinger entdo
abordou o caso ndo-relativistico e obteve neste a sua famosa equagao original, a qual leva seu
nome. Em 1926, ele publicou seus resultados em uma série de quatro artigos.

Figura 1 - Erwin Rudolf Josef Alexander Schrddinger (1887-1961).

Um ano antes, Werner Heisenberg desenvolveu sua versao da mecanica quantica,
chamada de mecénica matricial, enquanto a versao de Schrddinger foi chamada de mecénica
ondulatoria. Na mecanica matricial, Heisenberg determinava todos os valores das quantidades
fisicas mensuraveis como autovalores de uma matriz. Schrodinger demonstrou logo depois
que o seu formalismo era totalmente equivalente ao de Heisenberg. Estudaremos nesta aula
a versdo da mecanica qudntica proposta por Schrodinger.
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A equacao de onda
de uma particula

equacdo de Schrodinger tem um papel analogo, na Fisica Qudntica, ao da segunda

lei de Newton na Fisica Classica, que relaciona, através de uma equacao diferencial,

forca e posicdo de uma particula. Resolver essa equagéo diferencial significa conhecer
o futuro e o passado de uma particula ou de um sistema de particulas. Do mesmo modo,
resolver a equacdo de Schrodinger significa conhecer a forma da onda associada a uma
particula qualquer. No entanto, ndo significa, o que seria contraditorio com o Principio da
Incerteza, conhecer arbitrariamente qualquer grandeza associada a particula. Conhecer a
expressao da funcdo de onda, como veremos, é uma fonte de grande informacdo estatistica
sobre uma particula qualquer.

Ndo é possivel deduzir rigorosamente a equagdo de Schrodinger a partir de outros
principios; ela € um novo principio em si. Entretanto, podemos fazer com que a equacao de
Schrodinger pareca plausivel, considerando que:

1) ela deve estar relacionada com as relagoes de de Broglie;

2) deve permitir superposicao de fungdes de onda, o que fornece uma explicagao para
padrdes de interferéncia. Isso implica que a equacgdo de onda deve ser linear, ou seja, que
se W, e ¥, sdo solugoes, entdo, ¥ = a ¥ + bW, também sera solugao;

3) a fungao de onda, solugdo da equacgao, deve ser “bem-comportada” matematicamente,
ou seja, ndo deve apresentar um comportamento descontinuo;

4) de acordo com o apreendido sobre ondas na disciplina Ondas, som e luz, é muito
razoavel que a equacdo forneca solugdes senoidais em muitos casos, que contém o carater
oscilatorio inerente a propria nogédo de “ondas”.

Com base nessas consideragoes, entre outras, e considerando apenas o caso de uma
dimensdo, postulamos a seguinte equagao diferencial:

h? 0% (x, t) oV (z, t)
Al Sul VAT V4 ] —
o 2 + Vi(x, t)¥(x, t) =ih r

Eq. (1)
onde ¥(z, t) € a funcdo de onda da particula, m a massa da particula, 7z € a constante de
Planck dividida por 2=, V(z,t) é a fungdo energia potencial da particulae i = v—1éo0
namero imaginario.

Assim, se conhecemos V/(z,t) obtemos a partir da equagéo de Schrodinger (Eq. 1) a
fungdo de onda, da mesma forma que na mecanica classica precisdvamos conhecer a forga
exercida sobre a particula para conhecer sua posi¢do em todos 0s momentos que desejassemos.
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Se a energia potencial depende apenas de z, ou Seja, € um potencial independente do
tempo, entdo, a funcdo de onda tem uma dependéncia do tipo:

U(z,t) = W(z)o(b). Eq. (2)

Substitua a Equagéo 2 na Equacao 1.
a) Mostre que ¢ (¢) € solugdo da equagao:

= Cp(t). Eq. (3)

b) Verifique, por simples substitui¢do, que essa equagao tem como solugao
fungoes do tipo:

@(t) = exp(—iCt/H). Eq. (4)
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Como consequéncia da substituicdo da Equagdo 2 em 1:

a) mostre também que ¥(z) é solugdo da equacdo, conhecida como equagao
de Schrédinger independente do tempo,

h? d?*i)(x)

~o gz T V(@)Y(z) = Ey(z)

onde F (= energia cinética + potencial) é a energia total da particula.

b) Mostre que a constante C' na Equacdo 4 é igual a constante £ na Equagdo 5.

Podemos dizer que quase toda a Fisica Quantica se resume no trabalho de “quantificar”
V(z) e resolver a equacao 5 para determinar a energia £ e a fungéo de onda ¥(z). Embora a
solucdo da equagdo de Schrodinger parega ser um exercicio puramente matematico, ha muita
fisica no entendimento do significado da fungao de onda. Essa fungao é a expressao matematica
mais s6lida das ondas de matéria postuladas por de Broglie. No entanto, sao ondas andlogas,
mas ndo idénticas as presentes em uma corda vibrante, por exemplo. Para comegar, note que
afuncdo de onda é complexa (temos a presenca de i = +/—1 na fungdo de onda). Isso mostra
que as analogias com ondas “classicas” sao uteis, mas requerem cuidados.
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Interpretacao estatistica
do quadrado da funcao de onda

m 1927, Max Born deu um significado fisico-estatistico ao quadrado da funcao de onda,

tornando a Fisica Quantica uma teoria fundamentalmente estatistica, com uma visao

probabilistica de mundo. Isso ndo agradou a muitos cientistas como, por exemplo,
Einstein, que proferiu a célebre frase: “Deus ndo joga dados com o mundo”. Apesar de outras
interpretacGes serem possiveis, inclusive interpretagdes deterministicas, a de Born virou a
interpretagdo oficial na Fisica Quantica. Basicamente, Born afirmou que:

num instante ¢ qualquer, a probabilidade de que a particula associada a fungao de
onda ¥ () esteja numa posicéo qualquer entre = e =+ dx € dada por:

P(x)dx =V (2)*V (z)dz = |V (z)|*dz Eq. (6)

Ou seja, segundo essa interpretagao revoluciondria, para ondas associadas a uma particula,
temos que 0 modulo ao quadrado da fungdo de onda é uma densidade de probabilidade da
posicdo z de uma particula.

Sendo 0 mddulo ao quadrado uma densidade de probabilidade, ele deve obedecer a
condigdo de normalizagao usual:

/ 0 ()| %dr = 1 Eq. (7)

Suponha que queiramos conhecer a probabilidade da particula estar localizada entre as
posicoes = = =, € = = xz,. Pela propria definicdo de densidade de probabilidade, teremos:

Plo, <o <m) = [ v Pds Eq. (8)

Se quisermos conhecer a posi¢do média da particula, basta fazer:

“+ oo

(x)=a , = / 2|0 ()" de Eq. (9)

De acordo com essa interpretacao, a equagao de Schrodinger nos fornece a densidade de
probabilidade da localizagdo de uma particula (e poderiamos deduzir também a densidade de
probabilidade de outra grandeza, como a energia). Assim, ndo temos mais como na Fisica Classica
um conhecimento completo e deterministico, mas um conhecimento estatistico das quantidades
fisicas. Comprovacoes experimentais das previsoes obtidas a partir da equagao de Schrodinger
podem envolver, por exemplo, multiplas realizagGes de um experimento, para se buscar uma
distribuicdo de resultados que possa ser comparada ao modulo ao quadrado da fungao de onda.

Apds essa discussao introdutdria, passemos a aplicagao da equacgao a algumas situagoes
classicas, o que fomentara novas discussoes.
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Particula livre

Como primeira aplicagdo da equacdo de Schrddinger, estudaremos uma “particula livre”,
ou seja, uma particula livre da influéncia de forgas externas. Em uma dimensao, temos que:
dV (z)

Fo= == =0 Eq. (10)

portanto, o potencial V(z) é constante para que a sua derivada seja zero. Podemos escolher
V(z) =0 Eq. (11)

para uma particula livre, o que nos leva, a partir da Equagdo 5 a

W2 d*p(z)
o = i) Eq. (12)
ou
d2
;/;(f) — i) Eq. (13)
onde
2mE
b= Eq. (14)

Para resolver a Equagao 13, temos que descobrir quais as fungdes que quando derivadas
duas vezes produzem elas mesmas multiplicadas por uma constante negativa “—£2”.

Fazendo uma breve revisao sobre derivadas de fungdes nas Aulas 4 e 5 da
disciplina Calculo 1 (A derivada e Derivadas de fungdo composta), verifique que
duas funcoes que satisfazem a Equagao 13 sao sin(kz) e cos(kx). Verifique
também que a combinacdo linear dessas duas funcgdes, ou seja:

y(z) = Asin(kz) + Bcos(kz), Eg. 15

é a solucdo geral da Equagdo 13. E por isso que a equacdo de Schridinger é
classificada como uma equacao diferencial linear.
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Da Equacdo 15, vemos que a fungdo de onda de uma particula livre é uma fungéo senoidal.
A energia da particula é

2
B=" 2 Eq. (16)

- 2m

Como n@o ha restrigoes para o valor de %, essa energia ndo é quantizada. Como V(z) =0,
essa energia é simplesmente a energia cinética. Na Fisica Classica, a relacdo entre energia
cinética e momento linear é

E=2r, Eq. (17)
m
0 que nos permite inferir que 0 momento linear da particula seja:
p ="k Eq. (18)

que nada mais € do que a proposta de de Broglie! Lembrando que de Broglie postulou que

h
P=1. Eq. (19)
temos, comparando as equacdes 18 e 19, que £ é 0 “numero de onda”:
2
k= < Eqg. (20)

Uma curiosidade acerca da funcao de onda de uma particula livre, Equacao 15, é que ela
nao satisfaz a condigao de normalizagao, Equagao 7 (veja o problema 1 da autoavaliagdo). Essa
dificuldade surge porque a situagdo de uma particula livre em uma regiao de extensao infinita
é, de fato, ndo-fisica. Experimentos reais sao sempre realizados em locais com extensao finita,
ou seja, limitados pelas paredes de um laboratorio ou pelas dimensoes de um equipamento.
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0 poco de potencial infinito

uponhamos agora um caso mais interessante: o de uma particula confinada em uma

caixa unidimensional de potencial com paredes de “altura” infinita, tal que as paredes sao

impenetraveis. Suponhamos que a caixa tenha uma largura L, como ilustra a Figura 2.
O potencial pode ser escrito como:

0 0<x<L

Viz) = { Eq. (21)

400 x<0o0U x>0L

(0e] o0
U(x)

Area Area
proibida d[;eg:irfa proibida
Fora da Fora da

caixa 0 caixa

=0 =L
| |
L

Figura 2 - Energia potencial de uma particula em uma caixa.

Desde que é fisicamente impossivel para a particular sair da caixa, a regido interessante
para estudarmos € aquela dentro da caixa, onde V(z) = 0. Portanto, a fungdo de onda
correspondente da particula dentro da caixa é exatamente a mesma que obtivemos na segao
anterior para uma particula livre, e é dada pela Equagao 15, que repetimos aqui:

y(z) = Asin(kz) + Bceos(kx). Eqg. (15)

Uma vez que a probabilidade de encontrar a particula fora da caixa é zero, a fungao de
onda é igualmente nula nessa regidao. Como a funcdo de onda deve ser continuaem z = 0 e
x = L, temos que:

p(0) = (L) = 0. Eq. (22)
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Mostre que a Equagao 22 implica que

B=0,

onde n=1,2,3,....

Enfim, temos que a fungdo de onda de uma particular em pogo de potencial infinito é
W(z) = Asin($). Eq. (25)
onde A é a amplitude da fungdo de onda.

Para determinar a amplitude, fazemos uso da condi¢ao de normalizagao. Matematicamente,
isso significa

L
/0 W(2)*de = 1 Eq. (26)

Em outras palavras, essa equagao diz que a probabilidade de encontrar a particula em
algum lugar no eixo-z é 100%.

Substituindo a Equagdo 25 na 26, mostre que a amplitude da funga@o de onda de
uma particula na caixa de potencial infinito é:

Eq. (27)

portanto, a fungdo de onda é dada por

2 . T :
\/;blll(L) 0<z<L Eq. (28)

0] <0 ou x>0L
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Mostre que a energia de uma particula em uma caixa de potencial infinito é
quantizada e igual a

BT’ 493 Eq. (29)
2m L2

Dica para a solugao: substitua a fungéo de onda 28 na equagao de Schrddinger
e entdo obtenha E.
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A figura a seguir ilustra os niveis de energia, dados pela Equagao 29, cuja separagao
entre niveis subsequentes aumenta linearmente com n, e as respectivas fungdes de onda,
dadas na equacao 28.

0 | 00

n=>5 E=25E,

n=4 E=16E,

n=3 E=9E,

n=2 E=4E,

n=1 E=E,
0 L

Figura 3 - Niveis de energia e fungdes de onda de uma particula em um pogo de potencial infinito.

Enfim, a equacdo 28 nos diz que a solugdo da equagdo de Schrodinger para um pogo
infinito € uma série de “ondas estacionarias de de Broglie”, cujos comprimentos de onda
devem obedecer a relacao:

p:hk:§:>)\:—,n:1,2,3,... Eq. (30)

Esse exemplo do pogo infinito é muito instrutivo, apesar de sua simplicidade. Dele emerge
a quantizacdo da energia e uma rica visao probabilistica. Também podemos ver que a menor
energia do sistema é nao nula, um fendmeno essencialmente quantico e que esta relacionado
ao Principio da Incerteza. Enquanto na Fisica Classica a menor energia possivel para a particula
seria a que corresponde a situagdo em que a particula estiver em repouso dentro da caixa,
ou Seja, energia igual a zero, no caso da Fisica Quantica a relagdo de incerteza ndo permite
termos a particula com momento zero em uma posicao determinada, pois assim teria posi¢ao
e momento simultaneamente bem definidos. Voltaremos a discutir esse ponto na proxima
secdo ao estudarmos o oscilador harmdnico quantico.
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0 oscilador harmonico quantico

estudo do oscilador harmonico é um capitulo fundamental da Fisica Classica, é também

um sistema fisico de especial importancia no estudo das vibragdes das moléculas e de

interesse do ponto de vista da Fisica Quéntica. O oscilador harmdnico mais simples é
constituido de uma massa m ligada a uma mola ideal de constante elastica £. A mola exerce
sobre a massa uma forga restauradora F(z) = —kz (Lei de Hooke) sempre que a particula
sofre um deslocamento z, medido a partir da posi¢ao em que a mola esta relaxada. O sistema
é descrito por uma energia potencial

V(z) = %m«?, Eq. (31)

cuja forma é mostrada na Figura 4. As solugdes da equagao de movimento de Newton sdo
fungdes = (¢) que oscilam no tempo com a frequéncia natural w = /k/m do oscilador.

V(x)

Figura 4 - O potencial do oscilador harménico.

Na versao quantica desse sistema, ao invés de resolvermos a 2* Lei de Newton, resolvemos
a equacao de Schrddinger, substituindo no potencial quantico o potencial dado pela Equagao
31. Assim, a equacao de Schrodinger para uma particula quantica “massa-mola” é
PPy ]

oo +§kx2¢(x):E1/J(x). Eq. (32)

A solucdo dessa equacao diferencial ndo é trivial como a de uma particula livre, ou da
particula presa em uma caixa. Demonstra-se em cursos mais avangados de Fisica Quéntica
que as solucdes (ja normalizadas) séo:

(0}

1/2
m) e P2l (ax) (com m=0,1,2,...), Eq.(33)

nle) = (
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onde o = \/mw/h, €

dre—€
den

Eq. (34)

com & = ox. ESses sdo os polinomios de Hermite, assim chamados por satisfazerem a
equacao diferencial de Hermite:

d*H, ()
de2

e Hnl&) 0 Bn gy ey 2o, Eq. (35)

Escreva as fungdes de onda do oscilador harménico quantico no estado
fundamental e os trés primeiros estados excitados.

Finalmente, podemos concluir que a cada autofungdo vy (x) corresponde um (nico
autovalor de energia:

En:(n—i—%)hw, n=0,1,2 ... Eq. (36)
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Note que temos aqui diferencas com relagdo ao oscilador harménico classico. No caso
classico, a energia pode ter qualquer valor, sendo determinada pelas condigdes iniciais do
problema (velocidade e posigdo iniciais da massa). Ja no caso quéntico, o espectro de energias
consiste em um ndmero infinito de niveis discretos igualmente espagados, como mostrados na
Figura 5. Vemos que a Equacao 36 é exatamente da mesma forma que Planck havia proposto
quando formulou a teoria que explicava a radiagdo emitida por um corpo negro, como vocé
estudou na Aula 2 — A radiacdo térmica e a quantizacao da energia. Outra diferenga com relagao
a0 oscilador classico é que o nivel de menor energia correspondentea n =0 € E, = ho/2.
Esse valor finito da energia para o estado fundamental, como vimos na discussao do pogo
infinito, é chamado de energia de ponto zero, um fendmeno essencialmente quantico, que esta
relacionado ao Principio da Incerteza, estudado na aula anterior.

V(z)

Bt
B3
B2
Bl
JoL

Figura 5 - Espectro de energias para o potencial de oscilador harménico quantico.

0 efeito tunel

ideia de De Broglie de “matéria como uma onda” sugere um fendmeno inusitado para a

matéria classica: o efeito tlinel. A equacdo de Schrédinger mostra isso rigorosamente.

Diferente das particulas classicas, a Fisica Quantica permite que particulas (tais como
elétrons e protons), assim como a luz, aparegcam onde uma “parede” de potencial impediria
que elas aparecessem. Na Figura 6, ilustramos a parede como uma “barreira de potencial”,
em que do ponto de vista classico qualquer particula deve ter uma energia maior que certo
valor para atravessa-la e aparecer do outro lado. Entretanto, quanticamente, mesmo quando
a particula tem uma energia menor que a barreira de potencial, ela pode atravessar a parede,
exatamente como acontece com uma onda que atravessa um obstaculo.
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Efeito tinel
FiSICA Particula Particula ndo
CLASSICA pode atravessar
ze i o— a parede

FiSICA Onda Onda é refletida

QUANTICA ela parede
I VAV Peap

¥ o

... mas alguma porgao
pode atravessar a parede

- /

Figura 6 — Efeito tlnel.

Desde que uma particula, assim como a luz, possui dualidade onda-particula, de acordo
com a Fisica Quantica, a matéria pode atravessar a parede.

Esse efeito explica a desintegracdo esponténea de substancias radioativas (tais como o
radio), com a emissado de particulas alfa, embora a interagcdo nuclear forte dentro do ntcleo
produza uma barreira de potencial altissima. Veja como isso ocorre na Figura 7. Um ntcleo é
formado por protons e néutrons, o agrupamento de dois protons e dois néutrons é denominado
particula alfa. A particula alfa estd confinada no ntcleo pelas forgas de interagdo forte, sua
energia £ é menor que a altura da barreira de potencial V.

4 N

- /

Figura 7 - Desintegracdo esponténea radioativa.

Classicamente, a particula alfa deveria mover-se no interior do nucleo refletindo-se nas
paredes da barreira com certa frequéncia caracteristica, porém sem poder abandona-lo. No
entanto, as predic0es da Fisica Quantica sdo distintas: a particula alfa, em cada choque com
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as paredes, tem certa probabilidade de abandonar o nucleo e essa probabilidade depende
fortemente da largura « da barreira de potencial. Quando a particula alfa abandona o nicleo
de um elemento radioativo por efeito tinel, o nicleo transforma-se em outro ndcleo de massa
quatro unidades menores.

O efeito tunel é o principal responsavel pelos grandes avancgos tecnoldgicos da
microeletronica e rendeu ao seu descobridor, o japonés Leo Esaki, o Prémio Nobel de
Fisica de 1973.

Nesta aula, vocé conheceu a equagdo de Schrodinger dependente do tempo e a
partir dela obteve a equacao de Schrddinger independente do tempo. Aplicou essa
ultima equagao ao estudo de uma particula livre, de uma particula presa em uma

caixa com paredes de potenciais infinitos e ao estudo de um sistema “massa-mola”

quantico. Em todos esses casos, vocé conheceu as respectivas fungdes de onda
e energias que satisfazem a equacao de Schrodinger. Ao final da aula, vocé entrou
em contato com um dos principais fendmenos de origem quantica que possui vasta
aplicagdo na tecnologia microeletronica moderna: o efeito tunel.

Autoavaliacao

Verifique, por substituicdo na equacdo de Schrddinger independente do tempo, que
y(z) = Aexp(ikz) + Bexp(—ikz) é solugdo da mesma, para o valor de %, dado
pela Equacgao 14.

Verifique que a funcdo de onda de uma particula livre (Equagdo 15), ndo satisfaz
a condigao de normalizagao (Equacao 7).

Encontre a probabilidade de encontrar uma particula em algum lugar = dentro de
uma caixa de potencial infinito (Figura 5) e mostre que existem regioes (dentro da
caixa) onde esta probabilidade é zero.

Explique com base no Principio da Incerteza por que uma particula sujeita a um
potencial de oscilador harmdnico ndo pode ter energia total igual a zero.
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0 atomo de hidrogénio




Apresentacao

atomo de hidrogénio é o sistema atdmico mais simples que existe. 0 modelo de

Bohr-Sommerfeld, (aula 4 - Os Espectros Atdmicos e o Modelo de Bohr) fazendo

uso de postulados e consideragdes semiclassicas, explicava diversos aspectos deste
sistema, como a energia de seus niveis, raio do atomo (com a mesma ordem de grandeza das
estimativas da época) e seu espectro atomico. O modelo, entretanto, ndo previa a probabilidade
das transig0es dos elétrons entre o0s niveis de energia, tampouco 0s espectros dos a&tomos
com mais de um elétron; ao postular 6rbitas eletrdnicas bem definidas, entrava claramente
em desacordo com o Principio da Incerteza.

Nesta aula, vamos aplicar a equacdo de Schrodinger para o atomo de hidrogénio.
Verificaremos que suas solugdes estao de acordo com as observagdes experimentais,
comprovando a validade da teoria quantica de Schrddinger. O &tomo de hidrogénio nos servira
de prototipo para estudarmos sistemas mais complexos.

Objetivos

Aplicar a equacdo de Schrddinger para o atomo
de hidrogénio.

Usar o método da separacgdo de variaveis para buscar
as solugoes desta equagao.

Obter a quantizacdo da energia e do momento angular
para o atomo de hidrogénio.

Entender as funges de onda do atomo de hidrogénio e
suas propriedades.
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Introducao

“Quando vocé pode medir algo sobre o qual esta
falando e expressa-lo em nimeros, vocé sabe
alguma coisa sobre ele”. William Thonsom, o
Lorde Kelvin (1824-1907).

Em nossos estudos, vimos que as observagoes experimentais da quantizagao da energia
e da natureza dual da luz e da matéria fizeram surgir um novo paradigma na Fisica do inicio do
século XX e modificaram de forma singular e irreversivel a nossa visao do mundo.

Voltando nossa atengdo para a dualidade onda-particula e lembrando que as radiagoes
eletromagnéticas tém uma equacdo de onda associada a sua propagacao, percebemos que as
particulas materiais também deveriam satisfazer a uma equacgao de onda. Mas as particulas
materiais possuem uma energia de repouso (massa) nao nula e, por isto, a equagao de
onda das particulas materiais deveria ter forma diferente da equagao de onda das radiagdes
eletromagnéticas. Esta equacao de onda para particulas materiais foi desenvolvida por Erwin
Schrodinger (1887-1961) em 1926 (ver Aula 7 — A Equagdo de Schrddinger), e estad para a
Fisica Quantica como a segunda lei de Newton para a Fisica Classica.

Ao analisarmos o comportamento de um sistema quéntico, devemos aplicar a equagao
de Schrodinger ao sistema e determinar suas solugdes, que, com as condigdes de contorno
apropriadas, fornecem-nos as fungdes de onda e o0s niveis de energia do sistema. A manipulagao
matematica apropriada da fungdo de onda nos permite calcular todas as caracteristicas
mensuraveis do sistema.

Embora historicamente o atomo de hidrogénio tenha sido o primeiro sistema abordado
por Schrodinger quando estabeleceu sua equagao, nao comegamos nossos estudos aplicando-a
ao atomo de hidrogénio. Primeiramente a aplicamos a alguns sistemas unidimensionais simples
e constituidos de uma dnica particula; foram eles: uma particula livre, uma particula em uma
caixa e 0 oscilador harmdnico. Fizemos isto porque, apesar de o atomo de hidrogénio ser o
atomo mais simples, ele é um sistema tridimensional formado por duas particulas (proton e
elétron) cujo potencial, que representa a interagao elétron-préton, ndo é constante.

Mesmo ndo sendo um sistema muito simples, o atomo de hidrogénio é o atomo mais
simples e pode ser resolvido exatamente. Da aplicagdo da equagdo de Schrdodinger para o
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atomo de hidrogénio, e sem usar nenhum postulado, podemos obter a quantizacdo de seu
momento angular e de sua energia e a forma exata do espectro atdmico, provando que a mecénica
desenvolvida por Schrddinger descreve muito bem este sistema. Além disso, as solugdes obtidas
para o atomo de hidrogénio servem como prot6tipo ou ponto de partida para obtermos as
solugdes aproximadas para outros atomos, cujas solugdes analiticas sao impossiveis de serem
obtidas pelo grande niimero de particulas que constituem esses sistemas.

Assim, nesta aula vamos estudar o procedimento para se resolver a equagdo de Schrodinger
para o atomo de hidrogénio, examinar as soluges obtidas e descrever suas caracteristicas. Na
proxima aula usaremos esses resultados para descrever o método analitico aproximado para se
resolver a equacdo de Schrddinger para &tomos de muitos elétrons.

A equacao de Schrodinger para o
atomo de hidrogénio

Na aula anterior, aplicamos a equacgao de Schrodinger para sistemas unidimensionais
e constituidos por uma sé particula sujeita a um potencial constante na regido de interesse.
Para uma particula de massa m sujeita a um potencial unidimensional qualquer, a equagao de
Schrodinger independente do tempo pode ser escrita como:
n? d*y(x)
2m  dz?

+ V(x)p(x) = Ed(z). Eg. (1)

0 mundo é tridimensional. Assim, a forma geral da equagdo de Schrodinger independente
do tempo em coordenadas cartesianas é:

+ 55+

2m \ 022 © 9y? ' 922

2 2 2 2
-3 (a TRS )m, v, 2) + Vi, g 2@y, 2) = B(e,y, 2),  Eq.(2)

onde o termo entre parénteses € o laplaciano V2 escrito em coordenadas cartesianas (lembre-
se das disciplinas de Calculo Ill e de Eletromagnetismo).

Analisando o atomo de hidrogénio, vemos que, embora seja o sistema atbmico mais
simples, é formado por duas particulas, elétron e prdton, e o potencial a que estas particulas
estdo sujeitas ndo é constante: ele depende da distancia entre as particulas. A rigor, temos
que analisar o movimento do elétron e 0 movimento do proton em torno do centro de massa
do sistema. Mas, como a massa do préton é muito maior que a do elétron, podemos tratar o
atomo de hidrogénio como sendo o elétron movendo-se em torno do nicleo e levar em conta
0 movimento do nucleo, substituindo a massa do elétron pela massa reduzida do sistema:

meM
_ ey Eq. (3
H me + M, @)
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onde m, é a massa do elétron e M, é a massa do nucleo.

Um elétron, movendo-se no campo elétrico de um ndcleo positivamente carregado, esta
sujeito a potencial dado por:

v = 222, Eq. (4)

onde % é a constante de Coulomb, e é a carga do elétron e Zé o nimero atdmico do nucleo
(Z = 1 para o atomo de hidrogénio) que foi incluido na discussao para que possamos aplicar
0s resultados a sistemas semelhantes, como o atomo de hélio ionizado (He*).

Como a energia potencial V(r) depende apenas da distancia radial r = (22 4+ y*> + 2%)'/2,
é mais facil resolver a equacdo de Schrddinger para o atomo de hidrogénio em coordenadas
esféricas. Usando a forma do Laplaciano em coordenadas esféricas, podemos reescrever a
Equacgao 2 como:

R[10 [,0 1 0 o 1o _
~% [Tﬂar (r 87") +* 090 (seneae) + sen2932d>] v+ V(ryy =Ey. Eq.(5)

Embora a Equagdo 5 parega um pouco complicada, como o potencial s6 depende da
coordenada radial, ela pode ser resolvida usando o método da separagao de variaveis. Esse
método consiste em procurar, para uma equacao diferencial como a Equagao 5, soluges do tipo:

W(r, 0, ¢) = R(r)f(0)g(¢), Eq. (6)

onde a fungdo R depende apenas da coordenada radial, f depende apenas de 6 e g depende
apenas de ¢.

Substituindo a forma de ¥ dada pela Equagdo 6 na Equagdo 5, obtemos

K 1d [ ,dR\ R 1 d df
= O 28 Ro—_ 2 9 ) _
2ufg (r dr) 2ur? I sen 0 do (sen d@)

) , Eq. (7)
W Rf dg
2ur? sen2 6 d2¢

+V(r)Rfg= ERfq.

Multiplicando a Equagdo 7 por —2ur?/h*RFg e rearrumando os termos da equagao
resultante, obtemos:

1 d dR(r 212
R(r) dr <T2 df’ )) + S BV =

_ 1 d edf(e) 1 d?g
T [f(@) sen d df (sen de ) g(¢)sen? 0 d2¢ |

Eq. (8)

0 primeiro membro da Equacdo 8 depende apenas da variavel , e o segundo membro da
Equacdo 7 depende apenas de 6 e ¢. Assim, os dois lados da equagdo devem ser iguais a mesma
constante, que, por conveniéncia matematica (para que as solugdes encontradas tenham uma
forma mais simples), vamos chamar de /(4 1). Desta forma, as equagoes a serem resolvidas sao:
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L_d (72 dR(T)) A v =1+ 1), Eq. (9)

R(r) dr dr 72
1 d df (9) 1 d%g]
[f(@)sen@d& (sen@ 20 >+g(¢>)sen29dQ¢ =—Il+1). Eq. (10)

Podemos notar que a Equacdo 10, a equacao angular, ndo depende da forma do potencial;
portanto, sua solugdo sera a mesma para qualquer potencial que dependa apenas da coordenada
radial. Assim, a dependéncia com o potencial estd apenas na equacao radial. Vamos resolver
estas equacGes em separado para estudarmos as solugoes da equacgdo de Schrodinger para
0 atomo de hidrogénio.

A equacao angular e a quantizacao
tdo momento angular

Considerando a equacdo angular (Equacgdo 10), podemos separa-la em outras duas
equacgdes mais simples de se resolver. Para isto, vamos reescrevé-la na seguinte forma:

1 d?g 9 send d daf (9)
7@ o =—I(l+1)sen” 6§ — 70 do <sen9d€>. Eq. (11)

0 lado esquerdo da equacao diferencial escrita acima depende apenas de ¢, enquanto o
lado direito depende apenas de 6. Portanto, ambos devem ser iguais 8 mesma constante, que
vamos chamar de —m?. A justificativa para usarmos —m? e nao simplesmente uma constante
qualquer (mou ', por exemplo) é a conveniéncia de podermos escrever a solugao da Equacdo
11 emtermo de m e ndo de uma raiz imagindaria da constante escolhida. Ou seja, é apenas uma
conveniéncia matematica que ndo altera em nada o significado fisico das solugdes obtidas.

Separando estas equacoes e resolvendo-as, encontramos como solugdes, para o produto
das funcdes fim (8)gm (), uma familia de funcdes que aparece com frequéncia em problemas
fisicos e sdo chamadas de harménicos esféricos.

com:
1=0, 1, 2, 3, ...

m=0, +1, £2, £3, ..., £
Vale lembrar que embora seja simples resolver a equagao para gm(¢), a equacio para

fim(8) ndo é trivial; por isso, resolvemos deixar estes detalhes matematicos e a forma
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geral dos harmdnicos esféricos para um curso mais avangado. Observe ainda que existe
uma relagdo entre /e m: para cada valor de / sdo permitidos apenas valores inteiros de m
no intervalo -1 < m < +1. Na Tabela 1 temos as fungdes harmonicos esféricos para alguns
valores de /e m.

Tabela 1 — Harmonicos esféricos: Yimw, ¢).

)
Y20=\/w—ﬂ-(3cos29—1)

0 namero [ é chamado de nimero quantico orbital ou nimero quantico de momento
angular, e esta associado a quantizagdo do momento angular do elétron. Se calcularmos os
autovalores do operador momento angular do elétron num atomo, encontramos que estes
autovalores sao dados em termos de /(! + 1)i, paral= 0, 1, 2, ... . Embora ndo estejamos
obtendo explicitamente, a quantizagdo do momento angular é uma consequéncia direta da
resolucdo da parte angular da equacgdo de Schrddinger.

Ja 0 nimero m é chamado de nidmero quantico magnético orhital, e estd associado a
projecdo do momento angular em relagdo ao eixo em torno do qual o vetor momento angular
do elétron precessa.

Na Figura 1 temos uma ilustragdo sobre as orientagOes possiveis do momento angular
L do elétron e os valores possiveis de L, para 0 caso em que [ = 2.
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L= 2n || = v6r
L=nh

L=0

L=-h

L= -2h

Figura 1 - Projecdes permitidas para o0 momento angular orbital 7 para o caso | = 2.

Observe que 0 momento angular nunca aponta na direcdo de z, ja que a maior componente
possivel de L, = mh é sempre menor que 0 médulo do vetor |Z| = /(I + 1)k.

Os resultados aqui apresentados levam em conta apenas a parte angular da equacao de
Schrddinger, e sdo validos qualquer que seja a forma do potencial V{(r).

Considere um sistema que tem um momento angular caracterizado pelo
nimero quantico [ = 2. Determine:

a) os valores possiveis de L.;

b) omédulode L.
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A quantizacao da energia e
as solucoes da equacao radial

s resultados que apresentamos até agora se aplicam a qualquer sistema que seja

esfericamente simétrico, ou seja, no qual a energia potencial s6 depende de r. A

equacao radial (Equacgao 9), no entanto, depende explicitamente da forma do potencial.
Assim, para resolvé-la, vamos substituir a expressao do potencial coulombiano a que o elétron
esta sujeito (Equacdo 4) na equacao radial. Assim,

1 d [ 5dR(r) +2w“2
R(rydr \" ~dr h2

L

ZW] —+1), Eq. (13)

que pode ser rearranjada na forma:

R d (TQdR(r)) N [_ Zke* | WU+ 1)

e : - ]R(r):ER(r). Eq. (14)

dr

A Equacdo 14 pode ser resolvida usando-se métodos convencionais de resolugao de
equacoes diferenciais. Ndo vamos entrar em detalhes desta resolucdo, mas é importante
lembrarmos que sua solugdo esta associada a um outro numero quantico, que é denominado
nimero quantico principal e representado pela letra »; ele esté ligado a energia do atomo e
relacionado ao numero quantico .. Na verdade, é possivel mostrar que, para que as solugoes
da Equacao 14 sejam bem comportadas, apenas alguns valores de energia sdo permitidos.
Estes valores sdo dados por:

2
En:_(’%?) no__Z°E Eq. (15)

m Aula8 Introducao a Fisica Quéantica



onde E, = uk?e*/2h% ~ 13.6 €V e 0 niimero quantico principal pode assumir os valores 1,
2, 3...,com a restricdo adicional de que deve ser maior que /, ou seja, /= 0,1,2,..., n — 1. ESses
valores de energia sdo idénticos aos encontrados pelo modelo de Bohr e, por isso, também
sdo idénticos aos valores observados no seu espectro atbmico. 1sso se constituiu no primeiro
triunfo da mecanica de Schrodinger.

As fungdes radiais, encontradas resolvendo-se a Equagdo 14, sdo dadas por:
Ru(r) = Le=r/ang,, (i> Eq. (16)
T a,
onde L, (r/a,)sdo funcdes especiais denominadas polindmios de Laguerre e a, = h?/uke?
é 0 raio de Bohr. A Tabela 2 mostra as fungdes radiais do atomo de hidrogénio paran=1,2¢ 3.

Tabela 2 - FuncGes radiais do hidrogénio Rni(r).

Por motivos histaricos, diz-se que todos 0s estados com um mesmo niimero quantico
principal » formam uma camada. As camadas sao identificadas pelas letras K, L, M..., que
designam os estados para 0s quais n = 1,2,3,... . Da mesma forma, diz-se que todos 0s
estados valores dados de n e [ formam uma subcamada. Com base nas praticas iniciais da
espectroscopia, as letras s, p, d, f, g, h, ... S0 usadas para designar as subcamadas para
asquais =0, 1, 2, 3, 4, 5, ... . Estas letras aparentemente estranhas vém da descrigdo
das linhas espectrais no inicio da espectroscopia: s - sharp (nitida); p - principal (principal);
d - diffuse (difusa); f - fine (fina). Apos s,p,d € £, as letras subsequentes seguem a ordem
alfabética a partir de f (g, h, 1, j, ...) .

A Tabela 3 mostra um resumo da regras que determinam os valores permitidos dos
nameros quanticos n, [ e m.
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Tabela 3 - Valores permitidos para os ndmeros quanticos.

Nimero quantico Valores permitidos

Estados com numeros quanticos que violam as regras dadas pela Tabela 3 ndo podem
existir, pois ndo satisfazem as condigdes de contorno para a fungdo de onda do sistema. Por
exemplo, um estado 24, que teria n = 2 € [ = 2, ndo pode existir, pois 0 maior valor permitido
paralén— 1 que, neste caso, vale 1.

Quantos estados orbitais possiveis existem para o nivel n = 4 do atomo
de hidrogénio?

Para um atomo de hidrogénio, determine o niimero de estados orbitais
correspondentes ao nimero quantico principal » = 2 e calcule as energias
desses estados.
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Quando uma linha espectral do atomo de hidrogénio ou de outro atomo é observada em
alta resolucao, verifica-se que existe uma estrutura fina para esta linha espectral, ou seja, a
suposta linha é constituida por duas ou mais linhas muito proximas. Como foi visto na Aula 4
(Os espectros atomicos e 0 modelo de Bohr), a proposta de Sommerfeld para complementar
0 modelo de Bohr explicava os resultados experimentais para a estrutura fina do hidrogénio,
mas esta concordancia ndo ocorria para outros atomos, pois o nimero de linhas observadas
em outros atomos era maior que o previsto por Sommerfeld.

Para explicar a estrutura fina, Wolfgang Pauli (1900-1958) sugeriu em 1925 que, além
dos numeros quanticos n, e m, 0 elétron possuia um quarto numero quantico que podia
assumir apenas dois valores. Samuel Goudsmidt (1902-1978) e George Unlenbeck (1900-1988)
propuseram que este namero quantico estava associado a componente z de um momento
angular intrinseco do elétron e o denominou niimero quantico de spin, que é representado
por m,. Ja falamos do spin do elétron na Aula 4.

Para descrever o momento angular intrinseco do elétron, & conveniente (mas incorreto!)
pensar no elétron como girando em torno de seu préprio eixo ao orbitar o nicleo atémico.
A direcd@o na qual o vetor momento angular do spin do elétron pode apontar é quantizada e
sO pode ter duas direc0es, que sao interpretadas como: um spin para cima e associada a um
ndmero quantico de spin m,= +1/2; € um spin para baixo e associada com um numero
quantico de spin m,= —1/2.

O nimero quantico de spin dobra o nimero de estados permitidos pelos ndmeros
quanticos n, m e L

0 elétron nd@o pode ser considerado como girando fisicamente. Apesar dessa dificuldade
conceitual, toda evidéncia experimental apoia o fato de que o elétron tem alguma propriedade
intrinseca que é consistente com um momento angular e que pode ser descrita pelo nimero
quantico de spin.

E importante que vocé perceba que os nimeros quanticos usados para descrever o estado
do elétron no atomo de hidrogénio em nossa aula (n, m, [ € m,) Sa0 0S MesmMos nimeros
quanticos que aparecem na Quimica para descrever os estados dos elétrons em um atomo
(lembre-se da disciplina Arquitetura Atdmica e Molecular).
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Considerando agora também o nimero quantico de spin, determine, para o
atomo de hidrogénio, os estados orbitais correspondentes ao nimero quantico
principal n = 2.

As funcoes de onda para o atomo
de hidrogénio

As fungdes de onda ¥, (, 0, ¢)que satisfazem a equagdo de Schrodinger para o atomo
de hidrogénio sdo fungdes complicadas de r, 6 e ¢. Agora queremos escrever algumas destas
funcgOes e estudar as suas propriedades mais importantes.

De acordo com estudado até aqui, podemos escrever a fungdo de onda completa para o
atomo de hidrogénio como:

2ﬁnlm(ra o, ¢) = Rnl(r)flm(a)gm(qb)- Eq (1 7)

Podemos ver que a fungado de onda completa depende dos nimeros quénticos n, [ € m,
enquanto a energia (Equacao 15) depende apenas do valor de n. E pelas regras que determinam
0s valores permitidos para os nimeros quanticos, mostradas na Tabela 3, vemos que, exceto
para o estado fundamental, existem varias fungdes de onda correspondentes a mesma energia.

Vamos examinar algumas destas funcgdes de onda e estudar suas propriedades.
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Estado fundamental

A funcéo de onda mais simples para o atomo de hidrogénio é a que descreve o seu estado
fundamental, e é designada por v,,,. Esta funcao de onda depende apenas da coordenada radial
e, pelas Tabelas 1 e 2, vale:

1

3
7ra0

Y00 (r) = e/, Eq. (18)

A fungdo de onda dada pela Equagdo 18 tem simetria esférica, aproxima-se de zero
r — oo quando e permanece finita quando » — 0. Vale ressaltar que todas as fungdes de
onda com n = 1 tém simetria esférica.

Devemos lembrar que a probabilidade de encontrarmos um elétron em qualquer regiao é
igual & integral de |¢|*sobre a regido, onde |«|* é a densidade de probabilidade da funcéo de
onda. Para o estado fundamental do atomo de hidrogénio, a densidade de probabilidade vale:

100 (r)|* = <1> e~/ Eq. (19)

3
7TCLO

A probabilidade de encontrar o elétron em um elemento de volume dVé || dV'. E conveniente
definirmos uma fung@o densidade de probabilidade radial P(r) como a probabilidade por
unidade de distancia radial de encontrar o elétron em uma casca esférica de raio re espessura
dr. 0 volume dessa casca é igual a sua drea superficial 472 multiplicada pela espessura dr
da casca, de forma que:

P(r)dr = [¢(r)|2dV = [¢(r)[24nr?dr
P(r) = 4mr?p(r)|?. Eqg. (20)

Substituindo a Equagdo 19 em 20, obtém-se a densidade de probabilidade radial para o
atomo de hidrogénio em seu estado fundamental:

4 2
P, (r) = (’") e~2r/aq, Eq. (21)

3
@y

Uma representacdo grafica da fungao P, (r) em fungéo de » € apresentada na Figura
2. 0 pico da curva corresponde ao valor mais provavel de r. Para esse estado em particular,
0 pico ocorre para r = ay.
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Figura 2 - Densidade de probabilidade radial para o estado fundamental do atomo de hidrogénio.

A simetria esférica da funcao distribuicdo é mostrada na Figura 3, onde podemos visualizar
seu carater tridimensional.

Figura 3 - Distribuicdo esférica da carga eletronica do atomo de hidrogénio em seu estado fundamental.
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Calcule, a partir da funcdo de probabilidade radial, o valor mais provavel r de
para um atomo de hidrogénio em seu estado fundamental.

Dica — o valor mais provavel de r ocorre onde P(r) é maxima.

Como vocé pdde perceber, o valor mais provavel de rpara 0 atomo de hidrogénio em seu
estado fundamental (1s) é igual ao raio de Bohr, a,. Embora o modelo quantico difira do modelo
de Bohr, ja que o elétron tem uma probabilidade finita e diferente de zero de estar a qualquer
distancia do ntcleo, a distdncia mais provavel é a mesma que o raio orbital do modelo de Bohr.

Estados excitados

Usando as Tabelas 1 e 2, podemos escrever as fungoes de onda para os estados excitados
do atomo de hidrogénio e a partir delas calcular a probabilidade radial de cada estado. A forma
das probabilidades radiais para os primeiros estados excitados do atomo de hidrogénio sao
mostradas na Figura 4. A partir desta figura, podemos perceber que 0s valores mais provaveis
para cada orbital s (1s, 2s, 3s, ...) coincidem com o valor calculado pelo modelo de Bohr para
0 raio da respectiva drbita.
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Figura 4 - Funcdo probabilidade radial em fungao de r/a, para varios estados do atomo de hidrogénio. Grafico
adaptado do encontrado no sitio da internet: <http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/HFrame.html>.

Na Figura 5 sdo mostradas as formas espaciais dos orbitais de alguns destes estados excitados.

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=06 n="7

mO) - XoN X XoXo)

w 29T %
L @@

= cz2ze
L RBRBBG
s POO@O

Figura 5 - Forma espacial dos orbitais de varios estados do atomo de hidrogénio.

Concluindo, podemos perceber que as solugdes da equacdo de Schrddinger aplicada
ao atomo de hidrogénio descrevem muito bem este atomo, prevendo a energia das raias de
seu espectro e, inclusive, a degenerescéncia de cada uma destas raias. Além disso, pelo fato
do comportamento do elétron ser descrito em termos de sua fungdo de onda, a mecanica
de Schrodinger esta levando em conta a natureza dual dos elétrons, e, por termos obtido
probabilidades para as posicoes do elétron no atomo ao invés de uma orbita fixa, esta descricdo
do atomo de hidrogénio esta de acordo com o Principio da Incerteza.

Na proxima aula, vamos usar o0s resultados aqui obtidos para estudar os atomos de
muitos elétrons.
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Nesta aula, estudamos a forma tridimensional da equacdo de Schrodinger
independente do tempo e a aplicamos ao atomo de hidrogénio. Usando 0 método
da separacgao de variaveis, buscamos a forma geral das fungdes de onda e niveis

de energia do atomo de hidrogénio, apresentando 0s quatro nimeros quanticos
que definem o elétron de um dtomo qualquer. Por fim, calculamos a densidade de
probabilidade radial do elétron no estado fundamental e mostramos a sua forma
para alguns estados excitados.

Autoavaliacao

Qual a principal vantagem de se usar o método da separacao de variaveis para
resolver uma equacdo diferencial como a equacgdo de Schrodinger para o atomo
de hidrogénio?

0 que acontece com a frequéncia das linhas espectrais do atomo de hidrogénio
quando o nimero quantico principal referente a seu nivel de energia vai para infinito,
ou Seja, n torna-se muito grande?

Calcule o momento angular orbital para um estado p do atomo de hidrogénio.

Se desconsiderarmos o spin do elétron, apresente comparativamente as descrigoes
(resultados obtidos) pelos modelos de Bohr e de Schrddinger para o atomo de
hidrogénio para:

a) alocalizacdo do elétron;
b) aenergia total do elétron;

C) o momento angular total do elétron.
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B Considere um atomo de hidrogénio em seu primeiro estado excitado, cuja fungao
de onda é dada por:

1 [ 1\%? r
_ L 9_ —r/2a,
) =g (o) i)

Determine:

a) A funcdo de probabilidade radial P(r) do elétron neste estado excitado;

h) 0 valor mais provavel para a posicao do elétron.
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Atomos com muitos elétrons




Apresentacao

esta aula, mostraremos que para resolver a equacdo de Schrddinger para sistemas com

muitos elétrons é necessario adotar métodos aproximados, porque as interagdes entre

0s elétrons tornam extremamente complicado obter uma solugao exata do problema.
Além disto, discutiremos porque a equacdo de Schrodinger sozinha ndo é suficiente para
explicar a natureza eletrdnica dos atomos; constataremos que é necessario adicionar um
principio fundamental, descoberto por Wolfgang Pauli: o principio de exclusao de Pauli.

Objetivos

Aplicar a equacao de Schrddinger e deduzir a formula do
potencial eletrostatico para &tomos com muitos elétrons.

Entender a aproximacgdo de Hartree para tratar atomos
com muitos elétrons.

Compreender por que o principio de exclusdo de Pauli
fundamental para a Fisica Quantica.

Aula9 Introducgdo a Fisica Quantica



Introducao

omo vocé deve estar lembrado, nem Bohr e nem Sommerfeld tiveram éxito em obter

uma teoria quantica valida para atomos com muitos elétrons. Quando Schrddinger, em

1926, apresentou sua mecanica ondulatéria, havia uma grande quantidade de resultados
experimentais acumulados que indicavam um forte carater periodico das propriedades atdmicas
e que sugeriam a existéncia de uma periodicidade em nivel de estrutura atdmica. Foi a Fisica
Quéntica que veio dar uma explicagao de primeiros principios para o comportamento periddico
dos atomos, e isto 57 anos depois do descobrimento por Mendeleev. Este grande feito, mais
que nenhum outro, validou a Fisica Quantica.

Na aula anterior, analisamos a estrutura atbmica do atomo de hidrogénio neutro. Agora,
passaremos a estudar atomos com muitos elétrons.

Em geral, quando um atomo estd em seu estado normal (eletricamente neutro), ele tem
Z elétrons e Z protons, onde Z é o nimero atémico do atomo. A carga elétrica total deste
atomo é zero, porque as cargas dos elétrons e dos protons possuem o0 mesmo madulo,
mas sinais opostos.

Podemos aplicar a equacgdo de Schrddinger para um atomo com muitos elétrons. Contudo,
quanto maior o valor de Z, mais complexa a analise do atomo, pois cada um dos Z elétrons
interage n@ao somente com o nucleo, como também com os demais elétrons. A fungao de
onda e a energia potencial sdo fungdes de 37 coordenadas, e a equagdo contém derivadas de
segunda ordem em relacdo a todas essas variaveis. Como vocé pode ver, a solugao matematica
deste tipo de problema é extremamente complexa; dai que até hoje esse problema ainda nao
foi resolvido completamente nem para o caso mais simples, que é o atomo de hélio neutro,
que possui apenas dois elétrons.

Atomos com mais de um elétron

m atomo neutro é um sistema que contém Z elétrons e uma carga nuclear Ze. A fim de
estudar este sistema de muitos elétrons, retornaremos a utilizar algumas caracteristicas
fundamentais do atomo de hidrogénio apresentadas na aula anterior. A energia potencial
Coulombiana e as fungdes de onda para estados estacionarios do atomo de hidrogénio sao
1 €2

V(T) = _47750 7; \I’nlmlms = @Dnlmlms ('F) eXp(—ZEnt/h). Eq (1)

0 tratamento exato da teoria de Schrodinger torna-se mais complicado quando se aplica a
atomos com mais de um elétron. Veja, por exemplo, o caso do atomo de hélio, que tem apenas
dois elétrons, como mostrado na Figura 1.
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Niicleo na Origem

Figura 1 - Interagdes Coulombianas em um dtomo de hélio.

A energia potencial Coulombiana, neste caso, contém dois termos de atragdo
elétron-nicleo e um termo de repulsao elétron-elétron:

1 262 1 262 1 e2

= — - Eqg. (2
Ame, 1, dme, T, dme, |7, — 7| 9.2

Afuncdo de onda associada a este sistema de dois elétrons com energia total E obedece
a equacao de Schrodinger, independentemente do tempo:

h2
—5 - (Vi+ V) U+ VU =BV, Eq. (3)

onde m é a massa do elétron e os operadores diferenciais V2 e V,? referem-se aos dois
conjuntos de variaveis espaciais em coordenadas esféricas (r,, 6,, ¥,) e (r,, 6,, ¥,). Como a
contribuicao elétron-nlcleo para o potencial ¥ tem uma forma central, ele ndo torna complicada
a solugdo para a fungdo de onda W. Entretanto, a contribuigdo elétron-elétron para o potencial
ndo tem uma forma central; portanto, 0 método de separacdo de variaveis que usamos na aula
anterior para o atomo de hidrogénio ndo pode ser aplicado aqui para obter uma solugao exata.

-

0 caso geral de um atomo com Z elétrons envolve uma funcdo de onda ¥(r7', 7., 7,)
com Z coordenadas radiais independentes. Esta fungdo de onda para a energia £ satisfaz a
equacdo de Schrodinger:
hQ 2 2
onde a energia potencial Coulombiana contém termos centrais atrativos e ndo-centrais
repulsivos para todos os elétrons.
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Tomando como modelo o 4&tomo de hélio, escreva a formula da energia potencial
para um atomo neutro com Z elétrons.

A aproximacao de Hartree

0 longo de muitos anos, varios métodos foram propostos para resolver aproximadamente

0 problema de muitos elétrons. Embora as interagdes entre elétrons sejam mais fracas

que as interagbes com o nucleo, num atomo tipico com muitos elétrons o seu efeito
resultante é muito forte, exceto se o elétron estiver muito proximo do nucleo.

Em uma primeira aproximacao, deixemos de lado as repulsdes entre elétrons, tal que
a fungao de onda e a energia total do sistema possam ser encontradas a partir das atragoes
Coulombianas entre os elétrons e o nucleo do atomo. Isto significa que estamos considerando
0s elétrons como se fossem independentes uns dos outros; deste modo, ao invés de ter que
resolver uma equacao de Schrddinger muito complicada, teremos que resolver Z equagdes
de Schrodinger de elétrons independentes, uma equacao para cada elétron.

Outra simplificacdo adicional desta aproximacao: pode-se notar que cada elétron é
blindado do ndcleo por outros Z — 1 elétrons, tal que cada elétron deve experimentar uma
atracdo nuclear atribuida a uma carga nuclear efetiva menor que Ze. Para levar em conta este
detalhe, supomos que cada elétron se move num potencial resultante

1 €2

—Zey(r). Eq. (5)

dme, T

Vies (T) =

Como para um elétron muito afastado do nicleo atémico — Figura 2(a) — o potencial
resultante deve ser parecido com o potencial de Coulomb, devido a uma carga efetiva +e,
que representaria a carga nuclear + Ze blindada pela carga —(Z — 1)e dos demais elétrons,
teriamos Z_(r) — 1 para grandes distancias do nicleo atdmico. O segundo desenho, ilustrado
na Figura 2(b), mostra que para um elétron muito proximo do nucleo o comportamento do
potencial é parecido com o potencial de Coulomb, devido a uma carga nuclear 4+ Ze. Assim,
Z,(r) — Z nas proximidades do nicleo.

€

Aula9 Introducao a Fisica Quéantica



e Superficie do atomo
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Figura 2 - llustragdo do potencial eletrostatico resultante.

A dindmica do elétron é controlada pela energia potencial resultante central
V. (r)=f(r)/r,# C/r.0 vetor posicdo , é definido em coordenadas esféricas (r, 6, ¥
para o i-ésimo elétron independente. Assim, a equacao de Schrddinger para um elétron é

h2
2Mme

ViUi(7) + Vees(ri) 0 (75) = Eii(7), Eq. (6)

e pode ser resolvida para obter as fungdes de onda \Ifi(?) de energia £, para cada elétron.

3

0 indice 7 atua sobre todos os Z elétrons; a funcdo de onda total do sistema pode ser
escrita na forma do produto

\II(FI? ,FZ’ ctty FZ) = wl(F1)¢2(F2) ctt wZ(FZ)’ Eq (7)
com a energia total do sistema sendo simplesmente a soma das energias de cada elétron:
E=E +E, + .. E, Eq. (8)

Desde que o potencial resultante V' (r) ndo dependa das coordenadas angulares 6 e ¥,
ele ndo afeta as equacoes diferenciais para ©(0) e ®(¥); assim, as fungdes angulares da
funcdo de onda y, () sdo exatamente aquelas que calculamos na aula anterior para o problema
do 4tomo de hidrogénio. E comum utilizar um indice o para denotar o conjunto completo de
nimeros quanticos (n, I, m,, m = T, 1) para um elétron; assim, podemos representar a

funcdo de onda associada na forma

@bi,a(ﬁ) = Rnl(ri)Ylmz (0i, wi)(Tou |). Eq. (9)

A funcéo radial R (r,) satisfaz uma equacao diferencial como no caso do atomo de
hidrogénio, exceto que agora a energia potencial Coulombiana deve ser substituida pela fungdo
efetiva V, (r), tal que

h2 d2

_ZW [rRyi(r)] + Vef(T) [P Ry (r)] = B [r R (7)], Eq. (10)
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onde

h2
2mr?

Ver(r) = Vees(r) + 5511 + 1), Eq. (11)
E  sdo os autovalores de energia que dependem da escolha do potencial resultante V. (7).
A dependéncia da energia com n e [ € uma previsao geral da teoria quantica de Schrddinger;
a dependéncia s6 com n para o0 atomo de hidrogénio s6 ocorreu porque ali tinhamos apenas
um elétron.

A determinagdo do potencial V() - Equacdo 5 - é feita autoconsistentemente, isto €,
iterativamente. Inicialmente € escolhido um Z (r) que satisfaz os limites Z (r) — 1 para
grandes distancias do ntcleo e Z,(r) — Z para pequenas distancias, e se calcula a fungdo de
onda total do sistema. Com a fungao de onda, obtém-se a distribui¢ao de probabilidade |R |
resultante para o sistema, e esta determina uma distribuigdo de cargas para cada elétron a partir
do qual se obtém potenciais eletrostaticos classicos. A média desses potenciais sobre o estado
do atomo gera uma nova energia potencial resultante V_(r); se este potencial é suficientemente
préximo do potencial usado inicialmente, o calculo chegou ao seu fim e temos determinada a
funcdo de onda e energia do sistema. Caso contrario, 0 procedimento é repetido, usando agora
como potencial resultante inicial o potencial que acabamos de obter. Este método é chamado
de método de Hartree, em homenagem a Douglas Rayner Hartree, que o idealizou em 1928.
Posteriormente ele foi melhorado por V. Fock e John Clarke Slater, vindo a ser rotulado de
método Hartree-Fock.

Pesquise na web pelo menos outros 3 métodos, além dos de Hartree e Hartree-Fock,
propostos para tratar sistemas com muitos elétrons. Liste 0s nomes dos métodos
e Seus principais inventores/autores.
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0 principio de antissimetria

ara entender a estrutura atbmica de atomos com muitos elétrons, precisamos de uma

regra adicional, conhecida como principio de exclusdo de Pauli. Para saber por que

esse principio é necessario, vamos considerar o estado fundamental de um atomo com
muitos elétrons. Nos estados de um tnico elétron no modelo de aproximagao central, existe
um estado com energia mais baixa (correspondente ao estado n = 1 do atomo de hidrogénio).
Poderiamos esperar que no estado fundamental de um atomo complexo todos os elétrons
estivessem no estado com energia mais baixa. Caso isso fosse verdade, deveriamos observar
uma variagdo gradual das propriedades fisicas e quimicas quando examindssemos 0s atomos
a medida que o numero de elétrons fosse aumentando.

Essa variacdo gradual ndo é observada. Em vez disso, as propriedades dos elementos
variam fortemente de um elemento para o outro seguinte, cada elemento distinguindo-se em
suas caracteristicas. Por exemplo, os elementos fliior, nednio e sodio tém 9, 10 e 11 elétrons,
respectivamente, por atomo. O flior tende a formar compostos nos quais cada atomo de fltor
ganha um elétron extra. O sodio tende a formar compostos nos quais cada adtomo de sodio
perde um elétron. O nednio ndo forma absolutamente nenhum composto. Tais observagdes
mostram que, no estado fundamental de um atomo complexo, 0s elétrons ndao podem ocupar
todos simultaneamente 0s estados com energias mais baixas. Mas por qué?

A chave para a solugao desse enigma, descoberta por Wolfgang Pauli em 1925, denomina-se
principio de exclusdo. Esse principio afirma:

Dois elétrons ndao podem ter os mesmos
valores para 0s quatro nimeros quanticos

(n,1, m, m = T, J/)
Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958).

Consideremos a equacdo de Schrodinger para o a&tomo de hélio, que possui dois elétrons,
escrita como

H,,9(1, 2) = By(1, 2). Eq. (12)
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Nesta expressdo, H , caracteriza o operador Hamiltoniano, e os indices 1 e 2 caracterizam
as coordenadas espaciais e temporal dos dois elétrons. Partindo do pressuposto que as
particulas 1 e 2 sdo idénticas, ao realizarmos a operacdo de troca 1— 2, concluimos que,
pelo fato das particulas serem idénticas, entdo a descricao matematica do sistema ndo deve
se alterar.

Entdo, matematicamente, a condigdo acima pode ser escrita na forma
H,,(1,2) = H, (1, 2) = H, (2, 1). Eq. (13)

Chegamos, portanto, a conclusdo que o operador Hamiltoniano H(1,2) de duas
particulas idénticas é simétrico frente a operacao de troca 1— 2, que as fungdes ¥(1,2) e
(2,1) sdo autofungdes do operador Hamiltoniano 7, e denominamos o valor de energia £
de autovalor. Dizemos, ainda, que o sistema em foco é degenerado e que uma combinagao
linear do tipo

(1, 2) = Ay(1, 2) + By(2, 1) Eq. (14)

¢ também soluc@o do operador Hamiltoniano 2., com o mesmo autovalor E. E como as particulas
1 e 2 sdo indistinguiveis, todas as quantidades fisicas mensuraveis associadas ao sistema de duas
particulas 1 e 2 devem também permanecer inalteradas frente a operagao de troca 1<»2. E, como
na teoria de Schrddinger todas as quantidades fisicamente mensuraveis do sistema devem ser
proporcionais a0 modulo ao quadrado da fungdo de onda, resulta, entdo, a condicao:

U(1, 2)) = [¥(2, DI* Eq. (15)

Mostre que a condigdo dada pela Equagdo 15 implica que:

A=+B=%1 Eq. (16)

Desta forma, existem somente duas solugdes possiveis para o sistema de duas particulas
idénticas, uma solugdo simétrica

\I]simétrica(17 2) = dj(]" 2) + w(27 1) = \I]simét'rica(27 1) Eq (17)
e uma solucdo antissimétrica

‘Panti—simétrica(17 2) = ,(b(]" 2) - 11[)(27 1) = _\Ijanti—simétrica (27 1) Eq (1 8)
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Um aspecto importante a ser assinalado é que o carater de simetria de uma funcgao de
onda é uma constante de movimento. Assim, um par de particulas idénticas sera descrito por
uma fungdo de onda com simetria bem definida.

Quando consideramos um conjunto extenso de particulas idénticas, estas devem ser
descritas por métodos da chamada mecanica estatistica, que estabelece que existem dois
tipos de particulas idénticas, aquelas que obedecem a estatistica de Bose-Einstein e aquelas
que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac. Estudaremos essas estatisticas e suas principais
propriedades na Aula 11 (Estatisticas quanticas).

Os resultados desta drea do conhecimento indicam que particulas de Bose-Einstein
(bésons) devem ser descritas por solugdes simétricas da equacgdo de Schrédinger, enquanto
que particulas de Fermi-Dirac (férmions) devem ser descritas por solugdes antissimétricas
da equacdo de Schrodinger.

Elétrons, por serem férmions, devem, portanto, ser descritos por solugoes antissimétricas
da equacgdo de Schrodinger. No caso em que dois elétrons ocupassem em um dado sistema
estados fisicos idénticos, isto é, 1 = 2, entdo teriamos, como solugado da equagdo de
Schrodinger,

\I]anti—simétrica(17 1) =1(1,1) —(1, 1) =0, Eq. (19)

Dai a conclusdo a que chegamos é, sintetizada no Principio de Exclusdo de Pauli:

Em um sistema quantico, dois elétrons nao podem ocupar 0 mesmo estado fisico

simultaneamente.

Nao devemos confundir o principio de exclusdao com a repulsao elétrica entre dois
elétrons. Embora ambos tendam a manter dois elétrons separados, sao efeitos de carater
completamente diferente. Dois elétrons podem sempre se aproximar quando fornecemos
uma energia suficiente para superar a repulsdo entre esses elétrons; contudo, ndo existe
nenhuma forga capaz de fazer com que dois elétrons ocupem um estado com os quatro
nimeros quanticos iguais.

O principio de exclusdo de Pauli ajuda a explicar uma grande variedade de fendmenos
fisicos. Um destes fendmenos é a “rigidez” da matéria: o principio proibe que elétrons idénticos
sejam ‘espremidos’ uns contra 0s outros, e por isso nossas observagoes cotidianas do mundo
macroscopico mostram que objetos materiais colidem, ao invés de atravessar uns aos outros,
e que somos capazes de ficar em pé sobre o0 solo sem nele afundar. Outra consequéncia deste
principio é a periodicidade das propriedades fisicas e quimicas dos atomos e a maneira como
estes partilham elétrons na formacdo da grande variedade de moléculas encontradas na natureza.
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A partir do principio de exclusdo, podemos deduzir as caracteristicas mais importantes
da estrutura e das propriedades quimicas dos atomos com muitos elétrons, inclusive a tabela
periddica dos elementos. Maiores detalhes sobre este assunto sdao encontrados nas Aulas 4,
5, 6 e 7 da disciplina Arquitetura Atdmica e Molecular.

Nesta aula, aplicamos a equacgao de Schrddinger para atomos com muitos elétrons
e mostramos que o potencial eletrostatico de tais sistemas torna impossivel obter
suas funcdes de onda e energias exatas. Apresentamos, entdo, 0 método proposto

por Hartree para tratar, de forma aproximada, sistemas com muitos elétrons.
Enfim, justificamos que para entender a estrutura atbmica de atomos com muitos
elétrons precisamos, além da equagao de Schrodinger, de uma regra adicional,
conhecida como principio de exclusdo de Pauli.

Autoavaliacao

Por que é tdo complicado resolver a equacao de Schrddinger para um atomo neutro
com mais de um elétron?
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Pesquise mais sobre 0 método de Hartree e descreva quais as principais virtudes e
defeitos deste método.

n Por que o principio de exclusado de Pauli & essencial para a Fisica Quantica?
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Moléculas e espectroscopia
molecular




Apresentacao

a aula passada aprendemos sobre a natureza de atomos com muitos elétrons. Agora

iremos além: discutiremos sobre a natureza das moléculas. Mostraremos como

atomos ligados em moléculas possibilitam que elas tenham espectros de emissao
e absorcdo muito mais complexos do que os de atomos isolados. Sera discutida também a
fisica da espectroscopia vibracional e da espectroscopia rotacional, bem como algumas de
suas aplicagoes.

Objetivos

Revisar o conceito de “molécula” e ligagdes quimicas.

Entender uma figura de espectro de radiagdo em termos das
unidades de frequéncia, comprimento e namero de onda.

Compreender a fisica da espectroscopia rotacional e
vibracional.
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Introducao

as aulas anteriores e na disciplina Arquitetura Atomica e Molecular, estudamos

0s atomos e suas propriedades. Os atomos sdo estruturas compostas por um

inico nucleo, rodeado por uma nuvem eletronica. Entretanto, tais estruturas
isoladas sdo excegoes na natureza; geralmente encontramos atomos agrupados que
constituem moléculas ou que formam estruturas mais complexas que chamamos de
matéria condensada (liquida ou sdlida).

A Quimica é uma ciéncia que, basicamente, dedica-se ao estudo de moléculas. Sao
as forcas de atragdo entre os atomos, denominadas de ligagGes quimicas, que determinam
0s agrupamentos desses atomos. As ligagGes quimicas, que incluem interagdes covalentes,
idnicas, metalicas e de van der Waals estdo bem descritas nas Aulas 8, 9, 10, 11 e 12 da
disciplina Arquitetura Atomica e Molecular. Todas essas forgas tém, tipicamente, natureza
eletromagnética, mas também envolvem alguns efeitos quanticos.

A forma mais simples de manifestagao molecular & do ion hidrogénio diatomico ',
que consiste de dois protons e um unico elétron. Na sequéncia de complexidade, temos
a molécula de hidrogénio H,, que contém um elétron a mais do que o A". Os atomos da
molécula H, sdo unidos por uma ligagdo covalente na qual os dois niicleos compartilham
0s dois elétrons igualmente. Ja, por exemplo, no caso de uma molécula de cloreto de sodio
(NaCl) aestrutura € mantida por uma ligagdo ionica na qual um dos atomos retira para si
um elétron do outro. Atomos com camadas fechadas, como os da Giltima coluna da tabela
periodica, atraem-se por uma forga fraca conhecida como forga de van der Waals para formar
moléculas de gases nobres.

Um ponto em comum com 0s atomos é que as moléculas possuem energias quantizadas
determinadas pelo estado quantico-mecanico de seus atomos. Estas energias sao determinadas
pelos movimentos de rotagdo e vibragdo dos atomos em relagao aos outros. Dessa maneira, do
mesmo modo que as transi¢des entre 0s niveis de energia eletronicos dos atomos conduzem
ao0s espectros atdmicos, as transigoes entre os niveis de energia de rotacdo e de vibragdo das
moléculas conduzem aos espectros moleculares.

Assim como no caso dos atomos, a espectroscopia € o processo experimental apropriado
para compreender a estrutura das moléculas.

@ Aula 10 Introducdo a Fisica Quantica



As regioes do espectro
eletromagneético

uando um raio de luz proveniente do Sol passa por um prisma, a luz branca é separada

em seus constituintes coloridos ou espectro. A luz visivel € uma forma de energia, que

pode ser descrita por duas teorias: a teoria ondulatdria e a teoria corpuscular. Como
vimos nas aulas anteriores, nenhuma das duas teorias pode, sozinha, descrever completamente
todas as propriedades da luz. Algumas propriedades sao mais bem explicadas pela teoria
ondulatéria, e outras propriedades sdo mais bem explicadas pela teoria corpuscular.

A teoria ondulat6ria mostra que a propagacgao da luz envolve campos magnéticos e
elétricos. Estes dois campos formam a onda eletromagnética. O espectro de luz visivel é uma
pequena parte da radiagdo ou espectro eletromagnético.

Relembre que uma onda tem uma frequéncia caracteristica / e um comprimento de onda
A, e ambas estdo relacionadas com a velocidade da luz, representada pela letra ¢ na equagao

c=Af. Eq. (1)

Também aprendemos que a teoria quantica diz que a luz de uma dada frequéncia v sao
feixes de pacotes de energia, que chamamos de fotons, de valor:

E=hf, Eq. (2)

Desta forma, uma propagacdo ondulatdria de energia pode ser caracterizada pelo
comprimento ou frequéncia das ondas que a formam.

Devido ao fato da energia eletromagnética, quando classificada em termos da unidade de
frequéncia (hertz), conduzir a nimeros muito grandes, é comum se expressar a radiagdo em
termos do nimero de onda, que é definido como o nimero de ondas de luz por centimetro;
portanto, tem a unidade cm .

\

Usando a Equacdo 1, mostre que a relagdo entre as unidades de frequéncia,
comprimento de onda e nimero de onda é, respectivamente,

3x 10 Hz < 100 nm < 10° em ™1,

o /
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Podemos usar o resultado que vocé acabou de obter para organizar os diferentes tipos
de radiacao eletromagnética em um diagrama conhecido como espectro eletromagnético,
como mostrado no lado esquerdo da Figura 1. O espectro esta dividido em regides ou
bandas cujas denominagoes estdo relacionadas com a forma com que as radiagoes podem
ser produzidas ou detectadas.

4 B\
Frequéncia Regido Comprimento
de onda
10% + Nuclear
T 1 408 Raios Gama 1019 Efeito Mossbauer
10 <+ ) L
T Raios X Efeitos eletronicos
T 1 108 108 (Camadas internas)
16 .
10 T Ultravioleta (UV) Efeitos eletronicos
T 1 10* Visivel 106 (Camadas de valéncia)
1014 4
T Infravermelho (IV) VibragGes atdmicas
1 1 102 10+
10 + 1 TV distante
T 1l 1 Micro-ondas 102
10" &+ Energia de rotacao
cm
T 1
108 + .
Radiofrequéncia Rearranjo nuclear
T 102
106 +
T 10*
10* +
1 Audiofrequéncia
10°¢
102 +
T 10®
1 4
Hz

\

)

Figura 1 - Espectro eletromagnético. Da esquerda para a direita, na escala de frequéncia, nimero de onda e

comprimento de onda.
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Espectroscopia vibracional

Os atomos em uma molécula nunca estdo iméveis, mesmo a baixas temperaturas. De
fato, em um solido em temperaturas proximas do zero absoluto, os atomos estdo em continuas
oscilagoes em torno de uma posicao de equilibrio.

A amplitude das oscilagdes é apenas da ordem de 10'* a 10 '2 metros, enquanto suas
frequéncias vibracionais correspondem a regido das radiagoes infravermelhas.

Todas as moléculas, compostas por dois ou mais atomos ligados quimicamente, podem
interagir com radiacdo eletromagnética e apresentar vibragdes envolvendo ligagoes quimicas,
seja através do aumento da distancia média de ligagao, seja através da deformacdo de angulos
especificos formados pelos atomos.

Para entender esse fendmeno da maneira mais simples, podemos usar 0 modelo de duas
particulas de massas m, € m,, ligadas por uma mola de constante &, segundo o esquema da
Figura 2. Esse modelo € interessante, uma vez que podemos associa-lo a moléculas diatbmicas,
tais como gases do tipo oxigénio e nitrogénio (O, e NN,), que compdem aproximadamente 99%
da atmosfera terrestre. Nesse modelo, a mola refere-se a ligagao quimica entre os dois atomos
(as duas particulas) que formam a molécula.

Figura 2 - Duas particulas de massa m, e m, ligadas por uma mola de constante %.
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Usando como referéncia a Figura 2, aplique as leis de Newton da Mecéanica
para duas particulas de massa m, e m, ligadas por uma mola de constante &
e mostre que as equagdes de movimento sao:

mya, —k(z, —z,) =0
Eq. (3)
mya, + k(wz - x1) =0
onde z, € z, sdo, respectivamente, os deslocamentos das particulas 1 e 2
em relagao as suas posicoes de equilibrio. Dica: Considere deslocamentos
das massas para a direita como tendo sinal positivo e para a esquerda como
tendo sinal negativo.

o /

Dividindo a primeira das equag0es acima por m, e a segunda por m, e entdo tomando a
diferenca entre elas, vocé obtera

a2—al+k<i+i> (z, —,) = 0. Eq. (4)

m, my

Uma vez que as forgas que agem sobre as duas massas sao determinadas pela deformagao
da mola e esta depende da diferenca entre os deslocamentos sofridos por cada uma delas,
introduzimos a coordenada relativa

X=m,-x. Eq. (5)

em termos da qual podemos escrever a equacao desse sistema.

Derivando duas vezes a equagao acima, obtemos

X d’z, B d*z,
a2 dt? dt?

=a, —a,. Eq. (6)

Introduzindo agora a massa reduzida ., definida como

+

1 1 1
—=—4— Eg. (7)
peooomy My
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ou

m,m

= e Eq. (8)
chegamos a seqguinte equacao:
d’X kK

A equacgdo acima é formalmente idéntica a equacdo diferencial que descreve o oscilador
harmdnico simples. Ela tem, portanto, a mesma solugao, bastando substituir a coordenada z
pela coordenada relativa X e a massa pela massa m reduzida p do sistema. Uma vez obtida
a massa reduzida e a constante de mola, a frequéncia angular de oscilagdo desse sistema
pode ser imediatamente calculada da mesma forma que para o oscilador harménico simples.

Assim, uma molécula diatbmica apresenta apenas um modo vibracional, que sera definido
em funcdo das massas dos dois 4&tomos e também da constante k. E interessante discutir a
constante £, pois ela esta relacionada ao grau de interacdo entre os dois atomos, ou seja,
ela pode ser relacionada com a medida de qudo forte ou fraca é a ligagdo quimica entre 0s
dois atomos. Quanto mais forte for uma ligagdo quimica, maior serd o valor de . Outro fato
interessante de observar é que, uma vez que sabemos qual o valor da frequéncia de oscilagdo
f de uma vibragdo molecular, podemos calcular qual é a energia referente a esse movimento
através da equacdo de Planck (Equagdo 2).

A vibragdo dos atomos no interior de uma molécula apresenta energia coerente com a
regido do infravermelho. As linhas espectrais detectadas nesta regido sdo o objeto das técnicas
espectroscdpicas denominadas de espectroscopia de infravermelho e espectroscopia Raman.

A espectroscopia vibracional também fornece informacdes valiosas sobre as estruturas
de moléculas, especialmente quando combinamos as ferramentas complementares das
espectroscopias de absorcdo de infravermelho e Raman.

A espectroscopia que utiliza a parte de micro-ondas do espectro eletromagnético tem
se mostrado util na observagdo do universo ao nosso redor. Observatorios astrondmicos tém
identificado moléculas especificas existentes no espaco interestrelar, como H,0, HCN, H,S,
C,H,, e até C,H, OH—-todas com espectros de micro-ondas (ou seja, rotacional) observadas
por “telescopios” de micro-ondas. Este conhecimento apoia a ideia de que substancias quimicas
do nosso planeta estdo presentes nao apenas aqui, mas em todo o Universo.
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Espectroscopia rotacional

A espectroscopia rotacional tem origem nas rotagdes quantizadas de moléculas no espago
tridimensional. Como esta espectroscopia so é aplicavel para moléculas menores na fase
gasosa, deteremo-nos a espectroscopia de moléculas diatdmicas.

As moléculas diatdmicas tém espectro rotacional relativamente simples, uma vez que
podem girar em apenas duas dimensoes (uma “rotacdo” ao redor do eixo internuclear ndo
sera observada) e o comportamento da rotagdo € 0 mesmo em ambas as dire¢oes (Figura 3).
Observe que existem apenas duas maneiras de a molécula girar, e as duas rotagoes sao iguais,
exceto que 0s eixos rotacionais estdo a um angulo de 90°.

>

o——0

Figura 3 - Uma molécula diatdmica tem apenas dois movimentos definidos, e estes sdo equivalentes entre si.

0 movimento rotacional de uma molécula diatbmica pode ser visualizado como a rotagdo
de um rotor rigido em torno de seu centro de massa, como ilustra a Figura 3. 0 momento
angular J associado a rotagdo é um vetor que passa pelo centro de massa e se situa sobre o
eixo de rotacdo, perpendicularmente ao eixo internuclear. A rotagdo em torno do proprio eixo
internuclear é desprezivel.

Classicamente, a energia de rotagdo do rotor rigido é

1o, (lw)? L2

onde 7 é 0 momento de inércia da molécula diatdmica, que é definido com base na sua massa
reduzida . e na distancia internuclear

I=uR2. Eq. (11)

w é 0 médulo do vetor velocidade angular de rotagdo e L = I é o vetor momento angular cléssico.
No caso em questdo, L = J é o vetor momento angular total da molécula diatdmica, isto é,
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J2

E., = o Eq. (12)

Do ponto de vista quantico, desde que o momento angular total seja uma grandeza
quantizada, segue que a energia rotacional £ , é quantizada e dada por

E, = 3(324;1) j=0,1,2,.... Eq. (13)

Assim, conhecendo-se as distancias entre as linhas dos espectros rotacionais, podemos

obter as distancias de ligagdo em moléculas simples na fase gasosa. Um exemplo tipico de um

espectro rotacional é dado na Figura 4. Observe o decréscimo no espagamento energético com

0 aumento do nimero quantico rotacional 7 no ramo a direita, e o correspondente acréscimo
no ramo a esquerda.

Figura 4 - Espectro rotacional tipico de uma molécula diatémica.

0O fator ndo ideal mais importante na espectroscopia rotacional talvez seja o fato de as
moléculas ndo serem rotores rigidos. Considera-se, por exemplo, que as moléculas tém certas
distancias de ligacdes especificas e imutéveis, o que ndo é real. A medida que as moléculas tém
nimeros quanticos ; cada vez maiores (correspondendo a energias cada vez maiores), elas
se distorcem ligeiramente, mas o suficiente para alterar os niveis de energia perceptivelmente
em relagdo aos valores ideais. Esse efeito & chamado de distorgdo centrifuga.

Considere a molécula diatdmica na Figura 5(a). Conforme ela gira com o nimero quantico
J relativamente baixo, a ligagdo quimica é forte o suficiente para manter um comprimento de
ligagao razoavelmente constante.

Entretanto, como a Figura 5(b) mostra, com um 5 maior, a molécula em rotagao é
distorcida a medida que os atomos em rotagdo sofrem um tipo de forga centrifuga, como
nos sentiriamos em um carrossel girando rapidamente. Essa forga contribui para um leve
alongamento da distancia de ligagdo.
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o o

> < >
o——9 -O——0—-
Jj pequeno j grande

Figura 5 — Conforme o niimero quantico rotacional aumenta, uma distorcdo centrifuga causa extensdo da ligagao
e, portanto, altera o espectro rotacional.

As distancias de ligagdo aparecem no denominador da equacao que define as constantes
rotacionais, usadas para definir o momento de inércia L.

Dessa forma, este alongamento da ligagao serve para diminuir a energia total do estado
rotacional, e as linhas do espectro rotacional ficam separadas por uma distancia menor entre
as linhas adjacentes.

Por que os atomos na@o tém espectro rotacional?

Espectroscopia molecular

N&o levando em conta a energia devida ao movimento de translagao, podemos expressar
a energia total de excitagdo de uma molécula com uma boa aproximagdo como a soma das
energias de excitagoes parciais dos niveis eletronico, vibracional e rotacional:

E=E,+E +E Eq. (14)

rot’

onde 0s subscritos el, vib e rot significam eletrdnica, vibracional e rotacional, respectivamente.
A energia rotacional sé é relevante para o caso de moléculas em fase gasosa, pois sO neste
caso elas estdo livres para girar.
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Sendo a energia eletrdnica muito maior do que a vibracional, e esta muito maior do que
a rotacional, é possivel, numa primeira aproximacao, que estes niveis sejam considerados
separadamente, isto é, cada tipo de espectro pode ser estudado independentemente das
interagdes entre eles.

A Figura 6 ilustra os niveis vibracionais e rotacionais em dois estados eletronicos | e
Il de uma molécula e duas possiveis transicdes entre eles. A transi¢do A é uma transicdo
rotacional-vibracional que ocorre no mesmo estado eletronico |, e a transi¢cdo B é uma transicéo
rotacional-vibracional que envolve os estados eletronicos | e II.

17 J?
N
3
J” B
0—2
) I
0 1
I J’
— v’
3
—0 2
7 #
H
0 1

o
o

Figura 6 — Niveis vibracionais (v) e rotacionais (.J) de dois estados eletronicos | e Il de uma molécula.

Uma vez que todos os espectros se devem as transicdes entre estados de energia,
podemos também dividir o espectro eletromagnético em varias regides, as quais sao associadas
aos diferentes tipos de energia molecular, como posto no lado esquerdo da tabela da Figura
1, mostrada no inicio desta aula.

Embora as fronteiras apresentadas ndo sejam precisas, uma radiagao cuja frequéncia
corresponda a uma regiao em particular possui a ordem de grandeza apropriada para realizar
0 processo molecular indicado. A Figura 1 permite classificar, de acordo com 0S processos
envolvidos, a espectroscopia molecular em diversos ramos de atividade ou técnicas analiticas.
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Em energias acima de 3 x 10° Hz (regido de raios vy), a troca de energia envolve o rearranjo de
particulas nucleares. No intervalo de energia de 3 x 10'6 a 3 x 10'® Hz (regido de raios X), as
trocas de energia envolvem elétrons internos da molécula. No intervalo de energia de 3 x 10
a 3 x 10' Hz (regides visivel e ultravioleta), as trocas de energia envolvem transferéncia de
elétrons de valéncia de um orbital para outro. O estudo das transi¢oes de elétrons de valéncia
ou de transferéncia de elétrons num mesmo estado orbital, por exemplo, esta no ambito da
espectroscopia eletrdnica, particularmente no visivel.

No intervalo de energia de 3 x 102 a 3 x 10'* Hzfica a regido do infravermelho. Estas
energias estdo associadas as vibragdes moleculares, e o estudo do assunto é denominado
espectroscopia vibracional.

No intervalo de energia de 10° a 3 x 10" Hz (regiao de micro-ondas), as trocas de energia
envolvem transigdes entre niveis rotacionais das moléculas.

O intervalo de energia de 3 x 10°a 10° Hz se situa a regido de radiofrequéncia, onde as
trocas de energia correspondem as inversoes de spin de um nicleo ou elétron. Estas técnicas
sdo chamadas de espectroscopia de ressonancia magnética nuclear e de espectroscopia de
ressonancia de spin eletronico.

Outra técnica espectroscopica ndo mencionada na Figura 1 é a espectroscopia Raman.
Este tipo de espectroscopia estuda o efeito do espalhamento da radiagdo, com o qual se obtém
informacdo a respeito das energias dos niveis vibracionais e rotacionais das moléculas. A
informacdo obtida é muitas vezes complementar aquelas obtidas nas regides do infravermelho e
de micro-ondas, mas o espalhamento Raman da luz ocorre nas regides do visivel e ultravioleta
do espectro eletromagnético.

Nesta aula, apresentamos uma discussdo sobre o conceito de “molécula” e
ligagOes quimicas do ponto de vista da Fisica. Reescrevemos o espectro de

radiagdo em termos do ndmero de onda, a unidade mais usada na espectroscopia,
e usamos uma molécula diatdbmica como modelo para entender a origem da
espectroscopia vibracional e da espectroscopia rotacional.
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Autoavaliacao

A energia de vibragdo do estado fundamental do HC1 € cerca de dez vezes maior do
que a do NaCl. Mostre que isto é aceitavel, considerando os fatores que determinam
esta grandeza.

A separacao entre linhas espectrais num espectro puramente rotacional do HCI é
6,35 x 10" Hz. Use essa informacgao para encontrar o espagamento internuclear
R, dessa molécula.

n Usando a Figura 6, desenhe uma seta indicando uma transi¢ao puramente rotacional.

n Usando a Figura 6, desenhe uma seta indicando uma transi¢ao puramente vibracional
. entre 0s estados eletronicos | e Il.

Referéncias

CRUZ, Diana; CHAMIZO, José A.; GARRITZ, Andoni. Estructura atdmica: um enfoque quimico.
Ed. Addison-Wesley Iberoamericana. 1991.

EISBERG, R. M. Fundamentos da fisica moderna. Rio de Janeiro: Ed. Guanabara Dois S.A., 1979.
LIMA, Carlos R. A. Notas de aulas de estrutura da matéria. Capitulo 10.

YOUNG, Hugh D.; FREEDMAN, Roger A. Fisica IV: 6tica e fisica moderna: Sears e Zemansky.
12. ed. S4o Paulo: Editora Pearson Education, 2009.

Aula 10 Introducdo a Fisica Quantica



Estatisticas quanticas




178

Apresentacao

S objetos com os quais lidamos no nosso cotidiano sao formados por um nimero
muito grande de particulas atdmicas. Tratar as propriedades macroscopicas de um
sistema em termos das propriedades individuais destes constituintes é inviavel. Ja a
distribuicdo estatistica classica, que € utilizada para estudar as propriedades de um sistema, ndo
leva em consideragao as caracteristicas ondulatorias das particulas que constituem o sistema.

Em diversas situacdes, as propriedades ondulatorias dos constituintes materiais de um
sistema sdo importantes e cruciais a descricdo adequada do sistema. Assim, nesta aula vamos
apresentar e estudar as distribuicOes estatisticas que podem ser utilizadas para se analisar um
sistema formado por um niimero muito grande de particulas quanticas.

Objetivos

Perceber aimportancia da Fisica Estatistica para a descricao
das propriedades de um sistema de muitas particulas.

Conhecer os limites da distribuicao de Boltzmann na
descricao de sistemas de particulas.

Conhecer e entender as funcdes de distribui¢do quanticas
e compara-las a distribuicdo classica.

n Discutir algumas aplicagOes das estatisticas quanticas.
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Introducao

as aulas anteriores, vimos que a descricao completa de um sistema € obtida aplicando-se

a equacao de Schrodinger a cada um dos seus constituintes. Também vimos que esta

equacado so pode ser resolvida exatamente para um sistema de uma ou, no maximo,
duas particulas (atomo de hidrogénio). Para sistemas constituidos por mais de duas particulas,
podemos descrever suas propriedades apenas de forma aproximada.

Por outro lado, sabemos que 0s corpos e sistemas de nosso cotidiano possuem dimensoes
muito maiores que as dimensoes atdmicas. Esses sistemas sdo constituidos, em geral, por um
nimero muito grande de atomos e, portanto, é invidvel descrever um sistema macroscopico a
partir do comportamento de seus atomos individuais.

Entretanto, podemos estimar os valores de muitas propriedades mensuraveis de um
sistema macroscopico sem precisar estudar o movimento individual de seus constituintes. Para
tanto, ignoramos 0s movimentos individuais das particulas e determinamos o comportamento
provavel do sistema a partir de consideracdes estatisticas.

Esta forma de estudar o comportamento de sistemas macroscopicos é conhecida como
Mecanica Estatistica, e costuma apresentar bons resultados se o nimero de particulas do
sistema é suficientemente grande para que a teoria estatistica classica seja aplicavel.

Ao analisarmos um sistema macroscadpico, estamos interessados em estudar e prever
a distribuicdo mais provavel de energia disponivel as particulas que constituem o sistema.
Esta distribuicdo da energia das particulas do sistema em um dado instante e os valores de
energia assumidos por uma particula no decorrer do tempo seguem uma distribuicao estatistica
denominada Distribuicao de Boltzmann.

Nesta aula, vamos apresentar a distribuicao de Boltzmann e conhecer as consideragoes
feitas a respeito do sistema e de seus constituintes para que ele siga esta distribuicdo. Em
seguida, vamos estudar as modificagoes que devem ser feitas na distribuicao de Boltzmann
para levar em conta as propriedades quénticas das particulas do sistema, obtendo, desta
forma, as distribuigOes estatisticas que descrevem o comportamento dos sistemas quanticos.
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A Estatistica Classica:
distribuicao de Boltzmann

m dos principais objetivos da Fisica Estatistica, ao estudar um sistema constituido por

um nimero muito grande de particulas, é determinar a forma como uma quantidade

fixa de energia se distribui entre as particulas que compdem o sistema, pois a partir
desta informacao é possivel calcular muitas das propriedades mensuraveis do sistema.

0 fisico Ludwig Boltzmann (Figura 1) prop6s uma fungéo de distribuicao que permite
calcular o nimero provavel de particulas que ocuparao os estados de energia disponiveis de um
sistema classico constituido por um ndmero muito grande de particulas idénticas em equilibrio
térmico. Esta funcao de distribuicdo, que passou a ser chamada distribuicdo de Boltzmann, é
a funcéo de distribuicdo mais importante da Fisica Estatistica Classica e é dada por:

[o(E) = Ae F/5T, Eq. (1)

onde A é uma constante de normalizagdo cujo valor depende do sistema que esta sendo
estudado e é %, a constante de Boltzmann, que vale:

k, = 1,381 x 107 J/K = 8,617 x 10° e V/K Eq. (2)

e 0 termo e ;" & conhecido como fator de Boltzmann.

Figura 1 - Ludwig Boltzmann (1844-1906).

Para calcular o nimero de particulas com energia F, basta tomar:
n(E) = g(E')fB(E) — Ag(E') efE/kBT’ Eq (3)

onde ¢g(E) € afuncdo de peso ou degenerescéncia do estado e também é chamada densidade
de estados do sistema, pois g(E)dE representa o nimero de estados com energia entre E
e E+dE. Temos ainda que lembrar que, classicamente, E e n(E) sdo fungdes continuas;
assim, g(E) e f(E) e também sdo funges continuas.
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Para nos familiarizarmos com a fungao de distribuigao de Boltzmann, fagamos o exemplo
a sequir.

Exemplo 1 - Atomos de hidrogénio
no primeiro estado excitado

0 primeiro estado excitado do atomo de hidrogénio E, esta 10,2 eV acima do estado
fundamental £ . Qual ¢ a razao entre o nimero de atomos no primeiro estado excitado e 0
numero de atomos no estado fundamental quando o sistema esta: (a) a temperatura ambiente
T = 300 K; (b) atemperatura da superficie do Sol 7' = 5800 K?

Solucao

0 namero de atomos em um estado de energia £ é dado pela Equagao 2. Assim, a razao
entre 0 numero de atomos no primeiro estado excitado e o numero de atomos no estado
fundamental vale:

ny _ Agye BT g, (me et Eq. (4)

nl B Agle_El/kBT B gl
0 peso estatistico ou degenerescéncia do estado g, levando em conta o spin, é igual a 2.
Ja a degenerescéncia g, do primeiro estado excitado € igual a 8, pois € o estado com [ =0 e
os trés estados com [ = 1, todos com dois estados de spin. Desta forma,

9 _8_y
g9, 2
0 que nos fornece para a Equacgao 4:
Ny _ 92 ,—~(B2=E1)/kpT _ yo—(B2—E1)/kpT Eq. (5)
ny 9

a) Para T' = 300 K e usando o valor da constante de Boltzmann, temos que k,7'= 0,026.
Substituindo este valor £, - E, = 10,2 eV e na Equagao 5, obtemos:

My _ go=(B2=BE1)/kpT _ 4,—102/0,026 _ 4,—392  10~171 - (. Eq. (6)
nl
Ou seja, a temperatura ambiente, praticamente todos 0s atomos de hidrogénio estdo com
seus elétrons no estado fundamental. Este resultado mostra que, devido a grande diferenca
de energia entre os dois estados em comparagao com a energia térmica &, 7'~ 0,026, existem
pouquissimos atomos no primeiro estado excitado. O nimero de atomos nos outros estados
excitados é ainda menor, o0 que explica porque a temperatura ambiente ndo conseguimos
detectar radiagao emitida pelo atomo de hidrogénio.
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b) Para 7= 5800 K, k, T = 0,5. Substituindo este valor E, - E, = 10,2 ¢V e na Equago 5,
obtemos:

ny _ 46—(E2—E1)//€BT — 46_10’2/0’5 — 4= 204 1078, Eq. (7)
nl
Ou seja, na superficie do Sol, para cada mol de atomos (10** atomos), cerca de
10*> atomos estdo no primeiro estado excitado. Nestas condi¢oes, conseguiremos facilmente
detectar a radiagao emitida pelo atomo de hidrogénio ao passar do primeiro estado excitado
para o estado fundamental.

Para o hidrogénio na superficie do Sol, determine a razdo entre o nimero de
atomos no terceiro estado excitado e o nimero de atomos no estado fundamental.

Afuncdo de distribuicdo de Boltzmann, expressa na Equagao 1, pode ser escrita na forma:

1
fB(E):W’ Eq. (8)

onde a constante de normalizagdo A foi substituida pela constante e . Vamos escrever a
distribui¢do de Boltzmann na forma da Equacdo 8 para compara-la mais facilmente as fungdes
de distribuicdo quanticas que apresentaremos nas secdes seguintes.
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As Estatisticas
te Bose-Einstein e Fermi-Dirac

distribuicdo de Boltzmann é uma relagao fundamental a partir da qual é possivel deduzir

muitas das propriedades de sistemas classicos, tanto no estado gasoso como nos

estados liquido e solido. Ela é valida para os sistemas classicos que sao constituidos por
particulas idénticas, mas distintas. Podemos pensar neste tipo de sistema como um enorme
conjunto de bolas de sinuca de mesma massa, formato e tamanho, mas que podem ser
identificadas facilmente, pois cada uma possui uma cor diferente.

Na Fisica Quéntica, por outro lado, duas particulas idénticas cujas fungdes de onda se
sobrepGem ndo podem ser identificadas.

Podemos imaginar a seguinte situacdo: duas particulas idénticas 1 e 2 (dois elétrons, por
exemplo) passam uma pela outra a uma distancia menor que o comprimento de onda de suas
fungOes de onda e depois sdo detectadas. E impossivel determinarmos qual das particulas
¢ a1l equal delas é a 2. Ou seja, ndo se pode distinguir entre as quatro possibilidades
representadas na Figura 2.

Particula 1 Particula 2 Particula 2 Particula 1
Particula 1 Particula 2 Particula 2 Particula 1

> >

Figura 2 — Devido a natureza ondulatéria das particulas, é impossivel verificar qual das quatro interagdes aconteceu
quando duas particulas quanticas se cruzaram a uma distancia da ordem de seus comprimentos de onda de De Broglie.

A distribuicao de Boltzmann ndo pode ser aplicada a sistemas constituidos por particulas
indistinguiveis. No entanto, o tratamento das particulas classicas que leva a distribui¢do de
Boltzmann pode ser estendido a sistemas constituidos por um nimero muito grande de
particulas idénticas e indistinguiveis.
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A primeira destas analises se aplica a particulas com spin nulo ou inteiro, como 0s
atomos de hélio (m = 0 ou spin zero) ou fotons (m_= 1 ou spin 1), 0s quais nao obedecem
a0 Principio da Exclusdo de Pauli (veja a Aula 9 - Atomos com muitos elétrons). Esta andlise
foi realizada em 1924 por Satyendra Nath Bose (1894-1974), quando este se deu conta que
a distribuicao de Boltzmann ndo explicava adequadamente o comportamento dos fotons.
Pouco depois, a distribui¢do proposta por Bose foi aplicada por Einstein a particulas com
massa de repouso diferente de zero. Esta distribuicdo é conhecida como distribuicdo de
Bose-Einstein, e é dada por:

1
fop(E) = Py 7 Eg. (9)

onde e* é uma constante de normalizagdo que depende do sistema estudado. As particulas
que obedecem a distribuicdo estatistica de Bose-Einstein sdo chamadas de bdsons.

Depois que o spin do elétron foi descoberto e Paul Dirac (1902-1984) formulou a
mecanica ondulatoria relativistica para particulas de spin 1/2, ele e Enrico Fermi (1901-1954)
completaram a mecanica estatistica quéntica calculando a fungao distribuicéo para particulas de
spin fracionario, como o0s elétrons, que obedecem ao Principio da Exclusdo. Esta distribuicao,
que hoje é conhecida como distribuicdo de Fermi-Dirac, é dada por:

1
e0e—E/kpT {1’

fBE(E) = Eq. (10)

onde, novamente, é ¢ “ uma constante de normalizagdo que depende do sistema estudado. As
particulas que obedecem a funcao de distribui¢do de Fermi-Dirac sdo chamadas de férmions.

Comparacao entre as
Estatisticas Classica e Quantica

Comparando a forma das distribuig0es estatisticas dadas pelas Equacgdes 8, 9 e 10 aqui
reescritas:

1
fB(E) = eaefE/kBT’

1
fBE(E) = eae_E/kBT - 1’

1
eae—E/kBT + 1 ’

fBE(E) =
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vemos que elas sdo semelhantes. A nica diferenga matematica entre elas é o fato de que nas
distribuicOes de Bose-Einstein e Fermi-Dirac aparecem, respectivamente, os termos — 1 e
+ 1 no denominador da fungdo. Assim, precisamos entender o significado fisico destes + 1
nestas distribuicoes estatisticas.

Para entender o significado desta diferenga entre as distribui¢des, vamos considerar um
sistema formado por duas particulas idénticas, 1 e 2, onde uma delas se encontra no estado
m € aoutra no estado n. Existem duas solugdes para a equacgdo de Schrodinger do sistema, e
elas sdo baseadas no produto das fungdes de onda individuais das duas particulas:

y)mn = (17 2) = wm(l) y)n(2)’ Eq (11)
Yo = (2,1) = p,(2)p,(1), Eq. (12)
onde os nameros 1 e 2 representam as coordenadas espaciais das duas particulas.

Se as duas particulas podem ser distinguidas (comportam-se como particulas classicas),
as EquacOes 11 e 12 representam solugdes possiveis para o sistema. Mas se as particulas sdo
indistinguiveis, as funcgdes de onda do sistema devem refletir esta indistinguibilidade, ou seja,
as fungdes de onda do sistema devem ser uma combinacdo simétrica ou antissimétrica dos
produtos das fungoes individuais:

1

VYop =¥s = 5 [V (D)Yn(2) + ¢m(2)bn(1)], Eq. (13)
oL B
qu)FD = UJA - \/§ [wm(l)wn(2) ﬂ}m(2)¢n(1)]’ Eq (14)

onde o fator 1/+/2 é a constante de normalizagéo.

Como vimos na Aula 9, as fungOes de onda de particulas que obedecem ao principio de
exclusdo de Pauli (férmions) sao antissimétricas; e as fungoes que representam particulas que
ndo obedecem a este principio (bdsons) sdo simétricas. Desta forma, vamos aplicar a fungao
de onda representada na Equacdo 13 para os bosons e a representada na Equacdo 14 para
os férmions, como ja esta indicado nestas equagdes, onde definimos y,, = y, para a fungao
antissimétrica e y,, = », paraa funcdo simétrica. Para compararmos as fungoes distribuigdes,
vamos calcular a probabilidade de que as duas particulas sejam observadas no mesmo estado,
0 estado m, por exemplo.

Para as particulas classicas, cuja funcdo de onda é dada pela Equagdo 11 (ou 12) temos:

Pmm (1, 2) = Pmm (2, 1) = Pm(1)m(2) = Pm(2)m(1) = Py Eq. (19)

Assim, a densidade de probabilidade de duas particulas classicas serem encontradas no
mesmo estado m é dada por:

W17 =05, = 5, (1) (2)8m (1)tm (2). Eq. (16)
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Ja para bosons, vamos fazer m = n na Equacgao 13. Desta forma, temos:

1 2
VYpp = E [¢m(1)¢m(2) + wm(2)wm(1)] = Ewm(l)wm@)’ Eq. (17)

e, portanto, a densidade de probabilidade é

|¢BE|2 = 1/};51/)313 = 21/}:1(1)1/}:1(2)1/%1(1)1/%1(2) = 21#;%3- Eq (1 8)

Assim, a probabilidade de dois bdsons serem encontrados no mesmo estado é duas
vezes maior que no caso de particulas classicas. Este resultado pode ser generalizado como:

A presenca de um boson em um estado quantico aumenta a probabilidade de um

bdson idéntico ocupar 0 mesmo estado.

E como se um bdson atraisse outro béson para 0 mesmo estado quantico. Portanto, o
termo —1 na forma da fung&o distribui¢do de Bose-Einstein esta relacionado ao fato de que, em
comparagao com o caso das particulas classicas, a probabilidade de encontrar varios bosons
no mesmo estado quantico é maior.

Para férmions, vamos fazer n = m na Equacgao 14, o que nos fornece:
1
V2

Assim, a densidade de probabilidade de encontrarmos dois férmions no mesmo estado é nula.
Para um sistema com um grande nimero de particulas, podemos escrever que:

Ypp =P, = [Vm (1) Ym(2) = ¥m(2)1m(1)] = 0. Eq. (19)

A presencga de um férmion em um estado quantico impede que outro férmion

idéntico ocupe 0 mesmo estado.

E como se férmions idénticos se repelissem. Vemos, desta maneira, que 0 +1 no
denominador da funcdo de distribuicdo de Fermi-Dirac traduz o principio de exclusao de Pauli.

Na Figura 3, temos um grafico comparativo das fungoes de distribuicdo, para oo = 0, no
intervalo de energia de 0 a 5k, 7. Observe que a curva de f,, esta sempre acima de f, que,
por sua vez, esta sempre acima de f, .
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f(E)

1,0

0,5

Figura 3 - Grafico das distribuigOes estatisticas f,,, f, e f,, em fungdo da energia para o. = 0.

Pelo grafico, vemos que, a medida que a energia aumenta, as distribuicdes de Bose-Einstein
e de Fermi-Dirac tendem para a distribui¢do de Boltzmann, e que as trés distribuicdes sao
praticamente idénticas para energias maiores que 5%, 7. Isto ocorre porque, se a energia
do sistema é muito grande, o nimero de estados possiveis &€ muito maior que o nimero de
particulas e, para qualquer das distribuicoes, a densidade média de particulas por estado é
muito menor que a unidade n,, = n,, = n, << 1, & a probabilidade de encontrar mais de
uma particula por estado — qualquer que seja o tipo de particula (classica, béson ou férmion)
— é praticamente nula. Lembre-se que, no caso dos férmions, esta probabilidade seria nula a
qualquer temperatura.

Podemos utilizar a estatistica de Boltzmann para descrever um sistema de férmions
ou de bosons sempre que a densidade média de particulas por estado for muito menor que
a unidade. Mas ha outra maneira simples de determinarmos se a estatistica de Boltzmann é
aplicavel ao sistema.

No inicio de nossa aula falamos que, devido as caracteristicas ondulatérias, as particulas
ndo se comportam como particulas classicas se a interagao entre elas ocorrer em distancias da
ordem do comprimento de onda de De Broglie. Ou seja, se a distincia média entre as particulas
de um sistema é muito maior que o comprimento de onda associado a essas particulas, elas
se comportam como particulas classicas e, por isso, podemos usar a fungao de distribuicao
de Boltzmann para descrever o comportamento do sistema. Matematicamente, temos que

A <<{d), Eq. (20)

onde (d) é a distancia média entre as particulas do sistema e A é 0 comprimento de onda de
De Broglie associado a estas particulas, que é dado por:

o Eq. (21)

onde E_ é a energia cinética da particula.
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Em um sistema termodindmico em equilibrio térmico, a energia cinética média dos
constituintes do sistema pode ser escrita como (lembre-se da disciplina Calor e Termodindmica):

3
E, = 5/~cBT, Eq. (22)
0 que nos permite escrever o comprimento de onda associado a particula como:

e Eq. (23)

A /Smk:BT'
Por outro lado, a distdncia média entre as particulas de um sistema pode ser escrita em
termos do volume total do sistema e do numero total de particulas como:

(d) = (;)1/3. Eq. (24)
Substituindo as Equacdes 23 e 24 na Equagao 20, obtemos:
?mf;kBT << <x>1/3 Eq. (25)
ou
N h3
V Gk T << 1. Eq. (26)

Todo gas ou sistema macroscopico é formado por particulas quanticas e, a rigor,
deveria ter suas propriedades macroscopicas estudadas em termos das estatisticas quanticas
(estatistica de Fermi-Dirac ou de Bose-Einstein). Entretanto, sob certas condigdes, podemos
estudar o sistema com a estatistica de Boltzmann, e a Equagdo 25 estabelece as condigdes
nas quais podemos fazer isto. Note que, no geral, s30 necessarias altas temperaturas e baixas
densidades para que a desigualdade da Equacgao 26 seja satisfeita.

Exemplo 2

Os atomos de hélio, que constituem uma fragdo igual a 5,25 x 10~ das particulas
presentes na atmosfera terrestre, possuem spin nulo e, portanto, sao bdsons. Determine se
a distribuicdo de Boltzmann pode ser utilizada para prever as propriedades térmicas do hélio
atmosférico a uma temperatura de 273 K, sabendo que a massa do hélio vale 6,64 x 10" kg.

Solucao

Em condigGes normais de temperatura e pressao (CNTP), 1 mol de dtomos (6,02 x 10*
atomos) de um gas, inclusive hélio, ocupa um volume igual a 22,4 litros, que é igual a 2,24 x
1072 m? (lembre-se da disciplina Calor e Termodinamica). Portanto, o nimero de atomos de
hélio por unidade de volume na atmosfera terrestre é

N 6,02 x10% x 5,24 x 1076 .
S ’ = 1,41 x 10%° atomos de hélio/m?
Vv 2,24 x 1072(m3) A fm
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Substituindo o valor calculado acima e os dados do enunciado no lado esquerdo da
Equacao 26, obteremos:

3
13 R (6,63 X 10—34(J.s))
=—73=1, X =

3
(3mk,T)2 (3 x6,64x10~27(kg) x 1,38 x10-23 (%) X 273(K)>

<|=

=6,3x107" << 1.

Este resultado mostra que na atmosfera terrestre os atomos de hélio comportam-se
como os constituintes de um gas classico e, portanto, seu comportamento pode ser descrito
pela estatistica de Boltzmann.

Sabendo que a densidade do hélio liquido a 4,2 K é de 0,124 g/cm?, determine se
a distribuicao de Boltzmann pode ser utilizada para descrever o comportamento
do hélio a esta temperatura.
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Aplicacoes das
Estatisticas Quanticas

Nesta secao vamos discutir qualitativamente e/ou citar algumas das aplicagdes mais
importantes das estatisticas quénticas.

Condensado de Bose-Einstein

Para gases em condigdes normais, o numero de estados quanticos disponiveis por
particula é muito grande e, devido a baixa densidade dos gases (grande distancia média entre
seus constituintes) e a massa elevada de suas particulas, a probabilidade de que duas particulas
ocupem 0 mesmo estado quantico é muito pequena. Entretanto, a medida que a temperatura
diminui, a distdncia média entre 0s atomos é reduzida e, portanto, a probabilidade que duas
particulas ocupem o mesmo estado vai aumentando.

Para a maioria dos gases e liquidos, mesmo a baixas temperaturas, o nimero de estados
disponiveis por particula ainda é grande, e pode-se usar a distribuicdo de Boltzmann para
descrevé-lo, ao invés das distribuicbes quanticas. Entretanto, no caso do hélio liquido existe
aproximadamente uma particula para cada estado quantico, e a distribuicdo estatistica classica
ndo pode ser utilizada.

Além disso, como acontece em qualquer atomo, todas as particulas (protons, néutrons
e elétrons) que compdem o atomo de hélio (*He) sdo férmions. Mas, como na maioria dos
atomos da tabela periddica, no *He estas particulas estao organizadas de tal forma que o spin
total do estado fundamental é um niimero inteiro (zero), e, portanto, 0 * He e estes atomos de
spin inteiro sdao bosons.

0 hélio liquido pode ser tratado como um gas ideal que obedece a estatistica de Bose-
Einstein. Os outros materiais, apesar de serem formados por atomos que em seu estado
fundamental tém spin inteiro, nao podem ser tratados como um gas de bosons quando em
baixas temperaturas, pois todos eles se solidificam em temperaturas muito superiores as que
seriam necessarias para que atomos do fluido, em uma fragdo consideravel, comegassem a
ocupar o estado fundamental de energia.

Aideia de que a distribuicdo estatistica de Bose-Einsten descreve o comportamento do
hélio liquido foi sugerida por F. London, em 1938, para explicar o comportamento andmalo do
hélio em baixas temperaturas, cuja curva de densidade em funcdo da temperatura apresentava
uma descontinuidade para uma temperatura de 2,17 K.

Em 1928, W. H. Keesom e M. Wolfke propuseram que a descontinuidade da derivada da
curva nesta temperatura tinha como causa uma transicao de fase. Eles usaram os termos “hélio
I” para o liquido com temperatura acima de 2,17 K e “hélio I1” para o liquido com temperatura

m Aula11 Introducédo a Fisica Quéantica



abaixo deste valor. Na teoria de London, conhecida como modelo dos dois fluidos, considera-se
que o hélio Il é formado por dois componentes: um fluido normal com propriedades
semelhantes as do hélio | e um superfluido, que é um fluido com viscosidade nula e que, por
isto, tem propriedades muito diferentes.

Quando a temperatura é reduzida a partir de um certo valor, a fracdo da fase superfluida
do hélio aumenta, e a fragao da fase normal diminui até que, no zero absoluto, resta apenas
a fase superfluida.

Na fase superfluida, todos os atomos do hélio se encontram no estado de menor energia
possivel, o nivel fundamental. Como estes dtomos ndo podem ser excitados para niveis de
maior energia, o superfluido ndo contribui para a viscosidade do liquido. Para temperaturas
préximas do zero absoluto, a viscosidade do hélio é desprezivel.

0 estado em que todos os seus atomos ocupam o nivel de menor energia é chamado de
condensado de Bose-Einstein. A distribuicdo de densidade do condensado de Bose-Einstein
é representada por uma dnica onda macroscopica, com amplitude e fase definida. Este
estado da matéria constitui a observagdo macroscopica das ondas associadas a objetos
materiais. A condensacgao de Bose-Einstein foi conseguida pela primeira vez em 1995, por
C. E. Wieman e E. Cornell.

Para se conseguir condensados de Bose-Einstein para outras substancias que nao o hélio,
0 que se faz necessario é diminuir bastante a temperatura do material, aumentar a pressao e usar
armadilhas magnéticas para aprisionar 0s atomos, impedindo-os de atingirem o estado sdlido.

Os detalhes deste tipo de experimento podem ser encontrados em revistas de divulgagdo
cientifica ou livros didaticos mais avangados, ou mesmo em algumas paginas de internet. Em
nossa aula, queremos apenas lembrar que o condensado é considerado um outro estado fisico
da matéria, além dos estados comuns (s6lido, liquido e gasoso) e plasma. Este novo estado,
0 condensado de Bose-Eintein, s6 é conseguido em situacGes extremas de laboratorio, com
0S materiais a temperaturas muito préximas do zero absoluto.

Gas de fotons

Como vimos na Aula 2 (A radiacdo térmica e a quantizacdo da energia), Planck propds
uma expressao empirica para explicar o espectro de radiagdo de um corpo negro. Pensando
no modelo idealizado de corpo negro (cavidade completamente fechada, exceto por uma
pequena abertura de area conhecida, através da qual a radiacdo pode entrar ou sair) e usando
a distribuicdo de Bose-Einstein para tratar os fotons que existem no interior da cavidade como
um gas de bosons, podemos deduzir a expressao de Planck para a distribuicdo de energia do
espectro da radiagdo de corpo negro. O fato de podermos fazer tal dedugdo para o espectro
eletromagnético de um corpo negro, ao tratar os fotons da cavidade como particulas quanticas,
é mais um exemplo da dualidade onda-particula. Tal expressao foi proposta, originalmente,
tratando-se a radiacdo eletromagnética no interior da cavidade como ondas classicas.
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Gas de férmions

Do mesmo jeito que podemos aplicar a estatistica de Bose-Einstein para um gas ideal de
bosons, podemos aplicar a estatistica de Fermi-Dirac para um gas ideal de férmions.

Para uma mesma temperatura, a energia média dos constituintes do gas de férmions é
maior que a energia média dos constituintes do gas classico e do gas de bsons. Isto acontece
porque os férmions nao podem ocupar 0 mesmo estado de energia e, desta forma, muito mais
estados de energia serdo ocupados a partir do estado fundamental.

Os principais tipos de gas de férmions sdo os gases de elétrons (elétrons de condugdo em
um metal condutor, por exemplo), gases de néutrons (néutrons de uma estrela de néutrons)
ou gases atdmicos (como o0 gas de *He a baixas temperaturas). Estes sistemas sdo estudados
em cursos mais avangados de Fisica.

Conclusoes da disciplina

esta disciplina, estudamos sobre uma das maiores revolugdes do pensamento cientifico

na historia da humanidade: a Fisica Quantica. Seu surgimento e desenvolvimento

permitiram ao homem entender e explicar diversos fendmenos ligados direta ou
indiretamente as escalas atdbmicas da matéria e que a Fisica Classica é incapaz de explicar.

Para a construcdo e desenvolvimento da Fisica Quéntica surgiram novos conceitos e
principios que, inicialmente, poderiam nos parecer contraintuitivos, mas que sao necessarios
ao entendimento e a compreensao da natureza.

Como disse Einstein, “o fato mais incompreensivel na natureza é ela poder ser
compreendida”, mas s6 podemos compreender a natureza e seus fendmenos se descobrirmos
as suas leis e principios. Nossa concepgdo de mundo deve se adequar aos fendmenos naturais.
Devemos enxergar o mundo a partir dos estudos destes fendmenos, e ndo querer que 0s
fendmenos estejam de acordo com nossas ideias preconcebidas sobre a natureza e 0 mundo.
As leis fisicas sdo desenvolvidas a partir da observacao, e nem sempre sdo validas para todos
os fendmenos observados na natureza.

Concluindo, o desenvolvimento da Fisica Qudntica teve enorme importancia no
desenvolvimento do conhecimento humano acerca da natureza e do mundo, e foi a partir
da aplicacdo da Fisica Quantica e de seu desenvolvimento que pudemos alcancgar o nivel
tecnoldgico da sociedade contemporanea.
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Nesta aula, aprendemos que para estudar sistemas macroscopicos formados
por um grande nimero de constituintes microscopicos nao podemos estudar
0 comportamento individual de cada um de seus constituintes, mas que
devemos estudar o comportamento médio destes constituintes. Classicamente,
a distribuicdo estatistica usada para estudar tais sistemas é a distribuicao de

Boltzmann. Mas, para levar em conta os efeitos quénticos do sistema, vocé
observou que precisamos usar distribuigoes tais como a de Bose-Einstein (para
particulas que ndo obedecem ao principio da exclusao de Pauli) ou a de Fermi-
-Dirac (para as particulas que seguem o principio da exclusdo). Estudamos as
propriedades destas distribui¢Oes estatisticas e discutimos algumas de suas
aplicagbes mais importantes.

Autoavaliacao

A distribuicao de Boltzmann é utilizada para estudar o comportamento de sistemas
por um namero muito grande de particulas idénticas e distinguiveis (particulas
classicas). Explique em que sentido as particulas classicas, mesmo idénticas, podem
ser distinguidas em uma interagao.

Por que precisamos separar as particulas quanticas em férmions e bosons ao
estudarmos seus comportamentos estatisticos?

Descreva as principais diferengas entre as propriedades fisicas de bosons e férmions.

Por que o comportamento da distribui¢ao de Boltzmann esta entre o comportamento
das distribuigoes de Fermi-Dirac e de Bose-Einstein? Qual a relagéo entre elas?

Quais sdo as condigOes para as quais as propriedades de um sistema de particulas
quanticas podem ser descritas pela distribuicao de Boltzmann?

Considere trés recipientes de mesmo volume e a mesma temperatura. Estes
recipientes contém o mesmo numero de particulas; o primeiro contém particulas
classicas, o segundo férmions e o terceiro bosons. Qual destes recipientes tera a
menor pressao? Qual tera a maior pressao? Justifique.
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