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Resumo

Com o avanco da tecnologia, sistemas embarcados utilizando técnicas adapta-
tivas estao sendo utilizados com mais frequéncia. Uma dessas técnicas é o Con-
trolador Adaptativo por Modelo de Referéncia e Estrutura Varidvel (VS-MRAC).
A implementacao dessa técnica em sistemas embarcados, requer a consideracao de
um periodo de amostragem que se nao for levado em consideracao, pode afetar de
maneira negativa a performance do sistema e até mesmo levé-lo a instabilizagao.

Este trabalho propoe uma andlise de estabilidade do VS-MRAC para o caso
discreto para uma planta SISO linear, invariante no tempo, de grau relativo unitario.
O objetivo é analisar a influéncia do periodo de amostragem no desempenho do
sistema, e a relagao desse periodo com o fenomeno de “chattering” e instabilizagcao
do sistema.

Palavras-chave: Controle Adaptativo, Sistemas com Estrutura Varidvel, Con-
trole Adaptativo por Modelo de Referéncia e Estrutura Variavel.



Abstract

With the technology progess, embedded systems using adaptive techniques are
being used frequently. One of these techniques is the Variable Structure Model-
Reference Adaptive Control (VS-MRAC). The implementation of this technique in
embedded systems, requires consideration of a sampling period which if not taken
into consideration, can adversely affect system performance and even takes the sys-
tem to instability.

This work proposes a stability analysis of a discrete-time VS-MRAC accom-
plished for SISO linear time-invariant plants with relative degree one. The aim is
to analyse the influence of the sampling period in the system performance and the
relation of this period with the chattering and system instability.

Keywords: Adaptive Control, Variable Structure Systems, Variable Structure
Model-Reference Adaptive Control.
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Capitulo 1

Introducao

A partir dos anos 50, o projeto de pilotos automéaticos para alto desempenho
de aeronaves motivou uma atividade intensa na pesquisa sobre controle adaptativo.
Desde essa época, a teoria de controle adaptativo vem crescendo e sendo fortemente
estudada por pesquisadores do mundo todo. O controle adaptativo é bom em lidar
com quantidades incertas em sistemas dinamicos (sistemas que possuem modelagem
precéria), em que existam perturbagoes e parametros desconhecidos, e se tornou
mais popular em muitos campos da engenharia e ciéncia em termos de algoritmos,
técnicas de controle e projeto.

A grande maioria dos controladores utilizados nas industrias é baseada em sis-
temas conhecidos. Esses controladores deixam de funcionar adequadamente para
sistemas que apresentam variagoes, ou incertezas paramétricas. Além disso, o apare-
cimento de ruidos, perturbacoes e interferéncias de varias naturezas, podem também
influenciar no desempenho do controlador e consequentemente do sistema, podendo
leva-lo a instabilizacao. O controle adaptativo foi criado para realizar o controle
nesses tipos de sistemas.

O controle adaptativo é um método utilizado por um controlador que pode mo-
dificar seu comportamento de acordo com o sistema controlado com parametros
que variam, ou sao inicialmente incertos. Por exemplo, quando uma aeronave voa,
sua massa lentamente ird diminuir como resultado do consumo de combustivel alte-
rando os parametros do modelo dinamico do aviao. Entao, uma lei de controle que
ajusta-se a essas variagoes € necessaria.

A teoria de controle adaptativo vem se desenvolvendo em duas linhas: uma, su-
pondo que as varidveis de estado sdo mensuraveis [Landau 1979] e outra, supondo
que somente medigoes de entrada e saida da planta sdo disponiveis [Narendra &
Valavani 1978], [Goodwin & Sin 1984], [Goodwin & Mayne 1987]. Devido a difi-
culdade de medicao das varidveis de estado da planta, esta ultima linha, na qual se
baseia o presente trabalho, vem recebendo consideravel atencao.

A ideia basica do controle adaptativo é calcular o sinal de controle utilizando
estimativas dos parametros incertos da planta, ou, diretamente, dos parametros do
controlador obtidas em tempo real através de informagoes provenientes dos sinais
mensuraveis do sistema [Slotine 1991].

A forma como o estimador de parametros, também conhecido como lei adapta-
tiva, é combinado com a lei de controle da origem a duas abordagens diferentes. Na
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primeira abordagem, conhecida como controle adaptativo indireto, os parametros
sao estimados em tempo real e usados para calcular os parametros do controlador
[loannou & Sun 1996].

Na segunda abordagem, conhecida como controle adaptativo direto, o modelo da
planta é parametrizado em funcao dos parametros do controlador que sao estimados
diretamente sem calculos intermediarios envolvendo estimativas dos parametros da
planta [loannou & Sun 1996].

No controle adaptativo indireto, o modelo da planta P(6*) é parametrizado com
algum vetor de parametro desconhecido #*. Por exemplo, para um modelo de planta
linear invariante no tempo (LIT) de uma entrada e uma saida (SISO), 6* pode
representar os coeficientes desconhecidos do numerador e denominador da fungao
de transferéncia do modelo da planta. Um estimador de parametros em tempo real
gera uma estimativa 6(¢) de 6* no instante ¢ através do processamento da entrada
u e da saida y da planta. O parametro estimado 6(t) especifica uma estimativa do
modelo da planta caracterizado por P(6(t)) que para efeito do projeto do controle é
tratado como o “verdadeiro” modelo da planta e é usado para calcular os parametros
do controlador 0.(t) pela solugao da equagao algébrica 0.(t) = F(6(t)) no instante
t. A forma da lei de controle C(f.) e a equagao algébrica 6. = F'(f) sao escolhidos
para serem os mesmos da lei de controle C'(6%) e da equacao 0%(t) = F(6*) que
poderiam ser usados para satisfazer os requisitos de desempenho para o modelo da
planta P(6*) se 0* fosse conhecido. Fica claro que com essa abordagem, C(6.(t))
é projetado em cada instante ¢t para satisfazer os requisitos de desempenho para o
modelo estimado da planta P(6(t)), que pode ser diferente do modelo desconhecido
da planta P(6*). O diagrama de blocos do esquema do controle adaptativo indireto
¢ mostrado na Figura 1.1 [Ioannou & Sun 1996].

/4
L» Controlador U Planta y

—  C(0) 1 P ]

Estimador <—

de 6* e

a(t)

0. Célculos
0.(t) = F(6(t))

Figura 1.1: Controle Adaptativo Indireto
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No controle adaptativo direto, o modelo da planta P(6*) é parametrizado em
fungao do vetor de parametros desconhecidos do controlador 0%, para que C(6?)
satisfaca os requisitos de desempenho e para obter o modelo da planta P.(6%) com
a mesma caracteristica de entrada e saida que P(6*) [loannou & Sun 1996].

O estimador de parametros em tempo real é projetado baseado em P.(6%) em
vez de P(6*) para fornecer estimativas diretas 0.(t) de 6% em cada instante de tempo
t através do processamento da entrada u e saida y da planta. A estimativa 6,.(t) é
usada para atualizar o vetor de parametros do controlador 6, sem calculos interme-
didrios. A escolha da classe da lei de controle C'(6,.) e do estimador de parametros
que geram 0,(t), de forma que C(6.(t)) atenda aos requisitos de desempenho para o
modelo da planta P(6*), sdo os principais problemas no controle adaptativo direto.
As propriedades do modelo da planta P(6*) sao fundamentais para obter o modelo
da planta parametrizado P.(6%) que é conveniente para a estimativa em tempo real.
Como resultado, o controle adaptativo direto é restrito a uma determinada classe
de modelos de planta. Uma classe de modelos de planta que é adequada para con-
trole adaptativo direto consiste em todos os modelos de planta lineares invariantes
no tempo (LIT) de uma entrada e uma saida (SISO) que sao de fase minima, ou
seja, seus zeros estao localizados no semi-plano esquerdo. O diagrama de blocos
do esquema do controle adaptativo direto é mostrado na Figura 1.2 [Ioannou &
Sun 1996].

Existem varias técnicas de controle adaptativo que se baseiam nessas duas abor-
dagens e com o avanc¢o da tecnologia essas técnicas estao podendo ser embarcadas
em diferentes tipos de sistemas. Entretanto, os sistemas embarcados ainda pos-
suem limitagoes com relacao ao periodo de amostragem. Uma dessas técnicas é o
VS-MRAC que utiliza a uniao da estratégia de Controle Adaptativo por Modelo de
Referéncia (Model Reference Adaptative Control - MRAC) e Sistemas com Estrutura
Variavel (Variable Structure System - VSS).

A teoria de VSS também conhecida como Controle por Modos Deslizantes (Sli-
ding Mode Control - SMC) foi proposta e elaborada inicialmente nos anos 50 na

/
\— Controlador u Planta Yy

| Estimacao ;
0. em tempo real r
de 0%

Figura 1.2: Controle Adaptativo Direto
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Uniao Soviética por Emelyanov e diversos outros pesquisadores (ver, Hung et al.
[1993]). Estas ideias ficaram restritas a Unido Soviética até meados dos anos 70,
quando foram divulgadas para o mundo através das publicagdes de Utkin [1977] e
Itkis [1976]. Sua principal caracteristica é empregar uma lei de controle chaveada
que restringe a dinamica do sistema a uma superficie desejada denominada superfi-
cie de deslizamento. O SMC necessita de uma frequéncia de chaveamento tendendo
a infinito para obter um bom desempenho. Em casos praticos, essa frequéncia é li-
mitada por um periodo de amostragem que resulta nao s6 em chattering ao longo da
superficie de deslizamento, como também pode instabilizar o sistema [Furuta 1990]
e [Chan 1991]. O projeto do controlador continuo no tempo considera periodos de
amostragem muito pequenos, apresentando um bom desempenho [Bandyopadhyay
& Saaj 2002]. O primeiro trabalho que surgiu na literatura sobre VSS no caso
discreto foi apresentado por Milosavljevic [1985], tornando essa teoria popular em
aplicagoes de sistemas praticos, como pode ser visto em Garcia et al. [2005], Pan
& Furuta [1997], Gao et al. [1995], Bartolini et al. [1995].

No caso do MRAC proposto por Narendra & Valavani [1977], sua ideia basica
é escolher um modelo de referéncia e fazer com que a planta se comporte como
este modelo de referéncia em malha fechada. Essa técnica é considerada umas das
principais abordagens na literatura referente a controle adaptativo [Mareels 1996].
Controladores baseados nessa estratégia de controle costumam apresentar um bom
comportamento em regime permanente, com um sinal de controle suave, porém
costumam apresentar transitorio lento e oscilatério. O MRAC apresentou problemas
de robustez na presenca de dinamica nao modelada e/ou distirbios externos como
comprovou Rohrs & Valavani [1985]. Assim, surgiu o VS-MRAC como uma das
solugoes para abordar esse problema. O caso discreto do MRAC tem sido tratado
em Akhtar & Bernstein [2005] e Duarte & Ponce [1997], por exemplo.

O VS-MRAC foi proposto por Hsu & Costa [1989] e pode ser visto com detalhes
em Hsu et al. [1994]. O caso geral para grau relativo qualquer foi apresentado
em Hsu [1990]. Esse controlador apresenta a mesma ideia bésica do MRAC con-
vencional, porém, as leis adaptativas integrais sao substituidas por leis chaveadas.
Esse controlador apresentou uma grande melhoria no desempenho transitorio, assim
como robustez a dinamica nao modelada e variacoes paramétricas. Porém, o sinal
de controle apresenta uma alta frequéncia de chaveamento gerando o fenomeno de
“chattering”. Em casos reais, essa frequéncia de chaveamento fica limitada pelo pe-
riodo de amostragem do dispositivo que realizara o controle, podendo levar o sistema
a instabilizacdo. Assim, hd a necessidade de uma andlise na prova de estabilidade
de Lyapunov do VS-MRAC no caso discreto onde a frequéncia de chaveamento é
limitada por um periodo de amostragem.

A necessidade dessa analise na prova de estabilidade de Lyapunov do VS-MRAC
no caso discreto surgiu de um projeto submetido ao Conselho Nacional de Desen-
volvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) e a Companhia Hidroelétrica do Sao
Francisco (CHESF) que propoe substituir as estratégias de controladores cldssicos
por controladores adaptativos aplicados a um Gerador Sincrono. O objetivo desse
projeto é utilizar uma estratégia alternativa de controle de um Gerador Sincrono, no
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qual o VS-MRAC é implementado em um Controlador Légico Programavel (CLP).
As simulagoes praticas feitas em protétipos utilizando um computador foram sa-
tisfatorias. No entanto, quando os algoritmos foram implementados no CLP que é
utilizado pela CHESF, foi visto que o tempo de processamento ou periodo de amos-
tragem do CLP é bastante alto o que deteriorou o desempenho do sistema. Uma
outra motivacao é de nao se garantir a estabilidade do sistema em casos praticos
onde o periodo de amostragem nao tende a zero.

O objetivo deste trabalho ¢ analisar a influéncia do periodo de amostragem no
desempenho de uma planta SISO linear, invariante no tempo, de primeira ordem e
de uma planta com grau relativo unitario. A andlise sera feita com base na teoria de
estabilidade de Lyapunov do VS-MRAC no caso discreto seguindo uma abordagem
adaptativa direta utilizando apenas medicoes de entrada e saida da planta. Uma
motivagao para essa abordagem adaptativa direta consiste em que o VS-MRAC foi
inicialmente deduzido nessa abordagem, o que torna simples a lei de controle e a
demonstracao de estabilidade de Lyapunov quando comparada com a abordagem
adaptativa indireta. O desempenho do VS-MRAC no caso discreto serd analisado
utilizando diferentes periodos de amostragem. Para o caso de uma planta de primeira
ordem ¢ mostrado como calcular o limite do periodo de amostragem que garante a
estabilidade do VS-MRAC.

Estrutura do Trabalho

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: o capitulo 2 apresenta uma
descri¢ao geral para Sistemas com Estrutura Variavel (VSS) no caso continuo com
um exemplo de projeto para uma planta de segunda ordem; o capitulo 3 apresenta o
Controlador Adaptativo por Modelo de Referéncia (MRAC) e o Controlador Adap-
tativo por Modelo de Referéncia e Estrutura Varidvel (VS-MRAC); o capitulo 4
apresenta a prova de estabilidade do VS-MRAC no caso continuo para uma planta
de primeira ordem e de uma planta com grau relativo unitario; e por tultimo, o capi-
tulo 5 apresenta a analise de estabilidade do VS-MRAC no caso discreto para uma
planta de primeira ordem e de uma planta com grau relativo unitario.



Capitulo 2

Sistemas com Estrutura Variavel

A teoria de controle por modos deslizantes apresenta uma natureza descontinua
da acao de controle que tem como funcao principal o chaveamento entre estruturas
diferentes, gerando um novo tipo de movimento, denominado de modo deslizante.
Uma vez as variaveis de estado do sistema tendo alcancado o modo deslizante, o
sistema se torna robusto a incertezas paramétricas da planta e a disturbios externos
(dentro de uma faixa de tolerancia). Além da robustez, outras caracteristicas do
SMC ¢ o transitério rapido e convergéncia em tempo finito de um estado inicial
qualquer para a superficie de deslizamento.

Esta teoria teve suas origens no estudo dos controladores “a relé "e foi inicialmente
desenvolvida na Russia ([Emelyanov 1970], [Emelyanov & Taran 1963al, [Emelyanov
& Taran 1963b], [Taran 1964a], [Taran 1964b], [Itkis 1976] e [Utkin 1978]). Poste-
riormente, passou também a receber crescente interesse por parte de pesquisadores
de outros paises ([Young 1977], [Young 1978], [Slotine & Sastry 1983], [Balestrino
et al. 1984] e [Paden & Sastry 1987]). Uma visao geral dos aspectos tedricos e pra-
ticos deste assunto pode ser obtida nos trabalhos de De Carlo et al. [1988], Utkin
[1983] e Utkin [1987].

No modo deslizante as variaveis de estado do sistema ficam restritas a uma
superficie de deslizamento definida por s(z) = 0 que é escolhida para levar o sistema
a uma dinamica de ordem reduzida estavel proposta pelo projetista.

O sinal de controle é projetado para levar e manter as trajetorias do sistema em
malha fechada na superficie de deslizamento. Nessa superficie, o sinal de controle
apresenta uma alta frequéncia de chaveamento, fenémeno chamado de chattering.

O objetivo deste capitulo é mostrar alguns resultados da teoria de sistemas com
estrutura variavel fundamentais para o entendimento de um controlador adaptativo
por modelo de referéncia e estrutura variavel.

2.1 Existéncia do Modo Deslizante

Para que as variaveis de estado do sistema alcancem a superficie de deslizamento
e entrem em modo deslizante, essa superficie tem que ser pelo menos localmente
atrativa. Entao, a atratividade local da superficie deslizante pode ser expressa pela
condicao
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lim $<0e lim $ >0
st—0 s——0

ou, de uma forma mais concisa,

5§ <0 (2.1)

a qual é chamada de condicdo de alcangabilidade [Itkis 1976]. No caso da condi¢ao
(2.1) ser satisfeita globalmente, a fungao

1
V(s):§s2>0

serd uma funcao de Lyapunov, uma vez V(s) = $s < 0. Assim como V(s) — oo
quando |[|s]| — oo, o sistema terd estabilidade assintética global.

2.2 Descricao Geral

Considere o seguinte sistema de segunda ordem
Tog= a1T1 + ATz +u '

onde a; e ay sao conhecidos com incertezas.
Definine-se uma superficie de deslizamento s como

s={reR?*|s(x) =cx; +a9=0,c>0}

onde deseja-se que as variaveis de estado x; e x5 deslizem. Para que o sistema tenha o
comportamento indicado pela Figura 2.1, a condigao (2.1) deve ser satisfeita. Assim,
a trajetdria de qualquer estado inicial z(0) sempre serd direcionada para a superficie
de deslizamento s(x) = 0.

O sinal de controle é descontinuo e dado por:

ut(x1,22), s(r1,22) >0
u(z1, 72) = { u” (z1,22), $(x1,22) <O
Entao, o sistema torna-se

i { fr(xy,x9), s(x1,29) >0

f(x1,29), s(x1,22) <O

Considera-se o sinal de controle

u = 01 T+ 82 i) (23)

onde
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Ty

s(T1.z2)> 0
é($1,$2)< 0

s(z1.22) < 0
$(z1.z2)> 0

S(Z1.x2)=cz1 + 12 =0

Figura 2.1: Superficie de deslizamento em um sistema com estrutura variavel.

0, = —E sgn(sxy)

Oy = —05 sgn(s x5) (2.4)

1, sz >0
sgn(sx): -1, sx <0

Os valores dos parametros #; determinam a rapidez com que a trajetéria atinge
a superficie de deslizamento. Pela condi¢ao (2.1), tem-se

s§=s(cty + a9). (2.5)

Substituindo (2.2) em (2.5), obtém-se
s$=s(cwg+ arxy + as s+ u). (2.6)

Substituindo (2.3) em (2.6), verifica-se

Sé:S(CI2+CL1$1+CL2.T2+01I1+92I2). (27)
Usando (2.4) em (2.7), obtém-se

55=slcwy+ a1y + ayry — 0 sgn(sw1) 21 — O 5g0(5 13) 29
ss=a1s5x1 — 01 | sz | +(ag+c)sao—0y | 525 . (2.8)
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Observando a equagio (2.8), percebe-se que a condigio de deslizamento (2.1) serd
satisfeita com 0 >| ay | e 03 >| c+as |. Assim, o sistema obtém um comportamento
descrito pela Figura 2.1, onde a superficie de deslizamento é alcangada em tempo

finito como pode ser observado. Também,

s(x)=0—=ca1+ao=0— 29 =—cm
Ty =T9g —> X1 = —CT1
z1(t) = e " 11(0)
tliglo r1(t) =0 — tliglo xo(t) = 0.

No caso dos parametros a; e as serem variantes no tempo e/ou conhecidos com
incertezas, para a condigao de deslizamento (2.1) ser satisfeita, a expressao

01 > sup | ai(t) |
>0

0y > sup | ¢+ as(t) |
>0

tera que ser atendida.

2.3 Método do Controle Equivalente

O controle equivalente u., proposto por Utkin [1992] pode ser considerado como
o valor médio do controle descontinuo quando o sistema esta na superficie de desli-
zamento. O u., é o controle necessario que deve ser aplicado para manter o sistema
na superficie de deslizamento.

No caso de deslizamento ideal, tem-se que $ = 0. Entao

Ci’l—l—I'Q:O
craotarxy +asxo+u=0
Ueqg = —a1 T1 — (az + ¢) xa.

Esta defini¢ao tem sido usada no desenvolvimento de diversas estratégias de con-
trole por modos deslizantes [Utkin 1987] e, fisicamente, pode-se pensar no controle
equivalente como o valor médio do controle u (u,,) obtido através de um filtro passa-
baixa com frequéncia de corte suficientemente alta como mostra a Figura 2.2, na
ausencia de dinamica nao modelada da planta e de incertezas no chaveamento real
[Utkin 1978]. Se a frequéncia de corte do filtro (1/7) for suficientemente elevada,
entao Ugy R Ueq.

Como dificuldades para a aplicacao de controle com estrutura variavel pode-se
citar a necessidade das incertezas paramétricas serem uniformemente limitadas e a
medicao das variaveis de estado da planta. Esta tiltima exigéncia é bastante restritiva
em virtude do estado completo nao ser disponivel em muitos sistemas fisicos.

Outra dificuldade que pode-se citar é o fenomeno de chattering que consiste no
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Ts+1

Figura 2.2: Filtro passa-baixa para obtencao de .

surgimento de sinais de alta frequéncia indesejaveis e excessiva atividade de con-
trole. Este fenomeno ocorre quando o sistema entra em modo deslizante devido as
imperfei¢oes introduzidas pelos mecanismos de chaveamento reais, tais como zona
morta, histerese, atraso, etc, e/ou a presenga de dinamica nao modelada da planta.

2.4 Solugao por Filippov

Devido a descontinuidade do chaveamento do sinal de controle nao é possivel
garantir a existéncia e unicidade de uma solucao para o sistema. Portanto, Filippov
[Filippov 1964] propos uma defini¢ao que é particularmente adequada para o tipo de
equacoes diferenciais que surgem em sistemas com estrutura variavel. Basicamente,
as solucoes no sentido de Filippov sao absolutamente continuas como funcoes do
tempo e, também, continuas em relacao as condigoes iniciais. Isto torna possivel a
extensao do método direto de Lyapunov na analise de estabilidade de sistemas com
estrutura variavel.

Na frequéncia de chaveamento quando a condi¢ao (2.1) é satisfeita em uma vi-
zinhanca de s(x) = 0, a solucdo serd dada por um campo vetorial f*, dado pela
equagao (2.9), que é a combinagao de dois campos vetoriais f* e f~ direcionados
conforme a Figura 2.3, onde f* e f~ sdo os vetores do campo diferencial em dois
pontos vizinhos a s(z). Desta maneira é obtido um fecho convexo minimo que é a
base do método de Filippov. Uma vez que o deslizamento ideal ocorre na superficie
de deslizamento, o campo vetorial permanece em um plano tangencial a superficie.
Assim, a equagao para o deslizamento ideal, definida de acordo com Filippov, é dada
por

ff=aft+(1—-a)f,0<a<l (2.9)

onde v é um parametro que depende das diregoes e magnitudes dos campos vetoriais
ft, f~ e do gradiente da funcao s(x).

A definicao acima permite garantir a existéncia e unicidade da solucao em equa-
¢oes diferenciais com lado direito descontinuo e é muito util em problemas de en-
genharia. Suponha que f(z,t) seja fungdo de um relé nao ideal, por exemplo, com
um pequeno atraso de chaveamento. A solucao de Filippov corresponde ao limite
da solugao de @ = f(x,t) com o atraso do relé tendendo a zero [Utkin 1978].
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|

Figura 2.3: Campos vetoriais da solucao de Filippov.



Capitulo 3

MRAC e VS-MRAC

Neste capitulo sao revisados os principais conceitos e equagoes do MRAC e VS-
MRAC diretos para o caso de grau relativo unitario. A ideia geral do Controle
Adaptativo por Modelo de Referéncia (Model Reference Adaptive Control - MRAC)
é criar um controlador em malha fechada com parametros que sao atualizados para
alterar a resposta do sistema. A saida do sistema é comparada com uma saida
desejada de um modelo de referéncia e um sinal de erro é gerado. Os parametros
do controlador sao atualizados com base neste erro. O objetivo é fazer com que os
parametros convirjam para valores que fagcam a resposta da planta coincidir com a
resposta do modelo de referéncia. Quando isso acontece, o sinal do erro se torna
nulo e a condicao de matching ¢é alcancada.

Se os parametros da planta (6*) fossem conhecidos, o diagrama de blocos referente
ao Controle por Modelo de Referéncia seria o mostrado pela Figura 3.1.

Modelo de Referéncia Ym
M(s)
T C €
t A o
Controlador U Planta

C(67) G(s) y

Figura 3.1: Controle por Modelo de Referéncia

C(6%) é projetado para que todos os sinais do sistema sejam uniformemente
limitados e a funcao de transferéncia da planta em malha fechada, entre r e y, seja
igual a do modelo de referéncia. Entao,

lim (1) = lim [y(t) — yo (1)) = 0

A condigao de matching é obtida pelo cancelamento dos zeros e reposicionamento
dos polos da funcao de transferéncia da planta, durante o periodo de adaptagao. Es-
ses zeros sao substituidos pelos zeros do modelo de referéncia. O cancelamento dos
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zeros impoe uma restricao da planta ser de fase minima, ou seja, ter zeros no semi-
plano esquerdo. Se a planta for de fase nao minima, como o cancelamento nunca
é exato, o sistema em malha fechada torna-se instdvel. No caso anterior (planta
de fase minima), o ndo cancelamento exato apenas introduz um termo exponencial-
mente decrescente e o sistema continua sendo estavel.

O calculo de C(6%) necessita do conhecimento de 6*. Se 6* for desconhecido o
diagrama de blocos mostrado na Figura 3.1 nao pode ser aplicado, pois, necessita
substituir #* pela sua estimativa 6.(¢) obtida usando o método direto ou indireto.

No método direto mostrado na Figura 3.2, substitui-se 0’ pela sua estimativa
0.(t). E no método indireto mostrado na Figura 3.3, substitui-se ¢ pelo célculo de
0.(t) em funcao da estimativa 6(t).

Modelo de Referéncia Ym
M(s)
_ e
L / ¢
r Controlador U Planta
C(6.) P0") — F(67) y
Estimagio
B, em tempo real T
de &2

Figura 3.2: MRAC direto

3.1 Estrutura de Controle do MRAC

Para o projeto de um MRAC para o caso de grau relativo igual a 1, as seguintes
hipéteses sao consideradas para a planta e o modelo de referéncia:

1. Planta

n,(s)
W(s) =k, 0(5) (3.1)
e Hipdtese 1 n,(s) e d,(s) sao polindmios moénicos com graujn,(s)] = m e
grauld,(s)] = n, com m e n conhecidos, ou seja, o grau relativo da planta
também é conhecido (n* =n -m = 1);
e Hipdtese 2 A planta ¢ controlavel e observavel (n,(s) e d,(s) sdo po-
linémios coprimos);
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Modelo de Referéncia UYm
M(s)
_ .
, [
, Controlador U Planta
C(6.) P(6%) Y

Estimador ~—

de &* —

Figura 3.3: MRAC indireto

e Hipétese 3 O sinal do ganho de alta frequéncia (k,) da planta é conhe-
cido e positivo;

e Hipétese 4 A planta é de fase minima (n,(s) é Hurwitz);

e Hipotese 5 Somente a saida da planta é mensuravel.

2. Modelo de Referéncia

N ()

dn(s)

e Hipdtese 6 n,,(s) e d,,(s) sdo polinémios monicos e com o mesmo grau
relativo da planta (grau[n,,(s)] = grau[n,(s)] e grau[d,,(s)] = grau[d,(s)]);

e Hipdétese 7 M (s) é estritamente real positivo, o que implica M(s) esté-
vel, de fase minima e com k,, > 0.

M(s) = ky,

(3.2)

O projeto é baseado na combinacao de uma lei de controle com uma lei de
adaptacao que gera estimativas em tempo real dos parametros do controlador. Como
o numero de parametros da planta ¢ igual a 2n, onde n é a ordem da planta, ha
a necessidade de gerar 2n sinais para estimarmos os parametros do controlador.
Assim, para gerar o sinal de controle, sao utilizados filtros de entrada e saida

o n—1
{vl—Avl—i—gu, v €ER (3.3)

by = Avg+gy, va€ R

onde g é o ganho dos filtros e A é escolhido de modo que o polinémio det(s I —A) =
N (s) seja Hurwitz.

O sinal de controle serd definido por meio de uma combinacao linear do sinal de
referéncia r, do sinal de saida da planta y e dos sinais dos filtros v; e vs. Esses sinais
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estarao definidos pelo vetor regressor w, como sendo

wT(t) = [vlT Yy UQT r], (3.4)
e o sinal de controle
u(t) = HT(t) w(t). (3.5)
onde HT(t) =[0:(t)--- Qn,l(t)l 0,(t) \Gnﬂ(t) . ~92n,1(t)1 O (1)].
eflr(t) 93?@)

Existe um 1nico vetor constante * tal que a funcao de transferéncia da planta
em malha fechada se comporte como o modelo de referéncia, ou seja, y = W(s)u =
W(s)0*Tw = M(s)r (condicao de matching). A estrutura do MRAC é mostrada
pelo diagrama de blocos da Figura 3.4.

+ o~

:)e_o.

G;Zn *
vl vg
6T
Yl |

Figura 3.4: Estrutura do MRAC

3.2 Equacao do Erro

Nesta secao serd definido o erro de saida e,. A Equagao (3.6) é a descricao da
planta (3.1) por varidveis de estado

{:‘c_A:c+bu (3.6)

y=clz
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O vetor de estado X7 = [2T oI vl] do sistema é formado pela planta e pelos
filtros de entrada e saida. Assim, derivando esse vetor de estado, tem-se a seguinte
representacao no espacgo de estado

T A 0 0 T b
X=|9|=| 0 A O v |+ g | u y=I["00X. (3.7)
Uy gt 0 A Uy 0
. ~ s’ ‘7,—/
A X b

Somando e subtraindo #*7 w na equacao (3.5), tem-se

u=0"w—-0Tw+0Tw=0"-0")w+oTw. (3.8)
~——

eT

Substituindo a equagao (3.4) em (3.8) e desenvolvendo, obtém-se

w=0"w+ [0 T 0:7 0.1 X + 63,7 (3.9)
Substituindo a equacao (3.9) em (3.7), tem-se

{X:Ax+6(éTw+[9;cT Ot 003 X +63,7) (3.10)

y=clX.

Desenvolvendo a equagao (3.10), tem-se
X =(A+b105T 0T 0:T)) X +b05,7+00"w
y=cl X

onde A. = A+b0; " 0:7 0:7], b, =065, e T =[c" 00].
Entao, o sistema em malha fechada passa a ser representado por

X=AX+ber+ 500" w
y=c'X

Note que pela condigao de matching (§ = 6* — 6 = 0) a planta se comporta
como o modelo de referéncia. Entao,

X, =A.X,, +b.r
Ym = CZXm

Definindo e = X — X, e e, = y —y,, (erro de saida), tem-se as seguintes equagoes
para os erros

L a7 (3.11)

e=A.e+ B
05,

eo = Cl e. (3.12)
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3.3 Simulacoes do MRAC

Para verificar o desempenho do MRAC foram realizadas simulagoes em uma
planta instavel

s+1
(s —1)?
que atende as hipdteses (hipdteses 1-5 da segao 3.1) usuais de projeto do MRAC.

O modelo de referéncia foi escolhido de maneira que satisfaga as hipéteses (hi-
péteses 6-7 da segao 3.1) como mostrado abaixo

W(s) = (3.13)

1,5 2
(s+1)(s+3)
Os filtros s@o escolhidos conforme a equagao (3.3). A é escolhido de modo que o
polinémio det(s I — A) = n,,(s) seja Hurwitz. Dessa forma, tem-se

(3.14)

det(sI —A) = Ny (s) = det(s —A)=s+2=s—-A=s+2= A= -2

Portanto, tem-se as seguintes fungoes de transferéncia para os sinais filtrados

12((3 -0 (3.15)
”;<<§)> -2 (3.16)

Para esse tipo de controle MRAC tem-se 67 = [0, 0,, 0,, 02,], 0 vetor de parame-
tros adaptativos, e w? = [v; y va 7] , 0 vetor regressor, tal que o controle é definido
como: u = 0T w.

e Sinal de controle
U =0, v1+0,y+ 0y, vs+ 0o, 7. (3.17)

Os parametros do controlador (;) sdo ajustados em fungao do erro entre a saida
da planta e a saida do modelo de referéncia através de leis integrais, como pode ser
visto abaixo.

e Erro de Saida

€o =Y — Ym- (3.18)
e Parametros do controlador
Op = —M1 €01
On = 20y

Ov, = —7Y3 €0 V2
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Oy = —Ya €07

onde v; > 0 sao os ganhos da lei de adaptacao dos parametros.
Os parametros do controlador na condigao de matching para plantas com grau
relativo unitdrio podem ser calculados pelas expressoes abaixo [Oliveira 2007]

%M:@Mi:édJ:ann—L
a1 — Qyy,
0 — 1 . ,17
P
Qp—j — Omn—i — k, 0, m,n—i (319)
07 = = it ~ Kp O P, i=1,...,n—1,
) kp g
05, = il
2n — 7.
kp
Fazendo g = —A (g = 2) e calculando os parametros do controlador na condicao

de matching pela equagao (3.19) encontra-se 6* = [0,5; —6,0;5,0; 1, 5]7.

Para essa simulagao utiliza-se uma referéncia do tipo degrau unitario, passo de
integragao h = 107%, y1234 = 10, y(0) = 0, 5 (estado inicial da planta) e y,,,(0) = 0,0
(estado inicial do modelo de referéncia).

Pode-se observar na Figura 3.5 que a planta segue o modelo de referéncia com
erro em regime permanente nulo, apresentando uma convergencia de duas constantes
de tempo e resposta oscilatoria. Pode-se observar também que as condicoes iniciais
da planta e do modelo de referéncia sao diferentes, mas, mesmo assim a planta
segue o modelo de referéncia. Percebe-se que na Figura 3.6 nenhum parametro do
controlador converge para o valor correto, todos vao para valores diferentes e isso faz
com que o sistema perca robustez apesar do erro de saida tender para zero. Existem
infinitas solucoes para valores dos parametros do controlador que fazem com que a
planta se comporte como o modelo de referéncia em malha fechada e uma dessas
solugoes na presenca de uma perturbacao, por nao ser a solugao correta, pode levar o
sistema a instabilizagao. Pode-se corrigir isso utilizando um sinal persistentemente
excitante como referéncia. Por tltimo, observa-se na Figura 3.7 que o sinal de
controle apresentou uma amplitude baixa o que viabiliza a implementacao pratica
desse tipo de controle.
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T

——Planta
——Modelo de referéncia

0.5

5
Tempo(s)

Figura 3.5: Saidas da planta e do modelo de referéncia do MRAC

Amplitude

Amplitude

Amplitude

Amplitude

0.6
0.4 \ .
/ \ —Tetavi
0.2 —Tetav1™ | |
ol /\\7’“_/ i
-0.2 1 1 1 1 i
0 1 2 3 4 5 7 8 9 10
Tempo(s)
-5.8
-6
-6.2
-6.4 Moo/ ——Tetan ||
—Tetan*
-6.6 1 I 1 i
0 1 2 3 4 5 b 8 9 10
Tempo(s)
5.2
5.1 I,
/’\\\/
5
4.9+ \ g
——Tetav2
+8 i\// i
4.7 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 7 8 9 10
Tempo(s)
2 — ‘
S . &
1.5
1
——Teta2n
— Teta2n*
0.5 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 7 8 9 10
Tempo(s)

Figura 3.6: Parametros do controlador do MRAC

19



CAPITULO 3. MRAC E VS-MRAC 20

P S S —
—— Sinal de controle

0.5 =

-0.5

Sinal u

T
Ty
////
\

|

-2 1 1 1 1 1

Tempo(s)

Figura 3.7: Sinal de controle do MRAC

3.4 Controle Adaptativo por Modelo de Referéen-
cia e Estrutura Variavel

Através dos exemplos de Rohrs & Valavani [1985], percebeu-se que o MRAC con-
vencional apresenta problemas de robustez na presenca de dinamicas nao-modeladas
e/ou distirbios externos. Além disso, o transitério da adaptagao é oscilatério e a
convergéncia pode ser muito lenta. Para tentar resolver os problemas apresentados
por esse controlador foi desenvolvido um controlador que mantém o mesmo prin-
cipio de funcionamento do MRAC, porém, apresentando robustez aos problemas
mencionados no trabalho de Rohrs.

O VS-MRAC proposto por Hsu & Costa [1989] apresenta a mesma ideia ba-
sica do MRAC convencional, porém, as leis adaptativas integrais sao substituidas
pelas leis chaveadas. Esse controlador apresentou uma grande melhoria no desempe-
nho transitério assim como robustez. Porém, o sinal de controle de alta frequéncia
dificulta a implementagao pratica.

Para o projeto do controlador VS-MRAC com grau relativo unitario, utiliza-se
a mesma estrutura do controlador MRAC apresentado na secao 3.1. Assim, o VS-
MRAC utiliza medigoes apenas de entrada e saida para gerar o sinal de controle.
Sera considerada a mesma planta (3.1), o mesmo modelo de referéncia (3.2), os
mesmos filtros (3.3), o mesmo erro (3.12) e as mesmas hipoteses (hipéteses 1-7 da
segao 3.1) do projeto do controlador MRAC.

O objetivo é projetar uma lei de controle u(t) de modo que todos os sinais
do sistema realimentado sejam uniformemente limitados e o erro de rastreamento
€o = Y — Ym tenda assintoticamente para zero (tlggo eo(t) = 0), ou para um conjunto

residual pequeno em torno de zero. O sinal de controle é expresso pela equacao
(3.5). Os parametros 6; sao adaptados pela lei com estrutura varidvel
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0; = —0;sgn(e, w;), (3.20)

onde 0; >| 6} | sdo limitantes superiores que sao assumidos conhecidos.

3.5 Simulacoes do VS-MRAC

Para verificar o desempenho do VS-MRAC foram realizadas simulagoes na planta
instavel (3.13) e o modelo de referéncia escolhido foi (3.14). As funcoes de transfe-
réncia dos filtros sao (3.15) e (3.16). O sinal de controle é dado pela equagao (3.17)
e o erro por (3.18).

e Parametros do controlador

Oy, = —0,,59n(eov1)

0, = —Q_nsgn(eo Y)

Oy, = —0s,591(E0, 2)
O2n = —BOonsgn(e, ).
Fazendo g = —A (g = 2) e calculando os parametros do controlador na condicao

de matching pela equagao (3.19) encontra-se 6* = [0,5; —6,0;5,0;1,5]7. Como as
amplitudes dos relés devem ser maiores que o médulo dos parametros do controlador
na condigao de matching (6; >| 07 |), 0 foi escolhido como sendo um valor um pouco
maior do que seus valores corretos 6 = [0,9;6,4;5,4;1,9].

Para essa simulacao utiliza-se uma referéncia do tipo degrau unitario, passo de
integracao h = 107*, y(0) = 0,5 (estado inicial da planta) e y,,(0) = 0,0 (estado
inicial do modelo de referéncia).

Pode-se observar na Figura 3.8, com o VS-MRAC, que a planta segue o modelo
de referéncia com transitério rapido e sem oscilagoes, mostrando um excelente de-
sempenho em comparacao com o MRAC. Mesmo com os valores iniciais da planta
e do modelo de referéncia diferentes, o sinal do erro tendeu para zero ou para um
conjunto residual pequeno em torno de zero. Como esperado, na Figura 3.9, os
parametros do controlador ficam chaveando entre determinados valores devido a lei
de adaptacao dos parametros serem chaveadas. E por iltimo, na Figura 3.10 o sinal
de controle nao é bom, pois, ele apresenta uma alta frequéncia de chaveamento,
o que pode inviabilizar o uso na pratica devido a limitacoes dessa frequéncia em
dispositivos digitais.

As Figuras 3.11 e 3.12 mostram o efeito da saida da planta e do sinal de controle
do VS-MRAC respectivamente, quando submetido a um periodo de amostragem de
h = 0,1 s. Observa-se pela Figura 3.11, que a saida da planta se tornou muito osci-
latéria devido o sinal de controle nao apresentar um chaveamento de alta frequéncia.
A medida que esse periodo de amostragem aumenta, as oscilagoes também aumen-
tam e o sistema pode se tornar instavel, como pode ser observado nas Figuras 3.13 e
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3.14 para h = 0,11. Entao, é necessaria uma analise de estabilidade do VS-MRAC
no caso discreto para ver a influéncia desse periodo no comportamento do sistema.
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Figura 3.8: Saida da planta e modelo de referéncia utilizando um controlador VS-
MRAC
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Figura 3.10: Sinal de controle do VS-MRAC
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Figura 3.11: Saida da planta e modelo de referéncia utilizando um controlador VS-

MRAC com um periodo de amostragem de h = 0,1 s

i

Figura 3.12: Sinal de controle do VS-MRAC com um periodo de amostragem de

h=0,1s
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Figura 3.13:
MRAC com

Figura 3.14:

h=0,11s
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Sinal de controle do VS-MRAC com um periodo de amostragem de

Antes de iniciar a andlise de estabilidade do VS-MRAC no caso discreto, o ca-
pitulo 4 mostrara a prova de estabilidade do VS-MRAC no caso continuo e alguns
conceitos relacionados a teoria de estabilidade de Lyapunov.



Capitulo 4

Prova de estabilidade do
VS-MRAC no caso continuo

Este capitulo é destinado a mostrar a prova de estabilidade do VS-MRAC no
caso continuo para plantas SISO lineares, invariantes no tempo, de primeira ordem
e grau relativo unitario. A prova de estabilidade é uma caracteristica fundamental
no projeto de um sistema de controle.

Um dos conceitos fundamentais de estabilidade foi introduzido pelo matemaético
e engenheiro russo Aleksandr Lyapunov que definiu a estabilidade em termos de
energia associada a um sistema [Lyapunov 1892]. Nesse trabalho, ele sugere duas
maneiras de analisar a estabilidade de um sistema: método de linearizacao e o
método direto. O método de linearizagao é utilizado para sistemas nao-lineares, onde
lineariza-se esse sistema em torno de um ponto de equilibrio e obtém-se conclusoes
sobre estabilidade local. O método direto, que é utilizado nesse trabalho, nao é
restrito ao comportamento local, e determina as propriedades de estabilidade de um
sistema através da construcao de uma funcao escalar de energia para o sistema e
analise da variacao desta funcao com o tempo.

Para se ter uma boa compreensao sobre a prova de estabilidade do VS-MRAC,
é necessario entender alguns conceitos importantes sobre a teoria de estabilidade de
Lyapunov que podem ser vistos no Apéndice A.

4.1 Planta de Primeira Ordem

Considere uma planta SISO linear e invariante no tempo de primeira ordem com
funcao de transferéncia
kp

W) = (4.1)

com entrada u e saida y, e um modelo de referéncia tendo entrada r e saida v,
representado pela fungao de transferéncia

M(s) = (4.2)
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Considere as seguintes hipoteses:

e Hipétese 8 sgn(k,) = sgn(k,,) > 0 (positivos, por simplicidade).
e Hipotese 9 O modelo de referéncia é estavel, ou seja, a,, > 0

As equagdes (4.1) e (4.2) podem ser descritas da seguinte forma:

y+apy=kyu (4.3)

O objetivo é encontrar um sinal de controle u(t) tal que o erro de saida

eo(t) = y(t) = ym(?) (4.5)

tenda para zero assintoticamente quando ¢ — oo com condicoes iniciais arbitrarias,
e para um sinal de referéncia r(¢) uniformemente limitado.

Definindo 0*" (t) = [0 6%] como o vetor dos parametros conhecidos do contro-
lador, e w!(t) = [y r] como o vetor regressor, a lei de controle para a planta com
parametros conhecidos é dada por

w(t) = 6" (t) w(t). (4.6)

Assim, existe um tunico vetor constante 6* tal que a funcao de transferéncia da
planta em malha fechada se comporta como o modelo de referéncia, e com u*, a
condicao de matching é alcancada.

Substituindo a equagao (4.6) em (4.3) obtém-se

U+ (ap —k,07)y =k, 05 (4.7)

Juntando os termos semelhantes das equagoes (4.4) e (4.7), obtém-se

QT _ ap;am
Y (4.8)
2 kp

Se a planta apresenta incertezas paramétricas nao serd possivel conhecer 07 e 6;.
Assim, define-se um novo sinal de controle

u==61y+06yr (4.9)

onde 0; e 0y sao adaptados até que e,(t) — 0 quando ¢ — oo e, com um sinal rico
em frequéncias, 0, (t) — 07 e 65(t) — 05 [loannou & Sun 1996].

Para este novo sinal de controle dado pela equagao (4.9), deve-se calcular uma
nova expressao para o erro de saida entre a planta e o modelo de referéncia. Para
isto, introduz-se os erros paramétricos
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0, =0, — 0;
’ 4.1
{@:%—% (4.10)

na equagao (4.9), o que resulta em um sinal de controle

w(t) = Oy y(t) + Oy (t) + 0 y(t) + 05 7(t). (4.11)

Aplicando o sinal de controle (4.11) na equagao (4.3) tem-se

J=—ayy+kyOry+kyOpr + k05 y+ k05, (4.12)
Substituindo (4.8) na equacao (4.12) obtém-se

km
=T

P

;a)y+k(

P

Y= —apy+k:p«9~1y+k:p9~2r+kp(ap

U= —amy + Ekmr 4+ ky 61y + 057).

Substituindo o parametro da planta pelo do modelo de referéncia(k, = —T) tem-se
2

kmm,
§=—amy + km 7+ — (0, y + 05 7). (4.13)

05 (
A partir das equagoes (4.4), (4.5) e (4.13), obtém-se a seguinte expressao para o

erro

€o = —Um €y + 0,y + 0y r). (4.14)

ko
9*<

O projeto das leis adaptativas que geram os parametros estimados ¢, e 6, motiva
a seguinte candidata a fun¢ao de Lyapunov

1
V@J:§ﬁ>0. (4.15)
A derivada no tempo V é dada por

Viey) = e, é,. (4.16)
Substituindo a equagao (4.14) em (4.16) tem-se

! (@17

V(eo) =€, [—ame,+

Substituindo a equagao (4.10) em (4.17) obtém-se

V(eo) = €o [—am €0 + Ohy—07y+6r—057)] (4.18)

ko
9*(

Para garantir que V(eo) < 0, definiu-se
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0 = _élsgn(eo Z/)
{ 0y = —0Oysgn(e, 1) (4.19)
onde
0 >| 07 |
02 >| 03 |

Substituindo (4.19) na equacao (4.18) tem-se

V(eo) = —am €2 — IZT 01 | eoy | +07eoy+0a | eor | +05e,7] < 0.

2

Assim, a lei de controle descrita pela equagao (4.9) e as leis adaptativas descritas

pela equagao (4.19) garantem que V(e,) > 0, V(eo) < 0 e V(e,) — oo quando

|leo]| = oo, tornando a equagao (4.15) uma fungao de Lyapunov. Assim, o sistema

possui um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estével (e, = 0), ou seja,

o estado da planta converge assintoticamente para o estado do modelo de referéncia
para qualquer sinal de entrada r(t).

4.1.1 Resultados de Simulacao

Para verificar o desempenho do VS-MRAC foram realizadas simulagdes em uma
planta de primeira ordem e instavel. Considere a planta

AT 4.20
u(s) s—1 (4.20)
e o modelo de referéncia
m 1
Ymls) 1 (4.21)
r(s) s+1
Os parametros ideais do controlador sao 67 = —2,0 e 65 = 1,0. Foram escolhidas

para as simulagoes condigoes iniciais diferentes para a planta y(0) = 0,5 e o modelo
de referéncia y,,(0) = 0,0. Os valores das amplitudes dos relés foram escolhidos
como sendo um pouco maiores do que seus valores corretos §; = 2,1 e 0, = 1, 1.
Para uma referéncia tipo degrau unitério, passo de integracao h = 107% e uma
perturbacao de 30% do valor da referéncia na saida da planta no instante t = 8s,
o resultado obtido pelo sistema esta representado na Figura 4.1. Pode-se observar
que o sistema percebe a perturbagao no instante ¢ = 8s e em seguida ¢é direcionado
a seguir o modelo de referéncia novamente, comprovando a robustez do sistema.

4.2 Planta com Grau Relativo Unitario

Para a prova de estabilidade do controlador VS-MRAC com grau relativo unité-
rio, utiliza-se a mesma estrutura do controlador MRAC apresentado na se¢ao 3.1.
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T
——Planta
——Modelo de referéncia

Saidas y,ym

Tempo(s)

Figura 4.1: Saidas da planta e do modelo de referéncia do VS-MRAC para uma
planta de primeira ordem com uma perturbagao no instante ¢ = 8s

Assim, serd considerada a planta (3.1), o modelo de referéncia (3.2), os filtros (3.3),
o erro (3.12) e as hipdteses (hipéteses 1-7 da segao 3.1) do projeto do controlador
MRAC.

O projeto das leis adaptativas que geram os parametros estimados ¢, e 6, motiva
a seguinte candidata a fun¢ao de Lyapunov

1
Ve) = §eT Pe>0, P=P'>0. (4.22)

A derivada no tempo V é dada por

V(e) = %(éTPe—keTPé). (4.23)

Substituindo (3.11) em (4.23), tem-se

1

. 1
Vie) = 5l AT +
2

~ 1 -
bCTQTw)Pe+eTP(ACe+eTbCHTw)]. (4.24)

n 2n

Desenvolvendo a equagao (4.24) tem-se

. 1 2 ~
Ve) = 5[eT(AZPJr PA)e+ eTeTPbCHTw]. (4.25)
2n
Considerando o Lema de Kalman-Yakubovich (AT P + PA. = —2Q, Pb, =
cey, P=PT >0, Q= Q" > 0) [Andrievsky et al. 1996], tem-se el Pb. = el ¢, =
T

¢, e = e,. Aplicando o Lema na equagao (4.25) obtém-se
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V(e) — %(—QeTQe+ieO§Tw)

03
1 ~
Vie)=—e' Qe+ o e, 07 w. (4.26)
2n
Desenvolvendo a equagao (4.26) tem-se
1 2n
Vie)=—e"Qe— o Z(_Hi eow; + 0F ew;). (4.27)

=1

Para garantir que V(eo) < 0, definiu-se as leis adaptativas como descrito pela
equagao (3.20) e, substituindo na equagao (4.27), tem-se

2n
1 ~
Vie)=—¢"Qe~ o D (6 sgn(eow;) e w; + 07 ew;)
=1
1 2n
Vie)=—e"Qe— s Z(@ | eow; | +07 e,w;) < 0.

i=1

Assim, a lei de controle descrita pela equacao (3.17) e as leis adaptativas descritas
pela equacdo (3.20) garantem que V(e,) > 0, V(e,) < 0 e V(e,) — 0o quando
|leo|]| = oo, tornando a equacdo (4.22) uma fungao de Lyapunov. Assim, o sistema
possui um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estével (e, = 0), ou seja,
o estado da planta converge assintoticamente para o estado do modelo de referéncia
para qualquer sinal de entrada r(t) uniformemente limitado.

4.2.1 Resultados de Simulacao

Para verificar o desempenho do VS-MRAC foram realizadas simulagoes com uma
planta com grau relativo unitario e instavel. Considere a planta

s+ 1
Wi(s) —
) =Go1p
e 0 modelo de referéncia

1,5 2
M(s) = T2
(s+1)(s+3)

Os parametros ideais do controlador sao 0; = 0,5, 0, = —6,0, 0;, = 5,0 e

05, = 1,5. Foram escolhidas para as simulagoes condigoes iniciais diferentes para a
planta y(0) = 0,5 e o modelo de referéncia y,,(0) = 0,0. Os valores das amplitudes
dos relés foram escolhidos como sendo um pouco maiores do que seus valores corretos
0, = 0,6,0,=6,1,0, =5,1e 60y, =1,6. Os parametros dos filtros sdo: A = —2
e g = 2. Para uma referéncia tipo degrau unitario, passo de integracao h = 1073
e uma perturbacao de 30% do valor da referéncia na saida da planta no instante
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t = 6s, o resultado obtido pelo sistema esté representado na Figura 4.2. Pode-se
observar que o sistema percebe a perturbacao no instante ¢ = 6s e em seguida é
direcionado a seguir o modelo de referéncia novamente, comprovando a robustez do

sistema.

14 T I
——Planta
——Modelo de referéncia
1.2
1 | -
§_. 0.8
>
(2]
&
kel
‘T 0.6
()]
0.4+ -
0.2 /
V
0 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo(s)

Figura 4.2: Saidas da planta e do modelo de referéncia do VS-MRAC para uma
planta com grau relativo unitario com uma perturbacao no instante ¢t = 6s



Capitulo 5

Analise de estabilidade do
VS-MRAC no caso discreto

Este capitulo é destinado a mostrar uma analise de estabilidade do VS-MRAC no
caso discreto para plantas SISO lineares, invariantes no tempo, de primeira ordem
e grau relativo unitario. A motivagao foi devido ao avanco da tecnologia que estd
permitindo embarcar técnicas de controle adaptativo, tornando o estudo da estabili-
dade do sistema utilizando essas técnicas no caso discreto importantes. Para o caso
continuo, sabe-se que a estabilidade assintética global é garantida como foi visto no
Capitulo 4. Porém, para o caso discreto isso nao é verdade pois o sistema pode se
instabilizar & medida que o periodo de amostragem cresce como foi mostrado no
Capitulo 3. Ou seja, existe uma limitacao em relagao a esse periodo de amostragem
utilizado. Primeiro serd mostrada a analise de estabilidade do VS-MRAC no caso
discreto para plantas de primeira ordem [Jacome et al. 2012] e depois para plantas
com grau relativo unitario.

A planta e o modelo de referéncia descritos nesse capitulo serao discretizados com
base no segurador de ordem zero (ZOH) sem atraso da seguinte maneira. Considere
um sistema SISO descrito por variaveis de estado

{ @(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cul(t)
onde u(t) € R ¢ o sinal de controle, z(t) € R"*! é o vetor de estado, y(t) € R é a

safda e A € RV, B € Rl e C € R
Uma solucao para a equacao de estado acima é dada por

(5.1)

t
x(t) = A0 () + / AT Bu(r)dr, (5.2)
to
onde t, é o tempo inicial, z(t,) a condi¢ao inicial do estado e x(t) o estado do sistema.
A obtengao de (5.2) é reproduzida no Apéndice B.
Para obter a equacao diferenca sobre um determinado periodo de amostragem h
da equagao (5.2), é necessario mudar a notagao (t = kh + h e t, = kh). Portanto,
surge uma solucao particular de (5.2):
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khth
w(kh+h) =ea(kh) + / eARMR=T) Buy(r) d 7. (5.3)
kh

Uma suposicao comum e tipicamente valida para um segurador de ordem zero
(ZOH) sem atraso, é que
u(t) =u(kh), kh<71<kh+h.
Para facilitar a solucao de (5.3) para um ZOH sem atraso, mudam-se as variaveis
na integral de 7 para 7, tal que
n=kh+h-—r.

Assim,

h
w(kh+h)=ex(kh) + / e dn Bu(kh).
0
Definindo

b =l

h
I'= / eMdn B,
0

entdo o sistema (5.1) serd representado pelo sistema discreto da seguinte forma

{ z(k+1)=®x(k) + Tu(k)
y(k) = Ca(k)

onde z(k) € R, y(k) e u(k) € R sdo os sinais amostrados, ® € R"*" T € R"*! e
C c §R1 Xn.
A matriz ® pode ser calculada pela transformada inversa de Laplace de (s [—A) ™!
ou por expansao em série de Taylor
A?2h? A3 K3

o T Tar T

b=I+Ah+

onde I é a matriz identidade.

5.1 Planta de Primeira Ordem

Para a analise de estabilidade do controlador VS-MRAC no caso discreto para
plantas de primeira ordem, sera considerada a planta (4.1), o modelo de referéncia
(4.2) e as hipdteses (hipéteses 8 e 9 da se¢ao 4.1) do VS-MRAC continuo para plantas
de primeira ordem.

Utilizando um segurador de ordem zero, discretiza-se as equagoes (4.1) e (4.2)
obtendo a planta
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W(z) = —2= 5.4
0= (54)
e 0 modelo de referéncia discreto
r
M(z) = ~ 5.5
() = %=, (55)
onde
h Ar
r,=J, e*7drb
P, = eth
Ty = [ eAmTdr by,
(I)m — €A h

e h é o periodo de amostragem do sistema.
As equagoes (5.4) e (5.5) podem ser descritas respectivamente da seguinte forma

y(k+1)=o,y(k) +Tpu(k) (5.6)

Ym(k+1) = @y (k) + Ty (k). (5.7)

onde £ é o instante de amostragem.
O objetivo é encontrar um sinal de controle u(k) tal que o erro de rastreamento

eo(k) = y(k) — ym(k) (5.8)

tenda para zero assintoticamente com condicoes iniciais arbitrarias quando & — oo,
para um sinal de referéncia r(k) uniformemente limitado.
Seja a lei de controle para a planta com parametros conhecidos dada por

u* (k) =07 y(k) + 65 r(k).

Assim, existe um tnico vetor constante §*7 = [0} 03] tal que a fungao de trans-
feréncia da planta em malha fechada se comporta como o modelo de referéncia
(condicao de “matching”) onde

o= (5.9)

Se a planta apresenta incertezas paramétricas nao sera possivel conhecer 07 e ;.
Assim, define-se um novo sinal de controle

u(k) = 61 () y(k) + 02(k) r(k) (5.10)

onde 6, e 0, sdo adaptados até que e,(k) — 0 quando k — oo [loannou & Sun 1996].
Para este novo sinal de controle dado pela equagao (5.10), deve-se calcular uma
nova expressao para o erro de saida entre a planta e o modelo de referéncia. Para
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isto, introduz-se os erros paramétricos

0, =0, —0;
4 11
{92=92—9; (5:11)

na equagao (5.10), o que resulta em um sinal de controle
w(k) = 0, y(k) + Oy (k) + 05 y(k) + 05 7(k). (5.12)
Aplicando o sinal de controle da equagao (5.12) na equagao (5.6) tem-se

y(k+1) = 0, y(k) + T, 0, y(k) + T,0,7(k) +T,0;y(k) + T, 05r(k).  (5.13)

Substituindo a equacao (5.9) na equagao (5.13) obtém-se

y(k+1) =T, (01 y(k) + O2r(k)) + P y(k) + Dy (k).

L'
Substituindo o parametro da planta pelo do modelo de referéncia (I'), = o )
tem-se ?
| . ~
y(k+1) = ?(01 y(k) +057r(k)) + D y(k) + T r(k). (5.14)
2
Das equagoes (5.7), (5.8) e (5.14) tem-se
| . ~
eo(k+1) = o (O1y(k)+ O27(k)) + Ppen(k). (5.15)
2
Considere como func¢ao candidata de Lyapunov
V(k)=¢eX(k) >0
A variacao de V' (k) ¢ dada por
AV(E)=V(k+1) =V (k) =e*(k+1) —e2(k). (5.16)

Substituindo a equagao (5.15) em (5.16) obtém-se

AV (k) = (01 y(k) + b2 (k) o k) [( I;’g>2 e;@ (61 y(k) + Oy (K))
P2, - (k)1 - 92

Seja 9(k) = (0, y(k) + O, 7(k))eo (k). Assim,

2 9(k) 2®,
052 e3(k) 0

Para garantir que 9(k) = (0, y(k) + 03 r(k))eo(k)) < 0, definiu-se

AV (k) = 9(k)| J = es(k)(1—@7).
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0, = —élsgn(eo(lg) y(k))
{ 02 = —0Oasgn(eq(k) (k) (5.17)

onde
0 >| 07 |
02 >| 03 |

Baseado nas definigoes da equacao (5.17), para AV (k) < 0, basta garantir

2 29,
— (k) 4 — " 0 5.18
(w25 ) >0 19

a qual pode ser expandida com a substituicao dos erros dos parametros da equacao
(5.11) na equagao (5.18) obtendo

D (AL 480 | (6) || 0y BT
05 | eo(k) | €o(k) 0

Assim, para a variacao da funcao candidata de Lyapunov ser definida negativa
(AV (k) < 0) deve-se garantir que

01 | y(k) [ + 05 | (k) | U*(k)>
| eo(k) | eo(k)
Garantindo que a equacao (5.19) seja satisfeita e mediante a escolha de h, 6, e 0y,

a amplitude do erro pode ser estimada pela inequagao (5.20). Ou seja, dependendo
das escolhas de h, 81 e 05, o erro satisfaz

|>o.

(5.19)

2q>m9;>rm<

b 1> s [ 190) |+ 0 [10) |+ ) sanieoi)] G20

Analisando a inequagao (5.20), percebe-se que a medida que h aumenta, I',,
aumenta e ®,, diminui, e consequentemente, a amplitude do erro de rastreamento
aumenta. Por essa mesma inequacao, percebe-se que aumentando o valor de 6, e 65,

também aumenta a amplitude do erro de rastreamento.
Desenvolvendo a equagao (5.19) e resolvendo I, = foh eAmTdr b,,, obtém-se

(5.21)

0y [ y(k) |+ 0y | r(k) | (k)
[eal) | “om)

Aplicando o logaritmo neperiano na equagao (5.21), e desenvolvendo, obtém-se

b,
2eAnhg; > 2 (1= e Ant) (

(2 A 05, + by d) — In(by) — In(d)

h
< A

(5.22)
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O | y(k) |+ 02 [ (k)| | u(k)
| eo(k) | eo(k)

Através da equagao (5.22) pode-se calcular o periodo de amostragem limite h
que pode ser utilizado no sistema sem instabiliza-lo. Assim, conhecendo o periodo
de amostragem limite, pode-se definir o sistema embarcado que serd utilizado no
sistema sem instabiliza-lo.

onde d =

5.1.1 Resultados de Simulagao

Nesta se¢ao, alguns resultados de simulacao sao apresentados para o caso discreto
do VS-MRAC utilizando a planta instavel (4.20) e o modelo de referéncia (4.21).
Foi utilizado um segurador de ordem zero para discretizar a planta

y(z) -1

u(z)  z—eh

e 0 modelo de referéncia

Ym(2) 1 e

r(z) z—eh

onde h é o periodo de amostragem.

Os parametros ideais do controlador (para a planta continua no tempo) sao
07 = —2,0 e 05 = 1,0. Foram escolhidas para as simulacoes condigoes iniciais
diferentes para a planta y(0) = 0,5 e o modelo de referéncia y,,(0) = 0,0. Os
valores das amplitudes dos relés foram escolhidos como sendo um pouco maiores do
que seus valores corretos f; = 2,1 e 0, =1,1.

As Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 apresentam a saida da planta e do modelo de referéncia
para h = 0,01s, h = 0,10s e h = 0,34s (esses periodos de amostragem foram
escolhidos de modo a facilitar a visualizacao nas figuras do aumento da amplitude
do erro até a instabilizagao), respectivamente. Note que a medida que o periodo
de amostragem cresce, a amplitude do sinal de saida da planta aumenta até se
instabilizar, como pode ser visto na Figura 5.3. O erro oscila como apresentam as
Figuras 5.4 ¢ 5.5 para h = 0,01s e h = 0, 10s, respectivamente. Ja para h = 0, 34s, o
sistema torna-se instavel como demonstra a Figura 5.6. Nas Figuras 5.7 e 5.8 tem-se
o erro, para h = 0,01s e h = 0, 10s, respectivamente, com uma amplitude que pode
ser calculada pela equacdo (5.20) mediante as escolhas de h, ; e f,. Na Figura 5.9,
percebe-se que o erro cresce indefinidamente para h = 0, 34s.
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Figura 5.9: Erro para h=0,34s

5.2 Planta com Grau Relativo Unitario

Para a andlise de estabilidade do controlador VS-MRAC com grau relativo uni-
tario, utiliza-se a mesma estrutura do controlador MRAC apresentado na secao 3.1.
Assim, serd considerada a planta (3.1), o modelo de referéncia (3.2), os filtros (3.3)
e as hipéteses (hip6teses 1-7 da se¢ao 3.1) do projeto do controlador MRAC.

Passando a planta (3.1) para o espago de estado, tem-se

y— T (5.23)

{x':Ax+bu

Utilizando um segurador de ordem zero sem atraso, discretiza-se as equagoes
(5.23) e (3.3) obtendo a planta

¢ x(k) + I u(k)

—N
8
=
+
=
Il

v(k+1)=®,v (k) +T,u(k), v, € R"!
O, v9(k) + Tyl x(k), vy e R*?

onde

= fh eATdr b
pAR
. f;heATdTg

v=2~€

S

r
o
r
)

Assim, o sinal de controle serd definido por meio de uma combinagao linear do
sinal de referéncia r(k), do sinal de saida da planta y(k) e dos sinais dos filtros
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discretos v1(k) e vy(k). Esses sinais estarao definidos pelo vetor regressor w(k),
como sendo:

w' (k) = [v) (k) y(k) vy (k) r(k)]. (5.24)

O sinal de controle discreto é definido como sendo:

(k) w(k), (5.25)
Onsi (k) -+ Oan 1 (k) Oa,(K)].

-~

67 (k) 01, (k)
1 2
Existe um 1nico vetor constante * tal que a funcao de transferéncia da planta

em malha fechada se comporte como o modelo de referéncia, ou seja, y = W(z)u =
W(z)0*Tw = M(z)r (condigao de matching).

u(k) = 6"
onde 0T (k) = [1(k) - - - Op_1(k) O, (k)

(.

5.2.1 Equacao do Erro

Nesta secao serd definido o erro de saida e,(k). O vetor de estado X (k)T =
[T (k) vI(k) vE(k)] do sistema é formado pela planta e pelos filtros de entrada e
saida. Assim, a equagao diferenca é dada por:

z(k+1) e 0 0 z(k) r
nk+1) | =1 0 @ 0 vi(k) |+ | To | ulk), y(k) =cl X(k).
vo(k + 1) L, 0 @, va (k) 0
. ~ 2 . ~~ '\ -~ -~ \—\7’—/
X (k+1) A X (k) b

(5.26)

Somando e subtraindo 6*7 w(k) na equagao (5.25), tem-se:

u(k) = 0" w(k) — 0T wk) + 0T wk) = (07 —07) w(k) + 07 w(k). (5.27)

9T

Substituindo a equacao (5.24) em (5.27) e desenvolvendo, chega-se na seguinte
equacao:

u(k) = 0" w(k) + (05 <" 0; ;7] X (k) + 03, (k). (5.28)
Substituindo a equagao (5.28) em (5.26), tem-se:

{ X(k+1) = AX (k) +b (67 wlk) + 6" 6. 6,71 X (k) +65,v(k) 5 50
Y

(k) = 2 X (k)

Desenvolvendo a equagao (5.29), obtém-se:
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X(k+1)=(A+b[0:c" 07 0:T) X (k) + b5, (k) + 507 w(k)
y(k) = c; X(k)
onde A. = A+b0;c" 0:7 0:7], b, =063, e L' =[c" 00].
Entao, o sistema em malha fechada passa a ser representado por:

X(k+1) = A X (k) + bor(k) + gt be 0" w(k)
y(k) = i X(k)

Note que pela condigao de matching (§ = 6* — 6 = 0) a planta se comporta
como o modelo de referéncia. Entao,

{ Xon(k + 1) = Ao X, (k) + ber (k)
ym(k) = c¢ X (k)

Definindo e(k) = X (k) — X,n(k) e eo(k) = y(k) — ym(k) (erro de saida), tem-se
as seguintes equagoes para 0s erros:

e(k+1) = A e(k) + 91 be 8w (k) (5.30)
eo(k) =l e(k). (5.31)

5.2.2 Anadlise de Estabilidade

O projeto das leis adaptativas que geram os parametros estimados motiva a
seguinte candidata a funcao de Lyapunov

V(e(k)) =ef(k)Pe(k) >0, P=PT > 0.
A variagao de V (k) é dada por

AV (e(k)) =V(e(k+1)) — V(e(k))
— T(k+ 1) Pe(k + 1) — €7 (k) Pe(k). (5.32)
Substituindo a equagao (5.30) na equagao (5.32) obtém-se

L b BT w(k)] — €7 (k) Pe(k)

¥ Jc
92n

AV (e(k)) = [eT' (k) AT + % bT 0T w(k)] P [Aee(k) + % b 0T w(k)]

—T(k) Pek). (5.33)
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Desenvolvendo a equagao (5.33) tem-se

AV (e(k)) = T (K)[AT P A, — Pe(k) + 93 07 w(k) T (k) AT Pb,

1 ~
— 0T w(k))2 b7 Pb,.
9271

(5.34)

+(

Considerando o Lema de Kalman-Yakubovich-Popov no caso discreto (AT PA, —
P=—LLT ATPb.=c.— LW, b Pb. = —WTW, P=P? >0, L e W sdo matrizes

reais) [Hitz & Anderson 1969], obtém-se

AV(e(k)) = —eT<k>LLTe<k>+Q% 6" w(k) € (k)[e.—L w]+( 7

2n

AV (e(k)) = —eT (k) LLT e(k) — ( ei é%(z:)) W
, n (5.35)
+9§ 67 w(k) e (k) c. — 0 Tw(k)el' (k) LW,

Substituindo a equagao (5.31) na equagao (5.35) e juntando os termos semelhan-

tes, tem-se

AV (e(k)) = —e"(k)LL" e(k)— <6i o7 w(k)) wt W+9% 07 w(k) [eo(k)—eT (k) LW]

2n 2n

2

AV (e(k)) = —eT (k) LLT e(k) — (é BT w(k)) W W

+ 2 07 w(k) e, (k) (1 - 660((:)) LW).

*
0271,

(5.36)

Observando a equagao (5.36), percebe-se que o ultimo termo é o tnico que pode
deixar AV (e(k)) > 0. Assim, torna-se necessaria a andlise desse termo para definir

o sinal de AV (e(k)). Tomando o tltimo termo, e manipulando-o, tem-se:

0; ie wi(k) e (k) (1 - ZTEE)) L W) =
_ _9; i <_9i eo(k) wilk) + 07 eo (k) wi(k)) (1 - ZT((Z)) LW). (5.37)

i=1
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Utilizando a mesma lei dos parametros adaptativos do VS-MRAC no caso conti-
nuo (0; = —6;sgn(e,(k)w;(k)), 6; >| 07 |) e substituindo na equagao (5.37), obtém-se

2n

_9; ;(e | eo(k) wilk) | +07 eo(k) wi(k)) (1 - ZT((Z; LW). (5.38)

Percebe-se pela equagao (5.38), que para a variagao da fungao de Lyapunov
discreta ser definida negativa, a inequagao (5.39) tem que ser atendida.

e’ (k)
eo(k)

Substituindo a equacao do Lema de Kalman-Yakubovich-Popov no caso discreto
(AT Pb. = c. — LW) na inequagao (5.39), tem-se

1—

LW >0 (5.39)

e’ (k)
eo(k)

Pode-se perceber quando h tende a zero, ou seja, quando o sistema se comportar
como no caso continuo, b, tende a zero. Assim,

1— [cc. — AT Pb,] > 0. (5.40)

el (k) [cc — AT Pb,] = el (k) c. = e, (k)

e a inequacao (5.40) se aproxima de

Obs: eo(K) = (k) — gm(k) = ¢F X (k) — cF X(k) = & (X(k) — Xu(k)) =
cle(k) = el(k)c,.

Com h tendendo a zero a inequagao (5.40) é satisfeita e a variacao da fungao de
Lyapunov se torna definida negativa. Assim, para o caso em que h é muito proximo
de zero, o sistema é estavel. Portanto, como foi demonstrado no capitulo anterior,
para h muito préximo de zero, ou seja, o sistema se comportando no tempo continuo,
o VS-MRAC se torna estavel.

5.2.3 Resultados de Simulagao

Nesta se¢ao, alguns resultados de simulacao sao apresentados para o caso discreto
do VS-MRAC utilizando a planta instavel com grau relativo unitario

s+1

(s—1)(s—2)

Wi(s) =

e o0 modelo de referéncia
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_ L5(s+2)
M(s) = (s+1)(s+3)

Os parametros ideais do controlador (para a planta continua no tempo) sao
0 =-7,0,0:, =0,5 05 =1,5e0, =06,5 Foram escolhidas para as simulagoes
condigbes iniciais diferentes para a planta y(0) = 0,5 e o modelo de referéncia
ym(0) = 0,0, passo de integracio h = 10~ e uma referéncia degrau unitario. Os
valores das amplitudes dos relés foram escolhidos como sendo um pouco maiores do
que seus valores corretos 0, = 7,4, 0,1 = 0,9, 0, = 1,9 ¢ b5 = 6,9.

Pode-se observar na Figura 5.10, que a planta segue o modelo de referéncia com
transitorio rapido e sem oscilagcoes. Mesmo com os valores iniciais da planta e do
modelo de referéncia diferentes, o sinal do erro tendeu para zero ou para um conjunto
residual pequeno em torno de zero. Assim, para um periodo de amostragem muito
pequeno (h = 1071), percebe-se que o sistema se comporta como no caso continuo,
pois, com h tendendo a zero a inequagao (5.40) é satisfeita e a variagdo da fungao
de Lyapunov se torna definida negativa.

T
—— Planta
—— Modelo de referéncia

Saidas y,ym

0 I I i I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo(s)

Sinalu

1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo(s)

Figura 5.10: Saida da planta e modelo de referéncia utilizando um controlador VS-
MRAC para h=0,0001s



Capitulo 6

Conclusoes

Um dos principais e fundamentais objetivos num sistema de controle é a prova
de estabilidade. Este trabalho apresentou algumas contribuigoes ao estudo da esta-
bilidade de controladores adaptativos por modelo de referéncia e estrutura varidavel
no caso discreto quando somente os sinais de entrada e saida da planta sao men-
suraveis. A motivacao foi devido ao problema apresentado na implementagao do
VS-MRAC em um CLP devido ao seu alto tempo de processamento ou periodo de
amostragem. Assim, a analise de estabilidade do VS-MRAC no caso discreto em
funcao do periodo de amostragem adquire fundamental importancia.

Neste trabalho foi analisada a prova de estabilidade do controlador VS-MRAC no
caso discreto, para plantas de primeira ordem e com grau relativo igual a 1, utilizando
a teoria de estabilidade de Lyapunov. Sabe-se que no caso do VS-MRAC continuo, a
estabilidade assintética global é garantida, o que nao é verdade para o caso discreto.
Para o caso discreto, existe uma limitacao em relacao ao periodo de amostragem
(h) utilizado e, dependendo desse periodo, o sistema pode sob certas circunstancias
se instabilizar. Existe um periodo de amostragem limite que pode ser utilizado sem
instabilizar o VS-MRAC no caso discreto, e esse periodo de amostragem pode ser
calculado. Demonstra-se que o erro de rastreamento pode ter sua amplitude também
calculada e essa amplitude tende a aumentar a medida que o periodo de amostragem
aumenta. Para um periodo de amostragem tendendo a zero, o sistema se comporta
como no caso continuo. Como perspectiva para futuros trabalhos, pode-se propor a
generalizacao desta andlise para plantas com grau relativo qualquer e para plantas
com grau relativo unitario obter uma expressao explicita para h.
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Apeéendice A

Teoria de Estabilidade de
Lyapunov

A.1 Pontos de Equilibrio

Um estado 2* é considerado um ponto de equilibrio do sistema (& = f(x)) se,
uma vez que a trajetéria do sistema xz(t) se torna igual a z*, esta permanece igual
a r* para todo t. Todas as definicoes serao realizadas para o caso em que o ponto
de equilibrio estd na origem do R", isto é, z* = 0. Nao hd perda de generalidade ao
fazer isto porque qualquer ponto de equilibrio pode ser deslocado para a origem via
uma mudanga de varidvel [Khalil 1992].

A.2 Estabilidade e Instabilidade

Considere a equacao diferencial

Ponto de equilibrio estavel: A origem @(t) = f(x(t)) é estavel se V e > 0, 3
d(e) > 0 tal que, se ||z,|| < d(€) entdo ||z(t)|| <€, V¥Vt > 0. Ou seja, para qualquer
condicao inicial dentro de uma bola com raio d(¢€) , a solugao correspondente nao sai
de dentro da bola de raio €, permanecendo dentro dessa vizinhanca.

Ponto de equilibrio assintoticamente estavel: A origem #(t) = f(z(t)) é
assintoticamente estavel se a origem é estavel e atrativa, ou seja, V 6 > 0 tal que
se ||z,]| < d entao tliglo |z(t)|| = 0. Em outras palavras, além da estabilidade, para

toda condicao inicial x, dentro da bola de raio §(¢) a solu¢do correspondente tende
para o ponto de equilibrio x,.

Ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel: A origem de
t(t) = f(x(t)) é globalmente assintoticamente estével se V x, 3 R", entao, ||z(t)] é
uniformemente limitada e tliglo |z(t)|| = 0. Portanto, além da estabilidade, todas as

solucoes tendem para a origem.
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Quando a origem de & = f(x) nao satisfaz a condigao de estabilidade, a origem
é instavel.

A.3 Funcoes Definidas e Semi-Definidas

1. Uma funcao f(z) é definida positiva (f(z) > 0) em uma vizinhanga de z =0
se f(z) >0,V x tal que ||z|| <€ € >0,z #0,e f(0) =0. Ou seja, f(zx) é
uma funcao que sempre é positiva fora da origem e somente na origem é nula.

2. Uma funcao f(z) é semi-definida positiva (f(x) > 0) em uma vizinhanga de
x=0se f(x) >0,V z tal que ||z| <€ €>0,e f(0) =0. Ou seja, f(x) é
uma fungao que pode ser positiva ou nula fora da origem e na origem é nula.

3. Uma fungao f(x) é definida negativa (f(x) < 0) em uma vizinhanga de = 0
se f(z) <0,V x tal que ||z|| <€ € >0,z 7#0,e f(0) =0. Ou seja, f(z) é
uma funcao que sempre é negativa fora da origem e somente na origem ¢é nula.

4. Uma funcdo f(x) é semi-definida negativa (f(z) < 0) em uma vizinhanca de
r=0se f(x) <0,V ztal que ||z|| <€ €>0,e f(0) =0. Ou seja, f(x) é
uma funcao que pode ser negativa ou nula fora da origem e na origem é nula.

A.4 Teoremas de Estabilidade de Lyapunov

As relacoes entre estabilidade e funcoes de Lyapunov sao determinadas através
de teoremas do método direto de Lyapunov, tanto para versoes globais como locais.
Lyapunov definiu a estabilidade de um sistema em termos de energia associada a um
sistema. Essas fungoes de energia podem ser formas quadraticas definidas positivas.

Teorema 4.1 (Estabilidade Local) Se para um sistema & = f(z), f(0) =0 (a
origem é um ponto de equilibrio), existe uma fungao V' (z) tal que

e V(z) é continuamente diferencidvel
o V(z)>0
o V(z)<0
entao, a origem é um ponto de equilibrio estavel.
Teorema 4.2 (Estabilidade assintética) Se para um sistema & = f(x), f(0) =
0 (a origem é um ponto de equilibrio), existe uma fungao V' (z) tal que

e V() é continuamente diferencidvel
e V(z)>0
e V(z) <0
entao, a origem é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

Teorema 4.3 (Estabilidade assintética global) Se para um sistema @ =
f(z), f(0) =0 (a origem é um ponto de equilibrio), existe uma funcao V' (z) tal que

e V() é continuamente diferencidvel
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e V(z)>0
e V(z)<0
e V(x) — oo quando ||z|]| — oo

entao, a origem é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel.

26



Apeéendice B

Solucao para a forma no espaco de
estado

Considere o modelo continuo no espacgo de estado, representado por

(t) = Az(t) + Bu(t) + By w(t)
y(t) = Cx(t) + Dul(t)

onde u(t) é a entrada escalar de controle e w(t) é uma entrada escalar de disturbios.
A saida escalar y(t) foi expressa como uma combinagao linear das varidveis de estado,
z(t), e da entrada, u(t).

A representagao dada por (B.1) ndo é a unica. Dada a representagao de estado,
qualquer transformagao linear nao-singular da forma ((¢f) = T'x(t) é também uma
possivel realizacao para o mesmo sistema.

De fato, assumindo ¢ (t) = T z(t) em (B.1), tem-se

(B.1)

((t) =Ti(t) =T (Ax(t) + Bult) + B w(t))
C(t) TAx()+TBu(t)+TBlw(t) (B.2)
((t) =T AT~ ¢(t) + T Bu(t) + T By w(t) '

y(t) = C T 1((t) + Dul(t)

Se as matrizes do sistema forem designadas para o novo estado ((t) como F, G,
Gy, H e J, entao

C(t) = F () + Gu(t) + Grw(t)
y(t) = H () + Ju(t)
onde F=TAT Y G=TB,Gi=TB,,H=CT 1 teJ=D.
Inicialmente, resolve-se a equagao apenas com condicoes iniciais e sem entrada
externa. Assim, é obtida a seguinte equagao homogénea

(B.3)

(t) = Ax(t), z(t,) = zo. (B.4)

Para resolver isso, assume-se a expansao em série como uma possivel solucao

a(t)=F,+ B (t—t,) + Fa(t —t,)° +---. (B.5)
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Se for assumido que t = t,, encontrar-se-4 imediatamente que F, = x,. Diferen-
ciando (B.5) e substituindo em (B.4),

FL+2F (t—t,) +3F5(t—t,)> +--- = Ax(t) (B.6)

e,emt=t,, F} = Ar,. Continuando a diferenciar as séries e a equacao diferencial,
igualando-as em t,, surge uma nova série

A% (t—t,)*  AP(t—t,)°
a(t)=[T+A(t—t,)+ (2 ) + (6 ) + .. .. (B.7)
Esta série é definida como uma exponencial matricial
z(t) = e ) 2(t,), (B.8)

onde, por definicao, a exponencial matricial é

A% (t—t,)2 A3 (t—t,)?
Gt At

eAlt=to) — T 1 At —t,) + '
© Tk (B.9)
Alt—to) _ K (E— 1)
e = Z A X
k=0

E possivel mostrar que a solucao dada por (B.8) é tinica, e leva a propriedades
interessantes. Por exemplo, considere dois valores de t : t1 e t5. Assim

z(ty) = eA M7t x(t,)

z(ty) = e t27t) g (t,).
Pelo fato de t, ser arbitrario, é possivel expressar x(f;) como se a solu¢ao da
equacao comecasse em tq, ou seja
z(ty) = e 274 g(¢).

Substituindo o valor de z(t;) obtém-se

z(ty) = eA b2t gAti—to) g3 ),

Agora hé duas expressoes separadas para z(t2) e, se a solu¢ao é tnica, ambas
devem ser iguais. Consequentemente, conclui-se que

eA (tQ—to) — 6A (tz—tl) eA (tl—to) (Blo)
para todo to, t1 e t,. Note especialmente que se t, = t,,

A (tl —to) A (tl —tU)

=e e .

Assim, é possivel obter a inversa de e meramente mudando o sinal de ¢. Este
resultado ¢é utilizado para calcular a solugao particular de (B.1).
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A solugao particular quando u(t) é diferente de zero é obtida usando o método da
variagdo de parametros (proposto por Joseph Louis Lagrange, matematico franceés,
1736-1813). Assumimos w(t) = 0. Pelo fato das equagoes serem lineares, os efeitos
de w(t) podem ser inseridos posteriormente. Deseja-se que a solugao esteja na forma

z(t) = e (1), (B.11)

onde v(t) é um vetor de parametros variaveis a serem determinados (como contraste
aos parametros constantes x(t,) em (B.8)). Substituindo (B.11) em (B.1), obtém-se

A eAlt=to) u(t) + eAlt=to) O(t) =A et li=to) v(t) + Bu(t),

e, usando o fato de que a inversa é encontrada pela troca do sinal do expoente, é
possivel resolver ©(t) como

0(t) = e~ A1) Buy(t).

Assumindo que o controle u(t) é zero para t < t,, pode-se integrar v(t) de ¢, a t,
obtendo

Consequentemente, de (B.11), tem-se

t
x(t) = A (t=to) / e~ AT—to) Bu(r)dr,
to

e simplificando, usando os resultados de (B.10), surge a solucao particular (convo-
lugao)

¢
x(t) = / A Bu(r) dr. (B.12)
to
A solugao total para w(t) = 0 e u(t) # 0 é a soma de (B.8) e (B.12)

t
z(t) = e (1) + / AT Bu(r) dr. (B.13)

lo



