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“...] if devotion to truth is the hallmark of
morality, then there is no greater, nobler,
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Resumo

Este trabalho inicia-se com uma introducao tedrica a conceitos basicos de processos es-
tocdsticos. Partimos para explorar as propriedades dos passeios aleatérios discretos, es-
tabelecendo a base para a compreensao de sua transicao para o movimento browniano e
suas conexoes com o fendmeno da difusao. Serao destacadas diversas propriedades béasicas
que surgem nos modelos mais simples, dada sua importancia para analisarmos tanto os
comportamentos emergentes quanto as aplicabilidades de tais modelos.

Por fim, ilustraremos como é possivel utilizar esse tipo de modelagem para aproximar
fenomenos difusivos. Um comportamento que surge naturalmente a partir desses mode-
los.

Palavras-chave: Movimento Browniano, lei de Fick, caminhada aleatoéria, random walk,

difusao.
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Abstract

This work begins with a theoretical introduction to basic concepts of stochastic processes.
We set out to explore the properties of discrete random walks, establishing the basis
for understanding their transition to Brownian motion and their connections with the
phenomenon of diffusion. Several basic properties that arise in the simplest models will
be highlighted, given their importance for analyzing both the emerging behaviors and the
applicability of such models.

Finally, we will illustrate how it is possible to use this type of modeling to approximate
diffusive phenomena. A behavior that arises naturally from these models.

Keywords: Brownian Motion, Fick’s law, Random Walk, Diffusion.
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Capitulo 1

Uma breve historia dos passeios

aleatorios

Podemos tracar a origem da no¢ao moderna de passeios aleatdrias a partir de um
problema proposto por Pearson em 1905. O problema descrevia um homem caminhando
aleatoriamente em linhas retas, mudando de direcao de forma aleatéria apds cada seg-
mento que anda. Ele buscou a probabilidade de que, apés um ntmero n de passos, o
homem estivesse a uma distancia especifica do ponto de partida.

Lord Rayleigh, quase simultaneamente, explorou um problema semelhante rela-
cionado a vibragoes isoperiddicas com fases distribuidas aleatoriamente. Conseguindo
estabelecer uma relagao entre o seu estudo e os passeios aleatorios.

As primeiras soluc¢oes obtidas para o problema trabalhavam com o limite onde n é
grande. O problema da caminhada aleatéria também ficou conhecido como "o andar do
bébado"como uma forma de ilustrar o comportamento desse tipo de sistema. Posterior-
mente, os modelos foram generalizados para movimentos em duas e trés dimensoes, sendo
chamado de passeio aleatério para este ltimo caso, e estendido para outras aplicagoes,
como a dindmica molecular e a teoria da difusao.

O conceito de passeios aleatérios encontrou aplicacoes em vérios campos, como
a fisica, biologia, economia e ciéncia da computacao. Se tornou fundamental no estudo
de processos estocdsticos como movimento Browniano, teoria da difusao, e teoria dos
polimeros. Em especial foi fundamental na formulacao da teoria moderna do movimento
Browniano por Einstein e Smoluchowski, que o idealizaram como um problema de "pas-

seios aleatorios". Essa teoria foi importante para validar a estrutura atémica da matéria



[1].



Capitulo 2

Fundamentacao Teodrica

2.1 Experimento aleatorio e espaco de probabilidade

Um experimento aleatério é aquele cujo o resultado nao pode ser determinado
com certeza, mesmo que seja repetido nas exatas mesmas condigoes as quais temos con-
trole. Quando realizamos uma medida em um processo aleatério, o resultado serd um
resultado representado por uma varidvel aleatoria, digamos X, referente a i-ésima me-
dida. Uma varidvel aleatéria, como o nome diz, terd como resultado de uma medida
um valor escolhido aleatoriamente dentro de um conjunto de possiveis valores. A distri-
buicao estatistica desses valores, bem como outras propriedades, podem ser conhecidas.
Para modelar processos probabilisticos, definimos uma estrutura matemé&tica chamada
espaco de probabilidade. O objetivo do espaco de probabilidade é definir todos os eventos
possiveis, agrupé-los e atribuir uma probabilidade a cada grupo. O espago de probabi-
lidade é composto por 3 componentes: o Espaco Amostral, a o-dlgebra e a Funcao de
Probabilidade.

O espago amostral () consiste em um conjunto que contém todos os resultados
possiveis do experimento aleatério. Por exemplo, se estamos lidando com um lan¢amento
de moedas, o nosso espago amostral pode ser () = {Cara, Coroa}. Se estamos lidando com
uma sequencia infinita de lancamentos, um elemento w € €2 é uma sequencia infinita w =
(X1, X, ...) onde cada lancamento X; € {Cara, Coroa}. A g-algebra F é uma cole¢ao de
subconjuntos do espago amostral. A o-dlgebra oferece uma descricao matematica de como
os elementos de 2 devem ser agrupados em eventos de forma que possam ser atribuidas

probabilidades a cada um. Ela deve satisfazer trés propriedades:



1. Qe F.
2. Se A € F entao A° € F, onde A€ é o complemento de A.

3. Se Ay, As,... sao uma sequencia de eventos em F, entdao a uniao desses eventos

também estd em F.

E interessante ressaltar que, a depender do objeto de estudo, a nem todo subconjunto
de 2 pode ser atribuida uma probabilidade. Isso implica casos onde podemos atribuir
uma probabilidade a um conjunto inteiro, mas nao a certos subconjuntos desse conjunto.
Tais conjuntos sao chamados conjuntos nao mensurdveis pois nao podemos atribuir uma
medida [2]|. Neste caso, tais subconjuntos nao sao elementos de F.

A funcgao de probabilidade P é responsdvel por atribuir uma probabilidade a

cada evento em F, respeitando as seguintes propriedades:

1. 0< P(A) <1,

3. Sejam A, A, ... eventos disjuntos, ou seja, que nao possuem elementos em comum,

entdo P(AyUAyU...)=P(A) + P(Ay) + ...

Juntos, 2, F e P formam um espaco de probabilidade e sao essenciais para descrever e

analisar qualquer experimento aleatério de uma perspectiva matematica [3].

2.2 Meédia, Variancia e Covariiancia

No estudo de modelos probabilisticos, existem ferramentas que sao fundamentais
para entender como resumir e caracterizar a informacao contida nas varidveis aleatorias.

A média, varidncia e covariancia estao entre as ferramentas mais usadas para esse fim.

2.2.1 Meédia

A média ou valor esperado de uma varidvel aleatéria X, denotado por E(X) é
um valor atribuido a sua distribuicao que indica a média ponderada de todos os possiveis

valores que a varidvel aleatoria pode assumir. Para varidveis discretas, seja X uma varidvel



aleatoéria discreta que pode assumir valores zs, x5 ... e com probabilidade para cada valor

dadas por P(X = z;), a média dessa varidvel aleatoria é:
p=EX)=) zP(X=u), (2.1)

Para varidveis continuas o processo se torna uma integral, onde P(z) é uma func¢ao de

distribuigao continua |3, 4]

= B(X) = /_OO +P(x) . (2.2)

2.2.2 Variancia

A varidncia de uma varidvel aleatéria é uma medida de dispersdao que indica o
quanto os valores se desviam da média. Podemos utilizar o conceito de média para definir

o calculo da variancia:
Var(X) = E[(X — u)?] . (2.3)
A partir disso, definimos o desvio padrao o = /Var (X) [3, 4].

2.2.3 Covariancia

A covaridncia é uma medida do grau de variacao conjunta entre duas varidveis

aleatorias. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias, definimos a covariancia como
Cov (X) = E[(X — pa)(y — )] - (2.4)

Se duas varidveis aleatorias estao correlacionadas, a covaridncia serd um valor positivo se
ambas tendem a aumentar juntas, se elas variam de maneira oposta, ou serd um valor

nulo se nao hé correlagdo entre a variacdo de ambas. [5]

2.3 Conceitos basicos de processos estocasticos

Um processo estocdstico é constituido por uma familia de funcoes ou varidveis

aleatérias X (t) que sao indexadas por algum objeto de interesse no experimento, geral-



mente pelo tempo ¢ € T. A depender do objeto de estudo, ¢ pode ser um parametro
discreto ou continuo [6].

Cada fungao X(t) representa apenas um dos possiveis resultados de um experi-
mento, o que nos leva a trabalhar com uma familia ou ensemble de fungoes que abordam
todos os possiveis resultados de interesse [4, 5|. Quando trabalhamos com processos es-
tocasticos, utilizamos uma extensao da ideia de espago de probabilidade onde os conceitos
sao adaptados para tratar de processos estocdsticos.

A principal adicao é a ideia de filtragem. Uma filtragem JF; é a o-dlgebra formada
a partir de toda a informagao que temos até o tempo ¢t. Em outras palavras, o conjunto
de todas as cole¢Ges de eventos mensuraveis que podem ser "categorizadas"a partir de
informagoes obtidas até o tempo ¢t. Uma vez que estaremos trabalhando com passeios
aleatérios e movimento Browniano, que possuem a propriedade de Markov, a tinica in-
formagcao que precisa estar contida na filtragem F; é a dltima posicao registrada, ou seja,
a posicao no tempo t.

Neste trabalho veremos de maneira introdutoéria algumas propriedades de processos

estocdsticos como passeios aleatorios e movimento Browniano.

2.4 Propriedade de Markov

A propriedade de Markov se refere a propriedade de alguns processos estocdsticos
de nao possuirem memoria dos seus estados anteriores e que a evolucao do processo
dependerda somente do estado atual, Um dos melhores exemplos de modelo com essa
propriedade sao as Cadeias de Markov ou Markov Chains.

Considere que o sistema em um tempo n se encontra no estado X,, = ¢. Entao a

probabilidade dele transitar para o estado j no tempo n + 1 é dada por:
PXpi1 =J1X0 =4, Xp1 =tp_1,...., X0 =1y = P , (2.5)

onde podemos perceber que a probabilidade depende somente do estado atual 7 e do
estado que estamos analisando a probabilidade j. Chamamos F;; de matriz de transicao,

onde os elementos obedecem algumas propriedades bésicas da probabilidade [3, p. 419]:

>0, (2.6)



j=0
onde i é um elemento do espago de estados. Observe na Figura 2.1 um diagrama de
transicao de estados em uma cadeia de Markov. A soma da probabilidade de transi¢ao
entre estados é igual a 1. Pode ser o caso de ser permitido um estado transicionar para si

mes1mno.

0.3

0.7

0.4

0.6

Figura 2.1: "Markovkate 01.svg", por Joxemai4, trabalho préprio, licenciado sob a Creative Commons
Attribution-Share Alike 3.0 Unported e a GNU Free Documentation License, Wikimedia Commons,
acessado em [25/10/2023]. Disponivel em: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Markovkate_
01.svg

2.5 Distribuicao binomial

A distribui¢ao binomial é um método para atribuir probabilidades para a soma do
resultado de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) que
essencialmente possuem somente dois resultados possiveis. Seja @ = {(+), (—)}, entao a
soma das varidveis aleatorias X;+...+X,, resultard em um mesmo resultado C'(n, N(+)) =
C(n, N(—)) vezes. Onde C(i, j) é a quantidade de combinagdes de j elementos vindos de
um conjunto de n elementos. N(+) e N(—) sdo a quantidade de varidveis aleatérias com

medicao igual a (+) e (—) respectivamente. Logo, N(+) + N(—) = n. Uma combinagao

é dada por:


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Markovkate_01.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Markovkate_01.svg

Uma vez que as varidveis sao i.i.d., a probabilidade de uma sequéncia especifica
de resultados acontecer ¢ igual a conjungao das probabilidades, dada por [[;_, P(Xy) =
P(H)NH p()NE),

Porém, como estamos lidando com C(i,7) sequéncias com soma idéntica, deve-
mos multiplicar essa probabilidade pela quantidade de sequéncias possiveis com o0 mesmo

resultado, o que nos leva a expressao da distribui¢ao binomial:
n o
PINCHin ) = (o) JPEOYO (= Pl (2:9)

N(+)
(2.10)

onde isso representa a probabilidade de uma sequencia possuir N(4) valores (+) e 1 —
N(+) valores (—) [5]. Também podemos representar essa distribuigdo em fungao da
diferenga entre N(+) e N(—). Seja [ = N(+) — N(—):

P(I;n,P(+)) = <(I +"n)/2> P(+)T+m/2(1 — p(+))(=D/2 (2.11)

(2.12)

Se construirmos um gréafico dessa distribuicao em fungao de I, obtemos o resultado da

Figura 2.2.

Distribuigdo Binomial (n=10, p=0.5)

0.25

0.20 4

Probabilidade
e
h
w

e
=
=Y

0.05

0.00 -

0
Posigao final (1 = N(+)-N(-))

Figura 2.2: Grafico da binomial para 10 jogadas com probabilidade P(+) = P(—) = 0.5. O eixo vertical
indica a probabilidade do resultado da soma ser igual ao valor no eixo horizontal. Fonte: Elaboragao
prépria (2023).



2.6 Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central é uma poderosa ferramenta para lidar com a dis-
tribuicao da soma de muitas varidveis aleatorias. Ele estabelece que, sejam X, X, ...
varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d), com média p e

variancia o? finitas, entao seja

Z = Zn:XZ- : (2.13)

a soma acumulada até o n-ésimo termo, entao esta expressao converge para uma distri-

bui¢ao normal quando n é muito grande:

Zy — Nl d

Aqui, MV(0,1) é a distribui¢ao normal com média u = 0 e varidncia o = 1, e sua fungao

de densidade de probabilidade é dada por:

N(z;p,0°%) = 0—\}% exp [—u] . (2.15)

Observe na Figura 2.3 um gréfico da distribuigao.

Distribuicdo Gaussiana (Normal) -u=0,0=1

0.40 1

Densidade de Probabilidade
o e o o o o
= = N N w w
o w o (5] o (%]
| | |

et
=)
v}

et
=}
S

T T T T T
-4 -2 0 2 4
Valor

Figura 2.3: Gréfico da distribui¢ao normal ou distribui¢ao gaussiana para valores de y = 0 e o = 1.
Fonte: Elaboragao prépria (2023).

Este teorema é fundamental porque estabelece que, independentemente da forma

da distribuicao original das varidveis aleatorias, a distribuicao da média amostral nor-



10

malizada convergird para uma distribuicao normal & medida que o tamanho da amostra

aumenta. Isso dd base para muitos métodos estatisticos e inferenciais [3].
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Capitulo 3

Introducao ao Passelo aleatoério

3.1 Definindo um passeio aleatério discreto simples

Um Passeio Aleatério ou Random Walk é um objeto matematico que descreve uma
trajetoria composta por sucessivos incrementos em direcoes aleatérias. Podemos construir
um passeio aleatério simples através de algumas regras basicas. Considere uma sequéncia
de varidveis aleatérias X (t) com valor real, onde ¢ é um pardmetro que representa o
tempo. Suponha que X(t) representa a posicdo de uma particula em um movimento

unidimensional e que os movimentos dessa particula estao definidos pelas seguintes regras

[7]:

1. A medida que n é acrescido em uma unidade, a particula pode se mover para a

direita ou para a esquerda em passos de tamanho 0.

2. A qualquer momento, a probabilidade de dar um passo para a esquerda ou direita
é fixa, dada pelo par (P(+), P(—)) respectivamente. Nao hé dependéncia entre os

passos anteriores e os passos futuros, sendo assim, possui a propriedade de Markov.

3. Cada particula move-se de forma independente de todas as outras particulas, nao

h& interagao entre elas.

Podemos resumir o movimento pela relagdo X (¢) = X(t — 1) &+ 6, onde o fator
aleatorio é a soma ou substracao do fator J e verificar o tipo de comportamento que
emerge ao longo do tempo. Na figura 3.1 podemos observar uma realizacao de um passeio

aleatorio sob estas regras.
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Passeio Aleatério Unidimensional (50 passos)

Posigao
L

0 10 20 30 40 50
Nimero de Passos

Figura 3.1: Simulagao computacional de um passeio aleatério unidimensional para 50 passos e probabi-
lidades de movimento iguais em ambas as dire¢coes. Observamos o comportamento errdtico do caminho
em todos os passos. Fonte: Elaboragao prépria (2023).

3.2 Propriedades de passeios aleatérios discretos

3.2.1 Meédia e variancia

Utilizando a definicao anterior, se fizermos miiltiplos experimentos e os comparar-

mos em um mesmo grafico, observaremos um resultado como o da Figura 3.2:

Mdltiplos Passeios Aleatdrios Unidimensionais (100 passos)

204

15 4

10 4

Posigao

~154

Numero de Passos

Figura 3.2: Simulacao computacional de varios passeios aleatérios unidimensionais em 100 passos. O
comportamento difusivo do conjunto de caminhos fica evidente. Fonte: Elaboracgdo prépria (2023).

Algumas propriedades que podem ser extraidas desses exemplos sao a existéncia
de uma posicao média e uma tendéncia dos caminhos se espalharem da posicao inicial. A

posi¢ao média pode ser facilmente obtida através do valor esperado da posicao F(X (t)) =
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(X(t)) onde
(X(®)) = (X(t =1) £ 0)]

= (X(t = 1) +[P(+) = P(-)]
(X(0)) +t3[(P(+) = P(=)] (3.1)

onde P(+) e P(—) sao as probabilidades de haver uma soma ou subtragdo na posigao da
particula, respectivamente. Quando P(+) # P(—) hd uma tendéncia de deslocamento
para um dos lados. Se X(0) =0 e P(+) = P(—), a média da posigao serd na origem.
Agora, considere a sua propriedade de dispersao. A propriedade de dispersao em
um passeio aleatorio refere-se & maneira como as trajetérias individuais tendem a se
afastar da origem & medida que o nimero de passos aumenta. Entdo, seja X(0) = 0 e
P(+) = P(—), o valor esperado do quadrado da posi¢ao para o primeiro passo serd sempre

(X2(1)) = &, uma vez que X (1) = 6. Recursivamente, sabemos que [8]
X2t) = (X(t—1)£0)*, (3.2)
o que nos leva a conclusao de que

X2(t—1)+ 26X (t — 1) + &%,
X2(t) = (3.3)
X2(t—1) — 26X (t — 1) + 62

onde ambos os casos possuem igual probabilidade. Consequentemente,
(X2(1)) = (X%t — 1)) + 0% . (3.4)
Pela Equagao (3.1) temos recursivamente (X?(t)) = 62, ou
(X%(t)) = 2Dt . (3.5)

. 2 . . . . .
Na literatura, define-se D = S—T, onde 7 é um tempo caracteristico, aqui considerado

como unitdrio e D é chamado de coeficiente de difusao, que serda abordado nos proximos
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capitulos. Assim, a raiz do valor quadrético médio é
(X2(1))7 = 6/t . (3.6)

Isso pode ser interpretado como a distancia média dos caminhos estando a uma distancia

proporcional a v/t da origem apés t passos.

3.2.2 Distribuicao

Um passeio aleatorio discreto com deslocamento unitdrio é formado por uma soma
de varidveis aleatdrias que possuem valor +6. Podemos decompor um caminho com base
nesses incrementos, onde X (¢) — X (¢t —1) = £4, onde esses incrementos sao i.i.d., também
chamados de independentes e estaciondrios. Veremos mais sobre esta propriedade no
capitulo seguinte.

Podemos montar incrementos de qualquer tamanho, como por exemplo I = X (t) — X (t —
s), onde t > s e ambos t e § s80 nimeros naturais.
O incremento I é uma variavel aleatéria que possui distribuicao estatistica dada pela

distribuicao binomial:

P = () PP, 87

onde P(I) é a probabilidade de um incremento ser igual ao valor I, podendo ser positivo
ou negativo.

Um comportamento emergente que ocorre nos passeios aleatérios simples é que os
seus incrementos, como definidos na subsegao 3.1, respeitam os requisitos para a aplicagao

do teorema do limite central. Dessa forma, quando s — oo, temos que |[7|
P(I)=N(0,s) . (3.8)

Dessa forma, podemos explorar melhor um aspecto da subsecao anterior: a distancia
média dos caminhos estd a uma distancia proporcional a v/t da origem apés t passos.
Podemos compreender essa propriedade através do valor esperado da distancia de uma

particula até a origem apds t passos, para t — oo. Em uma dimensao isso é equivalente
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ao calculo:

(0

IR @2, /2
E[\Xu_zm/o xexp[—yldx— V. (3.9)

De fato, o valor esperado da distdncia das particulas até a origem, em uma dimensao,

dado um certo tempo t é igual a \/g\ﬁ

3.3 Passeio aleatério em muiltiplas dimensoes

Podemos construir um passeio aleatério em muiltiplas dimensoes a partir de uma
generalizacao dos conceitos anteriores. Definimos que o movimento em dire¢oes ortogonais
possuem independéncia estatistica, ou seja, o movimento em cada direcao perpendicular
pode ser visto como um passeio aleatorio independente.

Assim, podemos definir um passeio aleatério multidimensional como um vetor
(X(t),Y(t),...), composto por um passeio aleatério independente para cada componente.
Quando assim definido, o movimento das particulas é computado simultaneamente em
todas as direc¢oes, tornando o movimento diagonal. Muitas das propriedades bésicas per-
tencentes aos passeios aleatérios em 1 dimensao sao herdadas pelos passeios aleatorios
em 2 dimensoes. Particularmente, isso ocorre com todas as propriedades abordadas neste
trabalho.

A partir de passeios aleatérios em duas dimensoes, comecamos a notar de forma
mais evidente algumas caracteristicas visuais do passeio aleatério. Entre elas, notamos o
surgimento de segmentos que exploram uma regiao local, enquanto que outros segmentos
realizam grandes deslocamentos de uma regiao para outra.

Em trés dimensoes esse comportamento, como esperado, continua, mas agora de forma
espacial. Nas Figuras 3.3 e 3.4 podemos observar realizacoes de miiltiplas caminhadas em

2 e 3 dimensoes.
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Passeios Aleatérios Bidimensionais (20000 passos)

100

50

Posigao ¥
B

-100

-150

—200 -150 -100 -50 50 100
POsica0 X

Figura 3.3: Simulag¢do computacional de trés passeios aleatérios 2-dimensionais. Em cores distintas estao
realizagoes diferentes do passeio aleatério. Fonte: Elaboracao prépria (2023).

Passeios Aleatérios Tridimensionais (10000 passos)

Figura 3.4: Simulagao computacional de dois passeios aleatérios 3-dimensionais. Em cores distintas estao
realizagoes diferentes do passeio aleatério. Fonte: Elaboragao prépria (2023).
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Capitulo 4

Movimento Browniano

4.1 Motivacao histérica

Movimento Browniano é o nome dado ao movimento do pdélen suspenso na dgua,
inicialmente observado por Robert Brown em 1828 [9]. Mais tarde foi descrito mate-
maticamente por Albert Einstein no inicio do século 20 [10]. Einstein mostrou que esse
movimento era resultado das colisdes das particulas com as moléculas do fluido, uma
evidéncia importante para a teoria atomica da matéria. Além disso, o estudo da ma-
tematica desse movimento foi importante para entender melhor o processo da difusao,

bem como muitos outros fendémenos em muitas outras dreas do conhecimento.

4.2 Convergéncia do passeio aleatério para o movimento
Browniano

O movimento Browniano é um tipo de passeio aleatério em um regime continuo.
Mais especificamente, se tomarmos um passeio aleatorio simples e observamos em uma
grande escala, o movimento se aproxima de um movimento Browniano. Este resultado
advém do teorema de Donsker [11]. Seja S, = & +...+&, uma soma parcial de n varidveis
aleatérias ¢ independentes e identicamente distribuidas (iid), com média p = 0 e variancia
0% > 0 finita, este objeto é um passeio aleatério. Agora, seja w um caminho escolhido do

espaco amostral €2, entao
1

Xn(t,w) = o~

Sty (@) - (4.1)
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e O termo a direita é uma aproximacao discreta do caminho que termina no ponto

respectivo ao tempo [t], onde os colchetes representam a parte inteira do nimero.

e O termo \/Lﬁ é um termo de reescalonamento tipico para garantir que a nao di-

vergéncia da variancia do processo quando n — oo.

e O termo S}, representa os valores da trajetdria w em tempos discretos até %, onde

cada intervalo de tempo continuo t é discretizado em n pequenos intervalos. Isso
implica que a precisao da trajetdria é garantida nos pontos discretos. O valor de n

age como um controlador da resolucao da trajetoria.

Dessa forma, o teorema de Donsker diz que, a medida que n cresce,
Xo(t,w) === W(t) (4.2)

onde W (t) é chamado de processo de Wiener [11]. Neste trabalho utilizaremos a notagao
B(t) para se referir a posi¢ao no tempo t de um movimento Browniano realizado através
do processo de Wiener. Observe na Figura 4.1 como um passeio aleatoério discreto passa

a convergir para um movimento browniano sob transformacao de escala.
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Random Walk Discreto - 100 Passos

—— Random Walk - 100 Passos

o 20 40 60 80 100
Tempo

Random Walk Discreto Ajustado - 1600 passos.

—— Random Walk Ajustado - 1600 Passos

Posigao Ajustada (x1/4)

o 20 40 60 80 100
Tempo (Granularidade Aumentada em x16)

Figura 4.1: Comparagao de dois passeios aleatérios sob diferentes niveis de granularidade. O segundo pas-
seio aleatério foi realizado com 1600 passos, mas reescalado em 1/4 espacialmente e 1/16 temporalmente
para demonstrar a convergéncia para um movimento browniano. Fonte: Elaboragao prépria (2023).

4.3 Propriedades do processo de Wiener

4.3.1 Continuidade e nao-diferenciabilidade

O processo de Wiener é dito quase certamente continuo e quase certamente nao
diferencidavel em todos os pontos. Isso implica que o caminho nao possui saltos ou des-
continuidades. Porém, devido & sua natureza fractal, nao apresenta derivada definida em
qualquer ponto [12].

O termo quase certamente possui um significado especifico: Seja A € F um con-
junto que contém todos os caminhos w € () que possuem algum ponto onde ndo sao
continuo ou sdo diferencidveis, entdo P(A) = 0. Em outras palavras, se a probabilidade
de um subconjunto é dada pela densidade desse subconjunto em €2, entao o subconjunto

A C ) possui densidade zero em €.

4.3.2 Incrementos independentes, estacionarios e a propriedade

de Markov

Uma das caracteristicas fundamentais do movimento Browniano ¢é a independéncia
entre seus incrementos. Em termos simples, isso significa que incrementos do movimento
Browniano, em intervalos de tempo nao sobrepostos, nao possuem qualquer correlacao

estatistica. Considere o conjunto de tempos nao sobrepostos 0 < t; < ty < t3 < 4.
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Entao os incrementos B(ty) — B(t;) e B(ts) — B(t3) sao independentes entre si, ou seja,

o primeiro incremento nao influencia no desenvolvimento do segundo incremento. Logo,

Cov[B(ts) — B(t1), B(ts) — B(t3)] =0 . (4.3)

Além de serem independentes, os incrementos do Movimento Browniano sao estacionarios.
Isso indica que a distribuigao estatistica de um incremento B(t+h)— B(t) é a mesma para
todo t [12]. Ou seja, a distribui¢ao nao depende de qual instante comegamos a observar.

A juncao dessas duas propriedades pode ser abreviada pelo termo independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.). Embora relacionada, a propriedade de independéncia
dos incrementos nao deve ser confundida com a propriedade de Markov do Movimento
Browniano. FEnquanto a independéncia se refere a natureza nao correlacionada da dis-
tribuicao de diferentes incrementos, a propriedade de Markov afirma que a distribuicao
futura do processo depende apenas do estado atual e ndao do caminho passado. A cada
instante, é como se o movimento comecasse novamente no tempo ¢ = 0, mas a partir da

posicao atual.

4.3.3 Meédia, variancia e covariancia

O movimento Browniano padrao herda suas propriedades de média, varidncia e
covaridncia do passeio aleatério padrao. Assim como no passeio aleatério padrao, a sua

média, dada pelo valor esperado, é

E[B(t)] =0 . (4.4)

A sua variancia é proporcional ao tempo e, por uma questao de construcao, é igual a este

Var[B(t)] =t . (4.5)

Podemos calcular a covariancia através das propriedades até aqui apresentadas. Considere

Cov[B(s)], B(t) para s < t. Temos por defini¢do da covariancia

Cov[B(s), B(1)] = E[(B(s) — E[B(s))(B(t) = E[B{)])] - (4.6)
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Usando a Equagao 4.4 e tratando B(t) = B(s) + (B(t) — B(s)) como dois incrementos,
obtemos [12]

HO,—/ T
= E[B(s)B(t)]
= E[(B(s)(B(t) — B(s)) +B(s) B(s)]
= E[B(s)’]
=s, (4.7)

onde decompomos B(t) = (B(t) — B(s)) + B(s) e utilizamos a propriedade da inde-

pendéncia estatistica dos incrementos apresentados na Equagao (4.3).

4.3.4 Distribuicao Normal

O movimento Browniano, devido & sua natureza, é construido a partir de uma
série continua de incrementos estatisticamente independentes e estaciondrios. Estes in-
crementos, quando somados, podem ser vistos como uma sequéncia de médias de varidveis
aleatdrias i.i.d. Semelhante ao passeio aleatério, podemos invocar o Teorema do Limite
Central, que estabelece que a soma (ou média) de um numero suficientemente grande de
varidveis aleatdrias i.i.d., cada uma com média e varidncia finitas, terd uma distribui¢ao
que se aproxima de uma distribuicao normal, independentemente da distribuicao original
das varidveis.

Considere o incremento B(t) — B(s) para s < t com média zero e variancia t — s.

Podemos expressar este incremento como:

B(t) — B(s) ~ N(0,t — 5) , (4.8)

onde NV (0,t—s) é uma distribui¢do normal com média 0 e variancia t —s. Esta distribui¢ao
descreve a probabilidade da particula se deslocar para cada distancia do ponto atual, com

probabilidade uniforme em qualquer diregao.



22

4.3.5 Isotropia do Movimento

Quando consideramos um movimento Browniano para duas ou mais dimensoes,
devemos considerar a sua distribuicao do movimento para cada direcao individualmente.
Em um movimento Browniano padrao, a distribuicao estatistica é igual em todos os eixos.
Seja P(Ax, At) a probabilidade do movimento Browniano se deslocar por uma distancia

Ax apés um tempo At dada por

1 Az?

Entao a probabilidade de deslocamento do movimento Browniano por um vetor (Ax, Ay),

dado que ambas as diregoes sao independentes, é dada pela conjuncao das probabilidades:

2 2
P(Ax, Ay, At) = Lexp ( Ar ) exp < Ay )

2m At T 2At T 2At
1 _Aa:2 + Ay?
BN 2At
1 Ar?
= 5Ap &P (_Q_At) , (4.10)

onde Ar é a distancia da posicao atual até o ponto antes do deslocamento. Este resultado
é uma consequéncia do movimento Browniano possuir incrementos i.i.d. e a propriedade

de Markov.

4.3.6 Comportamento sob transformacoes de escala

O movimento Browniano, além de suas caracteristicas fundamentais, apresenta pro-
priedades adicionais que tém implicagoes profundas em sua andlise e aplicagoes. Algumas
delas, como o comportamento em largas escalas oferecem insights sobre a natureza uni-
versal e auto-similar do Movimento Browniano. Uma propriedade bastante interessante
do movimento Browniano, que advém da sua origem como sendo um limite de escala para
o passeio aleatério padrao, é a sua invaridncia de escala, que se refere a ideia de que o
movimento Browniano possui uma estrutura auto-similar. Isso significa que existe uma
transformacao na escala temporal e espacial que preserva as propriedades do movimento
Browniano, como a sua distribuicao.

Seja B(t) : t > 0 um movimento Browniano, entao o processo definido por {X(?) :
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t>0} = %B (a*t), naturalmente, preserva as propriedades de quase certamente continui-
dade e nao-diferenciabilidade, independéncia e estacionaridade dos incrementos. Resta
saber se preserva as propriedades de média e varidncia.

Uma vez que a média inicial é zero, uma mudanca de escala nao modifica essa média.
A variéncia dos incrementos X (t) — X(s) = £(B(a’t) — B(a®s)) para s < ¢ pode ser

calculada por

—t—s, (4.11)

nao é modificada. Enquanto que a covaridncia também se mantém a mesma, dado que a
média e a variancia nao mudam. Logo, o processo resultante também é um movimento
Browniano, com as exatas mesmas propriedades [12]. Uma consequéncia desse resultado

é a propriedade de inversao temporal, onde seja X () : t > 0 definido como

xiy =1’ =0 (4.12)

tB(1/t) t>0.

Aqui, X(¢) também ¢é um movimento Browniano com as mesmas propriedades de B(t).
Essa é uma propriedade contraintuitiva mas bastante 1til para a dedugao de certas pro-
priedades. Uma delas a lei dos grandes nimeros, que diz que, quase certamente,

lim = — ¢ (4.13)
t—oo ¢

Esse é um resultado que mostra que a probabilidade de um movimento Browniano crescer
a uma velocidade maior ou igual a uma funcao linear é igual a zero. Isso coloca um limite
superior na taxa de expansao de um movimento Browniano que podemos esperar apds

observar o movimento por longos periodos de tempo.
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Capitulo 5

Leis de Fick e simulacoes

5.1 Processo de difusao

A difusao é um fendémeno caracterizado pelo transporte de matéria de uma regiao
para outra dentro de um sistema devido ao movimento aleatério das particulas consti-
tuintes. Embora um dos exemplos mais conhecidos de difusao seja através do movimento
browniano das particulas, a difusao também através do transporte de fons, na conducao
do calor em sélidos e em muitos outros sistemas. Essencialmente, este processo direciona
as particulas de locais com maior concentracao para locais com menor concentracao. Essa
descricao nao se limita somente a particulas, mas para qualquer propriedade quantizavel

que evolua no tempo através de um passeio aleatério [13].

5.2 Primeira Leil de Fick

A lei de Fick proporciona uma descricao matematica do processo de difusao que
ocorre em sistemas continuos. Podemos deduzi-la através de uma andlise de um passeio
aleatorio discreto. Considere um sistema de particulas que se movem de acordo com um

passeio aleatério unidimensional construido com os seguintes parametros para o eixo X:

2

) a velocidade média quadrética das particulas de um sistema.

e Seja (v

e O tamanho do passo pode ser dado por § = +wv,7, 7 é um tempo caracteristico

constante que representa o nosso intervalo de iteracao.



25

Assim, se sabemos a quantidade de particulas em cada ponto em uma reta em um tempo

N=)
2

. .~ .. N ) .~ . .
particulas irao para a direita e Netd) virdo da direita, onde

t, ap6s um tempo T, 5

N(z) é o nimero de particulas no ponto z. Com base nisso, podemos definir o fluxo J,

de particulas por unidade de drea como:
J,=———[N(x+6) — N(z)], (5.1)

onde A é a porcao da drea perpendicular ao fluxo J, sob consideracao. Rearranjando

termos, obtemos:

I, — —Dé[cm +8) = C(@)] . (5.2)

onde D = % é o coeficiente de difusao e C(z) = Nfg) define a concentragao de particulas

no ponto . No limite de escala para é — 0, a expressao acima converge para

oC
Jy=—D—. 5.3
’ ox (53)
Esta expressao é conhecida como Lei de Fick ou Primeira Equacao de Fick, que afirma que
o fluxo de particulas na direcao X em um drea infinitesimal é proporcional ao gradiente
de concentracao naquele ponto.
Quando a concentragao é uma func¢ao constante de x, dizemos que o sistema estd

em equilibrio e J, = 0. Uma vez em equilibrio, o sistema permanecerd em equilibrio e a

fungao C(x,t) permanecera constante, uma vez que nao ha fluxo [7].

5.3 Segunda Lei de Fick

A segunda lei de Fick descreve como a variacao espacial e temporal da distribui¢ao
de matéria se relacionam. A partir da primeira lei de Fick, sabemos que, apés um periodo
de tempo tau, a variacao no nimero de particulas em um ponto é equivalente ao ganho
de particulas vindas do fluxo J, s a partir da direita menos as vindas do fluxo liquido J,

a partir da esquerda. Assim, obtemos:

S[C(t+7) = Ct)] = —7[Jo(x +0) — Ju(z)]



26

— 1[0@ +7)—C(t)] = —%[Jx(a: +0) = Juo(2)] (5.4)

T

No limite onde 7,0 — 0, obtemos:

oC 0Jy

5= (5.5)
Substituindo a Equagao (5.3) em em (5.5) obtemos

oC 0*C

—=D—. ~

ot Ox? (5.6)

Esta é a segunda equacao de Fick que descreve a evolugao temporal da funcao de con-
centragao. Se soubermos a distribuicao inicial de um sistema e as condig¢oes de contorno,

podemos utilizar a segunda lei de Fick para encontrar todas as distribuigoes posteriores

[7].

5.4 Passeios Aleatdrios como Modelo de Difusao

A difusao é frequentemente descrita em termos de equacoes diferenciais continuas,
como as leis de Fick. No entanto, modelos simplificados, como passeios aleatérios, podem
ser uteis e intuitivos. Embora a difusao em fluidos seja predominantemente um resul-
tado do movimento browniano das moléculas, conforme discutido no capitulo anterior, o
comportamento difusivo pode ser aproximado por um simples random walk.

Ao modelar a difusao através de passeios aleatérios, utilizamos particulas que dao
passos aleatérios em um espago definido. Para esta simulacao, o espaco foi considerado
unidimensional, com particulas comecando no centro. O tamanho do passo e a frequéncia
desses passos sao unitarios.

Usar passeios aleatérios para modelar a difusao nao apenas fornece uma alternativa
mais intuitiva, mas também é flexivel e adaptavel para cendrios nao triviais. Na figura
5.1, é apresentada uma simulacao que compara a difusao livre usando passeios aleatoérios
e a solucao numérica da lei de Fick.

A figura 5.1 ilustra que, mesmo com uma quantidade razoavelmente pequena de
particulas, a modelagem utilizando passeio aleatorios consegue capturar o comportamento

esperado da difusao, como descrito pelas leis de Fick. Isso tem implicagoes significativas,
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Comparacdo apds 100 passos com 10000 particulas

0.040 —— Solugao Analitica (Lei de Fick)
Passeio Aleatdrio
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Figura 5.1: Comparagao entre a solu¢ao analitica da lei de Fick e uma simulagdo em passeios aleatério
para uma difusdo livre. Fonte: Elaboragao prépria (2023).

especialmente em cendrios onde abordagens analiticas sao complexas ou impraticaveis.

Podemos reproduzir outros exemplos cldssicos de difusao para ilustrar esta abordagem.

5.4.1 Exemplo: Difusao em um cano unidimensional

Podemos exemplificar a difusao através de uma simulacao em um cano limitado

unidimensional. Os parametros que definem o sistema sao:

Dominio: Ambiente unidimensional limitado a um certo intervalo [—a, al.

Condicoes do ambiente: Espaco homogéneo, isotrépico.

Condigao inicial: C(z,0) =z + a.

Condigoes de contorno:

1. Para a simulagao usando a lei de Fick temos %—g(j:a) = 0;

2. Para o passeio aleatério temos que o movimento é refletido quando X (t) = +a,

ou seja, X(t+1)==+aF 1.

Como ilustrado na figura 5.2:
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Distribuig&o inicial em um cano

T T
| e Distribuigo inicial

0.06

Densidade de Particulas
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-10.0 15 -5.0 2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Posigao (x)

Figura 5.2: Distribuicao inicial de particulas em um cano unidimensional. Fonte: Elaboragdo prépria
(2023).

Apos realizar ambas as simulacées em Python para diferentes tempos, obtemos os

resultados ilustrados na figura 5.3.

Difus@ao em um Cano Unidimensional usando a lei de Fick
T | T T T
0.08 4. — Concentracdo no tempo t = 10 ]

—— Concentrag&o no tempo t = 50
P
/ I
_._._._.-

—— Concentragdo no tempo t = 100

0.07 1

0.06 A
0.05 7 é

0.04 :
0.03 ,/
0.02 ~/

0.01

Concentracgao (C)

0.00

-10.0 -7.5 -=5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Posicao (x)

Figura 5.3: Simulacdo da evolugao temporal da difusdo usando a lei de Fick em um cano onde a concen-
tragao inicial é linear. Fonte: Elaboragao prépria (2023).

A simulagao da figura 5.3 foi feita através da resolugao das leis de Fick para as
condigoes iniciais descritas. Obtivemos os valores para diferentes tempos. Observe que
a distribuicao adquire um formato curvado e se aproxima assintoticamente do estado de
equilibrio.

Igualmente, podemos fazer a mesma simulacao, mas utilizando o método de passeios
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aleatérios discretos, como na figura 5.4. Observe que o resultado apresenta o mesmo

comportamento da simulagao utilizando a lei de Fick.

Difus@o em um Cano Unidimensional através de Passeios Aleatdrios

T T
o Distribuicdo em t = 10
Distribuigao em t = 50
o Distribuicdo em t = 100

0.08

e
=3
=3

e
=)
=

Densidade de Particulas

0.0
Posigao (x)

Figura 5.4: Simulagdo em passeios aleatérios da evolugao temporal da difusdo em um cano onde a
concentragdo inicial é linear. Fonte: Elaboracgao prépria (2023).
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Capitulo 6

Difusao anémala em passeios aleatoérios

6.1 Regimes de difusao

A difusao, quando simulada através de passeios aleatérios, estd intimamente rela-
cionada com a variancia da distribuicao dos passos. Mais especificamente, vimos anteri-
ormente que quando a média do deslocamento de um passeio aleatorio p = 0, a varidncia
serd 02 = (X?). Em outras palavras, o comportamento do deslocamento quadrético médio
regula a amplitude da difusao em um passeio aleatorio.

Até aqui, trabalhamos com regimes onde ((X (t) — X(s))?) <t — s para t > s > 0.
Mas alguns regimes difusivos podem possuir deslocamentos quadréticos médios com pro-
porcionalidade diferente. Chamamos esses casos de regimes de difus@o anémala. Assim,
podemos generalizar a difusao com base nessa proporcionalidade, mais especificamente
estamos buscando descrever um regime difusivo como possuindo o comportamento de

(X(t) — X(5))?) o (t — 5)* O valor de « caracteriza o tipo de difusao [14, 15, 17, 18]:

e Para o = 1 temos o regime difusivo normal, como visto por exemplo no movimento
browniano, mas mais especificamente em qualquer passeio aleatério onde seus in-

crementos respeitem os requisitos para o limite do teorema central.

e Para a > 1 temos o chamado regime superdifusivo. Neste regime, o deslocamento
quadratico médio esperado é maior do que uma funcao linear do tempo, implicando

uma difusao muito mais rdapida.

e Para 0 < a < 1 obtemos os regimes subdifusivos. Nestes regimes, a difusao é menor

do que na difusao normal.
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Observe na figura 6.1 uma comparagao dos crescimentos dos deslocamentos quadraticos
médios.

Comparacao de Regimes de Difusao

—— Difusdo Normal (Difusivo)
30 — Difusao Subdifusiva
—— Difusédo Superdifusiva

201

151

Deslocamento Quadratico Médio

Tempo

Figura 6.1: Comparagcao entre o crescimento dos deslocamentos quadraticos médios para diferentes regi-
mes de difusdo. Fonte: Elaboracao prépria (2023).

Esses regimes andmalos sao obtidos a partir de distribui¢oes especiais através da
introdugao de certos tipos de heterogeneidades no espago que estamos trabalhando. As-
sim, algumas equagoes que descrevem a difusao normal, como as leis de Fick, que sao
deduzidas a partir de condigOes caracteristicas da difusao normal, nao sao capazes de
descrever a difusdo anomala [14]. Assim, utilizar simulagoes com passeios aleatérios se

torna uma alternativa interessante ou mesmo necessaria.

6.2 Superdifusao

A superdifusdo é um processo onde a difusdo escala mais rapidamente do que em
uma difusao normal ao longo do tempo. Um exemplo cldssico de passeio aleatério que
apresenta superdifusao sao os voos de Lévy [21], caracterizados por uma distribui¢ao de
probabilidade para os deslocamentos com caudas longas. Uma distribuicao de probabili-
dade ¢ dita ter cauda longa se a partir de certo ponto ela passa a decrescer estritamente
mais lentamente do que a distribuicao normal.

Tipicamente, tais distribuicoes nao obedecem os requisitos do teorema do limite
central, como média e varidncia finitas, o que significa que a soma de suas varidveis

aleatdrias nao converge para uma distribuicao normal. Um dos exemplos desse tipo de
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distribuicao sao as fungdes a-estéveis de Lévy [15]. Esta ¢ uma familia de fungdes estaveis
sob convolugao, sendo a prépria distribuigao normal parte dessa familia [16]. A figura 6.2

ilustra o grafico de algumas dessas distribui¢oes. Utilizando uma distribui¢ao desse tipo

Distribuicdes Alpha-estaveis de Lévy

—— alpha =0.5
0.6 4 alpha = 1
—— alpha=1.5
—— alpha=2

0.5 1

0.4

0.1 +

0.0 1

Figura 6.2: Grafico comparativo das fungoes a estdveis de Lévy para diferentes valores do parametro a.
Para o = 2, que é o limite, a curva coincide com a distribuicao gaussiana. Fonte: Elaboracao prépria
(2023).

para modelar a magnitude dos saltos, podemos simular um voo de Lévy. No caso dos voos
de Lévy especificamente assim definidos, caracteristicas como incrementos independentes
e estaciondrias sao mantidas. Por ser uma distribuicao estdvel sob convolugao, podemos
esperar que existe uma lei de invariancia de escala assim como no movimento browniano.

Os voos de Lévy possuem o comportamento de pequenos deslocamentos seguidos
de grandes saltos, como podem ser observados na figura 6.3. Estes saltos permitem ao
caminho cobrir grandes distancias e, consequentemente, sao responsaveis pelo crescimento
do deslocamento quadratico médio ultrapassar um crescimento linear. Exemplos de sis-
temas onde pode surgir superdifusdo sao: sistemas de dtomos ultra-frios [19], sistemas
de massa-mola harménicos [20] ou até como modelo aproximativo para as trajetérias

migratérias em busca de comida de muitos animais [21].
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Trajetéria de Véos de Lévy em 2D

~100

Figura 6.3: Simulagdo computacional da trajetéria de um voo de Lévy. Podemos observar o compor-
tamento de "saltos"repentinos seguidos de pequenas regices de explicagao. Fonte: Elaboragao prépria
(2023).

6.3 Subdifusao

A subdifusao é um processo onde a difusao escala mais lentamente do que em uma
difusao normal ao longo do tempo.

Exemplos de regimes de subdifusao sao: canais de fons na membrana plasmética
[22]; alguns tipos de reservatérios que possuem meios porosos [23]; inclusive alguns tipos
de reservatério de petréleo [24].

Um dos cendrios que esse regime de difusao pode surgir sao em reservatério de
hidrocarbonetos, onde petréleo e gas estao presos entre as porosidades no meio. Essa
caracteristica leva a caminhos que tendem a explorarem dreas muito mais contidas do que
nos outros regimes de difusao para grandes tempos.

Tipicamente, para obter um regime subdifusivo, precisamos introduzir obstéculos,
outros tipos de heterogeneidades no nosso espaco, algum tipo de correlagao entre particulas
ou processos de memoria. Isso pois, se utilizarmos somente uma distribuicao com cauda
mais leve do que a distribuicao normal e mantendo caracteristicas como oi.i.d. e p=0e

o > 0 dos incrementos, tais distribuicoes convergem para a distribuicao normal sob con-
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volugao, pois obedecem as condi¢oes do teorema do limite central, tornando o processo
normalmente difusivo para escalas maiores.

Em geral, introduzir subdifusao em um sistema pode ser significativamente mais
complexo do que para os outros regimes de difusao. Muitos comportamentos subdifusivos
se manifestam somente durante um certo intervalo de tempo, como em alguns passeios

aleatérios com viés [15].
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Capitulo 7

Consideracoes finais

Passeios aleatorios sao uma maneira simples e eficiente de modelar diversos pro-
cessos estocasticos da vida real. Com sua abordagem direta e dinamica flexivel, podemos
construir uma ampla classe de comportamentos macroscépicos com base em somente re-
gras microscépicas. Exploramos algumas propriedades basicas dos tipos mais simples de
passeios aleatorios, explorando desde a sua elegédncia matemaética até a suas aplicabilidades
para modelagem de diversos fenomenos.

Em especial, vimos que a difusao é um processo emergente que pode ser bastante
influenciada pelas propriedades microscépicas do sistema em consideracao. Em muitos
casos, o ambiente que estamos considerando pode ser muito complexo para ser analisado
analiticamente. Podemos recorrer a uma abordagem microscépica nesses casos através
dos passeios aleatdrios sem perda significativa de precisao, principalmente para muitas
particulas, convertendo a complexidade do ambiente em regras microscopicas que serao
responsaveis pela evolugao do nosso passeio aleatério e, ultimamente, do comportamento

macroscépico do sistema.
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