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Resumo

A presente dissertacao objetiva propor distribui¢oes alternativas a priori conjugada para
o modelo binomial baseadas em generalizacoes da distribuicao beta. Nesse contexto, a
metodologia desenvolvida busca estimar o parametro de proporcao 7 da distribuicao
binomial por meio da abordagem bayesiana, utilizando-se como priori generalizacoes da
distribuicao beta, de tal forma que a distribuicdo a posteriori também pertenca a mesma
classe de distribuicao da priori. Além disso, serdao estudadas em detalhes as propriedades
dessas distribui¢oes, com a realizacao de simulagoes a partir da geracao de ntimeros
aleatérios, sendo verificadas as suas vantagens em relagao a distribuicao beta, visto que
em termos de ajuste, busca-se alcancar melhores resultados aos obtidos pela distribuicao

beta, quando comparados.

Palavras-chave: Inferéncia Bayesiana. Distribuicao Beta. Modelo Binomial. Posteriori.

Priori.



Abstract

The present dissertation aims to propose alternative conjugate prior distributions for the
binomial model based on generalizations of the beta distribution. In this context, the
developed methodology seeks to estimate the proportion parameter m of the binomial
distribution using a Bayesian approach, employing generalizations of the beta distribution
as priors in such a way that the posterior distribution also belongs to the same class as
the prior. Additionally, the properties of these distributions will be studied in detail, with
simulations conducted through random number generation. Their advantages over the
beta distribution will be assessed, as the aim is to achieve better fitting results than those

obtained by the beta distribution when compared.

Keywords: Bayesian Inference. Beta distribution. Binomial Model. Prior. Posterior.
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1 Introducao

Fundamentada nos principios estabelecidos pelo reverendo matemaéatico britanico
Thomas Bayes, no século XVIII, cujas ideias foram postumamente publicadas em “An
Essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances”, originalmente em Bayes
(1763), a Inferéncia Bayesiana compreende um método estatistico que usa teoria das
probabilidades para atualizar crengas prévias com base em novas evidéncias observadas.
Embora o trabalho de Bayes tenha sido inicialmente recebido com pouca atencao, a
formulacao e desenvolvimento posterior dos principios bayesianos foram fundamentais para
a evolucao da estatistica moderna (STIGLER, 1986).

No século XX, a Inferéncia Bayesiana ressurge com os trabalhos de estatisticos
como Jeffreys (1939), que destacou a vantagem da abordagem Bayesiana na combinagao
de informacoes prévias e dados observados, permitindo o desenvolvimento dos métodos
bayesianos para inferéncia, de maneira coerente e formal, e aplicou-os em diversas areas
cientificas, tais como geofisica e astrofisica, nas quais a incorporacao de conhecimento prévio
era crucial para obtencao de estimativas mais precisas. Além disso, a partir da década de
1950, com o advento da computagdo moderna, se tornou possivel a implementagao pratica
de modelos bayesianos complexos que permitiu a Inferéncia Bayesiana experimentar um
crescimento significativo. Nesse sentido, a aplicagao da Inferéncia Bayesiana tem sido, desde
entdo, amplamente explorada em diversos campos como biologia (GILKS; RICHARDSON;
SPIEGELHALTER, 1996; DAVISON, 2003), medicina (SPIEGELHALTER; ABRAMS;
MYLES, 1999), engenharia (BERGER, 1985; CHEN; SHAO; IBRAHIM, 2004), economia
(ZELLNER, 1971; GEWEKE, 1999), ecologia (HOOTEN; HOBBS, 2015), entre outros.

Nessa perspectiva, a Inferéncia Bayesiana oferece uma base tedrica que se destaca
como uma poderosa ferramenta préatica para analise de dados em diferentes contextos, se
diferenciando da abordagem frequentista ou classica, que se baseia na frequéncia relativa
de eventos, em que o parametro de interesse ¢ é desconhecido, mas considerado fixo. No
entanto, essa abordagem pode nao ser adequada em muitas situacgoes, tornando-se 1til

fazer inferéncias sobre o pardmetro 6 sob o ponto de vista bayesiano (LEE, 2012).

Ao contrario da abordagem cléassica, a Inferéncia Bayesiana considera a proba-
bilidade como uma medida de incerteza subjetiva, incorporando informagoes prévias e
atualizando-as conforme novos dados sao obtidos. Esta abordagem permite a atualizagao
de crengas a priori sobre parametros desconhecidos usando informagoes observadas, combi-
nando de maneira rigorosa probabilidade subjetiva e evidéncias empiricas (JAYNES, 2003;
GELMAN et al., 2014a; ROBERT, 2007).

O Teorema de Bayes é a ferramenta fundamental da Inferéncia Bayesiana, o qual
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fornece uma maneira de atualizar as crencgas sobre um pardmetro de interesse 6 com
base em novas evidéncias observadas. Esse parametro de interesse # pode ser pensado
como a realizacdo de uma variavel aleatoria cuja variabilidade pode ser descrita por uma
distribuicao de probabilidade que representa a crenca ou informacao disponivel a respeito
do parametro antes de realizar o experimento, sendo denominada distribuicao a priori.
Nesse contexto, surge também o conceito de distribuicao a posteriori, que refere-se as
crencas atualizadas sobre os parametros do modelo apds a observacao dos dados, refletindo
nossa incerteza atualizada sobre os parametros, levando em consideragao as informacgoes
prévias e as novas evidéncias (GELMAN et al., 2014b).

Neste trabalho, por meio da metodologia bayesiana, desenvolveu-se uma investigacao
sobre distribuigoes alternativas a priori conjugada para o modelo binomial, baseando-se
em generalizagdes da distribuicao beta. Com a estimacao do parametro de proporcao 7 da
distribuicao binomial, utilizando a abordagem bayesiana, que garantiu que a distribuicao
a posteriori das generalizacoes de beta pertence a mesma classe da priori escolhida, foi
realizado um estudo detalhado das propriedades dessas novas distribuicoes, em especial

com as distribuicoes Kummer beta e Hipergeométrica de Gauss.

A vista do exposto, em outros trabalhos na drea da Inferéncia Bayesiana com foco
em modelos binomiais geralmente utilizam a distribuicao beta como priori, devido a sua
capacidade de conjugacao. Esses trabalhos normalmente se concentram em analisar como
essa distribuicao beta se aplica a diferentes cendrios, estimando o parametro de proporgao
7 da distribuicao binomial. No entanto, a metodologia bayesiana proposta nesta dissertacao
visa introduzir distribuicoes alternativas, baseadas em generalizagoes da distribuicao beta,
que possuam a capacidade de conjugacao, e além disso, oferecam melhores resultados
quando comparados a distribuicao beta, em termos de ajuste. Nesse sentido, serd realizada
uma avaliacao do desempenho dessas distribuicoes com relagao ao ajuste de dados, com

simulagdes que mostrarao suas vantagens em relagao a distribuicao beta.

1.1 Objetivos

Este trabalho busca propor generalizagoes da distribuigao beta como priori conju-
gada para o parametro 7 da distribuicao binomial, que acontece quando a distribuicao a
posteriori pertence a mesma familia de distribui¢oes da priori, e comparar essas generali-

zagoes com a distribuicao beta usual, quando esta é utilizada como priori.

Alguns objetivos sao estabelecidos para explorar e avaliar o impacto dessas genera-
lizagOes, tais como: promover o estudo das propriedades dessas generalizagoes, a forma da
funcao de densidade, momentos; e avaliar como as generalizagoes de beta se comparam

com a distribuicao beta usual em termos de ajuste em Inferéncia Bayesiana.
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1.2 Organizacao do trabalho

Inicialmente, no Capitulo 2, serao abordados os conceitos fundamentais da Inferéncia
Bayesiana, com énfase na apresentagao do Teorema de Bayes como uma ferramenta para
atualizar crencas sobre pardmetros de interesse com base em novas evidéncias, a definicao de
priori conjugada, especialmente no contexto do modelo binomial, e a escolha da distribuicao
beta como uma opgao usual para a priori devido a sua conjugacao. O capitulo também
destaca a capacidade da Inferéncia Bayesiana de quantificar incertezas e adaptar-se a

novos dados, tornando-a uma ferramenta valiosa em diversas aplicacoes praticas.

Na sequéncia, o Capitulo 3 serd dedicado a apresentacao das distribuicoes beta
generalizadas, que sao propostas como alternativas a distribui¢ao beta usual, no contexto
da Inferéncia Bayesiana, discutindo suas propriedades matematicas e a forma de suas
fungoes densidade de probabilidade (FDP), que via Teorema de Bayes, em combinagao
com a verossimilhancga da binomial, resultard em uma posteriori pertencente a mesma
classe de distribuicao da priori utilizada — estes resultados podem ser vistos no Apéndice
A. Cada uma dessas distribui¢des é analisada em termos de sua capacidade de atuar como
priori conjugada para o modelo binomial, mantendo a propriedade de conjugagao, que

facilita a aplicacao da Inferéncia Bayesiana.

Mais adiante, o Capitulo 4 abordard a aplicacao da Inferéncia Bayesiana no contexto
do modelo binomial. Nele, serd descrito o método de geracao de ntimeros pseudoaleatorios
que foi utilizado para as simulagoes. O capitulo inclui, também, uma apresentacao de
histogramas que representam as distribui¢coes simuladas, permitindo uma visualizacao

clara da adequacao dos modelos aos dados.

Em seguida, o Capitulo 5, se concentra na implementacao pratica da Inferéncia
Bayesiana utilizando dados simulados, com o objetivo de avaliar o desempenho das
distribui¢oes Kummer beta e Hipergeométrica de Gauss em comparacao com a distribuicao
beta usual, utilizando os critérios AIC, BIC e DIC. Nesse contexto, tem-se destaque para

a importancia da escolha do modelo adequado e suas implicacgoes.

Finalmente, o Capitulo 6 apresenta os resultados, os quais indicam que a distribuicao
beta pode nao ser a mais adequada para representar os dados no contexto da aplicacao
realizada, concluindo que é sdbio considerar modelos alternativos para uma descritiva
mais precisa dos dados e que a Inferéncia Bayesiana apresenta uma abordagem valiosa na

analise estatistica, especialmente quando lidamos com incertezas em contextos praticos.
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2 Referencial Tedrico

Nesse capitulo, inicialmente, serdo abordados conceitos fundamentais da Inferéncia
Bayesiana, em especial, a apresentacao do Teorema de Bayes e a definicao de priori
conjugada, especificamente no contexto do modelo binomial. Além disso, serd mostrado
como se d& a estimacao dos parametros do modelo binomial pelo método de maxima

verossimilhanca, e depois, pela abordagem bayesiana.

2.1 Conceitos fundamentais na Inferéncia Bayesiana

Na abordagem bayesiana, fundamentada nos trabalhos de Bayes (1763) e Jeffreys
(1939), assume-se que o pardmetro de interesse, definido como uma medida numérica que
descreve alguma caracteristica de uma populagao, segue uma distribuicao de probabilidade,
também definida pela verossimilhanca dos valores observados, conforme apresentado por
Box e Tiao (1973).

Na inferéncia bayesiana, a probabilidade é uma medida de incerteza a respeito da
ocorréncia de um evento (ou observagdo de um valor). A probabilidade pode ser definida
de forma subjetiva (o quanto vocé acredita que tal evento ocorrera?), mas é atualizada
pelos dados, conforme comenta Gamerman e Migon (1993) ao dizer que é desenvolvida na
presenca de observagoes, cujos valores, inicialmente, vém de distribuicoes incertas e sao

descritos como uma funcao de densidade.

Para uma variavel aleatoria, a funcdo que representa a distribuicdo de probabilidade
¢ chamada de funcao de probabilidade (FP) no caso de varidveis discretas e FDP no caso de
variaveis continuas. A FP atribui probabilidades especificas a valores discretos, enquanto
a FDP descreve a forma da curva de distribuicdo da probabilidade de ocorréncia de cada
valor para uma variavel aleatoria continua. Uma forma alternativa de poder visualizar os
dados é mediante uma funcgao de distribuigdo cumulativa (CDF), que indica a probabilidade
de uma variavel aleatéria assumir um valor menor ou igual a um valor selecionado. Para
variaveis discretas, a CDF é a soma das probabilidades acumuladas da fun¢ao massa de
probabilidade, enquanto para variaveis continuas, ¢ a integral da funcao de densidade de

probabilidade, que pode ser visto em DeGroot e Schervish (2012).

Tal como na Inferéncia Classica, na Inferéncia Bayesiana a distribuicao de proba-
bilidade de uma variavel aleatoria possui forma funcional indexada por um parametro
desconhecido. No entanto, na abordagem clédssica, os parametros sao fixos, enquanto na
bayesiana sao considerados aleatérios. Seja 6 um vetor de parametros a ser estimado,

assumindo valores em O, que é denominado espaco paramétrico e representa o conjunto de
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todos os valores que o parametro pode assumir. Segundo Nascimento (2012), a abordagem
bayesiana incorpora o conhecimento sobre 6 por meio de uma funcao de probabilidade
P(6) ou funcao densidade de probabilidade f(#), denominada distribui¢ao a priori, pois
se trata da distribuicdo de probabilidade de 6 antes que se observem os dados amostrais
representados pelo vetor y. Aqui, # sera tratado como um vetor de varidveis continuas,

por isso sua distribui¢do a priori é denotada por f(6).

Na Inferéncia Bayesiana, os dados Y7, Ys,...,Y,, possuem uma distribuicao de
probabilidade descrita pela forma funcional f(y;|6), ¢ =1,...,n, indexada por um vetor de
parametros 6 aleatério e desconhecido (ndo observavel). Uma vez observada uma amostra

Y1, Y2, - - -, Yn, define-se a funcao de verossimilhanca:

£(6ly) = TLS(lo)

Neste contexto, a Inferéncia Bayesiana trabalha na presenca de observagoes y cujos
valores inicialmente incertos sao descritos através de uma distribuicao de probabilidade
com densidade ou fungao de probabilidade f(y|f), sendo funcao de € dada a amostra y
efetivamente observada, da qual deriva a fungdo de verossimilhanca L(f|y). De acordo
com Nascimento (2012), a fungao de verossimilhanga e a distribui¢ao a priori sado os dois
ingredientes necessarios para estimar o comportamento dos parametros. Com isso, tem-se
entao a distribuicao do vetor de parametros, apos a inserc¢ao da informagao contida nos
dados observados em combinagao com a informagao a priori, denominada distribuicao a

posteriori.

Assim, toda a inferéncia estatistica (sob a teoria bayesiana) sobre 6 é baseada na
sua funcao densidade de probabilidade depois que os dados sdo observados, representada

por f(fly) e obtida por meio do Teorema de Bayes, dado por:

F(0ly) = JW

em que f(y|0) = L(f|y) é a verossimilhanca advinda dos dados observados e f(y) =
[ f(yl0)f(0)dl a densidade marginal de Y.

Assim, o Teorema de Bayes pode ser reescrito:

foly) — _LOWIO)
J f(ylo)f(6)do
Nota-se que 1/f(y), que ndo depende de 6, funciona como uma constante normali-
zadora de f(0|y). Dessa forma, em problemas de estimagao de pardmetros, pode-se omitir
a constante de normalizagdo f(y) no célculo da posteriori, gerando, portanto, a forma

usual do Teorema de Bayes:

f(Oly) oc L(Bly) f(0),
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em que  representa o simbolo de proporcionalidade, permitindo escrever a funcao a

posteriori f(f|y) de uma forma mais simplificada.

A utilizagao de informacao a priori requer a especificagdo de uma distribuicao a
priori para a quantidade de interesse 0. E possivel definir uma familia paramétrica de
densidades a partir do conhecimento que se tem sobre 6. Dessa forma, a distribuicao a priori
é representada por uma forma funcional aos quais os parametros devem ser especificados de
acordo com este conhecimento. Estes parametros indexadores da familia de distribuicoes a
priori sao chamados de hiperparametros para distingui-los dos parametros de interesse 6.

Nesse contexto, um importante conceito que se destaca é o de priori conjugada (GELMAN
et al., 2014b).

Trata-se de uma escolha especial para a distribui¢do a priori f(6), que, quando
combinada com uma funcao de verossimilhanca especifica, resulta em uma distribuicao a
posteriori que pertence a mesma familia da distribuicao a priori. Sendo 1til, pois muitas
vezes, o calculo da distribuicao a posteriori quando utilizamos algumas prioris pode ser
exaustivo ou resulta em distribui¢oes nao conhecidas. Ao fazer uso das prioris conjugadas
cuja ideia é de que a priori e a posteriori pertencam a mesma classe de distribuicoes, a

atualizacao do conhecimento se d4 apenas com a mudanga dos hiperparametros (O’'HAGAN,
1994).

2.2 Estimacao do pardmetro no modelo binomial

A estimacao de parametros é um dos aspectos fundamentais da inferéncia estatistica,
permitindo que modelos sejam ajustados aos dados observados. Nesta secao, inicialmente,
focaremos na estimagao de parametro do modelo binomial utilizando o método da maxima

verossimilhanca, e depois, pela Inferéncia Bayesiana.

O modelo binomial é apropriado para descrever a probabilidade de um determi-

nado numero de sucessos em uma série de experimentos de Bernoulli independentes e
identicamente distribuidos (CASELLA; BERGER, 2002).

Diz-se que a variavel aleatoria Y tem distribuicao binomial, com parametros n e 7,

denotado por Y ~ Bin(n,7), se sua fungao de probabilidade é dada por:

fly|m) = <n>7ry(1 —m)" Y y=0,1,...,n,
Y
emque 0<m<leneN.

Na Estatistica, trabalha-se frequentemente com grandes populagoes, em que T,
entendida como uma proporcao da populacdo, possui um determinado atributo. Ao
selecionar uma amostra aleatéria dessa populacao e definir Y como o niimero de individuos

na amostra que possuem o atributo, é possivel contar o niimero total de “sucessos” em n
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tentativas independentes, onde cada tentativa tem dois resultados possiveis: “sucesso” e
“fracasso”. Um sucesso em uma tentativa significa que o item selecionado possui o atributo.
Mais detalhes podem ser encontrados no trabalho de Bolstad (2004).

A probabilidade de sucesso em qualquer tentativa individual é 7, a proporcao
da populagao que possui o atributo. Essa propor¢ao permanece constante em todas as
tentativas porque a populacao é grande. Assim, a distribui¢do condicional da observagao

Y, dado o pardmetro 7, segue uma distribuigdo Bin(n, ).

Nota-se que a distribuicao binomial é caracterizada por dois parametros: n e 7.

Aqui, o interesse serd na estimagao do pardmetro m dado um ntimero fixo de ensaios n.

O método da maxima verossimilhanga é um procedimento utilizado para estimar os
parametros de um modelo ao maximizar a funcao de verossimilhanga (HOGG; TANIS, 2015).
Seja y1,Ys, - - ., Y Uma amostra aleatéria de tamanho m, provinda de uma distribuicao
Bin(n, ), ou seja, a variavel aleatéria Y que conta o niimero de sucessos em n tentativas
segue uma distribuicao binomial com pardmetros n e m, em que cada experimento resulta
em g; sucessos em n ensaios, a funcao de verossimilhanga do modelo binomial pode ser

expressa Ccomo:

Linx) = [[POY =) = ] (”)wu — ), (2.1)

i=1 i=1 \Yi
Para simplificar a maximizagao, toma-se o logaritmo da fungdo de verossimilhanca,

resultando na funcao de log-verossimilhanca:

m

log(L(n, 7)) = Zf:llog ((;)) + f:ly log(m) + > (n — ) log(1 — 7).

= i=1
A primeira soma, que envolve o coeficiente binomial, é uma constante em relacao a

7 e, portanto, pode ser ignorada na maximizacao.

Para encontrar a estimativa de m, deriva-se a funcao de log-verossimilhanca em

relacdo a 7 e iguala-se a zero:

0 "oy omn— Y0y
—log L(n,7) = === =17
ar 8 (n,7) 1—m

em que ", y; representa o nimero total de sucessos observados na amostra. Rearranjando

=0,

a equagcao, obtemos:

m m

(1-— W)Zyi = (mn — Zyi)w.

i=1 i=1
Resolvendo esta equagao, encontramos a estimativa de maxima verossimilhanca

para m:
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~ 2;21 Yi

mn

Essa estimativa representa a proporc¢ao de sucessos observados em relagdo ao nimero total
de ensaios, refletindo a média amostral. No contexto bayesiano, consideraremos o caso

m = 1.

A abordagem para estimar a probabilidade de sucesso em experimentos binomiais,
por meio da Inferéncia Bayesiana, ¢ um método que combina principios de probabilidade
com a teoria bayesiana e tem como objetivo fornecer uma estimativa detalhada e informada

sobre o parametro de interesse 7, que é a probabilidade de sucesso em uma série de ensaios.

Na Inferéncia Bayesiana, o parametro 7m nao ¢ tratado como uma constante des-
conhecida, mas como uma variavel aleatéria com uma distribuicdo de probabilidade. A
abordagem bayesiana combina o conhecimento prévio sobre © com dados observados para
atualizar as crengas sobre o valor de 7 (GELMAN et al., 2013).

Para usar o Teorema de Bayes, faz-se necessario uma distribui¢ao a priori g(m) que
dé a nossa crenca os possiveis valores do parametro 7 antes de obter os dados. Assim, a
primeira etapa na estimacgao bayesiana é definir uma distribuic¢do a priori para o pardmetro
7. Em posse da priori g(m) escolhida e da verossimilhanga, por meio do Teorema de Bayes,

utilizando a féormula:
g(mly) o< g(m) x f(y|m) ,
obtém-se a densidade posteriori.

Dependendo da priori g(7) escolhida, pode ndo necessariamente haver uma forma
fechada para a integral da funcao resultante do produto entre a funcao de verossimilhanca e
a priori sobre o intervalo (0,1), entdo pode ser necessario fazer a integracdo numericamente.
Desse modo, a distribuicao Beta é uma escolha bastante comum para essa fungao a priori

devido a sua conjugagao com o modelo binomial.

A metodologia bayesiana quando aplicada ao modelo binomial, oferece uma maneira
de analisar dados e inferir parametros que pode ser mais informativa quando comparada

com abordagens tradicionais.

Para estimar o parametro m da distribuicao binomial, utilizando a Inferéncia
Bayesiana, usualmente, utiliza-se a distribuicao beta como a priori, conforme mencionado
anteriormente. Essa pratica ¢ comum na Inferéncia Bayesiana, devido a sua propriedade de
conjugacao. Isso significa que, ao atualizar uma distribuicao beta com dados provenientes
de uma distribuicao binomial, o resultado é outra distribui¢cdo beta, o que simplifica os

calculos e a interpretacao.

A distribuicao beta permite que uma variedade de incertezas possa ser modelada

por ela de forma util. A sua FDP é dada por:
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1

E— P )
B d) (L—m)", (2.2)

f(ma,B) =

para 0 < 7w < 1, em que a > 0, > 0 e B(«, ) denota a fungao beta definida por:

Bla,8)= [ em1(1 — i ar,

0

Os pardmetros « e 3 sdo relacionados simetricamente por f(m; «, 5) = f(1 — m; 3, «). Isso
implica que se uma variavel aleatéria X tem distribuicao beta com parametros « e 3, entao
1 — X tem distribuicao beta com parametros 5 e «. Mais detalhes podem ser encontrados
no trabalho de Nadarajah e Kotz (2007a).

Assim, utilizando-a como priori e combinando-a com a distribui¢ao binomial,

pode-se obter a distribuicao a posteriori, via Teorema de Bayes, da seguinte forma:

711 — m)ft n -
o(als) o 9(r) % floin) = = 2 () =y
B n 7Ty+a—1(1_ﬂ-)n—y+/3—1
B <y> B(a, B)

x 7Ty+a—1(1 . 7T)n—y-&-ﬁ—l ’

o que segue que a funcao resultante é também a densidade de uma distribuigao Beta(d/, 3'),

com pardmetros atualizados: &/ =a+ye ' =5+n—y.

O uso da distribuicao beta como uma distribui¢ao a priori para o modelo binomial
tem algumas vantagens e desvantagens. Entre as vantagens estd o fato de que a distribuigao
a posteriori sempre existe na mesma forma funcional simples e fechada. Esta forma é
facilmente avaliada e suas propriedades, como momentos, também estao disponiveis na
forma fechada. As desvantagens da classe de distribui¢des beta a priori sao varias, entre
as quais, tais distribui¢oes sao de rapido crescimento com caudas muito finas, causando

alguns problemas no ajuste de alguns conjuntos de crencas a priori.

Além disso, o grau de assimetria é altamente dependente da média. Por exemplo,
uma média acima de 0.5 implica assimetria negativa, e uma média abaixo de 0.5 implica
assimetria positiva. Em geral, o grau de assimetria pode ser muito pequeno ou muito
grande em uma aplicagao especifica. Isso também causa problemas de ajuste. Mais detalhes

podem ser verificados no trabalho de James e Melvin (1984).
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3 Distribuicoes Beta generalizadas

As distribuigoes beta generalizadas, que incluem a distribuicao beta usual como um
caso particular, oferecem uma flexibilidade maior na modelagem de dados. Este trabalho
sugere que essas distribui¢oes podem melhorar a precisao das inferéncias estatisticas
em comparacao com a distribuicao beta, quando se utiliza a abordagem bayesiana. A
seguir, serao definidas algumas das generalizagoes da distribuicao beta propostas como

distribuicoes alternativas a priori.

3.1 Distribuicao Kummer beta

Ng e Kotz (1995) propuseram a distribuigao Kummer beta no intervalo (0, 1) com
FDP dada por:

f(z;a,b,¢) = K(a,b,c) 2 (1 —z)"texp(—cx), 0 <z <1, (3.1)
coma>0,b>0e —00 < c< oo, em que:

['(a)T'(b)

K(a,b,c)™ ! = Tath)

1Fi(a;a+b; —c)

['(a+0b) Je(—c)k

1Fi(a;a+b;—c) = T(a)T' () O/fﬂal(l o ependr = kz:% EZ—'—b)kk!

¢ a fungao hipergeométrica confluente proposta por Abramowitz e Stegun (1968), I'(+) é a

funcao gama dada por:
I'(«) :/ 2 ' exp(—z)dzx
0
coma>0e(d)=dd+1)...(d+k — 1) denota o fatorial ascendente.
De maneira independente, Gordy (1998) também definiu a distribuicdo Kummer

beta em relagdao ao problema de leilao de valor comum. Note que a funcao densidade de

probabilidade da beta surge como o caso particular de (3.1) para ¢ = 0.

A média F(X) é dada por:

1
a 1F(a+lia+b+1;—c)
EX':/ Ja,b,c)dr = ' '
(X) J zf(z;a,b, c)dw a+b 1Fi(a; a +b; —c)

A moda é dada por:

\/(a+b+c—2)2+4(1—a)c+a+b+c—2 .
2¢ ) c 7é 0;
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3.2 Distribui¢ao Hipergeométrica de Gauss

Armero e Bayarri (1994) e Gordy (1998) introduziram independentemente a distri-
buicdo Hipergeométrica de Gauss, dada pela seguinte FDP:
Kz® (1 —z)bt

(1+ dx)° 7
paral<z<1l,a>0,b>0 —co<c<ooed>—1, com:

1
= B(a,b)Fi(c,a;a + b;—d)

fz) = (3.2)

em que B(a,b) e oFi(a,b;c;x) sdo a fun¢ao beta e a fungao Gauss Hipergeométrica,

respectivamente, definidas por:

B(a,b) /tal )t dt

c 1 > (a) kxk
o Fi(a,b;c;x) = F(b)FF((c>—b)/0 tb—l(l . t)c—b—l(l —tr)edt = ’;) ( zc;{:) =

com (a)r = a(a+1)...(a + k — 1) um fatorial ascendente.

A distribui¢ao beta é o caso particular da Equagao (3.2) para c=0oud = 0. A
distribui¢ao beta de Libby e Novick (1982) é o caso particular da Equagao (3.2) para
¢ =a-+b. Se X é uma variavel aleatoria com distribuicao Hipergeométrica de Gauss com
parametros (a,b,c,d), entao 1 — X também é uma varidvel aleatéria com distribuicao
Hipergeométrica de Gauss com parametros (b, a,c,d/(1 + d)). Portanto, X é simétrica, se

e somentesea=bed=0.

Houve apenas alguns artigos estudando a distribuigdo Hipergeométrica de Gauss.
Nadarajah (2008) prop6s uma extensao bivariada de (3.2). Nagar e Valencia (2011)
derivaram as distribui¢oes do produto e do quociente de duas variaveis aleatérias beta
Hipergeométricas de Gauss independentes. Nagar e Valencia (2011) também derivaram
expressoes para a funcao de distribuigao acumulada, momentos, entropia de Shannon (1948)
e entropia de Rényi (1960) correspondentes a (3.2). Gupta e Nagar (2012) propuseram
uma extensao matricial de (3.2). Nagar, Bedoya-Valencia e Nadarajah (2015) propuseram

uma extensao multivariada de (3.2).

De acordo com a equagao proposta no trabalho de Prudnikov, Brychkov e Marichev

(1986), a fungao geradora de momentos de X é dada por:
My (t) = E[eX] = K / 0= (1 — )"V (1 4 da)°de = K B(a, b)®:(a, —¢, a + b; —d, —1),

em que:

®,(a,b, c,x,y) z Z mm nwmyn.

m=0n=0 m+nm'n'
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A funcao caracteristica correspondente é:
ox(t) = E[e"*] = KB(a,b)®,(a, —c,a + b; —d, —it),
em que i = \/—1.
O n-ésimo momento de X é dado por:

1
Euwy:K/;wﬂ*a—xV*u+d@ﬂx
0

B I'(a+b)I'(a)
T(n+a)l(n+a+b)

oFi(e,n+a;n +a+ by —d)2 Fi(c, a; a + b; —d).

Em particular, para n = 1, segue que F(X) é dada por:

E(X) =~ i (e, 1+ a1+ a+ b —d)s Fi(c a;a + b —d).

3.3 Distribuicao Apell beta

Nadarajah e Kotz (2006b) introduziram mais uma das generalizac¢oes da distribuigao

beta, dada pela seguinte FDP:

Cz* 11— x)wl

J(w) = (1 —ux)P(1 —vx)?’ (3:3)

prral0<z<1l,a>0,8>0,p>0,A>0, —1<u<le—-1<wv<l1,em que C denota

a constante de normalizacao, dada por:

1
6 - B(Oz,ﬁ)Fl(a,p,)\,a—{—ﬂ;u,v),

e F} denota a funcao Appell do tipo I, dada por:

Fila,b,c;d;x,y) = i i (a)m-kn(b)m(c)nxmyn'

m=0n=0 (d)m-l—nm'n'

Nota-se que para u =0 e v = 0 a FDP se simplifica para:

fla) = Ca* N1 —2)",
e ao escolher C' como a constante de normalizagao apropriada, tem-se a forma usual da
funcao de densidade da distribuicao beta.

O n-ésimo momento de uma variavel aleatéria X com FDP dada em (3.3) é dado

por:

E(X")=CB(a+n,pB)Fi(a+n,p,\,a+ B+ n;u,v).
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Para n = 1, segue que a média F(X) de uma variavel aleatéria X com FDP (3.3) é dada

por:

E(X)=CB(a+ 1,8)Fi(a+1,p,\,a+ 5+ 1;u,v).

3.4 Distribuicao beta Bessel |

Gupta e Nadarajah (2006) introduziram as trés primeiras generalizagdes de (2.2),

que serao apresentadas na sequéncia, envolvendo a func¢ao de Bessel, definida por:

a:m

/w2 (m + 1/2)

referindo-se a elas como as distribuigoes beta Bessel (BB).

I () =

1
/ (1 — )™ Y2 exp(xt)dt,
-1

A primeira generalizagdo de beta introduzida em Gupta e Nadarajah (2006) é
intitulada beta Bessel I (BB I) e dada pela FDP:

g(x) = Cx* (1 — 2)° 7, (cx) (3.4)

paral0<zx<1l,v>0,a>0,08>0,ec>0,em que C denota a constante normalizadora,

dada por:

1 T(a+v)I(5) (a—l—l/ a+v+1

- 1
5 g Ut

B at+v+f atv+B+1 2
C 2T(a+ B+ (r+1)>"° o2 2 "4
e 9 F3 a fungao hipergeométrica definida por:

oF3(a, by e, d,e;x) = kgomﬁ.

A funcao densidade de probabilidade da beta surge como o caso particular de (3.4) para

¢ = 0 e v = 0. Vérios outros casos particulares de (3.4) podem ser obtidos usando

propriedades especiais de I,,(-). Nota-se que:

2 cosh z sinh z
pal) = ﬁxsm

2 (% + 3)sinhz — 3cosh

Isa() = T x5/2 ’

2 z(z? + 15) coshx — 3(22% + 5) sinh

fryalw) = T x7/2 ’

2 (z* + 452% + 105) sinh & — 5z(2z* + 21) cosh x

]9/2(5(:) “\Vr x29/2
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De forma mais geral, se v — 1/2 > 1 é um nimero inteiro, entao:

I(z) = ﬂ\/ﬁexp{zic — 1/)} X

7z (1 ez (v + 2k = 1/2)!
{smh (2 (2 - V) - :13) x 2 @R)(|v] — 2k — 1/2)122)%

k=0

et (T (LY YOS (] 2k 4 1/2))20) 4
2\ @k + V(o] — 2k — 3/2)1 |

3.5 Distribuicao beta Bessel 11

A segunda generalizacao de beta introduzida no trabalho de Gupta e Nadarajah
(2006), intitulada de beta Bessel II (BB II), é dada pela seguinte FDP:

g(x) = Cx* (1 — ) Vexp(cx)l,(cx) , (3.5)
paral0<z<1,>0,a>0,8>0,ec>0, em que C' denota a constante normalizadora,
dada por:

1 cT(a+v)I(B)

1
S B (v o4 1 2
C 2T(a+B+v)(v+1)° 2(V+2’O‘+”’ vilatfty; C)’

com o Fy funcao hipergeométrica, dada por:

i) — S (@O
205 ) = 2 (Ot R

Nota-se que a funcao densidade de probabilidade da beta surge como o caso

particular de (3.5) parac=0e v = 0.

3.6 Distribuicao beta Bessel 111

A terceira generalizagao de beta introduzida em Gupta e Nadarajah (2006) é
intitulada beta Bessel III (BB III) e dada pela FDP:

g(z) = Co* (1 — 2)"texp(—cx)l,(cx) , (3.6)

parrald <z <1l,v>0,a>0,8>0,ec>0, em que C denota a constante normalizadora,

dada pela seguinte equacao:

1 T(a+v)I(B) ( 1 )
S F - 2w+ 1 )
T DS vtg atyi2vt sa+ B +v;—2c
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com oF5 funcao hipergeométrica dada por:

o) = S (@O
2F2(CL,b, ,d, ) I;) (C)k(d)k k" .

A funcao densidade de probabilidade da beta surge como o caso particular de (3.6)

parac=0e v =0.

3.7 Distribuicao Beta Trigonométrica Cos 1

A generalizacao de beta chamada Beta Trigonométrica Cos I é dada pela FDP:

f(z) = Cz" (1 — 2)* ' cos(ax) , (3.7)
prra0<z<1l,v>0,u>0e0<a<m/2 em que a constante C' é dada por:
1 1
o Bt Ei(viv + pia) + 1 P (viv + g —ia)}

em que ¢ = y/—1 é um niamero complexo. Para mais detalhes sobre essa distribuicao,
consultar o trabalho de Nadarajah e Kotz (2006a). Note que a Equagao (3.7) é um ntimero

real:

1F1(V;V+u;ia)+1F1(V;V+M;—ia)Zi_o:(V&V)m S+ (=)
(_1)ka2kz
—2,;) V—i-,u (2k)!

Por aproximacao, a distribuicao beta é um caso especial da distribuicao Beta
Trigonométrica Cos I, pois quando a se aproxima de 0, considera-se cos(ax) = cos(0) e
como cos(0) = 1, a FDP (3.7) é simplificada para a forma usual da funcdo de densidade

da distribuicao beta ao escolher a constante de normalizagdo C' apropriada.

Como pode ser visto no trabalho de Gradshteyn e Ryzhik (2000), o n-ésimo
momento associado a BT Cos I pode ser descrito como:
B(p,n+v){1iFiln+vin+v+ pia) + 1 Fy(n+vin+ v+ p;—ia)}
B(pu,v){1 F1(v;v + pyia) + 1 Fi(vyv + p; —ia) }

para n > 1. Desse mesmo modo, para n = 1, obtemos a média, dada por:

B(p, 1+ v){iFA(l+v;14+ v+ pyia) + 1By (1 +v; 1+ v+ p;—ia)}
B(p, v){1F1(v;v + pyia) + 1 Fy(viv + p; —ia)} '

B(X") =

I

BE(X) =

3.8 Distribui¢ao Beta Trigonométrica Sen [

A generalizagao de beta, chamada de BT Sen I, tem a seguinte FDP senoidal

complementar associada ao BT Cos I:

g(x) = Cx" (1 — x)* sen(ax) ,
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para0 <z <1l,v>1(w#0),u>0e0<a<m (numeral), em que a constante C' é
dada por:

1 1 . .
5= —§B(y, w) {uFy (v v + pyia) — 1 Fy(viv + pyia) }

Para mais detalhes sobre essa distribuicao, consultar o trabalho de Nadarajah e Kotz
(2006a).

O n-ésimo momento é dado por:

B(p,n+v){iFiln+vin+v+ pia) — 1 Fy((n+v;n+ v+ p;,—ia)}
B(p,v){1Fi(viv + p;ia) — Fi(viv + p; —ia)}

B(X™) =

Y

para n > 1. Esse resultado pode ser encontrado no trabalho de Gradshteyn e Ryzhik
(2000). Para n = 1 obtemos a média, que é dada por:

B(X) = B, 1+ v){i{Fi(1+v;1+v+pjia) — 1 Fy (1 +v; 1+ v+ p;—ia)}
B(p, v){1Fi(v;v + psia) — 1 Fi(vsv + p; —ia)} '

3.9 Distribuicao Kummer do tipo II
Chamayou e Letac (1991) definiram a distribuigao fs(a, b, ¢), cuja FDP é dada por:
fﬁ(aa b7 C) = N(;(CL, b? C)xa_l(l - x)b_l(l + (5 - 1)1.)61[0,1] (p) 71(0,1)(7T)

em que Ijq)(z) é a fungao indicadora, que assume o valor 1 se z € [0,1] e 0 caso contrario,
e Ns(a,b,c) é a constante de normalizagao que garante que a integral da FDP sobre o

intervalo [0, 1] seja 1.

O parametro a de fs(a, b, c) afeta a forma da distribuigao na regiao de x préxima de
0 e influencia o comportamento da distribui¢ao para valores pequenos de x. O parametro
b afeta a forma da distribuicao na regiao de x proxima de 1 e influencia o comportamento
da distribui¢ao para valores grandes de x. J4 §, é um parametro adicional que introduz
uma modulagao da fungdo 1+ (0 — 1)x, esse pardmetro ajusta o “peso” da parte linear da
funcao. Quando 0 = 1, a FDP se reduz a forma usual da distribuicao beta. O parametro c,
pode ser um parametro adicional de forma ou ajuste, mas seu papel especifico depende do

contexto de aplicacao da distribuicao.

Com fs(a,b,c),a,b,6 >0, c € R e Ns(a,b,c) a constante normalizadora. Nota-se
que fs(a,b,c) = H(—c,a;a+ b;1 — §), em que H(a,b;c; z) representa a distribuigao hiper-
geométrica, conforme definido no trabalho de Chamayou e Letac (1991). Armero e Bayarri
(1994) consideraram a distribuicao hipergeométrica de Gauss GH («, 3,7, 2) f11-(a, B, =)
como uma distribuicao a priori marginal. No entanto, conservamos as notacgoes de Koudou
e Vallois (2011).
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3.10 Distribuicao Beta Generalizada do tipo II

Nadarajah e Kotz (2007b) definiram uma nova generalizagao de beta, intitulada

Beta Generalizada do tipo II, cuja FDP ¢é dada por:

o) D711 — x)P~Lexp(—px)
@) = o), 35)

pral<zr<1l,a>0,>0,p>0,p>0e —00 < 2z < 00; em que D denota a constante

normalizadora dada por:

1 —1
5 = B(Oé?B)Z_pq)l(aﬂpa o+ 67 7729)’

em que:

(€)manm!n!

(I)l(a’7 bv C,.T,y) = Z Z m+n nx Y

denota a série hipergeométrica degenerada de duas variaveis.

O n-ésimo momento de uma variavel aleatéria X com FDP (3.8) pode ser calculado

COIMo:

Lt 1(1 _ )B—l eXp(—px) 1
(%) 0 (z + 2)° dz (@, B)z @1+ n, pat f+n;——p)

Desse modo, segue por (3.9) que a média F(X) é dada por:

)P 1
x)=p [ PP 4y — DB(a,B)r (ot Lpat B+ L—p).
x—l—z) :

3.11 Distribuicao Kummer beta I1

Ng e Kotz (1995) e Gordy (1998) propuseram a distribuicdo Kummer beta II com
densidade dada por:
:co‘_l(l o I),B—lekz
aaﬁ)lpl(aaoé _'_57 )‘) ’

com 0 < x <1 e F; afuncdo hipergeométrica confluente de Kummer dada por:

@)=

1 Fi(a;b; 2) = go EZ;:;, :

em que (a), é o simbolo de Pochhammer, que representa o produto a(a+1)(a+2)...(a+n—1)
(§ (CL)O = 1.

A Distribuicdo Kummer beta I é caracterizada pelos seguintes pardmetros: a > 0

n

e 8 > 0 que controlam a forma da distribuicao e A € R que modula o fator exponencial na

funcao de densidade, influenciando a forma e a assimetria da distribuicao.
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4 Inferéncia para o modelo binomial

Gelman e Hill (2007) afirmam que na Inferéncia Bayesiana para o modelo binomial,
a abordagem consiste em usar a distribui¢do binomial como a funcao de verossimilhanca e
especificar uma distribuicao a priori para o parametro de interesse, que é a probabilidade
de sucesso em um tnico ensaio. A distribuicao a posteriori é obtida aplicando o Teorema

de Bayes, combinando a informagao da amostra com a priori.

Ao utilizar cada uma das distribui¢oes anteriormente definidas no Capitulo 2 como
priori para o modelo binomial, em substituicao a distribui¢ao beta, nota-se que todas sao
conjugadas para o modelo binomial — vide Apéndice A, de tal forma que a distribuicao
a posteriori segue a mesma distribuicao da priori, isto é, pertence a mesma classe de

distribuicoes da priori utilizada.

A seguir, sera apresentada uma tabela que sintetiza cada generalizacao da distribui-
cao beta utilizada como priori, com seus parametros explicitados, e a respectiva posteriori

pertencendo a mesma classe, porém com os parametros atualizados.

Priori Posteriori Distribuigao beta
Kummer beta (a, b, c) Kummer beta (a +y,n+b—y,c) Kummer beta (a, b,0)
Hipergeométrica de Gauss (a, b, ¢, d) Hipergeométrica de Gauss (a +y,n+ b —y, c,d) Hipergeométrica de Gauss (a, b, 0, d)
Beta Nao-central (a, b, ) Beta Nao-central (a +y,n+b— 1y, \) Beta Nao-central (a,0,0)
Apell beta (a, 3, p, A, u,v) Apell beta (a +y,n+ 5 —y, p, A\, u,v) Apell beta (o, 8, p, A, 0,0)
BBI (o, 8,c,v) BBI (a+y,n+p8—y,c,v) BBI (o, ,0,0)
BBII (a, 3, ¢,v) BBII (a+y,n+ S —y,c,v) BB I («, 3,0,0)

BB III («, 3, ¢,v) BBIII (a +y,n+ 5 —y,c,v) BB III («, 3,0, 0)

BT Cos I (v, u,a) BT Cos I (v+y,n+p—y,a) BT Cos I (v, s1,0)

BT Sen I (v, s1, a) BT Sen I (y+v,n—y+ p,a) BT Sen I (v, 11, 0)
Euler (b, ¢, a,z) Euler (b+y,n—y+c,a,z) Euler (b,¢,0, 2)

Beta Hipergeométrica (a,b, a’) Beta Hipergeométrica (a +y,n —y + b, a’) Beta Hipergeométrica (a, b, 0)
Kummer do tipo II (a, b, ¢, ) Kummer do tipo IT (a +y,n — y + b,¢,0) Kummer do tipo IT (a, b, ¢,0)
Beta generalizada tipo II (a, 3, p, p, z) | Beta generalizada tipo II (o +y,n + 5 —y,p, p, z) | Beta generalizada tipo II (a, 53,0,0, 2)
Kummer beta IT (o, 3, \) Kummer beta II (a« +y,n+ 5 —y,\) Kummer beta II (a, 3,0)

Tabela 1 — Priori conjugada para o modelo binomial baseada em generalizagoes da dis-
tribuicao beta, suas respectivas posterioris e alguns casos especiais que, por
aproximacao, resultam na distribuicao beta.

Dentre as diversas generalizagoes de beta apresentadas que sao conjugadas para o
modelo binomial, faremos um estudo mais detalhado para a Kummer beta e Hipergeomé-
trica de Gauss, mas que pode ser estendido as demais generalizagoes aqui apresentadas de

forma equivalente. A seguir, tem-se os graficos de densidade de ambas as distribuigoes.
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A Kummer beta é uma extensao da distribuicdo beta e produz distribui¢oes

bimodais em faixa finita para a < 1 (e certos valores do pardmetro c).
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Figura 2 — Densidade da distribuicdo Kummer beta com pardmetros (a) a = 0.5, b = 1,
c=38,(b)a=05,b=1,¢=-8,(c)a=09,b=6,c=—-Te(d) a=0.9,b=9,

c=—9.
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De modo mais especifico, obeservou-se que quando 0 < a < 1 e ¢ < 0, tal que
2b < |c|, é possivel obter a densidade da Kummer beta bimodal em faixa finita, que pode

ser mostrado através dos graficos de densidade a seguir.
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Figura 3 — Densidade da distribuicdo Kummer beta com pardmetros (a) a = 0.1, b = 2,
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Os graficos representam a FDP da distribuicio Kummer beta e da distribuicao
Hipergeométrica de Gauss, permitindo uma comparacao visual da forma e das caracteristi-
cas dessas distribuigdes. Cada grafico ilustra como a escolha dos parametros influencia
a forma da densidade. A importancia dos pardmetros na modelagem das distribuigoes
¢ um ponto central. Os graficos mostram que variacoes nos parametros resultam em
mudancas significativas nas FDPs, destacando a flexibilidade das distribui¢oes Kummer
beta e Hipergeométrica de Gauss para se ajustarem a diferentes contextos e padroes
de dados. Para a Kummer beta, por exemplo, as diferentes combinacoes de parametros
alteram a altura e a largura da distribuicao, o que é crucial para capturar a variabilidade

dos dados observados.

Os gréficos também podem refletir resultados obtidos a partir de simulagoes,
indicando como esses modelos se comportam em situagoes praticas. O uso de histogramas
nas simulacoes permite visualizar a adequacao das distribuicoes aos dados simulados,
tornando evidente a eficicia da Kummer beta e Hipergeométrica de Gauss em capturar
a dinamica dos dados quando observados e comparados ao comportamento da linha de

densidade.
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4.1 Geracao de numeros pseudoaleatorios

O método de aceitagao-rejeicao, desenvolvido por Neumann (1951), foi um avango
importante no contexto da introducao de métodos estocasticos para gerar amostras
de distribuicoes de probabilidade, oferecendo uma abordagem sistematica para gerar
amostras a partir de distribuigoes complexas, usando uma combinacao de amostras de

uma distribuicdo mais simples e a técnica de aceitagdo-rejeicao.

Um outro método de geracao de niimeros pseudoaleatérios bastante conhecido e
utilizado é o método da inversao, descrito nos trabalhos de Press et al. (2007) e Gentle
(2003), no entanto, ele enfrenta limitagoes, pois em situagoes em que nao se dispoe de
uma expressao para a funcao de distribuicao acumulada F', ou casos em que mesmo que
se conheca F', nao seja possivel chegar a uma expressao para a funcao F~!, isto ¢, ndo é
possivel encontrar uma féormula fechada para a funcao inversa da func¢ao de distribuicao

cumulativa de uma variavel aleatéria, este se torna inviavel.

Nesse sentido, para as distribui¢oes beta generalizadas trabalhadas nessa dissertacao,
tornou-se necessario a utilizacao do método da aceitacao-rejei¢ao, que é uma técnica para
gerar amostras de uma variavel aleatoria com uma distribuicao especifica, quando a funcao
de distribuicao cumulativa ou a FDP néao ¢é facilmente invertida, inviabilizando o uso do

método de inversdo.

O método de aceitagao-rejeicao, que pode ser visto em trabalhos como Robert e
Casella (2004) e Kroese, Taimre ¢ Botev (2011), consiste nos seguintes passos: selecionar
uma distribuigdo proposta com uma FDP g(x) que seja facil de amostrar e que tenha o
mesmo suporte, em que exista uma constante ¢, tal que f(z) < cg(x), para todo z, em
que f(x) é a FDP da distribui¢ao alvo; gerar amostras X de acordo com a distribui¢ao
proposta g(x); na sequéncia, para cada amostra X gerada, deve-se gerar uma variivel
aleatéria uniforme U, no intervalo (0, 1); aceitar a amostra X com uma probabilidade igual
a: f(X)/eg(X), caso contrario, rejeitar X e voltar ao passo anterior para gerar uma nova
amostra, ou seja, X somente é aceito, se: U < f(X)/cg(X). No método da aceitacao e
rejeicao, a escolha do parametro ¢ é crucial para garantir a eficiéncia do algoritmo. Deve-se
usar sempre o menor valor de ¢, tal que f(X) < cg(X) para que o algoritmo se torne mais
eficiente, pois a probabilidade de aceitagao é igual a 1/c. Assim, quanto maior o ¢, menor

¢é a probabilidade de aceitacao, isto é, mais geragoes esperamos até a aceitagao.

Um problema comum na Inferéncia Bayesiana é que a forma da distribuigao a
posteriori pode nao resultar em uma distribuicao de probabilidade conhecida. Nesses
casos, sao utilizadas técnicas computacionais para alcangar aproximagoes da distribuicao
a posteriori. Na Inferéncia Bayesiana, uma outra técnica bastante utilizada é a chamada
Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), que pode ser vista nos trabalhos de
Gamerman e Migon (1993).
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H& dois principais métodos MCMC, sendo eles o amostrador de Gibbs (Gibbs
Sampling) proposto por Diebolt e Robert (1994) e o algoritmo de Metropolis-Hastings,
proposto por Metropolis et al. (1953) cujas contribuigoes foram ampliadas por Hastings
(1970). Bastante 1til para os casos em que nao se conhece a distribuigdo a posteriori
ou quando sdao demasiadamente complicadas, o método MCMC propicia o processo de
simulacao que possibilita a geragdo de amostras de distribuicao a posteriori, permitindo o

processo inferencial a partir delas.

O método de aceitacao-rejeicao e o método de Monte Carlo por Cadeias de Markov
(MCMC) sao usados para gerar amostras aleatérias de distribui¢oes complexas, mas tém
caracteristicas distintas que fazem com que um possa ser mais apropriado que o outro em
diferentes situagoes. Os algoritmos MCMC, como o algoritmo de Metropolis-Hastings e o
Gibbs Sampling, sdo mais complexos e envolvem a construcao de cadeias de Markov e a

verificacao de convergéncia, o que pode ser mais desafiador.

Para este trabalho, utilizamos o pacote AcceptReject, desenvolvido por Marinho
(2024), que fornece a funcao accept_reject(.) no R, além de outras fungdes que implementam
o método de aceitacao-rejeicao de forma otimizada, para gerar observagoes pseudoaleatorias
para varidveis aleatorias discretas ou continuas. O pacote permite realizar as simulagoes
necessarias para estudar as propriedades das generalizagoes de beta e aplicar os resultados

em uma situacao real.

Apesar das varias opcoes de priori apresentadas nesta dissertacao, como ja men-
cionado, iremos analisar de forma detalhada dois desses casos, que sao as distribuigoes
Kummer beta e Hipergeométrica de Gauss. Para isso, sera apresentado a seguir um quadro
comparativo entre as médias tedricas e amostrais obtidas a partir da geracao de nimeros

aleatérios.
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Tamanho da amostra Distribuicao Meédia teérica Média amostral

m = 100 Kummer beta 0.3090 0.3355
H. de Gauss 0.4036 0.4110
m = 250 Kummer beta 0.3090 0.3354
H. de Gauss 0.4036 0.4268
m = 500 Kummer beta 0.3090 0.3151
H. de Gauss 0.4036 0.3969
m = 1000 Kummer beta 0.3090 0.3076
H. de Gauss 0.4036 0.4034
Tabela 2 — Resultado da média teodrica e amostral para a distribuicao Kummer beta com
parametros a = 0.9, b = 6, ¢ = —7 e a distribuicdo Hipergeométrica de Gauss
com parametros a = 3, b = 4, ¢ = 2, d = 0.5, para diferentes tamanhos de
amostras.

Pode-se notar que a medida que o tamanho amostral aumenta, a média amostral
tende a se aproximar da média tedrica. Esse fendmeno é consistente com a Lei dos Grandes
Numeros, que afirma que a média amostral converge para a média tedrica a medida que o

tamanho da amostra cresce.

Tamanho da amostra Distribuicao Meédia teérica Média amostral

m = 100 Kummer beta 0.3893 0.4182
H. de Gauss 0.6349 0.6623
m = 250 Kummer beta 0.3893 0.4036
H. de Gauss 0.6349 0.6528
m = 500 Kummer beta 0.3893 0.3958
H. de Gauss 0.6349 0.6507
m = 1000 Kummer beta 0.3893 0.3859
H. de Gauss 0.6349 0.6322
Tabela 3 — Resultado da média tedrica e amostral para a distribuicdo Kummer beta com
parametros a = 0.7, b =5, ¢ = —8, e a distribuicao Hipergeométrica de Gauss
com parametros a =4, b=3, c=1, d = —0.9, para diferentes tamanhos de
amostras.

Para amostras pequenas, como m = 100, a média amostral pode estar mais distante
da média tedrica. Para amostras maiores, como m = 500 ou m = 1000, a média amostral
se aproxima cada vez mais da média tedrica. A precisdo da estimativa da média amostral

melhora com o aumento de m, o que é esperado.

Este exemplo ilustra bem o comportamento esperado das médias amostrais para
distribui¢oes diferentes, ajudando a comparar a média tedrica com a média obtida de

amostras aleatoérias.
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Além disso, a seguir, serda apresentada uma andlise grafica, por meio de histograma

e da linha da densidade da FDP sobreposta aos dados, construidos no software R.

Inicialmente, foram gerados niimeros aleatérios para a distribuicao Kummer beta
com parametros a = 0.1,b = 2 e ¢ = —8, sendo tomadas amostras de tamanhos m = 100,

250, 500 e 1000, conforme apresentadas nas figuras 6a, 6b, 6¢ e 6d, respectivamente.
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Figura 6 — Histogramas da distribuicaio Kummer beta com parametros a = 0.1,0 =2 e
¢ = —8, para tamanhos de amostra m iguais a: (a) 100, (b) 250, (c¢) 500, (d)
1000.

Nota-se que a medida que o tamanho da amostra aumenta, a sobreposicao da linha
da densidade melhor se ajusta aos dados observados, sugerindo que o modelo tedrico é
um bom ajuste para os dados, pois nao ha areas onde a linha da densidade se desvia
significativamente do histograma, o que poderia indicar que o modelo nao captura bem a

verdadeira distribuicao dos dados.

Na sequéncia, foram gerados niimeros aleatérios para a distribuicao hipergeométrica

de Gauss com parametros a =2, b =2e c =2 e d = 0.5, sendo tomadas amostras de
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tamanhos m = 100, 250, 500 e 1000, conforme apresentadas nas figuras 7a, 7b, 7c e 7d,

respectivamente.
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Figura 7 — Histogramas da distribuicdo Hipergeométrica de Gauss com parametros a =
2,b=2,¢c=2ed=0.5, para tamanhos de amostra m iguais a: (a) 100, (b)
250, (c) 500, (d) 1000.

Conforme visto nas figuras acima, a linha da densidade da distribui¢ao Hipergeo-
métrica de Gauss sobrepondo o histograma, proporcionou uma visao clara da distribuicao

dos dados, adequando-se ao modelo teorico.

A geragao de niimeros aleatérios realizadas no R para os casos da Kummer beta e
Hipergeométrica de Gauss sdo tomadas aqui como exemplo, mas podem ser estendidas

para as demais distribuicoes das generalizacoes de beta.
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5 Aplicacao com dados simulados

Neste capitulo serdo apresentados trés métodos, sendo estes o Critério de Informacao
de Akaike, o Critério de Informacao de Bayes, e o Critério de Informacao Deviance, que
buscam comparar modelos concorrentes e selecionar o melhor entre eles, sendo expostos os
resultados obtidos a partir de simulacao que busca estimar a probabilidade de sucesso m
em um modelo binomial, baseado em dados simulados que quantificam o nimero de pegas

defeituosas em um lote de pecas.

5.1 Critério de Informacgao de Akaike (AIC)

O AIC é uma ferramenta estatistica amplamente utilizada para comparar e selecio-
nar modelos probabilisticos, foi introduzido por Akaike (1973) e objetiva fornecer uma
maneira quantitativa de avaliar a qualidade de um modelo, levando em consideracao tanto

o ajuste do modelo aos dados quanto a complexidade do modelo.

O AIC é dado pela férmula:
AIC = —2In(L(7|y)) + 2k,

em que L(7|y) é a Estimativa de Maxima Verossimilhan¢a do modelo e k é o nimero
de parametros. O AIC funciona em uma comparacao relativa entre modelos diferentes,
em que o objetivo nao é calcular um “valor absoluto” de quao bom um modelo é, mas
comparar modelos concorrentes e selecionar o melhor entre eles. O modelo com o menor
valor de AIC é preferido, pois indica que ele oferece o melhor equilibrio entre a qualidade

do ajuste e a simplicidade do modelo.

5.2 Critério de Informagao Bayesiano (BIC)

O BIC, proposto por Schwarz (1978), é um dos critérios mais utilizados de compara-
¢ao de modelos, semelhante ao AIC, mas com uma penaliza¢ao mais forte para modelos com
muitos parametros. Ele ajuda a identificar o modelo mais apropriado entre um conjunto
de modelos concorrentes, levando em consideracao a qualidade do ajuste, e também, a
complexidade do modelo, penalizando o niimero de parametros de acordo com o tamanho

da amostra.

O BIC é dado pela féormula:

BIC = — 2In(L(7|y)) + kIn(n),
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em que L(7|y) é a Estimativa de Méxima Verossimilhanca do modelo, k£ é o nimero de
parametros, e n é o nimero de observagoes. A utilidade do BIC aparece quando vocé esta
comparando varios modelos para os mesmos dados. O modelo com o menor valor de BIC

serd considerado o melhor.

5.3 Critério de Informagao Deviance (DIC)

O DIC, desenvolvido por Spiegelhalter et al. (2002) e colaboradores, é um critério
para comparar modelos bayesianos, balanceando qualidade de ajuste com complexidade
do modelo. Ele é uma generalizacao bayesiana de critérios como AIC e BIC, mas leva em

conta a incerteza dos parametros por meio da distribuicao a posteriori.

O DIC é dado pela férmula:
DIC =2D — D(7),

sendo D a média da deviance sobre a distribuicio a posteriori dos pardmetros, isto
6, D = E[—2log(f(y|r))], e D() a deviance no valor médio dos pardmetros, ou seja,
D(6) = E[—21log(f(y|7))]. O DIC também busca o equilibrio entre ajuste e complexidade,

sendo o menor valor de DIC o melhor.

5.4  Simulagoes

As distribuicoes beta, Kummer beta e Hipergeométrica de Gauss possuem formula
fechada para a média. Nesse sentido, pode-se realizar o calculo da média da distribuicao a

posteriori, que serd a estimativa de 7 (probabilidade de sucesso) ap6s observar os dados.

Seja X uma variavel aleatoria que expressa o niimero de pecas defeituosas observadas
em uma amostra e n o total de pegas observadas. Foi realizada uma aplicacdo com dados

simulados para diferentes valores de pecas defeituosas em amostras de tamanhos variados.

Sabe-se que a distribui¢do a priori reflete nosso conhecimento ou suposi¢oes iniciais
sobre 7, antes de observar qualquer dado. A distribuicdo a posteriori combina essa
informagao com os dados observacionais (o nimero de pegas defeituosas), resultando em

uma estimativa mais refinada e adaptada as novas evidéncias.

A estimativa bayesiana de 7, que é a média da distribuicao posterior de 7, fornece
uma estimativa de probabilidade (a probabilidade de um defeito em uma peca) que é
atualizada a medida que novos dados sdo observados. Esta estimativa pode ser usada para

calcular a verossimilhanca do modelo, que é uma parte essencial para o calculo do AIC e
BIC.

As simulagoes permitiram realizar uma anéalise estatistica bayesiana para estimar

a probabilidade de defeitos em um conjunto de pecas, utilizando uma abordagem com
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distribuicao a priori Kummer beta e Hipergeométrica de Gauss, e distribuicdo binomial

para modelar os dados, em comparagao com a distribuicao Beta(1,1). A seguir, tem-se os

dados obtidos pelas simulacoes realizadas no R.
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Total de pecas Defeituosas Distribuicao Estimativa de w AIC BIC DIC

30 8 Beta 0.2812 5.6619 7.0631 3.6619
Kummer beta 0.2741 5.6385 7.0397 3.6492

H. de Gauss 0.2615 5.6340 7.0352 3.6340

50 6 Beta 0.1346 5.6246 7.5366 3.6246
Kummer beta 0.1302 5.5778 7.4898 3.5778

H. de Gauss 0.1318 5.5930 7.5050 3.5930

70 12 Beta 0.1805 6.1890 8.4375 4.1890
Kummer beta 0.1743 6.1531 8.4016 4.1531

H. de Gauss 0.1760 6.1593 8.4078 4.1593

90 9 Beta 0.1086 6.0204 8.5202 4.0204
Kummer beta 0.1075 6.0027 8.5025 4.0027

H. de Gauss 0.1082 6.0130 8.5128 4.0130

Tabela 4 — Resultado para a distribuicdo Beta com parametros o = 1, § = 1, Kummer
beta com parametros a = 1.5, b = 3.5, ¢ = 3 e a distribuicao Hipergeométrica
de Gauss com parametros a = 1.5, b = 3, ¢ = 3.5, d = 0.9, para diferentes
tamanhos de amostras.

Total de pecas Defeituosas Distribuicdo Estimativa de 7 AIC BIC DIC

40 2 Beta 0.0714 4.8698 6.5587 2.8698
Kummer beta 0.0679 4.7847 6.4736 2.7847

H. de Gauss 0.0708 4.8559 6.5448 2.8559

60 7 Beta 0.1290 5.7678 7.8622 3.7678
Kummer beta 0.1192 5.6877 7.7820 3.6877

H. de Gauss 0.1271 5.7451 7.8395 3.7451

80 16 Beta 0.2073 6.4245 8.8065 4.4245
Kummer beta 0.1925 6.4266 8.8086 4.4266

H. de Gauss 0.2044 6.4082 8.7902 4.4082

100 7 Beta 0.0784 5.8368 8.4420 3.8368
Kummer beta 0.0762 5.7913 8.3964 3.7913

H. de Gauss 0.0780 5.8289 8.4340 3.8289

Tabela 5 — Resultado para a distribuicdo Beta com parametros a = 1, § = 1, Kummer
beta com parametros a = 1.5, b = 5, ¢ = 5.5 e a distribuicao Hipergeométrica
de Gauss com parametros a = 1.1, b = 2, ¢ = 1.8, d = 0.4, para diferentes
tamanhos de amostras.

A escolha dos parametros apresentados nas duas tabelas acima, pode ser uma parte
valida de um processo exploratério na modelagem estatistica. Este tipo de abordagem
ajuda a identificar rapidamente uma gama de possiveis configuracoes para os modelos,
permitindo uma visao inicial sobre quais parametros podem ser mais adequados sem
um compromisso profundo com modelos especificos desde o inicio, com isso, ao testar
diferentes combinagoes de parametros, vocé pode selecionar aqueles que geram resultados

equilibrados em termos de ajuste aos dados e desempenho em critérios como o AIC, o BIC

e o DIC.

5.5  Resultados e discussoes

Inicialmente, apos testar generalizagoes da distribuicao beta como priori conjugada

para o parametro m da distribug¢ao binomial, sendo encontradas diversas distribuigoes
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abordadas neste trabalho, fizemos um estudo mais detalhado para a Kummer beta e
Hipergeométrica de Gauss, com intuito de avaliar como essas generalizagoes de beta se

comparam com a distribui¢do beta usual em termos de ajuste.

Continuando, apds a aplicagdo com dados simulados, nota-se, pelos resultados
obtidos (expostos nas tabelas da segdo anterior), que as distribui¢oes Kummer beta e
Hipergeométrica de Gauss apresentam tanto os valores de AIC e BIC, como também os
valores de DIC, de modo geral, menores do que os valores de AIC, BIC e DIC da distribuigao
beta usual, isso sugere que a distribuicao beta, no contexto dessa aplicacao, nao é a mais
adequada para descrever os dados. Em termos da estimativa do parametro 7, indica que a
suposicao de que os dados seguem uma distribuicao beta pode ser inadequada, e que as
outras distribuicoes fornecem uma explicacao mais consistente dos padroes observados nos
dados.

Portanto, conclui-se que modelos alternativos, como os casos abordados, devem ser
considerados para a descricao mais precisa dos dados e para a estimativa do parametro m
em questao. Optar por modelos mais apropriados, em contextos de controle de qualidade
e gestao de producgao, pode ajudar a tomar decisdoes mais informadas, como determinar a
necessidade de ajustes no processo de fabricacao, planejar inspe¢oes ou definir limites de
aceitacao, visto que a estimativa bayesiana oferece uma maneira de quantificar a proba-
bilidade de defeitos levando em conta tanto o conhecimento prévio quanto as evidéncias

empiricas.
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5.6 Graficos da distribuicao a posteriori

A seguir, serao apresentados os graficos da distribui¢ao a posteriori de 7 (ou p),
cuja linha na cor azul representa a densidade de probabilidade e a linha vermelha tracejada

indica a estimativa de 7, que é a média da distribuicao a posteriori.
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Figura 8 — Gréficos da posteriori Kummer beta com parametros a = 1.5, b =3.5 e ¢ = 3,
para total de pegas e nimero de defeitos iguais a: (a) 30 e 8, (b) 50 e 6, (c) 70
e 12, (d) 90 e 9, respectivamente.
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Figura 9 — Graficos da posteriori Hipergeométrica de Gauss com parametros a = 1.5,
b=3,c=35,d=0.9, para total de pecas e nimero de defeitos iguais a: (a)
30e38, (b) 50 e6,(c) 70 e 12, (d) 90 e 9, respectivamente.
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Figura 10 — Gréficos da posteriori Kummer beta com pardmetros a = 1.5, b =5 e ¢ = 5.5,
para total de pegas e niimero de defeitos iguais a: (a) 40 e 2, (b) 60 e 7, (c) 80
e 16, (d) 100 e 7, respectivamente.
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Figura 11 — Graficos da posteriori Hipergeométrica de Gauss com parametros a = 1.1,
b=2,c=1.8,d=04, para total de pegas e nimero de defeitos iguais a: (a)

40 e 2, (b) 60 e 7, (c) 80 e 16, (d) 100 e 7, respectivamente.
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6 Consideracoes finais

No presente trabalho, a escolha da distribuicao beta como priori conjugada para
o pardmetro 7w da distribuicdo binomial é discutida, destacando suas limitacdes e a
necessidade de alternativas, sendo propostas o uso de generalizacoes da distribuicao beta
como priori para o parametro 7 da distribuicao binomial. Diante de tal motivacao, testamos
generalizagoes de beta, comprovando, via Teorema de Bayes, que tais generalizagoes sao,

de fato, conjugadas para o parametro 7w da distribui¢do binomial.

Apoés a apresentacao das generalizacoes de beta, propos-se um estudo mais detalhado
da distribuicao Kummer beta e da Hipergeométrica de Gauss, podendo ser estendido as
demais generalizacoes de forma equivalente. Para isso, realizamos o processo de geracao
de ntimeros aleatérios, que permitiu estabelecer um quadro comparativo entre as médias
tedricas e amostrais obtidas dessas distribuigoes, além da construgao de histogramas que

proporcionou uma visao clara da distribuicao dos dados adequando-se ao modelo tedrico.

Conforme mencionado, com a geracao de nimeros aleatorios mostrando-se satisfato-
ria, foi entendido que o modelo se adequava bem aos dados, podendo ser realizada a etapa
de aplicagdo. A partir de dados simulados no contexto de controle de qualidade e gestao
de producao de pecgas, foram realizadas simulagoes que buscam estimar a probabilidade de
sucesso ™ no modelo binomial, baseado em dados que quantificavam o niimero de pecas

defeituosas em um lote de pecas.

Além disso, foram apresentados o AIC, o BIC, e o DIC, que permitiram comparar
a distribuicao Kummer beta e Hipergeométrica de Gauss com a distribuicao beta usual. A
partir de os critérios testados, a andlise das simulac¢oes realizadas, nos permite inferir que
as distribuicoes Kummer beta e Hipergeométrica de Gauss mostraram melhores resultados,

quando comparadas a distribuicao beta, em termos de ajuste.

Portanto, os modelos alternativos, isto é, a distribuicao Kummer beta e a Hiperge-
ométrica de Gauss devem ser consideradas para uma descricio mais precisa dos dados e
para a estimativa do parametro m do modelo binomial. Esse resultado permite inferir que
essas generalizagoes de beta ampliam a flexibilidade da distribui¢ao beta usual, sendo estas
mais adequadas para modelar certos conjuntos de dados que apresentam caracteristicas

especificas que nao sao bem capturadas pela distribuicao beta.
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Apéndices



o7

APENDICE A — Célculo para obtencao da

posteriori

Segue as generaliza¢oes da distribuicdo beta como priori conjugada para o modelo

binomial.

A.0.1 Priori Kummer beta

Seja a priori Kummer beta que possui FDP dada por:

g(m) = K(a,b,¢) (1 — 7)" Lexp(—c).
Pelo Teorema de Bayes, segue que:

o(als) o 9(r) % Flolr) = K(a,0.0) w71 = ) expl-c)

Z) V(1 — 7)Y

- (n) K(a,b,¢) 71 (1 — 1) v exp(—cn)
)
o V(1 — 1)V exp(—cmr) |

é a posteriori, a qual é outra distribuicago Kummer beta, com parametros o’ = a + v,

V=n+b—yec

A.0.2 Priori Hipergeométrica de Gauss

Seja a priori Hipergeométrica de Gauss com FDP dada por:

Kﬂ.afl (1 - 7T)bfl

9 = e

Pelo Teorema de Bayes, segue que:

o(als) o a(m) x folm) = ST (a1 =y

<n> Kﬂ-erafl(l o ,n_)nnyrbfl

y (1 +dm)°
7Ty+a—1<1 _ 7T.)n—y—l—b—l

(1+ dm)e ’

¢é a posteriori, a qual é outra distribuicao Hipergeométrica de Gauss, com parametros

ad=a+y, bV =n+b—y,ced.
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A.0.3 Priori Apell beta

Seja a priori Apell beta com FDP dada por:
Cro=1(1 — m)f-1
1 —um)r(1l —ovm)r

g(m) = (

Pelo Teorema de Bayes, segue que:
Cro=1(1 — )Pt n
X
1 —um)r(l — o) Yy
n\ Crytal(1 — q)n-v+i-1
B (y) (1 —um)P(l — o)A
ﬂ-y-i-oz—l(l _ ﬂ.)n—y-i-,é’—l

(1 —ur)r(l —om)r

>7Ty(1 — )"

g(mly) o< g(m) Xf(ylﬂ)z(

é a posteriori, a qual é outra distribuicao Apell beta, com pardmetros o = a + v,
B/:n+ﬁ_y7 P, )\7 uewv.

A.0.4 Priori BB 1
Seja a priori BB I com FDP dada por:

g(m) = Cr* Y1 — 7)1, (em).
Pelo Teorema de Bayes, segue que:

glxly) o g(m) x Flylm) = O™ (1 — )1, (em) (Z

)ﬂu—wwy

Yy
o w1 — m)" YT (er)

_ (n) C7Ty+a_1(1 . ﬂ_)n—y—i-ﬁ—lll/(cﬂ_)

é a posteriori, a qual é outra distribuicao BB I, com pardmetros o =a+vy, ' =n+ S —v,

cev.

A.0.5 Priori BB II
Seja a priori BB II com FDP dada por:

f(m) = Cr* (1 — 7)) exp(em), (er).
Pelo Teorema de Bayes, segue que:

glxly) o g(m) x flylm) = O} (1 — 7 explem) L, (cr) x (Z

>ww1—wwﬂ

- (Z) OVt et (1 —m)" v+  exp(em) 1, (em)

o Ve — )AL exp(em) I (em) |
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é a posteriori, a qual é outra distribuicao BB II, com parametros o = a+y, 3/ =n+5—vy,

cev.

A.0.6 Priori BB III

Seja a priori BB III com FDP dada por:

g(n) = Cn* Y1 — 1) Lexp(—cn) L, (cT).
Pelo Teorema de Bayes, segue que:

glrly) g<7r>xf<y|vr>:cwa-lu—7r>ﬁ-1exp<—cw>fu<c7r>x(

y) (1 —m)"Y

= (n) OV (1 — )" ¥ exp(—em) 1, (cm)
Y
oc ¥t (1 — o)A exp(en) I (—err),

é a posteriri, a qual é outra distribuicao BB III, com pardmetros o/ = a+y, ' =n+5—vy,

cev.

A.0.7 Priori BT Cos |

Seja a priori BT Cos I com FDP dada por:

g(m) = O 1 (1 — 7))t cos(an).

Pelo Teorema de Bayes, segue que:

y> (1l —m)" Y

glnly) o g(w)xf(ym=Ow”-1<1—w>“-1cos<m>x(

n
= < )Cwy+”_1(1 — )" v cos(ar)
)
o w1 — )" vtE L cos(arr)
é a posteriori, a qual é outra distribuicao BT Cos I, com os pardmetros v/ = v + v,

W =n+p—yand a.

A.0.8 Priori BT Sen I

Seja a priori BT Sen I com FDP dada por:

g(m) = Cr" 11 — m)* sen(ar).
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Pelo Teorema de Bayes, segue que:

g(mly) o< g(m) x f(y|m) = Cx* 11 — 7)* sen(ar) x (n) (1 —m)"Y

Y
= <n> Cr¥™=1(1 — 7)" ¥+ sen(ar)

Y
o w1 — 7)Yt sen(arr) |

é a posteriori, a qual é outra distribuicao BT Sen I, com os pardmetros v/ = y + v,

W=n—y+puea.

A.0.9 Priori Kummer do tipo II

Seja a priori Kummer do tipo II com FDP dada por:

g(m) = Ns(a,b,c)m® (1 — 7)1 (1 + (6 — 1)) L o,1)().
Pelo Teorema de Bayes, segue que:

g(mly) o g(m) x f(y|r)

= Ns(a,b,c)r* (1 —m)" (1 + (6 — D)m) Lo (m) x (”

Y

I

o 7Ty+a—1(1 _ ﬂ-)”_y"‘b_l(l + (5 - 1)7T)CI(0:1) (7‘(‘) ’

é a posteriori, a qual é outra distribuicio Kummer do tipo II, com pardmetros a’ = a +y
ebl=n—y+b

A.0.10 Priori Beta Generalidaza do tipo II

Seja a priori Beta Generalidaza do tipo II com FDP dada por:

Dot (1 — 7))~ teap(—pm)
(m+ 2)P '

g(m) =

Pelo Teorema de Bayes, segue que:

Dro (1 — 7))~ teap(—pn) " (n

glxly) x g(m) x flylm) = )Wy(l_ﬂ)ny

(7 + 2)° y
[0\ Drvtem (1 — )yt teap(—pr)
- <y> (m+2)°
m¥ret(1 — m)nvth-legp(—pr)
> (m + 2)F |

¢ a posteriori, a qual é outra distribuicao Beta Generalidaza do tipo II, com parametros

o =a+y f=n+B—-y ppez
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A.0.11 Priori Kummer beta II
Seja a priori Kummer beta II com FDP dada por:

7.(.0171 (1 . 71_)6716)\#

B(Oé,ﬁ)lFl(Oé,O{ +B’ /\)

g(m) =

Pelo Teorema de Bayes, segue que:

I e
g(mly) oc g(m) x f(ylr) = Blo 9 F(o.at 50 X (y
. n 7Ty+0‘_1(1 _ 7T)n—y+5_16)\7r
N <y> B(a, B)1Fi(a,a+ B, )

x 7Ty+o¢—1(1 o ﬂ_)n—y-i—ﬁ—le)wr

>7ry<1 )y

bl

é a posteriori, a qual é outra distribuicado Kummer beta II, com pardmetros o/ = a+y e
f=n+B-yel

Portanto, com a realizacao dos calculos acima, constatou-se que as generalizacoes

de Beta usadas neste trabalho sdo todas conjugadas para o modelo binomial.
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