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Resumo

Neste trabalho, elaboramos e discutimos um modelo de rede complexa que apresenta
escala livre (distribui¢ao de conectividade tipo lei de poténcia). Para isso, modificamos a
regra de ligacao preferencial do modelo de Bianconi-Barabési, inserindo um fator que retrata
quanta semelhanca é guardada entre os parametros de qualidades dos sitios da rede. O termo
que nos da essa informacao é a chamada afinidade, sendo, a mesma, dada pelo moédulo da
diferenca entre a qualidade do novo sitio, que estd sendo inserido na rede, e as dos que ja
fazem parte dela. Essa variagao na ligacao preferencial permitiu, ao nosso modelo, obter
resultados bastantes interessantes, como por exemplo, a evolucao temporal da conectividade
de um sitio que segue uma lei poténcia k; o (%)ﬁ , onde o expoente 3, que indica a taxa com
que um sitio consegue ligacoes, certamente, depende de sua afinidade com os demais sitios
da rede. Além disso, mostraremos também, os resultados que foram obtidos, via simulacao
numérica, para o menor caminho médio e o coeficiente de agregacao da rede gerada pelo

nosso modelo, isto é, pelo modelo de afinidade.
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Abstract

In this work we elaborate and discuss a Complex Network model which presents
connectivity scale free probability distribution (power-law degree distribution). In order to
do that, we modify the rule of the preferential attachment of the Bianconi-Barabasi model,
including a factor which represents the similarity of the sites. The term that corresponds to
this similarity is called the affinity, and is obtained by the modulus of the difference between
the fitness (or quality) of the sites. This variation in the preferential attachment generates
very interesting results, by instance the time evolution of the connectivity, which follows a
power-law distribution k; o (%)ﬂ , where 3 indicates the rate to the site gain connections.
Certainly this depends on the affinity with other sites. Besides, we will show by numerical

simulations results for the average path length and for the clustering coefficient.
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Introducio

Alguns dos problemas cientificos enfrentados pela humanidade, nos taltimos 20 anos,
mostraram-se resistentes as abordagens tradicionais. A divis@ao do conhecimento, em cam-
pos especificos, nao foi capaz de trazer esclarecimentos a problemas como: o funcionamento
do sistema imunolégico, fluxos turbulentos, dindmica de sistemas econémicos e financeiros,
fungoes cerebrais, evolucao e extingcao das espécies, entre outros. Assim, abordagens inter-
disciplinares fizeram-se necessérias para trazer luz ao entendimento destes sistemas. Alguns
sistemas que integram esse conjunto de problemas constitui a area dos sistemas complexos
.

E dificil definir-se sistemas complexos, mas de forma intuitiva, pode-se caracterizé-
los como sistemas que apresentam um grande nimero de unidades, onde as mesmas, sao
interligadas entre si de modo que uma influencia no comportamento da outra. Disso, verifica-
se, em grande parte das vezes, que o estudo dos elementos que o constituem é insuficiente

para explicar o seu comportamento global.

Como resultado da tentativa de se construir um esquema teoérico geral para compre-
ender os sistemas complexos, surgiu, na tultima década, as redes complezas |2, 12, 32]. Estas,
procuram modelar alguns sistemas complexos respeitando a estrutura de ligagao entre seus
constituintes e sua evolucao dindmica no tempo. Para tal modelagem, uniu-se a teoria de
grafos e a Mecanica Estatistica, onde a primeira faz uso de recursos matematicos ja previ-
amente estabelecidos pela teoria de grafos e, a segunda, efetua uma abordagem estatistica

com ferramentas procedentes da fisica.



As redes (forma abreviada de redes complezxas), basicamente descritas como conjunto
de itens conectados entre si, sao observadas em iniimeras situacoes. Por exemplo, nés mesmos,
como individuos, somos as unidades de redes de relagoes sociais de diferentes tipos [3] [7]. Ja

como sistemas biologicos, somos o resultado de uma delicada rede de reagoes bioquimicas [§].

Historicamente, o estudo de redes foi, principalmente, de dominio de um ramo da
matematica discreta conhecido como teoria de grafos. Desde seu nascimento em 1736, quando
o metamético Sui¢co Leonard Euler publicou a solu¢ao para o problema das pontes de Ko-
nigsberg [4], a teoria de grafos tem testemunhado muitos desenvolvimentos e tem melhorado
as respostas a uma série de questoes praticas, como por exemplo: qual é o fluxo maximo, por
unidade de tempo, de uma fonte numa redes de canos, como pintar as regioes de um mapa
usando um nimero minimo de cores de modo que regides vizinhas recebam cores diferentes,
etc. Somado-se ao desenvolvimento matematico da teoria de grafos, o estudo de redes foi
uma importante realizacao em alguns contextos especializados, como por exemplo, nas cién-
cias sociais. As analises “estruturais” de redes sociais comecaram em 1920 e focaram-se nas
relagoes entre entidades sociais, como comunica¢ao entre membros de um grupo, negocios

entre nagoes, ou transagoes econdmicas entre corporacoes, entre outras.

Efetivamente, as primeiras analises de estruturas em redes foram introduzidas por
Erdos e Rényi [14] em meados de 1950. O modelo proposto na época consistia de N nos
fixos, interconectados entre si com probabilidade p. Através desse tipo de consideracao as
conexoes de uma rede aleatoria seguem uma distribuicao de Poisson, fazendo com que seja

raro encontrar nés com concentragao de conexoes ou muito grande ou muito pequena.

No entanto, a ultima década testemunhou o nascimento de um novo movimento
de interesse e pesquisa no estudo de redes complexas. Isso foi motivado, nao apenas, pelos
trabalhos de Watts e Strogatz [18], em redes de mundo pequeno, e de Barabasi e Albert [32],
em redes de escala livre, mas, principalmente, induzido pelo crescente poder computacional
e pela possibilidade de estudar as propriedades de muitas redes reais, ja que para algumas

delas haviam grandes bancos de dados disponiveis.

As analises das redes de diferentes campos da ciéncia tém produzido uma série de
resultados inesperados. E grande parte deles, certamente, estao relacionados a estrutura
das redes. A pesquisa em redes compleras comega com a necessidade de definir novos con-
ceitos e medidas para caracterizar a topologia das redes reais. O principal resultado tem
sido a identificacao de uma série de propriedades bésicas comuns a maioria das redes reais

consideradas.



Uma propriedade relevante ¢ a conectividade de um no, isto ¢, o ntimero de conexoes
que ele tem com outros nés. Em algumas redes reais, a distribuigao de conectividade P(k),
definida como a probabilidade de um no, escolhido aleatoriamente, ter conectividade k ou,
equivalentemente, como a fracao de nos da rede que apresenta conectividade k, desvia-se
significativamente da distribuicao de Poisson, exibida pelas redes aleatorias. Muitas das
redes reais, apresentam, para a distribuicao de conectividade, uma cauda em lei de poténcia,

expressa por
P(k) ~ k™7

onde o expoente 7y tem, em geral, valor entre 2 e 3. Além disso, algumas redes reais, também,
sao caracterizadas por apresentarem caminhos relativamente curtos entre dois nés quaisquer
[3](propriedade de mundo pequeno) e a presenca de circuitos, retratados por outra proprie-

dade chamada coeficiente de agregagao [2].

O resultado mais interessante, para as propriedades de muitas redes reais, foi a
descoberta de que a distribuicao de conectividade segue uma lei de poténcia. Isso iniciou
um novo reestabelecimento na modelagem de redes, ja que, até entao, todas as anélises
estruturais eram feitas tomando por base o modelo de Erdés-Rényi, o qual tratava a rede
como sendo completamente aleatéria, resultando assim, numa distribuicao tipo Poissoniana
para as conexoes. A discrepéancia desse resultado, estimulou a elaboragao de varios modelos,
que focam a construcao da rede de modo dindmico e nao mais estatico como era no modelo
de redes aleatorias. Dessa maneira, os pesquisadores conseguiram oferecer, como veremos
ao longo de toda dissertacao, uma teoria capaz de retratar, coerentemente, os resultados

apresentados pelas redes reais e pelos seus modelos.

Antes de descrever estes modelos em detalhes, no préximo capitulo trataremos das
Nocgoes basicas e caracteristicas de redes, abordando os principais conceitos que nor-
teiam o estudo de redes complexas. No capitulo seguinte, Primeiros modelos de redes
Complexas, discutiremos os modelos de Erdos e Rényi e o de Watts e Strogatz, os quais
apresentam distribuicao de conectividade com escala tipica. No terceiro capitulo, Redes de
escala livre, mais dois modelos serao abordados: o modelo de Barabéasi e Albert e o de Bi-
anconi e Barabasi, sendo que estes exibem distribuicao de conectividade tipo lei de poténcia,
indicando assim, escala livre para a conectividade de suas redes. No tltimo capitulo, Modelo
de afinidade, trataremos do modelo trabalhado nesta dissertacao. La, discorreremos sobre
sua descrigao e elaboragao e, em seguida, apresentaremos os resultados obtidos bem como as

principais contribui¢coes do modelo, as conclusoes e as perspectivas para outros trabalhos.



CAPITULO 1

Nocdes Basicas e Caracteristicas de Redes

O intenso estudo de redes complexas, nos anos recentes, tem sua justificativa na
frequente presenca das mesmas, nas diversas areas do conhecimento cientifico. Da fisica a
ciéncia da computacao, passando pela biologia e chegando as ciéncias sociais, pesquisadores
tém encontrado uma grande variedade de sistemas que podem ser representados por redes.
Redes como a Internet, a World Wide Web (WWW), redes sociais e biologicas sdo, entre
tantos outros, exemplos dos varios tipos de redes que tém sido estudadas. O estudo da
WWW, por exemplo, tem conduzido a criagao de novas e poderosas ferramentas de busca na
Web [2],16]. Ja o estudo de redes sociais tem nos levado a novas ideias sobre a propagagcao de

doengas e técnicas para controla-las [3 [7].

Dada a importancia que as redes simbolizam para a compreensao de determinados
sistemas do mundo real, estudaremos aqui, aspectos que as caracterizam tanto do ponto
de vista global como também do ponto de vista individual de seus constituintes. Antes
de tudo, faremos uma revisao dos conceitos bésicos e formalizaremos algumas propriedades
como distribuicao de conectividade, coeficiente de agregagao e menor caminho médio que sao

essenciais para o entendimento e a caracterizagao da estrutura das redes [2].



Capitulo 1. Nocoes Basicas e Caracteristicas de Redes )

1.1 O que sao redes ?

Redes (ou grafos, em linguagem matemética) sao, do ponto de vista formal, conjuntos
de itens (sitios ou nos) conectados via linhas (arestas ou arcos) (Ver figura 1.1). Em redes
sociais, por exemplo, os sitios podem representar pessoas, e as arestas podem representar
algum tipo de relacionamento entre duas pessoas, como, por exemplo, amizade [9, 30]. Redes,
onde as arestas nao tém direcoes sao, comumente, chamadas de redes nao-direcionadas.
Por outro lado, redes que apresentam dire¢oes para suas arestas, sao denominadas de redes
direcionadas. Um sitio com grande conectividade é denominado de pdlo ou hub e sua
presenca em uma rede tem grande influéncia em sua estrutura. Em toda a dissertagao, ao
falarmos sobre ligacao, consideraremos que a mesma nao apresenta dire¢ao, caso contrério,

relataremos.

Figura 1.1: Exemplo de uma pequena rede, com 8 nés (em vermelho) e 10 arestas (azuis).

O namero total de arestas que incidem num dado sitio é chamado de sua conecti-
vidade k. No caso de redes direcionadas, é ttil diferenciar entre o ntimero de arestas que
tem origem num dado sitio k, (“conectividade de saida”, o do inglés out) e as que tem como
destino o proprio sitio k; (“conectividade de entrada”, i do inglés in). Assim, a conectividade

total num dado sitio é dada por, k = k; + k.
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1.2 Grafos

Em 1736, a teoria de grafos foi criada por Leonard Euler, quando na oportunidade
ele provou a impossibilidade de determinar um caminho que passasse através de todas as
pontes da cidade de Konigsberg (atualmente, territério Russo) de uma so6 vez [4]. Seu mo-
delo matematico consistia em resumir as pontes a arestas, as quais ligavam os vértices que
eram representados pelas ilhas. Com isso, ele definiu este sistema como um grafo. Posteri-
ormente, a teoria de grafos foi generalizada e varias das suas propriedades foram provadas

matematicamente.

O conceito de grafo, que aparentemente pode parecer simples, é relevante no estudo
de redes, exatamente pela possibilidade de associagao que, comumente, se faz entre os entes de
grafos e redes, dentro de algum contexto especifico. Dessa forma, tém-se na teoria de grafos,
a estrutura natural para o tratamento matematico exato de redes complexas, uma vez que,
formalmente, uma rede complexa pode ser representada como um grafo. Resumidamente,
temos nos grafos uma maneira de representar e visualizar redes. No entanto, a partir de
certa dimensao (tamanho), as anélises visuais baseadas na representagao de grafos tornam-se
inviaveis, dado que extrair informacoes a partir de uma figura que represente milhares ou

milhoes de vértices e suas respectivas conexoes é uma tarefa virtualmente impossivel.

Um grafo G consiste de dois conjuntos finitos e nao vazios, um conjunto V de pontos
denominados de vértices (os quais chamaremos de sitios), e um conjunto E de segmentos
conectando-os, denominados arestas ( que chameremos de ligagoes). De forma simplificada,
um grafo constitui-se de um conjunto de pontos conectados por um conjunto de linhas. Por
exemplo, numa rede de aeroportos, os pontos podem representar os aeroportos e os segmentos

as rotas aéreas das empresas de aviacao.

Um caso de particular interesse, sobre grafos, diz respeito as arvores. As arvores sao
um tipo de grafo em que existe, exatamente, um tnico caminho ligando cada par de vértices.
Se uma arvore nao tem partes separadas, ela é dita conectada. Uma arvore conectada que
apresenta N vértices possui L = N — 1 arestas. Podemos, dizer ainda, que uma &arvore é
um grafo sem circuitos (ou ciclos). Ja o circuito é tido como uma cadeiaE] simples e fechada
(o vértice inicial é 0 mesmo que o vértice final). Chama-se cadeia simples, aquela que nao

passa duas vezes pela mesma aresta. Em geral, o nimero I de circuitos num grafo conectado,

!Cadeia ¢ uma sequéncia qualquer de arestas adjacentes que ligam dois vértices
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arbitrariamente, com arestas sem dire¢oes relaciona-se com o namero de arestas e vértices
por:
I=L+1-N (1.1)

Esta, constitui-se numa das férmulas bésicas da teoria de grafos.

Figura 1.2: A figura ilustra a presenca de um circuito formado pelos sitios verdes. Neste caso, ele
é de ordem 3.

1.3 Distribuicao de Conectividade

A mais basica caracterizagao das propriedades topologicas das redes é obtida pela
distribui¢ao de conectividade P(k). Esta fornece a probabilidade de que um dado no, es-
colhido aleatoriamente, tenha k ligagoes com outros noés; ou equivalentemente, ela mostra a
fracao de noés de uma rede, que apresenta conectividade k. Alternativamente, a distribuicao
de conectividade é denotada por Py, ou pg, para indicar que a variavel k£ assume valores

inteiros nao-negativos.

No caso de redes direcionadas precisamos considerar dois tipos de distribuigoes,
Py (k) e Pyi(k). Onde a primeira estd associada a conectividade de entrada nos vértices

e a segunda relacionada a conectividade que sai dos vértices.

Em algumas redes complexas, nem todos os nés vao apresentar a mesma conectivi-
dade, seguramente, observaremos que existem nos mais conectados que outros. Informacoes

de como a conectividade esta distribuida, entre os nés, numa rede nao-direcionada, é dada
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pelo grafico de P(k), ou pelo calculo dos momentos da distribuigdo. O momento de ordem n

é dado como:

(") =Y k"P(k) (1.2)
k
O primeiro momento (k) ¢ a conectividade média da rede. O segundo momento mede

as flutuacoes da distribuicao de conectividade.

Vejamos alguns exemplos tipicos de distribui¢oes de conectividade observadas no

estudo de redes complexas:

(1) Distribui¢ao de Poisson: E dada por
P(k) = ———— (1.3)

onde (k) é a conectividade média [2]. Um grafo aleatério tem sua conectividade
seguindo uma distribuicao de Poisson quando seu nimero de vértices tende ao
infinito e sua conectividade média, (k) é fixa. Esse vinculo para (k), constitui a

escala tipica da distribuicao.

(2) Distribui¢ao tipo Lei de Poténcia: Expressa por
P(k) o k™ (1.4)

com k # 0 e v sendo o expoente da distribuigao [2]. Ao contrario da distribuigao
de Poisson, redes que possuem distribuicao de conexoes comportando-se como
lei de poténcia nao apresentam uma escala caracteristica para sua conectividade.
Essa “liberdade de conexao” faz com que tais redes sejam chamadas de escala

livre.

(3) Distribui¢dao Discreta: Esse espectro de conectividade é tipico de redes que
crescem deterministicamente [10, 19]. As simulacoes dessa dissertacao tém dis-

tribuicao discreta.
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1.4 Coeficiente de agregacao

O coeficiente de agregagao de um vértice descreve a presenga de conexoes entre os

primeiros vizinhos dele [2], [12].

Qualitativamente o coeficiente de agregagao pode ser descrito da seguinte forma:
Consideremos uma rede com arestas sem direcoes, e tomamos da mesma, um vértice ¢ que
apresenta z vizinhos mais proximos. Observemos, dentre o niimero total de vizinhos do vértice
1 quantos estao ligados entre si. A agregacao maxima do vértice ¢ é obtida, quando todas as

2(z—1)/2 arestas possiveis estao presentes, conectando todos os seus primeiros vizinhos.

Quantitativamente o coeficiente de agregacao, de um vértice ¢ qualquer da rede, é
definido como sendo a razao entre a quantidade total de arestas que conectam seus primeiros
vizinhos e o niimero maximo possivel de arestas entre todos estes vizinhos mais proximos.

Mais precisamente, temos :
2y

Ci - Zi(Zi — 1)

(1.5)

onde C}, assume valores no intervalo 0 < C; < 1. Quando C; = 0, sabe-se, neste caso, que os
vizinhos do vértice ¢ “nao se conhecem” e, portanto, nao estabelecem conexoes entre si. No
entanto, quando C; = 1 existem todas as conexoes possiveis entre todos os primeiros vizinhos

do vértice 2. Para melhor compreensao, observe a figura 1.3.

Como podemos observar, essa grandeza simboliza, na linguagem de redes sociais,
o grau de conhecimento mutuo dos “amigos” mais proximos de uma dada pessoa. Logo,
podemos associa-la a circulos de amizades ou de conhecidos, em que cada membro conhece

a maioria dos outros membros.

O coeficiente de agregacao de toda a rede, ou seja, o coeficiente de agregacao médio,

é obtido fazendo-se a média dos Cy, pelo nimero total de vértices. Logo;
C=—N'c==-5N =21 1.6
S TR D e 1o

onde C, expressa a probabilidade de existéncia, de arestas entre os primeiros vizinhos de
um dado vértice, escolhido aleatoriamente. Pode-se também, associar a agregacao média de
uma rede a presenca de pequenos circuitos de ordem 3 na mesma, uma vez que o conceito de
coeficiente de agregagao caracteriza a existéncia de ciclos (ou circuitos) na rede. Da definigao,

claramente, pode-se observar que o coeficiente de agregacao de um grafo do tipo arvore é igual
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Figura 1.3: O conceito de coeficiente de agregacao do vértice v, é obtido quando conhecemos seus
primeiros vizinhos e sabemos como estes estao ligados entre si. Para esta figura temos, z, = 6 e
y =5, logo ¢, = 1/3. Figura proveniente da ref. [I5].

a zero. Sendo assim, redes que possuem um alto valor de C, certamente, tém uma estrutura

que difere muito da de arvores.

A presenca de circuitos é uma forma especifica de correlagao em redes. Se o coe-
ficiente de agregacao de uma rede “infinita” nao tende a zero, entao a correlagao entre os
Y

vértices, certamente, se faz presente.

As redes aleatorias cléssicas tém o valor do coeficiente de agregacao muito baixo.
A razao disso, esta no fato das ligagoes (arestas L) serem distribuidas aleatoriamente, entre
cada par de vértices, com a mesma probabilidade p, dada por p = z/N. Dito de outra
maneira, a probabilidade de que os primeiros vizinhos de um vértice estejam conectados é
p, a mesma de que quaisquer outros dois vértices, da rede, estejam conectados. Nesse caso,
sabe-se que z = k = 2L /N, o que resultara num coeficiente de agregacao da forma C' = z/N;
o qual, como ja dissemos, ¢ muito pequeno quando o ntimero de vértices N da rede é grande.
Qualitativamente, este resultado nos diz que uma rede aleatéria contém poucos circuitos e,
certamente, isso nao esta de acordo com o comportamento exibido por muitas redes do mundo

real, uma vez que as mesmas apresentam maior agregacao quando se considera igualdade no
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numero de vértices e arestas de redes reais e aleatorias.

1.5 Menor Caminho Médio

Numa rede nao-direcionada, conexoes que ligam vértices formam um caminho. Dados
dois vértices quaisquer de uma rede, pode existir varios caminhos entre eles, mesmo que estes
nao estejam diretamente conectados. O comprimento, por exemplo, de um dos caminhos
entre esses dois vértices é obtido contando-se o niimero de arestas que os conectam, dado
que para cada uma delas é atribuido valor unitario. Entretanto, o comprimento do menor
caminho (do inglés: “shortest path lenght”) é o caminho mais curto entre os dois vértices
em questao. Embora, a primeira vista, possa parecer uma ideia simples, o menor caminho

constitui-se numa das nogoes centrais na ciéncia de redes complexas.

O menor caminho desempenha um papel importante no transporte e comunicacao
dentro de uma rede. Suponha que precisemos enviar um pacote de dados de um compu-
tador para outro através da Internet, excetuando-se possiveis “congestionamentos” o menor
caminho, certamente, oferecera a maneira mais eficiente para tréfego de informagoes, uma
vez que, por ele, os dados serao transferidos numa rapidez 6tima. Por essa razao, o menor

caminho é de fundamental importancia para a caracterizacao da estrutura interna de redes.

Retomando a ideia desenvolvida no primeiro paragrafo, pode-se obter o menor ca-

minho médio entre dois vértices quaisquer da rede, pela relagao abaixo:

. 2
= mz% (1.7)

i>7

onde d; ; ¢ a distancia geodésicaﬁ entre os vértices ¢ e j. A média de d, ; tomada sobre todos

os N(N — 1)/2 pares de vértices resulta no menor caminho médio [.

Alternativamente, pode-se estimar o valor de [ numa rede aleatéria do tipo arvore.
Para isso, partimos do pressuposto que a rede tenha conectividade média z. Sendo assim, um
sitio qualquer pode visitar, em média, outros z sitios afastados a uma distancia de um passo
(ver figura 1.4). Generalizando, pode-se falar que ap6s [ passos, este sitio, visitara outros 7!

sitios. A estimativa da distdncia caracteristica da rede, isto é, o menor caminho médio, é

2¢ definida como o menor ntimero de ligacdes que conectam dois vértices.
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obtida através da relacdo N ~ Z'. Dessa relacao, chega-se a expressao abaixo:

InN

l
Inz

Q

(1.8)

Na expressao acima, o fato de [ relacionar-se com [nN, torna explicito o porqué da
pequena distancia entre os pares de sitios na rede. Essa particularidade, esta presente no
comportamento de algumas redes reais e é, comumente, conhecida como “efeito de mundo

pequeno”.

Outro conceito que, de certa forma, associa-se com a noc¢ao de caminho em redes é
o de didmetro. Este é definido como o caminho mais longo entre pares de sitios quaisquer.
A importancia do mesmo, se dé, por exemplo, em situagoes em que se pretende analisar a
robustez da rede a ataques, sejam eles dirigidos ou aleatorios. Alteragoes no valor do didmetro

sao indicativos de quao forte é a estrutura topologica da rede.

Figura 1.4: Tlustracdo de uma rede com z = 3. Observa-se que quando [ = 1, visita-se N = 3! =3
nés. Quando [ = 2, temos N = 32 = 9 nés visitados. Quando | = 3, temos N = 3% = 27 e assim por
diante (N ~ 7).
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1.6 Betweenness

Olhando uma rede como sendo uma descrigao da interagao entre agentes represen-
tados por nos (ou veértices) e, considerando que nem todos os pares de nos sao adjacentes, a
presenca de nos e ligagoes intermediérios, formando um caminho que conecte esses nés nao-
adjacentes, é de alta importancia, principalmente, quando o foco é o trafego de informacoes
na rede. Nesse sentido, um grande ntmero de caminhos, tais que destes, um né6 ou ligacao
fazem parte sao, certamente, essenciais para a rede. Admitindo que as interagoes seguem
os menores caminhos entre dois nos, é possivel quantificar quao fundamental é, para a rede,
um no6 ou ligacao, através do chamado betweenness o. O betweenness de um né pode ser
entendido, simplificadamente, como uma quantidade que mede o ntimero de menores cami-
nhos que passam por esse nd6. Em condigoes mais rigidas, o betweenness de um no v, o(v), é
definido da seguinte maneira: tomemos, de um lado, a quantidade B(i,j) > 0, como repre-
sentante do nimero total de menores caminhos entre os vértices ¢ e j. Ja, por outro lado, a
quantidade B(i, v, j) indicara o nimero desses caminhos que passam pelo vértice v. A razao
B(i,v,j)/B(i,7) mede quao relevante é o papel desempenhado pelo vértice v nas conexoes

entre ¢ e j. Traduzido em linguagem matemética, o betweenness do vértice v ¢ dado por:

o(v) = ; Bél(;—’y;‘)y) (1.9)

onde a soma se da sobre todos os pares de vértices, respeitando a condi¢ao de existéncia de,

no minimo, um caminho entre ¢ e j, ou seja , B(i, ) > 0.

Aqui, faz-se necessario atentarmos para dois aspectos: o primeiro diz respeito ao fato
de nenhum dos menores caminhos B(i, j) passarem pelo vértice v. Se isso ocorrer o(v) é nulo
e v é um vértice que nao contribui para os menores caminhos entre ¢ e 7 . O segundo, trata da
possibilidade de grande parte dos menores caminhos B(i, j) atravessarem o vértice v. Se essa
possibilidade realmente acontecer, o vértice v desempenha papel, extremamente, importante
para as conexoes que se estabelecem entre ¢ e j. Dessa forma, o vértice v controla quase
todos os menores caminhos médios da rede. Como exemplo pratico dessa situacao, pensemos

numa ponte que liga dois territorios.

Um outro ponto a ser observado é que o betweenness de um vértice esta, fortemente,
associado com sua conectividade. E sabe-se que vértices com alto “betweenness” também

apresentam bastante conexoes, isto é, tem alta conectividade. Em linguagem de redes sociais,
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Figura 1.5: Podemos observar que o vértice central (vinho) desempenha um papel fundamental na
conectividade da rede, logo, este, tem o maior betweenneess.

pode-se associar vértices com alto betweenness a individuos importantes e mais influentes.

O conceito de betweenness pode ser estendido também para as arestas. Uma defini¢ao
simples, para o betweenness de uma aresta, diz que ele mede o ntimero de menores caminhos,

entre pares de nos, que tem essa aresta como parte dos menores caminhos.

1.7 Redes Reais

Para que se possa modelar um problema real como uma rede complexa, necessita-
se, antes de mais nada, indentificar os elementos que a compoe e, sobretudo, saber como
tais elementos interagem. Nos anos recentes, isso vem sendo feito com varios sistemas reais,
objetivando-se assim, indentificar e compreeender suas caracteristicas e/ou propriedades to-
pologicas. Procurando seguir essa logica, veremos, daqui por diante, exemplos de sistemas
reais que foram modelados sob a forma de redes e faremos o relato sobre algumas caracteris-

ticas topologicas apresentadas pelos mesmos.

1.7.1 O Mundo é Pequeno

Em 1967, Stanley Milgram, um Psicologo e Sociolégo americano, desenvolveu um
experimento social com o intuito de saber se pessoas desconhecidas e escolhidas aleatotria-

mente, nos Estados Unidos, poderiam ser conectadas através de pessoas que se conheciam [3].
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E, caso isso fosse possivel, quantas eram as pessoas necessarias para tal feito ocorrer. Assim,

de certa forma, determinava-se a “distancia”’ entre quaisquer duas pessoas desconhecidas.

Para dar inicio a esse experimento duas pessoas foram escolhidas como alvo. A
primeira foi a esposa de um estudante de graduacao. A segunda um corretor da bolsa de

valores, ambos residindo em Massachusetts.

O passo seguinte, foi escolher as cidades de Wichita e Omaha (areas desérticas do
pais), respectivamente, pertencentes aos estados do Kansas e do Nebraska, como ponto de

partida para o estudo.

O experimento de Milgram consistia em enviar envelopes para moradores, escolhidos
aleatoriamente, em Wichita e Omaha pedindo-lhes que participassem de um estudo relacio-
nado a sociedade americana. Os moradores que recebessem os envelopes, no entanto, teriam

que entregé-lo, direto ou indiretamente, a pessoa alvo.

O envelope continha uma carta com um breve resumo da proposta do estudo, uma fo-
tografia, nome, endereco e alguns dados pessoais da pessoa alvo, juntamente com as seguintes

instrucoes:

(1) Cada pessoa que receber o caderno deve adicionar seu nome nele. Isto serve
para rastrear de quem partiu o envelope, evitando que este volte para uma mesma

pessoa.

(2) Se vocé nao conhece a pessoa alvo, nao tente contacta-la diretamente. Ao
invés disso, repasse este caderno para alguém que vocé conhece e acredite que,

este, tenha maior chance de conhecer a pessoa alvo.
(3) Se vocé conhece a pessoa alvo, envie este documento diretamente para ele(a).

(4) Ao enviar o caderno, cada pessoa deve retirar uma pagina dele, preenché-la e
remeté-la ao cientista. Esta, sem duvida, é uma fase muito importante do estudo,
pois ela permite, a Milgram, acompanhar o progresso da experiéncia, ao longo do
trajeto do caderno, até chegar a pessoa alvo. Nas maos da pessoa alvo, o caderno

deve, agora, ser enviado ao Psicol6go para a conclusao do experimento.

O surpreendente resultado da experiéncia foi publicado na revista “Psychology To-
day” num trabalho intitulado como “Problema de Mundo Pequeno” [3] e revelou que o niimero

médio de ligagoes entre a pessoa inicial e o destinatario final, no caso das experiéncias que
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Figura 1.6: Mapa dos Estados Unidos. Os estados em vermelho representam a origem das corres-
pondéncias e o estado em verde representa o destino final. Figura proveniente da ref. [15].

se completaram, era de aproximadamente seis pessoas. Dai surgiu a famosa expressao “seis

graus de separacao” que ja foi aproveitada para titulo de pecas de teatros e filmes.

A contribuicao de Milgram nao foi apenas nos chamar a atencao para o quanto
estamos conectados, mas também demonstrar que ninguém estd a muito mais que alguns

“apertos de mao” de uma outra pessoa. Isto é, o mundo é pequeno.

O termo mundo pequeno, como tratado por Milgram, também foi comprovado em
intimeras redes reais, dado que estas, em geral, apresentam “distancia” finita e pequena entre

dois pontos quaisquer, passando entao, a serem chamadas de redes de mundo pequeno.

1.7.2 World Wide Web (WWW)

A WWW ¢é o exemplo mais importante de rede de informacao. Os nés da WWW
sao representados pelos documentos HTML (web pages) que sao ligados uns aos outros por

hyperlinks (URLSs), os quais fazem o papel das arestas da rede. O crescimento da WWW se
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Pout (k}
P ()

{d) = 0.35 4 2.06 log(N)

Figura 1.7: Distribuigao de links saindo (a) e entrando (b) em uma Web page. Em (c), menor
caminho médio como fungdo do tamanho da rede. Figura proveniente da ref. [6].

d& sem ordenamento natural, o que a torna complexa e direcionada. Nesse caso, a conecti-
vidade dos nos é feita nao apenas pelas conexoes que entram, mas também pelas conexoes
que saem dos mesmos. Como as conexoes sao direcionadas, a WWW ¢ caracterizada por
duas distribuigdes de conectividade: Pj,(k) que indica a probabilidade de haver k hyperlinks
apontando para um dado documento e P, (k) que denota a provével existéncia de k links

terem origem nessa web page.

Estudos realizados por Barabasi et al. (1999) [6] com o intuito de mapear a WWW,
estimada em, pelo menos, 8 x 10® documentos, detectaram que ambas, P, (k) e P, (k),
seguem uma lei de poténcia por diversas ordem de grandeza de k. A figura 1.7 mostra o

comportamento das leis de poténcia que caracterizam as distribui¢oes de conexoes.

Py (k) ~ k77 onde 7, =21 e Pou(k) ~ k77 com 7y, = 2.45

Esse resultado é muito diferente do que era previsto pela classica teoria de grafos

aleatorios que esperava vé as distribuigoes de conexoes seguir uma distribuicao de Poisson.
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Uma grandeza importante no processo de busca na web é o menor caminho d entre
dois documentos. A média de d sobre todos os pares de vértices é dada por (d) = 0.35 +
2.06log(N). Usando N = 8 x 10® web pages, encontramos que () = 18.59 ~ 19, isto
é, dois documentos escolhidos aleatoriamente estao, em média, a 19 cliques um do outro.
Observamos que apesar do grande tamanho da WWW, ainda assim, existe um caminho
relativamente pequeno conectando pares de Web pages. Isso, entretanto, enfatiza o carater

de “mundo pequeno” para a WWW.

O pequeno valor de (d) sinaliza a possibilidade de construir-se melhores programas
que otimizem as busca na web. Tais programas podem, por exemplo, utilizarem agentes
inteligentes que sejam capazes de interpretar os links e seguir somente os mais relevantes

para obter, mais depressa, a informacao desejada.

1.7.3 Internet

A internet é o principal exemplo de redes com maior relevancia tecnologica e econo-
mica. Ela é tida como uma enorme rede global de computadores ou outros aparelhos de
comunicagao, que sao ligados, entre si, por ou sem fios e, junto com isso, representa mudan-
cas eletronicas de transmissao de informacoes entre computadores. Normalmente, a estrutura
da Internet é descrita em dois niveis distintos: Um, trata a mesma a nivel de roteadores, sendo
que os nobs sao os proprios roteadores e as ligagoes sao conexoes fisicas entre eles. O outro,
trata a Internet a nivel de dominios (sistemas autonomos), que sao sub-redes na Internet,
composto por milhares de computadores e roteadores, os quais representam um tnico no,
onde a ligacao se estabelece entre dois dominios se existir, pelo menos, um roteador que os

conecte.

Um aspecto de especial interesse, demonstrado pela Internet, esta relacionado a
“erande quantidade” de noés que ela apresenta, quando comparada com outros sistemas reais.
Tal aspecto é importante do ponto de vista das analises estatisticas feitas na rede, e estas reve-
laram que a Internet, tanto a nivel de roteadores quanto de dominios, apresenta propriedades
topologicas nao triviais; entre elas, a distribuicao de conectividade comportando-se como lei
de poténcia. Esse fato confere a Internet, a inclusao numa classe de redes denominadas de

escala livre.

Outras caracteristicas da Internet, como menor caminho médio e coeficiente de agre-

gacao, ratificam a inclusdo dela nessa classe de redes. Pastor-Satorrs et al. (2001) [5] es-
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Figura 1.8: Comportamento da distribui¢ao de conectividade (Lei de poténcia) da Internet a nivel
de roteadores. Figura proveniente da ref. [2].

tudando a Internet a nivel de dominios entre 1997 e 1999, obtiveram valores para o menor
caminho médio situados abaixo de 4, estes sao diferentes daqueles exibidos por grafos alea-
torias classicos, quando tém-se o mesmo numero total de vértices e conexoes. Em particular,

para a Internet no ano de 1998, a relacao entre o menor caminho Z/ Lrana €ra de 0.6 .

A indicacao desse valor para [ significa que, dados em torno de 4 “passos”’, pode-se
alcancar a maioria dos vértices e isso faz a Internet exibir o carater de mundo pequeno. A
nivel de roteadores, o menor caminho médio é [ ~ 10, valor ligeiramente menor do que o de

seu correspondente grafo aleatorio classico.

O coeficiente de agregacao tem valor situado em torno de 0.2. Este é essencialmente

maior que o de seu correspondente grafo aleatorio cléssico que tem valor de C,.4,q =~ 0.001.

1.7.4 Rede de contatos sexuais

A rede de contatos sexuais é, sem duvida, muito importante do ponto de vista de
saude publica, ja que varias doengas sexualmente transmissiveis (DSTs) podem se propagar
entre seus constituintes. O conhecimento de sua topologia ajudara, por exemplo, na escolha

de estratégias, mais eficientes, visando prevenir o contagio com alguma DST.

Em 1996, Liljeros et al. [7] analisando o comportamento sexual, de uma amostra
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aleatoria de individuos, revelaram caracteristicas bastantes interessantes, de uma rede de
contato sexual, composta por 2810 Suecos. A caracteristica mais marcante do estudo, foi a
descoberta de que a distribui¢ao de conectividade P(k) do ntmero de parceiros sexuais k,
no decorrer dos ultimos 12 meses e também, durante toda a vida desses individuos, decai
como uma lei de poténcia com expoentes similares, tanto para homens (o« = 2.31 0.2 e
ot = 1.60 = 0.3) quanto para mulheres (o = 2.54 £ 0.2 e aupy = 2.21 £ 0.3).

A natureza de escala livre apresentada pela distribuicao de conectividade difere do
padrao esperado para a rede de relagoes sexuais, uma vez que, para esta, a expectativa era
encontrar uma distribuicao Gaussiana, assim como fora obtido para a rede de relagoes de

amizades [11].

O fato da distribuicao de conexoes decair como lei de poténcia, indica que o conceito
de grupo de risco, considerado em estudos epidemiologicos, é, nesse caso, arbitrario, porque
nao ha uma fronteira bem definida que separa os individuos do grupo de risco dos outros
individuos. Outro aspecto importante é que, de acordo com os modelos epidemioldgicos, as
epidemias propagam-se, muito mais rapidamente, numa rede sem escala do que numa rede

com escala (Gaussiana).

A possibilidade da rede de contatos sexuais ter uma estrutura sem escala tipica,
indica que campanhas educativas, alertando sobre a importancia do sexo seguro, deve ter
como alvo preferencial, individuos com um grande ntimero de parceiros(as). Essa estratégia
pode reduzir, significativamente, a disseminacao de doencas sexualmente transmissiveis na

rede e, além disso, diminui os gastos com tratamentos das DSTs.
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Figura 1.9: Distribuigao de escala livre do ntimero de parceiros sexuais para homens e mulheres.
Em (a), distribui¢ao do nimero de parceiros no decorrer dos ultimos 12 meses e, em (b), distribuicao
do numero total de parceiros correspondente a vida inteira. Figura proveniente da ref. [7].
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1.7.5 Rede Metabodlica

Uma rede de particular interesse cientifico é a rede metabdlica. As muitas reacoes
bioquimicas que dao “poder” as células dos organismos vivos formam uma rede em que os
vértices sdo substratos (substancias quimicas), como por exemplo, dgua, gas carbonico, ATP,
ADP etc., os quais estdao conectados um ao outro por meio das proprias reagoes bioquimicas

(arestas).

As arestas da rede metabdlica sao dirigidas, pois reagoes bioquimicas distintas, po-
dem tratar um mesmo substrato ora como produto ora como reagente. Assim, diferencia-se
entre as conexoes de entrada e saida dos nos. As conexdes que entram nos vértices conside-
ram o substrato como produto da reacao. Por outro lado, a conectividade de saida toma-o
como reagente. Esta representacao permite, sistematicamente, investigar e quantificar as

propriedades topolégicas das redes metabolicas de varios organismos.

Um estudo extensivo realizado por Jeong et al. (2000) [8] comparando a organizagao
estrutural das redes metabolicas de 43 organismos pertencentes a todos os trés dominios da
vida: Bactérias, Eucariontes (animais, plantas etc.) e Arqueas, revelou que, em comum com
diversas outras redes reais, a distribuicao de conectividade dos vértices, tanto a de entrada
quanto a de saida, ¢ de escala livre e o comprimento médio do caminho, entre pares de

vértices, é pequeno para todos os organismos analisados.

Os expoentes das leis de poténcias que gerem o comportamento de ambas as dis-

tribuigoes, a de entrada e a de saida, das conexoes dos nds variam no intervalo de 2,0 a
2.4.

Uma caracteristica geral de muitas redes complexas é seu efeito de mundo pequeno,
significando que dois nds quaisquer podem ser conectados por um caminho, relativamente,
pequeno ao longo das ligagoes existentes entre eles. Na rede metabdlica, esses caminhos
correspondem a reagdes bioquimicas conectando dois substratos. Jeong et al. [§], encontra-
ram que a maioria dos substratos podem ser ligados, aproximadamente, por um caminho

equivalente a trés reacoes bioquimicas.

Do ponto de vista biologico, esse é um resultado significativo. Caso o caminho médio
entre os substratos fosse bastante grande, necessitaria-se de muitas reagoes intermediarias
para conectar dois substratos quaisquer. No entanto, esse fato, seguramente nao acrescentaria

vantagem alguma aos seres vivos, dado que muitos desses “produtos” das reagoes intemediérias
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poderiam, por exemplo, se deteriorar muito rapidamente, por meio de intervencoes ambientais
e, assim, ocorreria a remocao do caminho entre os substratos em questao. Ja um pequeno
caminho, como obtido por Jeong et al. [8], certamente, é mais eficiente para esse tipo de

situacao e, talvez, constitua uma estratégia natural para a preservagao da vida.

1.7.6 Rede de Citacoes Cientificas

Os cientistas, naturalmente se interessam pelas citacoes que seus trabalhos recebem.
As citacoes, na literatura cientifica, formam a rede das citacoes. E esta, de certa forma,
reflete o aspecto especifico da evolugao da ciéncia. Os vértices da rede de citagoes sao os
artigos cientificos, e suas arestas, direcionadas, sao as citagoes. O fato das arestas serem
dirigidas, de um artigo a outro, na rede de citagoes dos trabalhos cientificos, significa que
o primeiro cita o segundo em sua bibliografia. Dito de outra forma, artigos mais “jovens”
citam, em sua bibliografia, artigos publicados anteriormente. Consequentemente, todas as

arestas, nessa rede, sao direcionadas a artigos mais “velhos”.

J& que a rede de citagoes é direcionada, os artigos em tal rede, tém uma distribuicao
que caracteriza as conexoes de saida P, (k) (o namero de artigos que eles citam) e outra que

informa sobre as conexdes de entrada Py,(k) (nimero de artigos em que eles sao citados).

De particular interesse é o trabalho de Redner (1998) [13] que investigou dados
fornecidos pelo Institute for Scientific Information e pela revista Physical Review D, com o

objetivo de descobrir o comportamento das distribuicoes de conexoes dos artigos.

Dos dados obtidos do Institute for Scientific Information, Redner observou a frequén-
cia de citacoes de 783.339 trabalhos publicados em 1981 e citados mais de 6 milhoes de vezes
entre 1981 e 1997. Ele encontrou que a probabilidade de um artigo ser citado k vezes segue
uma lei de poténcia com expoente, aproximadamente, igual a 3. O segundo conjunto de
dados catalogados das bibliografias de 24.296 artigos publicados na revista Physical Review

D, entre 1975 e 1994, também mostrou resultado semelhante.

A distribuigdo do nimero de referéncia de um artigo , isto é, P,;(k) apresenta cauda

com decaimento exponencial.

Na tabela abaixo, apresentamos mais dados relacionados a outras redes reais.
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Dados das redes rea

Tabela 1.1
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Figura 1.10: Expoentes das leis de poténcias das redes que compoem a tabela 1.1. Figura proveni-
ente da ref. [12].



CAPITULO 2

Os Primeiros Modelos de Redes Complexas

Neste capitulo, focaremos & atenc¢ao na modelagem matemética de redes, discutindo
alguns modelos simples e genéricos, abordando procedimentos de construcao e propriedades
significativas. Para comegar, fazemos a descricao do modelo de Erdés-Rényi e, logo em
seguida, do modelo de Watts-Strogatz, relatando as vantagens e as desvantagens destes na

caracterizagao das redes reais.

Os trabalhos de P. Erdos e A. Rényi [14] em meados de 1950 constituem uma das
bases da teoria moderna de redes complexas. Nesses trabalhos, os autores estudaram, do
ponto de vista matematico, um sistema formado por E conexoes distribuidas aleatoriamente
entre N vértices. Embora tenha sido o primeiro modelo amplamente estudado e servido
de base para estudos mais elaborados em redes, ainda assim o mesmo nao possui muitas
aplicagoes relevantes ja que nao é tao frequente encontrarmos sistemas reais apresentando

tal grau de aleatoriedade.

O modelo de Watts-Strogatz surgiu como uma alternativa de explicar o resultado
do experimento realizado por Stanley Milgram, e por isso é tido como um simples modelo
de redes sociais. Porém, atraiu a atencao dos fisicos dada a possibilidade do uso de uma

variedade de técnicas da Fisica Estatistica.

25
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2.1 Modelo de Erdos-Rényi

O modelo de Erdés-Rényi comega pela definicao de um grafo aleatério com N nos,
contendo n conexoes (arestas) escolhidas de maneira aleatoria entre as N(N — 1) /2 conexoes
possiveis [14]. Existem, no total, C’}\L,( N-1)/2 grafos possiveis que formam um espaco de pro-
babilidades em que cada grafo é igualmente provavel. Uma outra forma, correspondente a
anterior, de definir o grafo aleatério de Erdos-Rényi é a seguinte: comega-se com N nos e
cada no sera conectado a um outro com uma dada probabilidade p (Modelo Binomial), ver
figura 2.1 para melhor compreensao. Assim, teremos que a conectividade média relaciona-se

com p, de acordo com a expressao

(k) = ~ =p(N —1) ~pN. (2.1)

Isto implica que o ntumero total de conexoes é uma variavel aleatéria proporcional a

probabilidade p e com valor esperado dado por

E(n) = pIN(N — 1)/2]. (2.2)

O estudo extensivo desse tipo de grafo revelou que muitas de suas propriedades nao

surgem gradualmente e, sim de repente quando bastante arestas sao “adicionadas” ao grafo.

Erdos e Rényi estudaram probabilisticamente a presenca de propriedades em grafos
para os quais N — oo. O resultado mais surpreendente, obtido por eles, foi que muitas
propriedades relevantes aparecem abruptamente, se variada a probabilidade de conexao p.
Dessa forma, em redes grandes, porém finitas, para cada propriedade estudada, deve existir
uma probabilidade critica p. a partir da qual, essa dada propriedade, quase sempre esta

presente no grafo se p > p,., e quase nunca ela (propriedada) esta presente se p < p..

Em particular, uma propriedade interessante é a presenca de subgrafos especificos,
onde definimos subgrafos de um grafo G como sendo grafos de dimensoes menores cujos
pontos e conexoes estao contidos em (. Os trés tipos mais imediatos de subgrafos podem
ser vistos na figura 2.2 e todos podem ser caracterizados, simplesmente, contando o ntimero
de nods e conexoes presentes em cada um deles. Por exemplo, é um (sub)grafo do tipo arvore
qualquer figura que tenha N nés e N — 1 conexoes; para ciclos, hd N nés e também N

conexdes e, finalmente, para subgrafos completos, ha N nos e N(IN — 1)/2 conexdes.
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p=0.1 p=0.15

Figura 2.1: Tlustragdo do processo de evolugao de um grafo para o modelo de Erdos-Rényi. Come-
gamos com N = 10 nos isolados (figura mais acima, onde p = 0), e conectamos cada par de no6s com
probabilidade p. As duas figuras mais abaixo, mostram dois estagios diferentes do desenvolvimento
do grafo, correspondendo a p = 0.1 e p = 0.15. Observamos o aparecimento de arvores (uma arvore
de ordem 3, desenhada pelas linhas tracejadas) e ciclos (um ciclo de ordem 3, desenhado pelas linhas
tracejadas) no grafo, e um aglomerado conectando metade dos nés em p = 0.15 = 1.5/N. Figura

proveniente da ref. [2].
/ /\ A\ m Arvores
A <> Q O Ciclos
A @ @ gg Completos

Figura 2.2: Tipos de Subgrafos.

No estudo de grafos aleatorios, é interessante determinar a probabilidade critica de
conexao p. a partir da qual quase todos os grafos tém um subgrafo, de um dado tipo, em sua
estrututra. De fato, foi demonstrado [16] que esta probabilidade critica pode ser calculada
para qualquer subgrafo com, digamos, k£ noés e [ conexoes. Para tanto, vamos inicialmente
escrever o nimero médio de subgrafos desse tipo (especificado por k e [ apenas) em uma rede.
Note que os k elementos podem ser escolhidos dos N nés da rede de C% formas diferentes,
onde C% = N!/((N — k)'k!) ¢ o ntimero de combinagoes contendo k elementos selecionados
dentro dos N possiveis, e as [ arestas tém probabilidade p' de serem formadas. Além disso,
os k nés podem ser permutados de k!/a maneiras diferentes, onde a representa o nimero de

permutacoes isomorfaﬂ. Dessa forma, o niimero médio de subgrafos E do tipo definido pelos

!Permutacdes que tém a mesma forma.
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nimeros k e [ pode ser dado como:

(2.3)

Nesta expressao, a aproximagao feita considera subgrafos de dimensoes pequenas, isto

é, k e [, tipicamente, muito menores do que o niimero de nés N da rede, e entao C% ~ N*/k! é
uma aproximacao razoavel. E claro que este é um valor médio, mas é provavel que os valores
observados nao sejam muito diferentes destes. Para tentar chegar a um valor satisfatorio
oy L. . . ., .. 1

para a probabilidade critica, vamos supor que desejamos que haja um ntmero apreciavel ¢
de ocorréncias de um determinado subgrafo definido por k£ e [. Entao, pela dependéncia de

2.3, temos:
Nkpl

~d = po~d'NTE (2.4)

Nesta equacao, vemos que a probabilidade critica depende crucialmente dos valores
de k e [, o que de fato parece razoavel. Verifica-se que, realmente, ha o aparecimento de
subgrafos de crescente complexidade quando p cresce para redes apreciavelmente grandes,
como podemos ver na figura 2.3. De imediato, nota-se que, inicialmente, a rede apresenta
apenas arvores com k = 2 el = 1. No entanto, & medida que sao considerados valores maiores
de p, vao aparecendo arvores de maior dimensao. Entao, quando p ~ N~! aparecem todos

. , _2 .
os ciclos, e é apenas para p ~ N~3 que comecam a surgir subgrafos completos.

p~N’
-0 -2 -3/2 -4/3 -5/4 -1 -2[3 -1/2

I AANA &

Figura 2.3: Aparecimento de subgrafos em grafo aleatorio de acordo com p, onde z é o expoente
da dependéncia em N. Veja que z = —k/I.

Hé& ainda uma transicao muito marcante, se p ~ N?, quando o expoente z se aproxima

de —1. Para z < —1 o grafo é composto apenas por arvores desconectadas, mas quando
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z &~ —1, ocorre uma mudanga sibita na estrutura do grafo. O maior subgrafo, totalmente
conectado, deixa de ser uma arvore pequena e passa a abranger quase a rede inteira e, nesse
caso, trata-se de um bloco conectando cerca de N 5 nos. Essa transicao ¢ bastante similar
a transi¢do de fase associada ao fenomeno de Percolagdd’, onde os aglomerados menores

colapsarao num aglomerado gigante [2], [47].

2.1.1 Propriedades Topolégicas do Modelo de Erdos-Rényi

I. Distribuicao de Conectividade

A distribuicao de conectividade das redes aleatérias é conhecida desde os primeiros
trabalhos de Erdos e Rényi [14]. Nestes, eles estudaram o limite superior e inferior da
distribuicao de conectividade e obtiveram que a probabilidade, numa rede aleatéria, de um

no i ter k = k; ligacoes com outros nos, segue uma distribuicao binomial
P(ki=k) = Cx_p* (1 —p)¥ 17" (2.5)

onde o primeiro termo, C%_,, informa sobre o ntimero de maneiras diferentes em que as
ligacdes podem esté distribuidas, o segundo termo, P*, é a probabilidade de existéncia de

N=l=k & a probabilidade para a auséncia

k ligagoes e, por ultimo, o terceiro termo, (1 — p)
de (N — 1 — k) ligagdes. Como todos os nos, num grafo aleatorio, sdo estatisticamente
equivalentes, a probabilidade de um né, selecionado aleatoriamente, ter k ligacoes é a mesma
para cada um deles; logo a distribuicao de conectividade tem igual forma para todos os
noés. Para N suficientemente grande, a distribui¢ao é bem ajustada por uma distribuicao de
Poisson:

P(k) = e‘<k>M (2.6)

onde (k) ¢ a conectividade média que ¢ dada por (k) = p(IN — 1). Pode-se observar que
a distribuicao decresce rapidamente para valores afastados da conectividade média e que,
muito embora as arestas sejam adicionadas aleatoriamente, ainda assim a maioria dos nos

apresentam o mesmo numero delas, k; ~ (k). Ver figura 2.4. Dessa forma, a rede gerada pelo

2Trata-se da aparicio de um grupo de elementos todos conectados que, no caso da percolacdo, abrange a
rede inteira de uma forma extensa.
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modelo de Erdés-Rényi é razoalvemente homogénea e apresenta escala caracteristica, dada

aproximadamente pela conectividade média (k).
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Figura 2.4: Distribui¢ao de conectividade do modelo de Erdos-Rényi, para redes com N = 10000
e p = 0.0006 (circulos), p = 0.001 (quadrados) e p = 0.0015 (diamantes). Observamos que o0s nos
tém, em média, o mesmo numero de ligagoes. Figura proveniente da ref. [17].

II. Menor Caminho Médio

Considere uma rede aleatéria onde os sitios tenham, em média, k ligagoes ((k)) como
na figura (1.4). Isto significa que de um sitio qualquer, pode-se visitar, em média, k outros
sitios afastados a uma distancia de um passo. De cada um desses k sitios, outros k sitios
podem ser visitados, de modo que, em relacao ao sitio inicial podemos visitar k2 sitios depois
de dados dois passos. Generalizando, dizemos que, em média, visitam-se <k:>l com [ passos.
Se a rede contém N sitios, (k:}l nao pode exceder o tamanho N, ou seja, N = (k)l Portanto,

para alcancar os IV sitios da rede sao necessérios, em média

InN

lrand =~ ()’ (2.7)
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A aleatoriedade das conexoes gera uma quebra de simetria que faz com que o caminho
médio entre dois sitios quaisquer seja muito pequeno se comparado ao tamanho da rede. Esse

resultado, no entanto, serviu de base para explicar o experimento de S. Milgran [3].

Comparando-se o menor caminho médio de redes reais com os de redes aleatoérias,
pode-se perceber, de acordo com a equagao (2.7), que os valores ajustam-se, de maneira

razoavel. Ver figura 2.5.

15 —rrem e S S S
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Figura 2.5: Comparagao entre o comprimento médio dos menores caminhos de redes reais (simbolos)
com a previsao da equagao (2.7) para redes aleatorias (linha pontilhada). Figura proveniente da ref.

2.

II1. Coeficiente de Agregacao

Se considerarmos um vértice num grafo aleatério e seus primeiros vizinhos, a proba-
bilidade que dois desses vizinhos estejam conectados entre si é igual a probabilidade que dois
vértices quaisquer, do grafo, escolhidos aleatoriamente sejam conectados. Consequentemente,
o coeficiente de agregacao de um grafo aleatorio é

Crand =p= %7 (28>

Na figura 2.6, pode-se observar o grafico da razao entre o coeficiente de agregacao e

a conectividade média de redes reais, Cyeq;/(k), em fungdo de seus tamanhos e comparamos
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esta razao com a predi¢ao da equagdo (2.8). O grafico indica, claramente, que redes reais
nao seguem a previsao dos grafos aleatorios. A razao C/(k), no entanto, ndo diminui com
N1, em vez disso, parece ser independente de N. Do gréafico, é notavel a diferenca entre
os valores dos coeficientes de agregacao de redes reais e aletérias, as tultimas possuem valor

muito pequeno, quando considera-se o mesmo namero de vértices para ambas as redes.
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Figura 2.6: Comparacao entre os coeficientes de agregacao de redes reais e de grafos aleatorios. A
linha tracejada corresponde a previsao da equagao (2.8). Figura proveniente da ref. [2].

2.2 Modelo de Watts e Strogatz

Ao contrario do que mostra a rede de Erdés-Rényi, muitas redes reais possuem valor
do coeficiente de agregacao alto (ver tabela 1.1). Watts e Strogatz, na tentativa de unir as
caracteristicas de mundo pequeno e alto coeficiente de agregacao presentes numa so rede,
propuseram a constru¢ao de um modelo de rede, o modelo de Watts-Strogatz [18], que fosse
inicialmente uma rede regular e que, a partir dela, fossem reconectadas ou redirecionadas

ligagoes, com o objetivo de criar “atalhos” entre pontos distantes da rede.

O modelo de Watts-Strogatz pode ser construido em redes de qualquer dimensao
ou topologia, mas foi melhor estudado para o caso da rede unidimensional, sendo definida
da seguinte maneira: considere uma rede unidimensional de N vértices com condi¢oes de

contorno periddicas, ou seja, um anel com N nés. Entao, conecta-se cada vértice a seus
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primeiros z vizinhos (vértices que estejam mais proximos do vértice em questao). Assim,
obteremos uma rede com Nz ligacoes, onde cada vértice possui nimero de coordenagao dado
por k = 2z (veja o exemplo, na figura 2.7, de uma rede com N = 20 e z = 2). O modelo de
Watts-Strogatz é entao criado “reconectando” uma fracao das ligacoes dessa rede. O processo
de reconexao consiste em visitar cada ligacao da rede e, com probabilidade p, reconectar uma
das extremidades da ligacao a um novo vértice escolhido aleatoriamente na rede. No modelo
de Watts-Strogatz sao proibidas as formagoes de duplas e de auto-ligagoes. Esse processo

esté ilustrado na figura 2.7.

O processo de reconexao permite, ao modelo de Watts-Strogatz, transformar uma
rede com caracteristicas de rede regular em uma rede aleatéria. Quando p = 0, temos uma

rede regular, e o coeficiente de agregacao, da mesma, vale

3k —3

C=

(2.9)

que tende a 3/4 quando k — oo. Por outro lado, quando p = 1, cada ligagao é reconectada a
um novo vértice transformando a rede regular numa rede, totalmente, aleatéria, com menor
caminho médio tipico da ordem de InN/Ink, mas com coeficiente de agregagdo muito baixo
C' ~ 2k/N. Contudo, como Watts e Strogatz mostraram, em célculos numéricos do coeficiente
de agregacao e do menor caminho médio, existe um razoavel intervalo de probabilidade p
para o qual o modelo apresenta simultaneamente menor caminho médio baixo e coeficiente

de agregacao alto — veja figura 2.8.

O modelo de Watts-Strogatz teve como inspiracao sistemas sociais, basta lembrar
que, normalmente, muitas pessoas sao amigas de seus vizinhos, por exemplo, amizade entre
os vizinhos de uma mesma rua. Entretanto, qualquer um de nos, certamente, tem, pelo
menos, um amigo que esta longe, morando em um outro bairro, cidade ou pais. Esses rela-
cionamentos de longas distancias sao representados pelas ligacoes de longo alcance, obtidas

pelas reconexoes no modelo de Watts-Strogatz.

Para entender, um pouco mais, a existéncia de curtos caminhos entre dois vértices
quaisquer e a alta agregacao, sera necessario analisar o comportamento do coeficiente de agre-
gagao C(p) e o comprimento médio dos menores caminhos [(p) em fungao da probabilidade

de reconexao.

Para uma rede com condig¢oes de contorno periddicas, fazendo p = 0 temos que
[(0) ~ N/2k > 1 e C(0) ~ 3/4. Observamos que [ se escala com o tamanho da rede e que

o coeficiente de agregacao € alto, assim como é esperado que ocorra em redes regulares. Por



Capitulo 2. Os Primeiros Modelos de Redes Complexas 34

Figura 2.7: Procedimento de reconectar os vértices do modelo de Watts-Strogatz que transforma
uma rede (circular) regular em uma rede aleatoria sem fazer mudanga no nimero de vértice ou
ligagdo. Comegamos com uma rede de N = 20 nés, cada um conectado aos seus 4 vizinhos mais
proximos (dois de cada lado do vértice em questdo, ou seja, z = k/2), em seguida escolhemos um
vértice e uma ligagdo que conecta um de seus vizinhos. Com uma probabilidade p reconectamos essa
ligacdo a um outro vértice escolhido aleatoriamente. Fazemos isso até que todas as ligacoes, da rede
original, tenham sido consideradas. Realizagbes desse procedimento é mostrado, aqui nesta figura,
para trés valores diferentes de p. Na primeira, da esquerda para a direita, foi usado p = 0, com
isso a rede original permanece inalterada (rede regular). Na segunda, com o valor de p no intervalo
0 < p <1 (rede de mundo pequeno). Na terceira, é obtida uma rede totalmente aleatoria, com
p = 1, onde todas as ligagoes foram aleatoriamente reconectadas. Figura proveniente da ref. [I8].

outro lado, quando p — 1, o modelo de Watts-Strogatz, converge para uma rede aleatoria,
onde temos (1) ~ In(N)/In(k) e C(1) ~ k/N. Notemos, nesse caso, que [ varia com
logaritmo do tamanho da rede N, enquanto isso o coeficiente de agregacao C' escala-se com

o inverso de N.

A analise desses casos limites pode nos levar a concluir que um grande valor do
coeficiente de agregagao C(p) estd sempre associado a um pequeno valor do comprimento
médio dos menores caminhos [(p). No entanto, como podemos observar na figura 2.8, existe
um consideravel intervalo de valores de p, onde I(p) tem valores proximos de (1) e o coeficiente
de agregagao ainda é bem maior do que C(1). A existéncia desse intervalo de valores de p
tem sua origem na rapida queda de I(p) para pequenos valores de p enquanto C'(p) permanece
quase que inalterado. Portanto, nesse regime a rede possui valores altos para o coeficiente de
agregacao, o que é explicado pelo fato da topologia, fortemente remanescente, da rede regular
original e valores baixos para o comprimento médio dos menores caminhos, os quais verificam-
se devido a introducao de ligagoes de longo alcance entre os nés da rede. A ocorréncia desse
fenomeno, caminho médio pequeno e agregacao alta, insere na rede o chamado efeito mundo

pequeno.
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Figura 2.8: Coeficiente de agregacao C'(p) e o comprimento médio dos menores caminhos {(p) do mo-
delo de Watts-Strogatz. Os dados foram normalizados pelos valores de C(0) e I(0), respectivamente.
Pode ser visto a rapida queda de I(p), demonstrando que a rede apresenta o efeito mundo pequeno.
Durante essa queda de [(p), C(p) permanece praticamente constante, o que indica que a transi¢ao
para uma rede de mundo pequeno é quase que imperceptivel a nivel local. Figura proveniente da
ref. [I§].

Notamos que a distribuicao de conectividade de uma rede desse tipo se comporta
de uma forma razoavelmente intuitiva: Quando p = 0, a distribui¢do é uma fungao P(k) =
o(k — E), uma vez que todos os vértices tém a mesma quantidade de vizinhos, dado pelo
namero de coordenacdo k. No entanto, & medida que p cresce, vao se adicionando outros
valores de k ~ k + ¢ de uma forma exponencial, fazendo com que, finalmente, em p = 1,
recuperemos a distribuigdo binomial esperada para uma rede aleatoria (Modelo de Erdos-

Rényi), centrada justamente em k = k.
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Figura 2.9: Comportamento da distribui¢ao de conectividade do modelo de Watts-Strogatz. Rede
com N = 10000 e k = 6 para diferentes valores de p. Figura proveniente de ref. [17].



CAPITULO 3

Redes de Escala Livre

No final da década passada e inicio da década atual, varios trabalhos na literatura
mostraram que muitas redes reais possuem uma distribuicao de conectividade em forma de
lei de poténcia [2, B, [6l [7]. O comportamento tipo lei de poténcia indica a auséncia de uma
escala tipica para a conectividade dos sitios e, isso, portanto, faz essas redes serem chamadas

de redes de escala livre (sem escala).

As redes de escala livre diferem bastante das redes aleatoérias, estudadas no capitulo
anterior. As primeiras caracterizam-se por apresentar alguns poucos sitios muito conectados
enquanto a maioria dos demais possuem baixo indice de conexoes. Isso as torna siganificati-
vamente heterogéneas, fato que é traduzido por sua distribuicao de conectividade que decai
na forma de lei de poténcia. Por outro lado, as redes aleatorias possuem, em média, a mesma
conectividade para seus nos, sao homogéneas e seguem, para as conexoes, uma distribui¢ao
de Poisson com pico bem definido em torno da conectividade média, indicando uma escala

caracteristica para a rede.

As diferencas “estruturais” entre esses dois tipos de redes levaram os pesquisado-
res a leventarem uma questao basica: Qual o mecanismo responsavel pelo aparecimento de

estruturas de escala livre, que estao frequetemente presentes em algumas redes reais ?

A resposta a essa questao foi dada, inicialmente, através dos trabalhos de Barabasi

37
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e Albert [2, 49, B32]. Os dois, atentaram que detalhes essenciais, para se obter redes de
escala livre, estavam sendo deixados de lado pelos modelos anteriores. Barabasi e Albert,
sabendo que os sistemas reais crescem, e que as interagoes (ligagoes) entre seus constituintes
se da de forma preferencial, concluiram serem estes os requisitos necesséarios para se gerar
redes de escala livre. Desde entao, diversos outros modelos de redes tém sido propostos,
visando retratar mais realisticamente os sistemas reais. Para isso, os novos modelos incluem
intimeras variagoes na ligagao preferencial, como por exemplo, parametros de qualidades [50)],

envelhecimento dos nos [29), distancia geométrica [44] 15] 52], ete.

Neste capitulo, detalharemos apenas o modelo de Barabési-Albert |2, 32], o qual
fornece as ideias béasicas para obtermos redes de escala livre, bem como um outro, o modelo

de Bianconi-Barabasi [50], que insere na ligagao preferencial, um parametro de qualidade.

3.1 Modelo de Barabasi e Albert

Uma caracteristica comum dos dois modelos discutidos no capitulo anterior é que
ambos apresentam uma distribui¢ao de conectividade P(k), do tipo Poissoniana, com valor
caracteristico (k), que depende de p. Mas, como mencionado na se¢ao 1.7, muitos sistemas
reais exibem uma distribui¢ao de conectividade de escala livre, seguindo uma lei de poténcia

por varias ordens de grandeza de k (conectividade).

Para compreender a origem dessa discrepancia, Barabéasi e Albert argumentaram que
haviam dois aspectos genéricos, das redes reais, que nao estavam sendo incorporados nestes
modelos. Primeiro, ambos os modelos comecam com um nimero fixo N de vértices, que sao,
entdo, conectados (modelo de Erdds-Rényi) ou reconectados (modelo de Watts-Strogatz)
aleatoriamente, sem modificar N. Em contrapartida, a maioria das redes reais sao abertas,
isto é, elas formam-se pela adicao continua de novos vértices, assim, o nimero de vértices IV,
aumenta ao longo de “toda a vida” da rede. Por exemplo, a medida que o tempo passa, a
rede WWW cresce pela adigao de novas Webpages, a rede de citacao cientifica aumenta com
a publicagdo de novos trabalhos (artigos). Consequentemente, uma caracteristica comum
desses sistemas é que a rede cresce continuamente pela adi¢ao de novos vértices, que sao

conectados a outros que ja estao presentes no sistema.

Segundo; os modelos de redes aleatorias admitem que a probabilidade com que dois

vértices sao conectados é randdmica e uniforme. No entanto, uma grande quantidade de redes
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reais exibe liga¢do preferencial, isto é, a conexao com um vértice depende da conectividade
desse vértice. Por exemplo, quando uma nova Webpage ¢é criada na rede WWW, é mais
provavel que ela tenha ligagoes com outras Webpages bem conhecidas (documentos populares
com alta conectividade). Similarmente, ¢ mais provavel que um novo artigo cite outro bem
conhecido e muito citado do que um outro menos conhecido e consequentemente pouco citado.
Estes exemplos indicam que a probabilidade com que um novo vértice conecta-se a outro,
que ja existe no sistema, nao é uniforme. Ao invés disso, existe uma maior probabilidade de

novos vértices ligarem-se a outros que jd tém alta conectividade.

Baseado nestes dois ingredientes, crescimento e ligacao preferencial, Barabasi e Al-
bert elaboraram um modelo capaz de gerar redes que apresentam distribuicao de conectivi-

dade na forma de lei de poténcia. As regras a seguir, constituem o algoritmo do modelo:

(1) Inicia-se a rede com my sitios.

(2) A cada passo de tempo é adicionado um novo sitio. Esse sitio é conectado

com outros m (< myg) sitios do aglomerado da rede pré-existente.

(3) A probabilidade de uma conexao ser feita com um determinado sitio i é

proporcional a k; e é dada por

ki

II(k;) = Sk

(3.1)

(4) Repete-se as operagoes (2) e (3) até o tamanho desejado e apos ¢ passos de

tempo, a rede terd N = mg + t sitios e mt ligacoes.

A combinagao de crescimento e ligagao preferencial resulta numa dindmica interes-
sante para a conectividade individual dos sitios. Alguns dos sitios que foram incorporados
a rede logo nos primeiros estagios do seu desenvolvimento, tém maiores probabilidades de
serem os mais conectados, dado que eles tém um tempo maior para adquirir ligacoes. Dessa
forma, eles sao os responsaveis pelos grandes valores da conectividade k na distribuicao P (k).
O aumento da conectividade dos sitios e a distribui¢ao de conectividade da rede podem ser

calculados analiticamente usando o tratamento continuo.

Tratamento continuo: Foi introduzido por Barabasi, Albert e Jeong [49] com o
intuito de calcular a dependéncia temporal da conectividade k;, de um dado sitio 7. Essa
conectividade k; cresce a medida que novos sitios entram na rede e ligam-se ao sitio ¢, sendo a

probabilidade desse processo I1(k;). Admitindo que k; ¢ uma variavel real e continua, a taxa
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de variacdo temporal com que k; muda, deve ser proporcional a II(k;). Consequentemente k;

satisfaz a equacao dinamica:

Ok;
ot

i (3.2)

= mll(k;)) =m

N—1
> k;

j=1

Observando que a soma no denominador nao considera o sitio que esta sendo introduzido

na rede e que cada ligacao é simétrica e por isso contada duas vezes, notemos que no limite

t — 00, a soma é dada por

=2

-1
k; =2(mt —m) = 2mt (3.3)
1

J

A simples substitui¢ao da equagao (3.3) em (3.2), leva a

= (3.4)

Sabendo que o sitio 7 é adicionado na rede no tempo ¢; com o ntmero inicial de

conexoes k; = m, a solucdo da equagao (3.4) com a condicdo inicial k;(t;) = m ¢ dada por

)

B
ki(t) = m(f) com [ = % (3.5)

A equagao (3.5) mostra que a conectividade de todos os sitios evolui da mesma forma

e segue uma lei de poténcia, com expoente bem definido. Ver figura (3.1).

Usando a equacao (3.5), podemos escrever a probabilidade de um né ter uma conec-

tividade k;(t) menor que k, P[k;(t) < k], como:

# 1 5t
Plm— <k| =P|t;>—| =P t> 1 (3.6)
t ks

A incorporacao de novos sitios na rede, se da em intervalos de tempos iguais. Logo, os valores

t; obedecem uma densidade de probabilidade constante, dada por

P(t;) = (3.7)
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Figura 3.1: A figura mostra a evolu¢ao temporal da conectividade de dois sitios, adicionados na
rede em t; = 5 e to = 95. A linha tracejada tem inclinagao 0.5 como previsto pela equagao (3.5).

Figura proveniente da ref. [49].

substituindo esta na expressao (3.6) obtém-se

1 1
Bt Bt

Plo>"t =1
ks kﬁ(m0+t)

A distribui¢ao de conectividade P(k) pode ser obtida usando

OP[ki(t) < k]  2mPt 1

P(k) = -

ok Mo +tk%+1'

No limite, t — o0, temos
P(k) ~ 2m5k™,

onde o expoente da lei de poténcia é dado por

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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Esse valor concorda muito bem com os resultados numeéricos (ver figura 3.2). Notemos que
a distribuicao de conectividade nao depende de m.

0

10" v
P \
\
o o
A\\
D
o O an
L a<at
oo
o
o s
o o4
o QA
o o a0
0 %A
P o %OAA\
10 L o Bo
O Yl
< o
09 an
© AR
=Rt
o 0%
° D()A\
— > hosN
4 L o ooiN
o o OO8r
o o oo
[} Of y
o Goa'|
) [RRSE
o poal
o Lob
4 o poal
10 o poat
o moar
© R
o woan
5 D08
5 oob
o DOy
o 892\
r o DO,
0 DoA
o OOA'
o o8
<] n% \
[=}
o, Do
6 @ e
10 N
’0 x 1 1\.11:\1 I Lt nuwlg n Ly wla

Figura 3.2: Distribuigao de conectividade do modelo de Barabasi-Albert, com N = 300000 onde
temos: circulos (mg = m = 1); quadrados (my = m = 3); diamantes (mo = m = 5) e tridngulos

(mp =m = 7). A inclinagao da linha tracejada é v = 2.9, concordando com a previsdo tedrica da
equacao (3.10). Figura proveniente da ref. [2].

Como as leis de poténcias sao observadas em varias redes reais, e estas descrevem
sistemas de tamanhos bastante diferentes, é esperado, entao, que um modelo correto fornega
uma distribui¢do de conectividade independente do tempo. Realmente, a equagao (3.9) prevé
que assintoticamente a distribuicao de conectividade, do modelo de Barabasi-Albert, inde-
pende do tempo (e do tamanho da rede N = my + t), indicando que, apesar do crescimento

continuo, a rede atinge um estado estacionério de escala livre.

O processo analitico descrito acima, foi baseado em dois requisitos (ingredientes):
crescimento continuo e ligagcao preferencial descritos na pagina 35. Nao ha duavidas de que
esses dois ingredientes desempenham um papel fundamental para o aparecimento da es-
cala livre, observada na distribuicao de conectividade. No entanto, levanta-se uma questao
importante: sao ambos necessarios para a ocorréncia da lei de poténcia que descreve o com-
portamento da distribuicao de conexdes? Para responder essa questao, dois casos limites do

modelo de Barabéasi-Albert tém sido investigados, onde somente uma dessas duas condic¢oes
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¢ mantida, enquanto a outra é desconsiderada.

3.1.1 Condigoes basicas para se obter uma rede com distribuigao de

conectividade em lei de poténcia

Em primeiro lugar, analisaremos o caso de um modelo em que o carater do cresci-
mento da rede se faz presente, mas o mecanismo da ligacao preferencial é eliminado. Para
isso, iniciamos a rede com um pequeno nimero de nés (my) e em cada passo de tempo
adicionamos um novo sitio com m (< mg) arestas. Os novos sitios serdo conectados com
igual probabilidade (ligagdo uniforme) aos outros sitios que ja estdo presentes na rede, isto
é, I(k;) = 1/(mo+t — 1), independente de k;. A taxa de mudanga da conectividade de um

sitio i, neste caso, é dada por

=mll(k) = o (3.12)

resolvendo essa equagao para k;, e levando em consideragao a condicao inicial k;(t;) = m,

obteremos
ki(t) = m[in(mo+t—1) —In(mo+t; — 1) + 1] (3.13)

reescrevendo a equacao (3.13), ficamos com

(mo—i‘t—l)}m m, (314)

ki(t) = ln{

onde a equagao anterior, expressa a evolucao da conectividade de um determinado sitio ¢
e tem uma dependéncia temporal logaritmica, fato esse que nao acontece no modelo de

Barabéasi-Albert (modelo de escala livre).

A probabilidade de um sitio i ter conectividade k;(t) menor que k, P[k;(t) < k|, é

(mo—i-t—l)

Plki(t) < k] = P[ln[ P

m
] +m < k] (3.15)
podemos escrever a equagao acima em termos da fungao exponencial, logo

Plhs(t) < k] = P{ti > (mo+ 1 — 1)ea:p(1 - %) S 1]. (3.16)
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Notemos que a funcao densidade de probabilidade é constante, pois adicionamos os nés, na

rede, em intervalos de tempos iguais

P(t;) = . (3.17)

Substituindo esta na equagao (3.16), teremos

-1 1— — 1
Plt; > (mo+t—1)exp(1—£>—mo+1} _ g lmott= Deapll=k/m) =mo+1 g g
m mg + 1
onde a distribuicao de conectividade pode ser obtida como
P(k; 1-— —1
P(k) OP(k;(t) < k) _ exp(l —k/m) (mo+t ) (3.19)

ok m mo+t

No limite de tempos longos, isto é, t — oo , a distribuicao é dada pela equacao abaixo
e k
Pk)=—exp| — — ). 3.20
0= 2 cap( - 1) (3.20)

O carater exponencial da distribuicao de conectividade para o modelo de rede descrito
aqui, indica que a auséncia do mecanismo de ligacao preferencial elimina a caracteristica de

escala livre, vista no modelo de Barabéasi-Albert.

Um segundo modelo, é imaginado com base na hipdtese de a rede nao crescer (o
namero de sitios ndo é alterado com o passar do tempo ). No entanto, manteremos “vivo” o
requisito da ligacao preferencial. Apoiado nessa hipotese, comegamos com uma rede contendo
N sitios isolados (sem existir nenhuma ligacao entre eles). A cada passo de tempo um né é
escolhido aleatoriamente e conectado com probabilidade II(k;) = k;/_, k; a outro né i da
rede. Simulag¢oes numéricas feitas por Barabési e Albert [2, [32], [49] revelaram que no inicio
da simulac@o, o modelo apresenta escala em lei de poténcia (ver figura 3.3), mas depois muda

para outro regime.

Como N é constante e o nimero de arestas aumenta no decorrer do tempo, teremos
apos t ~ N2 passos de tempos a rede num estado onde todos os noés estao conectados entre si.
A evolugao temporal da conectividade dos sitios pode ser calculada usando a teoria continua,
resultando em

para N > 1. Observando o grafico da figura (3.3), percebemos que, depois de um certo
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0
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Figura 3.3: A distribui¢ao de conectividade muda da lei de poténcia inicial para uma Gaussiana.
N = 10000. Legenda: circulos (¢ = N), quadrados (¢t = 5N) e diamantes (¢ = 40N). Figura
proveniente da ref. [49)].

tempo, a conectividade média de todos os sitios tem o mesmo valor, dado pela equagao
(3.21). Assim, a distribui¢do de conectividade torna-se uma Gaussiana em torno desse valor
médio.

Para cada um dos modelos, tratados aqui nessa se¢ao, observamos que a distribuicao
de conectividade nao segue uma lei de poténcia, logo, a liberdade de escala nao é alcancada.
Esse fato indica que ambos os ingredientes, crescimento e liga¢do preferencial, sao simul-
taneamente necessarios para se produzir uma distribuicao estacionéria em lei de poténcia,

observada em muitas redes reais.

3.2 Propriedades do modelo de Barabasi-Albert

Embora o modelo de Barabasi-Albert apresente distribuicao de conectividade com
cauda em lei de poténcia, ele tem outras propriedades que podem ou nao concordar com os

resultados empiricos das redes reais. Como discutido no capitulo anterior, uma caracteristica
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marcante de algumas redes reais é a coexisténcia da alta agregacao com o pequeno compri-
mento do caminho médio (efeito de mundo pequeno). Dessa forma, precisamos investigar se

a rede gerada, pelo modelo de Barabasi-Albert, possui o carater de mundo pequeno.

3.2.1 Comprimento do menor caminho médio

A figura 3.4 mostra a comparacao entre o comprimento do menor caminho médio da
rede de Barabasi-Albert com o de uma rede aleatoria, em funcao de seus tamanhos de redes
N, onde foi escolhida, para efeitos de comparacao, a conectividade média, (k) = 4, como
sendo a mesma para ambas as redes. O grafico indica que o comprimento do menor caminho
médio da rede gerada pelo modelo de Barabasi-Albert é menor que o de uma rede aleatoria,
qualquer que seja o tamanho de rede considerado. Esse resultado sinaliza que a topologia
heterogénea das redes de escala livre é mais eficiente, na criagao de proximidade entre os
nos, do que a topologia homogénea das redes aleatérias. Sendo assim, a rede do modelo
de Barabési-Albert é mais coesa e tem o comprimento do menor caminho médio crescendo,

aproximadamente, com o logaritmo de NV,
l=Aln(N-B)+C (3.22)

fato esse que inclui o efeito de mundo pequeno na rede do modelo de Barabasi-Albert.

10 ——
O BA model

O random graph

10° 10* 10° 10°
N
Figura 3.4: Gréafico do menor caminho médio [ pelo tamanho da rede N, no modelo de Barabési-

Albert com (k) = 4, comparado com um grafo aleatorio de igual tamanho e mesma conectividade
média. Figura proveniente da ref. [2].
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3.2.2 Coeficiente de Agregacao

A figura 3.5 mostra o coeficiente de agregagao da rede de Barabasi-Albert e compara-
o com o de um grafo aleatorio, Cyeng >~ (k) /N, considerando diferentes tamanhos de redes N,
mas mantendo-se a mesma conectividade média, isto ¢, (k) = 4. O coeficiente de agregacao
da rede de escala livre é cerca de cinco vezes maior que o de um grafo aleatério. No entanto,
a agregacao do modelo de Barabési-Albert diminui lentamente com o tamanho da rede,

seguindo uma lei de poténcia C' ~ N~%™ enquanto no grafo aleatério, a agregacao decai
com C' ~ (k)N~!.

O BA model
—— random graph

Figura 3.5: Coeficiente de agregacao versus o tamanho da rede do modelo de Barabasi-Albert com
(k) = 4, comparado com o coeficiente de agregacao de um grafo aleatorio, Crang ~ (k)/N. Figura
proveniente da ref. |2].

3.3 Modelo de Bianconi-Barabasi ou Modelo de Quali-
dade

A complexidade de muitos sistemas pode ser atribuida ao entrelacamento com que
seus constituintes (nés da rede) interagem uns com os outros. Por exemplo, a sociedade
é organizada numa rede social, cujos nos sao os individuos e as ligacoes representam as
varias interagdes sociais (amizades, trabalho, negocios, etc.), ou a WWW forma uma rede

complexa cujos nos sao os documentos e as ligacoes sao as URLs. Enquanto por muito tempo
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essas redes foram modeladas como sendo completamente aleatorias [14) 16], recentemente
existem evidéncias crescentes que elas, de fato, tém um ntimero genérico de caracteristicas

nao-aleatorias, obedecendo diversas leis de escala [32].

Uma propriedade genérica destes sistemas complexos é que eles constantemente evo-
luem no tempo, através da adigdo e/ou remocao de nos e ligagoes. Consequentemente, o
desafio aqui é, descobrir a dindmica das “forcas” que atuam em nivel individual, cujo efeito
cumulativo determina as caracteristicas topologicas do sistema como um todo. O primeiro
passo nessa diregao, como ja vimos, foi dado por Barabasi-Albert [2, 49] com a elaboracao
do modelo de escala livre, o qual incorpora o fato de a evolugao da rede ser governada, no
minimo, pela coexisténcia de dois mecanismos: crescimento, dando significado a expansao
continua da rede com a insercao de novos sitios, e ligacao preferencial, indicando o fato que
novos sitios ligam-se, com maior probabilidade, a nés que ja tém um grande nimero de li-
gagoes. Com esses dois ingredientes o modelo de Barabéasi-Albert (modelo de escala livre)
prediz o aparecimento de uma distribuicao de conectividade na forma de lei de poténcia, a
qual é observada em muitos sistemas reais |5, [0} [7, 8, [13]. No entanto, variagdes do modelo de
Barabasi-Albert, que buscam inserir aspectos mais realisticos para a evolucao de redes, tém
sido propostas para que as descri¢oes feitas por estes modelos retratem, mais coerentemente,
o comportamento de vérios sistemas reais, ou seja, para que eles fornecam propriedades

topologicas similares com as de muitas redes reais.

Apesar de prever um comportamento, para distribuicao de conectividade, compativel
com o que é observado em muitas redes reais, o modelo de Barabéasi-Albert despreza o aspecto
da competitividade que se faz presente nestes sistemas: Nem todos os sitios sao igualmente
bem-sucedidos ao adquirir ligagoes. O modelo prediz que todos os sitios aumentam sua
conectividade, no tempo, com k;(t) = (t/t;)?, onde 3 = 1/2 e t; é o tempo em que o no i
¢ adicionado na rede. Com isso, os ndés mais velhos possuem maior conectividade, porque

tiveram mais tempo para adquirir ligacoes e nunca serao alcancados por nés mais jovens.

Por outro lado, inimeros exemplos indicam, convincentemente, que a taxa de cresci-
mento da conectividade de um sitio nao depende, apenas, da idade do mesmo. Por exemplo,
em sistemas sociais nao sao todas as pessoas que fazem amigos com a mesma eficiéncia:
alguns individuos sao melhores que outros para tornar um encontro casual numa amizade
(ligagao). Na rede WWW, alguns documentos através da combinagao de bons contetudos e
“marketing” forte, adquirem um grande ntumero de ligacoes num curto intervalo de tempo.
Consequentemente, eles podem alcancar, em termos do ntimero de links, websites que ja este-

jam no ar por muito mais tempo. Finalmente, alguns trabalhos cientificos conseguem, num
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pequeno intervalo de tempo, receber um grande niimero de citagoes e até mesmo ultrapassar,
em termos do ntimero de citagoes que recebem, um outro artigo publicado anteriomente. Em
todos estes exemplos, vemos o seguinte padrao similar: alguns sitios adquirem ligagoes numa
taxa muito maior que a de outros. Logo, se compararmos esse comportamento com o do
modelo de Barabasi-Albert, veremos que nesse tipo de rede haverd uma maior quantidade de
polos. Pretendemos associar essas diferencas com algumas qualidades intrinsecas dos sitios,
tal como a personalidade de um individuo, o conteido apresentado por uma webpage ou o
contetdo de um artigo cientifico. No estudo de redes, esse fator representara a qualidade do
sitio e descreveréa a capacidade do sitio em competir por ligacoes com os outros que fazem

parte da rede.

No sentido de fornecer um modelo simples que nos permite investigar, em termos
quantitativos, o aspecto competitivo das redes reais, Bianconi e Barabési adicionaram na
ligacao preferencial um fator de qualidade 7;, para cada sitio da rede. Levando-se em con-
sideracao que a existéncia de uma qualidade, modifica a ligagao preferencial, dos sitios, ao
competir por ligagoes, encontraremos que sitios com diferentes qualidades terao ritmos dis-
tintos para sua evolugao de conectividade. Em outras palavras, a dependéncia temporal da
conectividade dos sitios continuaréd, como no modelo de Barabési-Albert, seguindo uma lei

de poténcia (k;(t) ~ t%), entretanto, o expoente dinanico 3; dependera da qualidade do né.

Bianconi e Barabési aplicaram, ao modelo, a teoria continua, visando calcular [

analiticamente e obter uma expressao para a distribuicao de conectividade.

O modelo de Qualidade - Os exemplos discutidos na pagina anterior, indicam que os
sitios tém diferentes habilidades (qualidades) ao competir por ligagoes. Para explicar estas

diferengas, introduziremos o algoritmo do modelo de Bianconi-Barabasi a seguir:

(1) Inicia-se a rede com my sitios, onde cada um deles posssui um parametro de
qualidade 1. A qualidade é escolhida aleatoriamente respeitando uma distribuicao

de qualidade p(n) .

(2) A cada passo de tempo é adicionado um novo sitio que ja possui um parametro
de qualidade 7, escolhido a partir da distribui¢gao de qualidade (passo 1). Esse
novo sitio é, entdo, conectado com outros m (< my) sitios do aglomerado da rede

pré-existente.
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(3) A probabilidade do novo sitio se conectar com um sitio i, que ja esta presente
na rede, é proporcional a conectividade k; e a qualidade 7; desse sitio i, e ¢ dada

por

nik;
I, = .
> nik;
J

(3.23)

(4) Repete-se as operagoes (2) e (3) até o tamanho desejado. Para tempos bas-

tante longos, t — 00, a rede tera N = mg + t sitios e mt ligacoes.

Essa generalizagao, da ligagao preferencial [32], incorpora a combinagao mais simples
possivel que, qualidade e conectividade, juntas determinem a taxa com que novas ligacoes
sao adicionadas a um determinado sitio da rede. Assim, podemos dizer que estes fatores
democratizam mais a conectividade dos sitios, uma vez que, com eles, abre-se a possibilidade
de um sitio relativamente mais jovem, que possui algumas ligagoes, torna-se bem conectado,

bastando para isso, apresentar um grande parametro de qualidade.

Com o desejo de discutir as propriedades de escala do modelo acima, em primeiro
lugar, utilizaremos a teoria continua que nos permite prever a distribuicao de conectividade
[2, 32, 49]. Os detalhes sobre a teoria continua foram tratados na secdo 3.1 Um sitio i
aumentara sua conectividade k;, numa taxa que é proporcional a probabilidade (equacao
do novo sitio liga-se a ele, da seguinte forma

Ok; mik

=m

5 S (3.24)
J

O fator m retrata o fato que cada novo sitio, adicionado na rede, incrementa m
ligagoes ao sistema. Um caso particular é p(n) = d(n — 1), onde todas as qualidades s@o
iguais. Substituindo essa distribui¢ao na equagao , encontra-se o modelo de Barabasi-
Albert, que prediz k;(t) ~ t'/2. Naturalmente, para resolver a equacio , Bianconi e
Barabasi [50], assumiram que, similarmente ao modelo de escala livre, a evolu¢ao temporal
da conectividade dos nos k;, segue uma lei de poténcia. Entretanto, havera multiescala no

sistema, pois o expoente dinamico dependera da qualidade 7;, do sitio em questao, logo

kni(tvtO) = m<_) ) (325)

to
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onde ty é o tempo em que o nd ¢ foi incorporado ao sistema. Um outro aspecto, a ser
observado, é que o expoente dindmico, 3(n), é limitado ao intervalo 0 < (1) < 1, pois um
sitio sempre aumenta o nimero de ligagoes no tempo (5(n) > 0) e sua conectividade, k;(t),
nao pode aumentar mais rapidamente que ¢t (3(n) < 1). Agora, calcularemos a média da
soma Y i nik;. Considerando que cada né seja “criado” num tempo diferente de ¢y, a soma

sobre 7 pode ser escrita como uma integral em ¢,
t
< ka‘j> = /dn ,0(77)77/ dtoky(t, to)
: 1
J

" dtg
= /dnp(n)nmtﬁ(”)/ —
L)

0

(t — 7))

T8 (3.26)

= / dnnp(n)m

Ja que 5(n) < 1, no limite em que t — oo, t°™ pode ser desprezado quando comparado com

t, dessa forma, obtemos

onde

e = (1 —maxfg(n)) >0,
Ui
C= /dnp(n)l_—ﬁ(n)- (3.28)

Usando a equacao (3.27)), e a notacao k, = ky, (¢, to), a equacdo dinamica (3.24) pode
ser escrita como

Oky _ 1k

3.29
ot Ct’ (3.29)
a qual tem uma solugao da forma (3.25)), onde
_n
Bm) == (3.30)

C?
confirmando, assim, a natureza auto-consistente da suposi¢do da equagao (3.25)). Notemos

que ((n) depende de C e, logicamente, dependera de p(n). Desse modo, precisamos determi-
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nar o valor de C. Na equagao (3.28)), substitiu-se 5(n) por n/C, o que resulta em

Nmazx 1

1= [ dnptn) (3.31)
0 w 1

onde 7,4, ¢ a maxima qualidade possivel no sistema. Aparentemente a equagao (3.31]) é uma

integral com uma singularidade. Porém, como (n) = n/C < 1 para qualquer valor de 7,

temos C' > Nyae, dessa forma, o limite de integragao nunca atinge essa singulariddade. Note
que, se Zj Nik; < Nmaz Zj k; = 2mitnmqe, temos, usando a equagao (3.27)), que C' < 21,05

Finalmente, podemos calcular a distribui¢do de conectividade P(k), que fornece a
probabilidade de um sitio ter k£ ligacoes. Se existisse um tnico expoente dindmico 3, a
distribui¢do de conectividade seguiria a lei de poténcia P(k) ~ k=7, onde o expoente da co-
nectividade é dado por v = 1/3+ 1. Entretanto, no modelo de Bianconi-Barabasi, temos um
espectro de valores para o expoente dinamico 3(n) e, dessa forma, P(k), sera obtida pela mé-
dia de diferentes leis de poténcias. Para encontrar P(k), precisamos calcular a probabilidade

acumulada para um certo no, k, > k, logo
%
Plk,(t) > k| = P{to < t(%) }

- t<%> ! (3.32)

onde a distribuicao de probabilidade, isto ¢, a probabilidade que um né tenha £ ligacoes, é

dada pela integral,

PlE) = /Onm " 8P[k:,7éz;) > K]

e (5
x d —| = 3.33
[ o (F) (3.33)

Dada a distribuigao de qualidade p(n) [50], a teoria continua permite-nos prever a
dindmica da rede, descrita através do expoente dindmico 3(n) (equagoes e (3.31)), e
a topologia, caracterizada pela distribui¢ao de conectividade P(k) (3.33). Para demonstrar
a validade destas previsoes, a seguir calcularemos essas quantidades para dois casos: No
primeiro, utilizaremos uma distribui¢ao de qualidadde que recupera o modelo de escala livre

(modelo de Barabési-Albert); e no segundo, usaremos uma distribuigao qualidade uniforme.
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3.3.1 Modelo de Escala Livre

O Modelo de Barabéasi-Albert é um dos mais simples (ligacao preferencial depende
apenas da conectividade dos nos) e apresenta todos os sitios com a mesma qualidade (note que
se 1; = constante, da equacao (3.29) obtém-se a equagao dindmica do modelo de Barabési-
Albert). Dessa forma, podemos representar a distribuicdo de qualidade desse modelo da
seguinte maneira, p(n) = 6(n — 1), e inserindo-a na equacdo (3.31)), encontraremos C' = 2,
que indicara o maior valor possivel para C'. Usando a equacao , obtemos = 1/2 e da
equacao , chegamos a P(k) ~ k73; a bem conhecida relacao do modelo de escala livre
que foi tratada na secao . Podemos notar, que o modelo de Barabasi-Albert representa
um caso limite do modelo de qualidade considerado na se¢ao anterior [50], com o expoente

da conectividade possuindo o maior valor possivel.

3.3.2 Distribuicao de qualidade uniforme

E mais interessante analisarmos o comportamento de um sistema, quando neste, exis-
tem nos com diferentes qualidades competindo por ligagoes (modelo de Bianconi-Barabasi).
Para conseguir essa dinamica, insere-se na equagao uma distribuicao de qualidade uni-
forme. Esta é obtida quando as qualidades sao escolhidas uniformemente do intervalo [0, 1],
ou seja, p(n) = constante. Com isso, é possivel observar diferentes valores para o expoente

dindmico § (multiplas escalas). A constante C' pode ser determinada da equagao (3.31]).

Fazendo uma mudanca de variavel apropriada, onde y = C' — n e dy = —dn, teremos
c
C-1
1= / dyu. (3.34)
c-1 Y

Essa integral fornece a seguinte expressao
exp(=2/C)=1-1/C, (3.35)

a partir da qual encontra-se C* = 1,255. De acordo com a equagao (3.30), cada no6 terda um
expoente dinamico diferente, dado por 5(n) ~ &&. Utilizando a equagao (3.33), teremos

Loor 1 (e
Pk dn — ~ .
(k) o /0 N ET ™ Tag(h) (3.36)
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isto é, a distribuicao de conectividade segue uma lei de poténcia generalizada, com um loga-

ritmo inverso.

A validade da teoria continua, para o modelo de Bianconi-Barabési, foi verificada
através de simulagoes niimericas. Para isso, utilizou-se uma distribuicao de qualidade uni-
forme, onde as qualidades foram escolhidas com igual probabilidade do intervalo [0, 1]. O
maior interesse era testar a validade da equacao , j& que ela previa o comportamento

da evolugao temporal da conectividade dos nos, com diferentes parametros de qualidades 7.

No grafico da figura 3.6 tém-se a constatagao de que k;(t) segue uma lei de poténcia
para todos 7. Ja no grafico 3.9, vemos que o expoente de escala (3(n), depende de 7, sendo
maior para nos com maior qualidade. A equacao prevé que a soma (), n;k;) /mt — C*
no limite, ¢ — oo, onde C* é dado pela equacao com C* = 1.255, como indicado no
grafico 3.7. Por fim, no grafico 3.9, vemos a concordancia entre a predi¢ao da equagao

e os resultados numéricos para a distribugao de conectividade P(k).

O grafico da figura 3.9 tem uma caracteristica muito interessante quando olhamos o
comportamento dos sitios a nivel de ligacoes feitas durante a evolucao da rede. Observamos
neste, a existéncia de alguns nés que possuem uma alta conectividade (“hubs ou polos”) que
aparecem como uma longa linha horizontal num gréafico log-log, presente em véarios sistemas
reais, incluindo a rede WWW [6l 32] e a rede metabolica das células [§]. Isso indica que

“super polos” é uma caracteristica de sistemas competitivos.

3

10°F T T T TTTTE
F L’
— 1=03 /’
-+ M=0,6 ’,’
- - M=09 R
-
”
-
e
- 4
IO-__ ’,' —
-
o -
I e
= o
E /’
=
o Srd
4
1 rd
10 g il
e
-
s
rd
e
P
ot
L
L
S
P
0 LT 1 | l !
10 0 1 3 4 X
10 10 10 10 10 10

Figura 3.6: Simulacio numérica para uma rede com m = 1 e N = 10° mostrando a dependéncia
temporal da conectividade k,(t), para sitios com qualidade n = 0.3, 0.6 e 0.9. Note que, em cada
caso, ky(t) segue uma lei de poténcia e o expoente dinamico 3(n), dado pela inclinagao de k(t),
aumenta com 7. Figura proveniente da ref. [47].
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Figura 3.7: Comportamento assintotico de C' com t — oo, note que ha acordo com a previsao
analitica, linha tracejada, (equagao [3.35). Figura proveniente da ref. [47].
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Figura 3.8: Distribuic¢ao de conectividade no modelo de qualidade, obtida para uma rede com m = 1
e N = 10°. Os circulos solidos representam a simulacao numérica que esta de acordo com a predicao
tedrica dada pela equagao m (linha azul), com v = 2,255. A linha preta representa um ajuste
com P(k) ~ k=225 sem a correcao logaritmica. A linha vermelha corresponde a P(k) ~ k=3 como
prever o modelo de escala livre, onde todas as qualidades sao iguais. Figura proveniente da ref. [47].

Observando o fato de que em muitos sistemas fisicos, seus entes apresentam uma
diversidade de qualidade, onde uns sdo mais qualificados que outros, Gabriel et al |47, [4§]
propuseram a inser¢ao de uma distribuigao de qualidade em lei de poténcia, da forma p(n) ~
n“, na equagao (|3.36)) com o intuito de obter um modelo genaralizado, capaz de recuperar
tanto o modelo de Barabéasi-Albert (quando a@ — 00) quanto o de Bianconi-Barabasi (com

a = 0). Além disso, com este modelo generalizado, pode-se conseguir inimeros outras
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situagoes bastando para isso variar o valor de . A comprovacao do aparecimento de varios
outros modelos, vem através do comportamento da distribuicao de conectividade, onde o
expoente da lei de poténcia toma valores suavemente diferentes, & medida que « cresce ( de

zero em diante). Para maiores detalhes sobre o modelo, consulte as referéncias [47, 148].
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Figura 3.9: Depedéncia do expoente dindmico () com o parametro da qualidade n para o caso
de uma distribui¢ao uniforme, p(n) = constante. Os circulos representam o resultado obtido por
simula¢do numeérica, enquanto a linha corresponde a predigao analitica ((n) = n/1,255. Figura
proveniente da ref. [47].



CAPITULO 4

Modelo de afinidade

Chegamos ao capitulo que tratard de minha contribuicao ao estudo de redes com-
plexas. Para isso, contamos com a elaboracao e descricao de um modelo que gera redes de

escala livre baseado na semelhanca que existe entre as qualidades dos sitios da rede.

Nao é dificil imaginarmos, no mundo real, sistemas que exibem comportamento
similar ao relatado acima, uma vez que é provavel, por exemplo, observarmos que as pessoas
relacionam-se, mais facilmente, se entre elas existir uma certa semelhanca em seus gostos,
sentimentos, etc. E bem provavel que se estabelecam ligacdes (amizades) entre pessoas,
por exemplo, que sao fiéis de uma mesma religiao, que estudam numa mesma escola ou
entre pessoas de uma mesma profissao, entre outros. Assim, também, é bastante satisfatorio
imaginarmos que pessoas que torcem por um mesmo clube de futebol, ainda que inicialmente
nao se conhegam, possam ser amigos mediante essa paixao comum pelo clube. Notavelmente,

isso também pode ocorrer com pessoas que sao fas de um mesmo cantor ou grupo musical.

Bem, podemos pensar em diversas outras situagoes que seguem esse padrao. Mas, o
que se deve observar, em todos os casos citados acima, é que existe algo em comum entre as
pessoas e que esse algo comum tem bastante chance de ser o responséavel direto por um possivel
relacionamento social, (amizade, negocios, etc.) que posteriormente, possa ser desenvolvido
entre as pessoas. Logo, nessas situagoes, é coerente supormos que a aproximagao entre as

pessoas se dé amparada por alguma qualidade que ambas supoem ter encontrado uma na

57
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outra. Esse vinculo “abstrato” que faz os entes interagirem é o que chamaremos, daqui por

diante, de afinidade entre os nos.

Na tentativa de descrevermos situagoes mais adequadas com o que é abordado aqui,
lembremos que na quimica, em particular, quando se estuda dissolucao de uma substancia em
outra, costuma-se usar uma regra, aparentemente simples, mas que causa o efeito desejado
que é o de identificar que substancias podem ser dissolvidas umas nas outras. A dita regra,
mencionada ha pouco, tem o seguinte enunciado: semelhante dissolve semelhante. Pois bem,
0 que quero com isso? Quero apenas chamar a atencao, para o caso do modelo trabalhado
aqui nessa dissertagao, em que a conexao ¢ favorecida por uma regra de ligacao preferencial

que, de certa forma, explora a ideia da semelhanca entre os constituintes da rede.

A semelhanca observada aqui se dé na qualidade que possuem os nés da rede. Logo,
podemos dizer que quanto mais proximas sao as qualidades de dois sitios quaisquer, e por-
tanto, quanto mais semelhancas guardarem entre si, mais provavelmente terao chances de
estabelecerem conexoes. Essa dindmica é contemplada pela regra de ligagao preferencial que,
além disso, também levara em consideracao a conectividade dos potenciais candidatos (sitios

que ja fazem parte da rede ) em receber ligagoes.

E importante esclarecer, que nosso modelo nio esté interessado, por exemplo, em
usar um certo valor limite, dado em funcao da diferenca entre as qualidades dos noés, a partir
do qual a ligagao se estabelece ou nao [51]. A intengao é proporcionar maiores probabilidades
de ligagoes para sitios que guardam, entre si, maiores afinidades. E para tanto, estes terao,
assim, que apresentarem qualidades muito proximas umas das outras ou até mesmo iguais,
para que o modulo da diferenca, das qualidades dos sitios, seja pequeno implicando numa

maior afinidade entre eles.

Nesse momento, é oportuno explicarmos o que chamamos de afinidade entre os sitios
da rede. Bom, em primeiro lugar, dizemos que a afinidade resulta de uma mudanga da regra
de ligacao preferencial do modelo Bianconi-Barabési. Segundo, a afinidade é dada em termos
do modulo da diferenca existente entre as qualidades dos sitios, ou seja, |n; — n;|, com n;
representando a qualidade do sitio que esta chegando na rede e 7; designando as qualidades

dos sitios que ja existem nela.

Tendo em vista as ideias que cercam o modelo de afinidade, insere-se o algoritmo

abaixo, que gera a rede:

(1) Comegamos com a rede contendo my sitios (mg ¢ muito pequeno quando com-
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parado a quantidade final de sitios N), onde cada um deles possui um parametro
de qualidade n. A qualidade é escolhida aleatoriamente de uma distribuicao de

qualidade uniforme, isto &, p(n) = constante no intervalo [0,1].

(2) A cada passo de tempo ¢é adicionado um novo sitio com o seu parametro de
qualidade 7, escolhido a partir da distribuigao de qualidade (passo 1). Esse novo

sitio é, entdo, conectado com m (< my) sitios do aglomerado da rede pré-existente.

(3) A probabilidade do novo sitio se conectar com um sitio 7, que ja esté presente
na rede, depende da conectividade dele k; e da afinidade entre o novo sitio e o

sitio ¢ da rede, e é dada por

o= (=—nlk

N ;{1 — [n; — mjl Y (4.1)

(4) Repetimos os passos (2) e (3) até o tamanho de rede desejado. Para tempos

bastante longos, t — oo, a rede tera N = mg + t sitios e mt ligacoes.

As simulagbes numéricas feitas a partir da equagao (4.1)) nos dao informagdes sobre

a topologia e também sobre a dindmica da rede gerada pelo modelo de afinidade.

As informagoes topoldgicas da rede, gerada pelo modelo de afinidade, sao obtidas
pelas seguintes propriedades: Distribuicao de conectividade, menor caminho médio e coefi-
ciente de agregacao. A distribuicdo de conectividade nos informa a respeito de como sao as
conexoes dos sitios, dizendo, por exemplo, qual é a probabilidade de um dado sitio ¢ ter k

ligacoes com outros sitios da rede.

A distribuicao de conectividade da rede, gerada pelo modelo de afinidade, evidenciou,
através de simulagoes numeéricas, que o expoente da lei de poténcia que a descreve tem valor
de 2.84 (ver grafico 4.1). Portanto, valor maior que o do modelo de Bianconi-Barabési
e menor que o de Bardbasi-Albert. A diferenca entre os valores pode ser compreendida
se pensarmos em termos dos sitios mais conectados em cada uma dessas redes. Primeiro,
trataremos o caso da rede, obtida pelo modelo de Bianconi-Barabasi, onde os sitios com
potenciais para tornarem-se poélos (hubs) sdo aqueles que incorporam-se a rede logo nos
primeiros estagios de seu desenvolvimento e apresentam um alto parametro de qualidade.
Como, possivelmente, existem alguns sitios nesta condi¢ao, na rede de Bianconi-Barabési,

eles sao, entao, os responsaveis por tornarem o expoente da lei de poténcia, que descreve a
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distribuicao de conectividade, menor que o da rede de Barabési-Albert e, consequentemente,
menor que o da rede do modelo de afinidade. Tal fato (expoente v menor) traduz que
os polos, na rede de Bianconi-Barabasi, sao frutos de uma maior democratizacao quando
a comparamos com a rede de Barabasi-Albert, onde 14, os pdlos s@o apenas os sitios que
nasceram logo no fnicio do desenvolvimento da rede. Sendo, na rede de Barabasi-Albert, a

idade dos sitios o tnico fator que determina os polos (hubs).

J& na rede do modelo de afinidade, a explicacao para o valor apresentado pelo expo-
ente da lei de poténcia, que descreve a distribuicao de conectividade, esta relacionada com
sua dinamica, que serd enfatizada posteriormente. Lembremos, aqui, que as qualidades dos
sitios s@o extraidas de uma distribuigao de qualidade uniforme no intervalo entre [0, 1|, onde
cada uma delas tem, digamos, as mesmas chances de serem obtidas. Dito isso, observe que,
no caso de se fazer um sorteio aleatorio, como o que é feito aqui, para obtermos as qualidades,
teremos que uma maior quantidade destes valores saira da regiao intermediaria do intervalo

[0,1].

Com isso, imagine a possibilidade de logo no inicio do desenvolvimento da rede um
destes sitios portar um parametro de qualidade com valor de dentro dessa regiao interme-
diaria. Logo, acontecerd que ao longo da evolucao da rede, sitios nestas condigoes sao os
provaveis polos da rede, haja vista que apresentam afinidade tanto com sitios que tém qua-
lidades acima desse valor como também com os que tém qualidades abaixo desse valor. Tal
fato acontece, em virtude da “simetria” empregada, na rede, pela regra de ligacao preferencial,
uma vez que o moédulo da diferenga das qualidades, isto é, o que chamamos de afinidade, é
o mesmo para ambos os sitios e ai o que pode decidir onde a ligacao realmente vai ocorrer

pode ser a conectividade dos sitios.

Tomemos, como exemplo, o caso de um dado sitio, que ja faz parte da rede, e
que porte um parametro de qualidade, da ja mencionada regiao intermediéria, proximo de
0.5. Agora, suponha a insercao, na rede, de um novo sitio e em seguida de um outro,
respectivamente, com parametros de qualidades iguais a 0.3 e 0.7. Daqui, observa-se que
o dado sitio da rede terd a mesma afinidade com esses dois outros que incorporam-se a ela
(rede) e caso esse sitio apresente uma conectividade razoavel, certamente, tera boas chances
de receber as ligacoes dos novos sitios e, além disso, ao longo da evolucao da rede, pode
torna-se um poélo da rede (hub). Isto posto, devemos ter o cuidado para nao atribuirmos o

peso de um sitio vir a tornar-se um polo s6 por forca de sua afinidade com os demais. E

necessario termos em mente que a conectividade também influenciara nesse quesito.
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Figura 4.1: Resultado da simulagdo numérica para a distribui¢cdo de conectividade do modelo de
afinidade, para uma rede com m =1 e N = 10°, em escala log-log.

Depois de colocada a justificativa para o valor do expoente da lei de poténcia que
descreve a distribui¢ao de conectividade da rede gerada pelo modelo de afinidade, voltemos,

agora, a atenc¢ao, para o entendimento da dinamica envolvida na rede do referido modelo.

A dinamica resultante, da rede gerada pelo modelo de afinidade, tem como varié-
veis relevantes a semelhanca (ou até a igualdade) dos parametros de qualidades, ou seja, a

afinidade e a conectividade dos sitios.

Um resultado bastante interessante é visto no grafico 4.2. Ele mostra, em primeiro

lugar, que a evolugao temporal da conectividade dos sitios k;, segue uma lei de poténcia, isto

t

to)ﬁ , onde o expoente 3, que indica a taxa com que os sitios conseguem ligagoes,

é,k’ZO((
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certamente, tem uma dependéncia na afinidade entre o sitio que chega na rede e aqueles
que ja fazem parte dela. Segundo, evidenciou-se que os sitios com parametros de qualidades
da regidao mais intermediaria do intervalo [0,1] sdo os potenciais candidatos a tornarem-
se os sitios mais conectados (polos) da rede. A ocorréncia de tal fato ¢ explicada pela
seguinte situagao: As qualidades dos sitios sao obtidas de uma distribuicao uniforme dentro

do intervalo [0,1], pois bem, com isso, todos os valores de qualidades sao, digamos, extraidos
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Figura 4.2: Resultado da simulagao numérica do modelo de afinidade com distribuigao de qualidade
uniforme ( rede com N = 10° e m = 1). Observamos que a evolucdo da conectividade segue uma lei
de poténcia no tempo e que a inclinagao dos graficos (expoente da lei de poténcia) cresce até o sitio
apresentar um parametro de qualidade igual a 0.5. A partir dai, ou seja, para sitios com qualidades
superiores a 0.5, temos o expoente decrescendo e, além disso, seus valores sao, aproximadamente,
iguais aos dos sitios com qualidades abaixo de 0.5. Os gréficos internos nos ajudam a observar isso.

com a mesma chance (probabilidade) e como tém-se uma maior quantidade destes valores

na regiao intermediéria, certamente, eles tendem, no caso de se fazer um sorteio aleatorio
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para obtermos as qualidades, aparecerem mais vezes que aqueles que estao localizados nos

extremos do intervalo.

A dinamica descrita acima pode ser ratificada mediante observacao dos gréaficos 4.2 e
4.3, onde, nestes, estao representadas, respectivamente, a evolugao temporal da conectividade

e o expoente dindmico dos sitios.
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Figura 4.3: Simulacio numérica para uma rede com m = 1 ¢ N = 10°, mostrando a relacio
entre o expoente dinamico 3, versus os parametros de qualidades 1. O gréafico explicita que sitios
com qualidades de dentro da regiao intermediaria sdo os que mais conseguem ligagoes ao longo do
crescimento da rede.

Como vimos nos capitulos introdutoérios, o menor caminho médio e o coeficiente
de agregacao estao relacionados com a conectividade dos sitios e, consequentemente, com a

distribuicao de conectividade.

O menor caminho médio, como ja mencionado anteriormente, nos informa a respeito
da distancia entre pares de sitios quaisquer da rede. Do gréfico 4.4, vemos o comportamento
de mundo pequeno, apresentado pela rede do modelo de afinidade, o que se traduz em virtude

do menor caminho crescer com log(N). Um outro ponto a ser observado é que o modelo de
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Figura 4.4: Resultado da simulagao numérica do modelo de afinidade com distribui¢ao de qualidade
uniforme. Menor caminho médio versus o tamanho da rede num grafico linear-log para diferentes
valores de m como indicado na legenda acima.

afinidade tem um menor caminho médio maior que o do modelo de Bianconi-Barabasi, quando
se considera, é claro, o mesmo tamanho de rede para ambos (redes comparaveis). Podemos
entender esse resultado da seguinte forma: lembremos que o modelo de qualidade (Bianconi-
Barabasi) apresenta super-poélos, isto é, sitios bastante conectados. Ja no modelo de afinidade,
os polos sao menos conectados quando comparados aos do modelo de qualidade. Disso resulta
que, como os polos sao os responsaveis por diminuir a distancia entre os nos, os poélos da rede
do modelo de qualidade, certamente, ligam-se a uma fracao bastante significativa dos sitios
que compoem sua rede e, a ocorréncia desse fato, seguramente, contribui para encurtar o
caminho médio da rede. Por outro lado, os pélos da rede do modelo de afinidade, conectam-

se a menos sitios e, com isso, a rede tem um caminho médio maior.
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Da descricao anterior, podemos dizer que o menor caminho médio é uma quantidade
extremamente importante para varios sistemas naturais ou tecnologicos, principalmente do
ponto de vista do transporte de informagoes na rede. Por exemplo, se a distancia entre os
sitios apresenta um tamanho tipico, certamente, a informagao serd melhor distribuida numa

rede que exibe polos cada vez mais conectados.

Outro aspecto, sobre o menor caminho médio, esta relacionado ao nimero de cone-
x0es m, que 0 novo sitio estabelece com os que ja estao presentes na rede. Do gréfico 4.4 |
claramente, vé-se que o menor caminho médio diminui & medida que o valor de m aumenta.
A ocorréncia disso se dé, fundamentalmente, em funcao de que, com o aumento de m surgem
mais caminhos alternativos para se ligar, por exemplo, dois sitios quaisquer e, com isso, se

reduz a distancia média.

Por ultimo e nao menos importante, fizemos o estudo do coeficiente de agregacao, o
qual nos informa como se da a aglomeracgao na rede. Além disso, ele mostra o provéavel nivel
de interacao entre os primeiros vizinhos de um dado sitio. Dessa maneira, tomado do ponto
de vista global da rede, o coeficiente de agregacao representa a probabilidade de existéncia

de ligagoes entre os primeiros vizinhos de um determinado sitio que se escolhe aleatoriamnte.

Pode-se notar, do grafico 4.5, que o coeficiente de agregacao da rede do modelo

de afinidade diminui lentamente com o aumento do tamanho da rede, seguindo uma lei
—0.746(2)

N

de poténcia C' ~ N Isso nos informa que a medida que a rede cresce, as chances
de encontrarmos um sitio que tenha seus primeiros vizinhos totalmente conectados entre si,
diminui significativamente, claro, respeitando-se o valor de m considerado para o crescimento

da rede.

Outro fato observado, é que ao aumentarmos o nimero de ligagoes m, adicionadas
a cada passo de tempo, aumentamos, também, o valor deste coeficiente como podemos ver
no grafico 4.5. Isso ocorre porque a medida que mais conexoes sao permitidas, para os sitios
da rede, maiores também serao as chances dos vizinhos de um dado vértice estarem ligados
entre si e, consequentemente, tal fato faz o valor do coeficiente de agregacao crescer. Vale
lembrar que grafos que nao possuem circuitos, tém coeficiente de agregacao nulo e, devido a
isso, nao foram colocados dados sobre este coeficiente para redes em que m = 1. Reiterando
mais uma vez, dizemos que, localmente o coeficiente de agregacao esta relacionado com o
numero de conexoes entre os vizinhos mais préximos de um dado n6. Assim entendemos que

uma rede com elevado coeficiente de agregagao apresentara caminho médio pequeno.
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Figura 4.5: Resultado da simulagdo numérica do modelo de afinidade com distribui¢ao de quali-
dade uniforme. Coeficiente de agregagao médio versus o tamanho da rede num grafico log-log para
diferentes valores de m como indicado na legenda acima.



Conclusdes e Perspectivas

Muitos sao os problemas interessantes e fascinantes na natureza a serem estudados.
A teoria dos sistemas complexos tem contribuido para que muitos destes problemas se tor-
nem compreensiveis ao homem. Uma das caracteristicas dos sistemas complexos é que sao
formados por um grande nimero de unidades simples, conectadas entre si (uma unidade
influencia a outra), resultando num sistema macroscopico surpreendente. A evoluc¢ao do sis-
tema se torna complexa devido as vérias interagoes entre as unidades. A complexidade surge
do fato que de vizinho em vizinho emerge correlagao de longo alcance. Assim, nao podemos
estudar partes do sistema senao o todo. Um tratamento analitico destes sistemas constitui

uma dificuldade aos cientistas, devido a complexidade e a dindmica envolvidas.

O estudo das redes constitui-se, hoje, num dos ramos mais promissores na area
dos sistemas complexos. Nos capitulos iniciais estudamos os modelos classicos de redes, com
destaque para o modelo de Erdos-Rényi e, posteriormente, para o de Watts-Strogatz. Nestes,
a distribuicao de conectividade dos sitios da rede, apresenta caracteristicas tipo distribuicao
de Poisson, ou seja, apresenta flutuagoes em torno de uma conectividade tipica. Ja nos
modelos que podemos chamar de contemporaneos, as distribui¢oes sao mais gerais e podem
cobrir uma série de sistemas fisicos na natureza. Nestes novos modelos, a distribuicao é larga
e, em muitos casos, ela é do tipo lei de poténcia. O paradigma destes modelos é o modelo de
Barabasi-Albert. Devido a esta caracteristica (cauda larga) eles sao chamados de modelos

de escala livre. No capitulo 3, discutimos o modelo de Barabasi-Albert e um outro modelo

67
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derivado dele: o modelo de Bianconi-Barabasi. E, por fim, no capitulo 4, apresentamos o

nosso modelo de afinidade.

Em nosso trabalho conseguimos entender parte do sistema estudado através do uso

de simulagoes numéricas. Destas, observamos que a evolucao temporal da conectividade de

x
to

possivelmente, guardando uma dependéncia na semelhanca entre as qualidades dos sitios. O

um dado sitio segue uma lei de poténcia, ou seja, k; < (£)?, com o expoente dinamico (3,
expoente dindmico, que indica a taxa com que os sitios adquirem ligacoes, evidenciou que os
sitios mais eficientes, para tal empreitada, sao aqueles que portam qualidades provenientes
da regido intermediaria, do intervalo [0,1], de onde os parametros de qualidades sdo obtidos.
Além disso, o expoente [ cresce até o sitio apresentar qualidade igual a 0.5 e, a partir dai,
sitios com qualidades superiores a esse valor tém seus expoentes dindmicos iguais aos dos

sitios com qualidades abaixo de 0.5. Para melhor compreensao rever graficos 4.2 e 4.3.

Como o modelo de afinidade tem, digamos, como base o modelo de qualidade (mo-
delo Bianconi-Barabési), é perfeitamente natural relacionarmos, o estudo das propriedades
estruturais da rede gerada por ele, com as da rede do modelo que lhe serviu de inspiracao.
Fizemos a descrigao topologica da rede, gerada pelo modelo de afinidade, nao s6 via valor
do expoente da lei de poténcia, que descreve a distribuicao de conectividade, mas também
amparado pelo comportamento do caminho médio e do coeficiente de agregacao das redes

estudadas.

Constatamos que a reparticao da conectividade entre os nos se da de tal maneira que
os polos da rede sao menos conectados que os polos da rede do modelo de qualidade. Essa
diferenca se da, fundamentalmente, porque os potenciais candidatos a tornarem-se poélos, na
rede do modelo de qualidade, sao os sitios que inserem-se nela (rede) logo no inicio de seu
desenvolvimento e apresentam um alto parametro de qualidade. Ja na rede do modelo de
afinidade, os possiveis polos sao os sitios com parametros de qualidades oriundos da regiao
intermediaria do intervalo [0,1] e que incorporam-se a rede, também, no inicio de sua evolugao.
Tendo isso em vista, podemos dizer que, quando pensamos na evolugao das redes geradas
por estes modelos, os sitios da rede do modelo de qualidade, que encontram-se na condi¢ao
descrita acima, sao mais eficientes para adquirir ligagoes, haja vista que para isto nao existe,
digamos, nenhuma espécie de restricao como a que ocorre com os sitios da rede do modelo
de afinidade. E bom lembrarmos que, na rede do modelo de afinidade, um sitio, mesmo
atendendo a condicao de ser um poélo em potencial, é tanto mais eficiente para conseguir
ligagoes se, & medida que novos sitios vao sendo inseridos na rede, estes também, apresentem

parametros de qualidades bastante proximos ou até mesmo iguais ao dele, isto €, seu sucesso
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nessa empreitada depende das semelhancas guardadas entre sua qualidade e as dos sitios que

estao adentrando na rede.

Observamos, também, que a rede do modelo de afinidade apresenta a caracteris-
tica de mundo pequeno, pois 0 menor caminho médio escala-se com log(N). Além disso, é
interessante notarmos que a medida que o valor de m aumenta, o caminho médio da rede
diminui, em face de haver mais caminhos alternativos entre dois sitios quaisquer, e o coefi-
cente de agregacao cresce, de modo a aumentar as chances de interagoes entre os vizinhos

mais proximos de uma dado sitio, escolhido aleatoriamente.

Outro aspecto notado no comportamento do coeficiente de agregagao é que ele

diminui lentamente com o aumento do tamanho da rede, seguindo uma lei de poténcia
O ~ N-0746(2)

Como perspectivas temos a intencao de calcularmos a evolugao temporal da conec-
tividade de um sitio ¢ qualquer da rede, através da teoria continua, como feito tanto para
o modelo de Barabasi-Albert quanto para o modelo de qualidade e, com isso, reforcarmos,

cada vez mais, a validade dos resultados obtidos aqui.

Em termos de propriedades topolédgicas, calcularemos o betweenness para verificar-
mos quao forte é a presenca de estruturas tipo comunidades na rede do modelo de afinidade,
j& que, intuitivamente, acreditamos que existam, na rede, esse tipo de formacgao, dado que
as situagoes a que o modelo propoem-se descrever estarem associadas a organizacoes dessa

natureza.

Outro trabalho que podemos fazer, no futuro, é verificar a robustez, da rede gerada
pelo modelo de afinidade, a ataques, sejam eles, dirigidos ou aleatérios. Também objetivamos
estudar outros modelos, em particular, um que propoem a inser¢ao de um peso associado a

ligacao que conecta os sitios.

A possibilidade de elaborarmos um modelo que insire um peso para a ligacao que
conecta os sitios da rede, pode tomar como base a relacao de amizade entre as pesssoas, as
relacoes de negbcios de uma empresa, as distancias das rotas aéreas, etc. Nestes casos, o
peso da ligacao servira para quantificar, por exemplo, o quao forte é a amizade entre duas
pessoas, os valores financeiros dos negocios da empresa e as distancias entre os aeroportos e,

dessa forma, retrataremos mais realisticamente os sistemas que sao modelados pelas redes.
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