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RESUMO

Um dos problemas centrais no estudo de difusao anémala e transporte é a analise
adequada de dados de trajetorias (por ex: animais buscando por alimentos ou por parcei-
ros para acasalamento). A andlise e inferéncia de padroes de caminhadas de Lévy a partir
de dados empiricos ou de trajetérias simuladas de particulas em duas ou trés dimensoes
(2D e 3D) é muito mais dificil que em uma dimensao porque nao existem trajetorias cur-
vas em uma dimensao, mas em dimensoes superiores sao comuns. Ultimamente, um novo
método para deteccao, que considera projecoes 1D de trajetérias 2D e 3D, foi proposto
por Humphries et al. O cerne dessa proposta é explorar o fato de que a projecao 1D
de uma caminhada de Lévy, numa alta dimensao, é, também, uma caminhada de Lévy.
Neste trabalho, questiona-se se o método da projegao é ou nao suficientemente poderoso
para distinguir claramente uma caminhada de Lévy 2D com curvatura de uma simples
caminhada aleatoria Markoviana correlacionada. O foco do estudo no caso desafiador
em que ambas as caminhadas 2D tém a Fung¢do Densidade de Probabilidade (FDP) de
tamanho de passos exatamente idénticas, bem como dos angulos de rotagao entre passos
sucessivos. A abordagem estende o método da projegao original pela introdugao de um
reescalonamento dos dados projetados. Apods a projecao e coarse-graining, a FDP renor-
malizada para distancias entre sucessivas rotagoes notou-se possuir cauda grossa quando
ha um processo de Lévy oculto na caminhada original. Esse efeito foi explorado para
inferir um processo de caminhada de Lévy na trajetoria curva original de alta dimensao.
Por outro lado, nao héa a presenca de cauda grossa quando uma caminhada aleatéria cor-
relacionada (Markoviana) é analisada. Mostrou-se que esse processo funciona muito bem
na identificagdo de uma caminhada de Lévy, mesmo quando ha ruido de curvatura. A
ferramenta desenvolvida neste trabalho pode ser util em contexto realistico envolvendo
identificagao de caminhadas de Lévy relacionadas a movimento animal na terra (2D) ou

no ar e oceanos (3D).

PALAVRAS-CHAVE: Caminhada de Lévy, Método da Projecao, Reescalona-

mento.



ABSTRACT

A crucial problem in the study of anomalous diffusion and transport refers to
adequate analysis of trajectory data. The analysis and inference of Lévy walk model from
empirical or simulated trajectories of particles in two and three-dimensions (2D and 3D)
is much more hard than in 1D because path curvature is nonexistent in 1D but pretty
common in higher dimensions. Lately, a new method to detect Lévy walks, which considers
1D projections of 2D or 3D trajectory data, has been proposed by Humphries et al. The
main idea of this method is to explore the fact that a 1D projection of a high-dimensional
Lévy walk is itself a Lévy walk. In this work, we ask whether or not this projection
method is capable enough to clearly distinguish a 2D Lévy walk with curvature from a
simple Markovian correlated random walk. We focus this work in challenging case in which
both 2D walks have the same probability density functions (pdf) of step sizes as well as
of turning angles between succesive steps. Our approach extends the original projection
the original projection method by introducing a rescaling of the projected data. After
a projection and coarse graining, the renormalized pdf for the travel distances between
successive turnings is seen to possess a fat tail when there is an underlying Lévy process.
We exploit this effect to infer a Lévy walk process in the original high-dimensional curved
trajectory. In contrast, there is no fat tail when a (Markovian) is analyzed. We show
that this procedure works very well in clearly identifying a Lévy walk even when there is
noise from curvature. The present protocol may be useful in realistic contexts involving
ongoing debates on the presence (or not) of Lévy walks related to animal movement on
land (2D) and air and oceans (3D).

KEYWORDS: Lévy Walk, Projection Method, Reescaling.
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Capitulo

INTRODUCAO

1.1 DIFUSAO

O movimento browniano foi originalmente observado na flutuacao de particulas
em um fluido. Esta primeira observacao foi feita pelo botanico britanico Robert Brown,
no movimento de polen suspenso em um fluido, em meados do século XIX[I]. Um pouco
antes, no final do século XVII, Jan Ingenhousz estudou o movimento irregular de p6 de
carvao suspenso em alcool [2]. Questoes proximas a essa foram estudadas durante o século
XVI por Jacob Bernoulli, Pierre de Fermat e Blaise Pascal. No principio do século XX, em
1905, Albert Einstein revolucionou os estudos na area de mecéanica estatistica ao publicar
seu artigo sobre movimento browniano, no qual estudou a difusao de uma particula cuja
trajetoria ¢ regida pelas colisoes dela propria com as moléculas do fluido. O trabalho de

Einstein sobre movimento browniano aborda a relacao entre o coeficiente de difusao e a

1



viscosidade numa dedugao probabilistica da equagao da difusao[3]. A partir dessa visao
probabilistica, Einstein obtém a sua conhecida equacao para a distancia quadratica média

percorrida pela particula no movimento browniano:

(z%) = 2Dt, (1.1)

onde D expressa o coeficiente de difusividade e pode ser expresso por:

RT

R 1.2
37N an’ (12)

onde R é a constante universal dos gases, T' é a temperatura, N4 o nimero de avogrado,

a é o raio das particulas suspensas e 7 é a viscosidade do fluido.

Einstein também mostra que a solucao para a equacao da difusao, expressa por:

on 0%n
ot = Po

onde n = n(z,t) é o nimero de particulas por unidade de volume no instante de tempo ¢

(1.3)

e posicao x, é dada pela forma gaussiana

n(x,t) =

No _I_z (1.4)
mexp iDil )

E possivel fazer uma relacao do problema abordado por Einstein com o problema
do caminhante aleatério unidimensional, que é frequentemente discutido nos livros de
fisica estatistical4]. Neste segundo, quando o nimero de passos dados pelo caminhante

tende a infinito, a distribuicao de passos tende a uma fun¢ao gaussiana.

Outro cientista que contribuiu para o estudo da difusao foi o médico alemao Adolf
Eugen Fick, que em 1855 apresentou as leis de Fick, as quais descrevem vérios casos de

difusao de energia ou matéria em um meio que, em principio, nao esta em equilibrio.

A primeira lei de Fick trata da corrente de difusao num estado estacionéario, isto é,

um fluxo de energia ou matéria de um meio mais concentrado para um menos concentrado



com intuito de homogeneizar o sistema sendo expressa da seguinte forma:

J=—DVn, (1.5)

onde J ¢é o fluxo ou densidade de corrente, D é o coeficiente de difusao e Vn é o gradiente

de concentragao.

A segunda lei de Fick descreve como a difusao causa a mudancga de concentragao
com o tempo. Diferentemente da primeira lei, a segunda trabalha com situacoes nao

estacionarias. Ao combinar a equagao da continuidade:

E+v-f:0 (1.6)

com a equacao da primeira lei de Fick, obtém-se a expressao matemaética para a segunda
lei de Fick eq. (1.3). A analise dimensional da segunda lei de Fick[D] revela que, em
processos de difusao, ha uma relacao fundamental entre o tempo decorrido e o quadrado

do comprimento ao longo do qual a difusao ocorre.

A lei de conducao térmica, também conhecida por lei de Fourier, em homenagem
ao fisico e matematico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier que estudou, entre outros
temas, a condugao térmica; estabelece a relagao entre o fluxo de calor e o negativo do

gradiente de temperatura, o qual é expresso matematicamente da seguinte forma:

Q= —kVT, (1.7)

onde @) é o fluxo de calor, k a condutividade térmica e T' a temperatura. Pode-se observar

que a lei de Fourier é uma particularidade da primeira lei de Fick para o calor.

Ja foi visto que a equagao da difusao(|1.3)) esta presente nos estudos de Einstein,
Fick e Fourier. Esse comportamento de difusao e movimento de particulas também pode
ser entendido por meio da Equacao de Langevin e da Equacao de Fokker-Planck, que

serao observadas a seguir.

Paul Langevin, fisico francés, foi mais um cientista que contribuiu para o avango
do conhecimento sobre movimento browniano. A equagao que recebe seu nome descreve

o movimento de uma particula suspensa em um fluido, que, para o caso unidimensional,



¢é expressa da seguinte maneira:

dv
-7 1.
mdt av + F(t), (1.8)

onde v = dx/dt é a velocidade da particula, x a posi¢ao dessa particula e m é a massa
da particula imersa no fluido. O primeiro termo do lado direito da igualdade é a forca
viscosa e « é uma constante e F'(t) é uma forga de carater estocastico, de maneira que,

para t # 1, F(t) e F(t') sao independentes e possuem as seguintes propriedades:

(F(t)) =0 (1.9)

(F(F(t)) = Bo(t — t'). (1.10)

A fungao ¢ aparece em conformidade com a lei de equiparti¢ao[6]. Pode-se rees-

crever, portanto, a equagao (1.8)) da seguinte forma:

dv

== —yv + (1) (1.11)

onde v = a/me ((t) = F(t)/m. ((t) é chamada de ruido e possui as mesmas propriedades
de F(t):

(C(®) =0 (1.12)

(C(B)C(H)) =To(t —t). (1.13)

onde I' = B/m?.

A equagao (1.11)) é uma equagdo diferencial que possui solugdo geral do tipo



v(t) = u(t)e” . O que nos leva a

=e"'((t 1.14
D e, (11
cuja solucao é
t /
u=ug+ / () dt (1.15)
0
Consequentemente,
t ’
v=1uvpe "+ e‘”t/ e C(t)dt, (1.16)
0

onde vy € a velocidade da particula no tempo t = 0.

Agora pode-se calcular, primeiramente x(t), para, em seguida, obter o desloca-

mento quadratico médio da particula.

t
r=mx9+ / v(t"dt', (1.17)
0

onde o é a posigdo da particula no momento ¢ = 0. Aplicando a equagao ((1.16) na

equagao ((1.17]), obtém-se

t t t
T =To+ Uo/ et + / e / C(e dt"dt'. (1.18)
0 0 0

Resolvendo a primeira integral e invertendo a ordem das integrais da tultima componente

obtém-se

t

t
T =1x0+ @(1 —e ) + / C(t”)e”tﬁ/ e at'dt”. (1.19)
v 0 t

/

Ao integrar em t', obtém-se:

1 t 1" /
r=umxo+ @(1 —e ) + —/ C(t"M A — e ar, (1.20)
v 7 Jo

Uma vez que esta equagao é valida para qualquer funcao temporal ((t), pode-se aplicar a



propriedade ([1.12]) e obter o deslocamento médio da particula:

(x) = xo + 7(1 —e (1.21)

Com isso, tem-se que:

r—(x) = %/Ot C (1 — e )at”. (1.22)

De onde se obtém

(2 2:i t ot / " _e'y(t’ft) —67(t/l7t/) ! gl
e = [ [ corcena - et na - e, 02

aplicando a propriedade ([1.13)), chega-se a

x— 2 :£ ! _e'y(t’—t) /
(lz = (o)) = / 1 )t (1.24)

Resolvendo a integral, obtém-se

1 —24t
E(1—e ). (1.25)

Para tempos t > 1, o primeiro termo do lado direito da igualdade é dominante, o que

2_$2:£ _2 _e—vt
(z%) = () 72{1? 7(1 )+

leva a dependéncia linear com o tempo do desvio quadratico médio do deslocamento, isto

¢,

(z%) — (z)? = Dt, (1.26)

onde D = I'/y* = B/a? ¢ o coeficiente de difusdo, que tem sua forma mais completa

descrita na equacao ([1.2]). Esse resultado converge com o obtido por Einstein.

A segunda forma de abranger o movimento browniano é pela equagao de Fokker-
Planck. Tal equacao recebe este nome em honra a Adriaan Fokker e Max Planck e
descreve a evolugao temporal de uma distribuicao de probabilidade, mostrando a posigao

e a velocidade de uma particula, também podendo ser denominada equacgao avancada de



Kolmogorov. A seguir, uma equacao do tipo Langevin descrita na forma

dx
- =@ +(1), (1.27)

onde a varidvel x é¢ uma coordenada generalizada e pode representar tanto a posi¢ao quanto

a velocidade. Assim, a equagao de Fokker-Planck é frequentemente descrita comolT7]:

OP(z,t) 0 [ 9*P(x,t)
- _Z Plr.t R St A 1.28
BT ol @ P, )] + 5 — 5, (1.28)
onde f(z) pode ser representada como uma for¢a de atrito, como na equagao (1.8)), e
P(z,t) é a distribui¢ao de probabilidade de localizar a particula num determinado inter-

valo de comprimento. A referida equacao pode ser reescrita da seguinte forma:

OP(z,t) N 0J(x,t)
ot Ox

que representa a equacao da continuidade para a densidade de probabilidade P(z,t) e

=0 (1.29)
J(z,t) ¢ uma corrente de probabilidade [8] e é descrita como:

LoP(x,t)
2 Oxr

Uma abordagem mais detalhada pode ser vista em |7, §].

J(x,t) = f(z)P(x,t) — (1.30)

Com essa pequena introdugao, pode-se notar a abrangéncia e importancia do
estudo da difusao. Vale ressaltar a diversidade de aplicacoes que fazem uso dessa fer-
ramenta, a exemplo dos estudos com polimeros, movimentacoes financeiras, mobilidade

humana e dinamica molecular[9].

1.2 CAMINHADAS ALEATORIAS E VOOS DELEVY

Muitos tipos de particulas, como as auto impulsionadas [10, 11, 12, 03], sao

difundidas anomalamente. Particulas que se difundem com o deslocamento quadratico



médio linear com o tempo efetuam difusao normal. Por outro lado, particulas que se
difundem com o deslocamento quadrético médio nao linear com o tempo efetuam difusao
anomala. E dentro dos padroes de difusao anémala se encontram as caminhadas de Lévy
ou movimentos de padroes similares. O conhecimento deste tipo de movimento, difusao
e transporte é de fundamental importancia no estudo de processos epidémicos e diversos

outros fenémenos [9, 14, [15].

Nesse contexto, analisar uma caminhada de Lévy a partir de uma trajetoria de
dados é um passo muito importante na analise de dados empiricos. Tal anélise é uma
tarefa relativamente facil quando realizada em uma dimensao, isto porque as mudancas
na direcao sao de facil identificacao e a distribuicao assimptotica, tipo lei de poténcia, das
distancias percorridas pode ser facilmente obtida através de analise estatistica de dados
padrao[10, 17|, como, por exemplo, histogramas das distancias percorridas. Em uma
dimensao, os pontos nos quais a velocidade muda o sinal definem as distancias viajadas

entre as rotacoes.

Se a Fungao Densidade de Probabilidade (FDP)F| das distancias tem uma cauda
(truncada), tipo lei de poténcia, com um valor pertinente para o expoente, entao, pode-
se concluir com convicgao que ha um processo de Lévy. O fato de nao haver curvatura
em uma dimensao facilita a identificagao do padrao de Lévy. Por outro lado, nos casos
bidimensional e tridimensional a velocidade é um vetor em vez de um escalar. Dessa
maneira, as rotagoes podem ser continuas em vez de localizadas. Sem angulos de rotacao
precisamente localizados, torna-se impossivel estimar explicitamente a FDP das distancias
entre as rotacoes. De fato, a propria idéia de “distancia entre os angulos de rotacao”
torna-se mal definida. Por essa razao, caminhadas curvas tornam a identificacao de uma
caminhada de Lévy mais dificil [I8] [19] 20] e aquece o debate a respeito de como analisar
e inferir caminhadas de Lévy para dados empiricos bidimensionais e tridimensionais [21],
22), 23, 24, 25|, 26], 27, 28, 29].

Recentemente, um novo método para detectar um padrao de Lévy em dados em-
piricos ou simulacionais foi proposto [30]. Esse método envolve uma analise de proje¢oes
unidimensionais de trajetérias curvas de dimensoes superiores. A idéia principal do tra-
balho de Humphries et al foi explorar o fato de que uma projecao unidimensional de uma
caminhada de Lévy, em uma dimensao superior, continua sendo uma uma caminhada de

Lévy.

&Ver se¢ao



Tradicionalmente, a definicao matemaética de caminhadas de Lévy em duas e trés
dimensoes nao possui curvatura. Em vez disso, consiste em sequéncias de segmentos
de caminho conectadas consecutivamentd®’ Dessa maneira, os angulos de rotacio sao

localizados nas jungoes entre os segmentos conectados.

Dados experimentais possuem ruido. Com isso, a caminhada de Lévy idealizada
nao ¢ observada. Tipicamente, trajetorias reais incluem curvatura, seja devido a erros
de medida ou por reais flutuagoes na direcao da velocidade. Faz sentido generalizar
o tradicional conceito de caminhadas de Lévy para permitir a curvatura. Deveras, ao
contrario do entendimento tradicional, curvatura nao é uma excecao. Por essa razao,
usar-se-a o termo caminhada de Lévy no que se segue, em sentido mais amplo, visando
incluir trajetorias curvas, que em todos sentidos, exceto pela curvatura, comportam-se

como uma tradicional caminhada de Lévy.

O método da projegao para identificar caminhadas de Lévy em duas e trés di-
mensoes é especialmente relevante no contexto do debate sobre a realizagao ou nao, pelos
animais, de caminhadas de Lévy na busca por alimento ou por companheiros para acasa-
lamento, por exemplo [31], 32]. Embora exista evidéncia indiscutivel que caminhadas de
Lévy descrevem corretamente importantes aspectos de reais movimentos de diversos ani-
mais em uma ampla variedade de ambientes e circunstancias (veja as Refs.[30], [33]), ainda
hé& argumentos no sentido de que o padrao de caminhadas de Lévy nao seria um fenémeno
tao comum na natureza|34]. Uma das criticas trata da andlise estatistica de dados e infe-
réncia estatistica. Neste contexto, muito progresso tem sido feito [23], 30, [33], 35] 36, 37, 38|
na aplicacao de métodos mais sofisticados para estudo de dados experimentais, tais como
estimativa maxima da propabilidaddT], estimativa do parametro da FDP em combina-
¢ao com testes de qualidade de ajustelz_rl e modelo de selecao através peso Bayesiano ou
Akaike[39].

Ademais, a identificagao objetiva dos comprimentos de passos em caminhos curvos
em duas ou trés dimensoes tem sido prejudicada pelo uso de procedimentos que dependem
fortemente de escolhas de parametros ad hocﬂ[Ql, 241, 26], 27, 28]. Este ¢ assim chamado
problema de discretizagao: das muitas maneiras que se pode discretizar um caminho
continuo, qual € melhor ou suficientemente boa? A discretizagao dos passos, em particular,

faz a distingao correta entre caminhadas de Lévy e CRW’s ﬂ em duas e trés dimensoes|22]

bVer secio

“Do inglés: maximum likehood estimation (MLE)

4Do inglés: goodness-of-fit (GOF)

Cexpressao latina que traduzida literalmente significa: para isto, para esta finalidade.

fCorrelated Random Walks, do inglés: caminhadas aleatérias correlacionadas. Esse tipo de compor-
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um desafio mais complexo. Entretanto, no primeiro, a superdifusividade se estende por
todas escalas, no tultimo, a presenca de correlagoes de alcance finito pode dar origem a
dinamica superdifusiva transiente em escalas comparéveis ao comprimento de correlacao.
Portanto, caminhadas de Lévy e CRW’s podem conduzir a uma dindmica e aspecto visual

muito similares em escalas temporais e espaciais especificos|18].

Neste trabalho, foram aplicadas as idéias gerais do recentemente proposto método
da projegaol30] para dois diferentes modelos. As duas caminhadas aleat(’)ria compar-
tilham as mesmas distribui¢oes de tamanho de passos e angulos de rotacao. Um dos
modelos é uma caminhada aleatéria genuinamente superdifusiva com correlacoes de longo
alcance construido pela adicao de curvatura no esqueleto de uma caminhada de Lévy tra-
dicional. O outro é uma caminhada correlacionada de curto alcance (CRW). Na Ref.[30],
comprimentos de passos menores que um limite minimo sao simplesmente removidos dos
dados (para minimizar efeitos artificiais resultados da projegao unidimensional). Aqui,
introduziu-se uma nova maneira de lidar com o regime de pequenos comprimentos de
passos e a presenga de correlagoes agindo em intervalos de escala distintos. Foi aplicado o
procedimento de coarse gmminﬂ ou reescalonamento que destréi informacao sobre o re-
gime de comprimento de pequenos passos, retendo informagao apenas em grandes escalas.
Observou-se que o método de projecao combinado com esse protocolo de renormalizacao
funciona extremamente bem para distinguir claramente caminhadas aleatorias correlaci-
onadas (CRW) de curto alcance de caminhadas de Lévy curvas. O método ¢ tao bem
sucedido, que é apto para distingui-los claramente, mesmo quando as duas trajetérias bi-
dimensionais originais sao descritas por distribuicoes de angulos de rotagao idénticas, bem
como distribui¢oes de tamanho de passos idénticas. O método de projecao aqui discutido
nao pode dar um falso positivo: Se uma projecao unidimensional é um processo de Lévy,

entao, seu processo bidimensional correspondente é um processo de Lévy.

1.3 ESTRUTURA DA TESE

No Cap. (), foram abordados o Teorema do Limite Central (TLC) e o Teorema

tamento é muito comum em movimento animal. O passo subsequente esté relacionado com o anterior.
A escolha aleatoria é com relagao a diregdo tomada, isto é, os angulos de rotagdo. Para mais detalhes,
verificar em [40]. A correlacdo dos passos nesses tipo de caminhada séo de curto alcance.

gVer Cap.

hMeétodo que reescalona um fenémeno para a ordem da incerteza da medida.
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do Limite Central Generalizado (TLCG), bem como duas distribui¢oes estatisticas que
sao de suma importancia para esse trabalho: a distribuigao de Lévy e a distribuigao Lei
de Poténcia. No Cap., abordou-se a caminhada aleatéria em uma e duas dimensoes,

assim como a difusao normal, difusao anémala e caminhadas e voos de Lévy.

No Cap., foi realizada uma revisao sobre eficiéncia de buscas aleatorias. No
Cap., foram demonstrados os modelos tedricos de caminhadas aleatorias que trabalha-
mos nessa tese. No Cap.@, por sua vez, foram debatidos os resultados obtidos com os
modelos do capitulo anterior, e, no Cap., listaram-se as conclusoes deste trabalho e

perspectivas futuras.



Capitulo

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

O Teorema do Limite Central (TLC) é utilizado em problemas que envolvem
analise estatistica. Este teorema mostra que a distribuicao da soma de N variaveis torna-se
gaussiana para N — oo mesmo que as distribui¢oes individuais das variaveis x; nao sejam
em geral gaussianas. Desta maneira, pode-se ter uma variavel que inicialmente possui uma
distribuicao muito diferente da distribui¢ao normal e que ao tomar varias amostras grandes
desta distribuicao, a forma dos histogramas das médias amostrais tenderd a uma curva
gaussiana. Na secao a seguir, sera definida a distribuicao gaussiana e por conseguinte, o

TLC.

2.1 DISTRIBUICAO GAUSSIANA

O primeiro a descrever a distribuigao normal foi o matematico francés Moivre, em
1733. O desenvolvimento dessa distribuicao também é atribuida a Gauss, que aplicou-a

na teoria para o movimento dos corpos celestes.

Originalmente, foi desenvolvida como uma aproximagao da distribui¢ao binomial

quando o namero de tentativas é grande e a probabilidade de Bernoulli p nao esté proxima

12



13

de 0 ou de 1. E também uma forma assimptoética da soma de variaveis aleatérias sob uma

vasta gama de condi¢oes[41].

A distribuigao gaussiana é utilizada para o estudo de uma vasta quantidade de
fendbmenos naturais, em particular aos relacionados a difusao normal. Ela surge natural-
mente como uma distribuicao limite para processos aleatorios, como conseqiiéncia do TLC
(ver segao . Do TLC, é possivel verificar que quando nao ha o dominio da variancia
de uma distribuigdo em relacao a outra, e as variaveis sao fracamente interdependentes
h& uma estabilidade na distribui¢ao gaussiana [42]. O TLC mostra que distribui¢oes com
segundo momento finito convergem gradualmente para distribuicao estével gaussiana. A
funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatoria com distribuicao normal é

dada por

Plz) = —— exp [—M] | (2.1)

o\ 2T 202

2

onde p é amédia e 0° é a varidncia. A equagao acima é denominada distribuigao Gaussiana

padrao.

2.2 TEOREMA DO LIMITE CENTRAL - (TLC)

O TLC afirma que a soma de variaveis aleatoérias estatisticamente independentes
tende a uma distribuicao gaussiana, mesmo que, individualmente essas variaveis aleatorias
nao tenham uma distribuicdo gaussiana. Considere a soma de N variaveis aleatorias

estatisticamente independentes x, nao necessariamente gaussianas,

X = ix (2.2)

A distribuicao de X é dada pela integragao de todos os valores de z;, que pode
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ser escrita como[43]

Py(X) = /_OO P(zy)dz, /OO P(zy)dzy - “/00 P(zy)deyo(zy + 22+ ...+ 2y — X), (2.3)

o —00 —00

onde p(z;) é a probabilidade da variavel z;. Usando a representagao da fungao delta,

d(x) = L /_OO e*rdk, (2.4)

2m J_o

tem-se

Py(X) = —/ emdk/ P(:cl)ezk‘”ld:cl/ P(g;z)e“md@.../ P(zy)e*™ dry

2 J_ o 0 00
(2.5)
ou
1 R
PN(X) = %/ G_ZkXPN(k’)dk?, (26)
com
- . N
Pu(k) = [p(k)} . (2.7)
Assim, é facil ver que
P(k) = / P(z)e™ du, (2.8)

que nada mais é que a Transformada de Fourier de P(z). A equacdo (2.7) deixa claro
que a Transformada de Fourier da distribuigdo da soma de N variaveis, Py(X), ¢ a N-

ésima poténcia de P(k). Para se ter uma visao mais detalhada, segue uma expansao da
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Transformada de Fourier.

Pk = /_ e Py = 3 (’s')n /_ T ape =3 m (2)

onde (z™) indica uma média de P(z). A fungao geradora dos momentos da distribuicao ¢

denominada por:

o0

P(k) /_ e ()i =3 B ) e [Z (““!)"<m">c] (2.10)

0o n

que define a média cumulante (z").. Expandindo tem-se as primeiras cumulantes:

(2)e = (2) = (2.11a)
(1) = (@ — (2))*) = (&%) — (2)* = 0 (2.11b)

Se uma costante C' for adicionada a x, por conseguinte, uma C' também sera
adicionada a p, e isto nao afetard as cumulantes de ordem superior. Considere P'(z) =
P(z — C'). Ambas terdo a mesma forma, a diferenga sera um deslocamento na média, ou
seja, se a média de P(z) for u, a média de P’'(z) serd u+ C. A Transformada de Fourier
de P'(z) sera

P(k) = /00 e*r P! (x)dr = /00 P(x — O)e™**dy =

—00 —0o0

n!

/OO P(z)e™e*Cdy = exp [(zk‘)(u +c)+ Z (ik)" <x”>c] (2.12)

n=2

Todas as cumulantes, exceto a primeira, nao sao alteradas. Cada cumulante de

Pn(X) é N vezes tao grande quanto seu cumulante correspondente de P(x).
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(X)ve = N(z). = Ny (2.13)
(X*yco = N(z?). = No? (2.14)
(X*yo = N(z?). (2.15)

Ao definir Y = (X — Nu)/V'N, pode-se ver a partir de (X)yc e (X*)nc que Y
terd a média zero e o desvio padrao sera unitario. Ao retirar a constante, as cumulantes

de ordem maior que um nao sofrem nenhuma mudanca, entao

Yye = N32(X3ye = NP, (2.16)

Pode-se notar que (Y?) y ¢ — 0 quando N — oo, desde que existam os 3 primeiros
momentos de x. Do mesmo modo, (Y")yc & N ~(n=2)/2 ¢ consequentemente desaparecera
quando N — oo para todo n > 2. Uma vez que todos cumulantes de Y de ordem superior
a 2 desaparecem para N — 00, a distribuigao Y devera ser gaussiana no seu limite. Agora,
se Y tem média zero e variancia unitaria, logo X = /N (Y + Nu) devera ser gaussiana,

mas com média Ny e variancia No?, que é

oV 2r N 2No?

que nada mais é que a prova do Teorema do Limite Central.

Pu(X) = — exp[(X—N'uy], (2.17)

2.3 TEOREMA DO LIMITE CENTRAL GENERALI-
ZADO - (TLCG)

Paul Lévy (1886-1971) propds o seguinte questionamento [44]: Quando é que a
probabilidade Py(X) de uma soma de N passos X = X;+ Xy +- -+ Xy possui a mesma
distribuigao p(x), exceto por um fator de escala, dos passos individuais? A resposta

intuitiva é que p(z) deve ser uma gaussiana, porque uma soma de N gaussianas é um
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gaussiana com variancia No?. Todavia, Lévy provou haver outras solucoes, todas com

varidveis aleatorias com variancia infinita.

Em 1853, outro francés, Augustin Cauchy, percebeu que havia outras solugoes
para o problema de adi¢do de N variaveis aleatorias [44]. Uma delas ¢ a Transformada

de Fourier da distribuigao py(z):

pn (k) = exp (=N|k|%). (2.18)

Quando a = 1, a transformada inversa para o espaco = tem a forma

Sp. - (i/N)z = Spi(@/N) (2.19)

pn(z)

A equagao acima é conhecida como Distribuigao de Cauchy, que mostra a relagao entre

uma distribuigdo de passo tnico p;(z) e sua extensao para N passos, py(x)[47].

Leévy obteve as, hoje conhecidas, distribuicoes a-estaveis de Lévy através da ge-

neralizagao desse resultado, com a € (0, 2].

Uma maneira simples e concreta de parametrizar as possiveis distribuicoes esta-
veis de p(z) é escrevendo a fungao caracteristica (2.8)). As distribuigoes estaveis possuem,

em geral, fungao caracteristica da formal45], 46]:

(2.20)

lf’(k:) ~J exp (—alk|*[1 —if tan (ra/2)sign(k)]), para a # 1;
| exp(—alk1+ i %sign(k) In|kl]), para o = 1,

com 0 < a<2 —1<p<1,adetermina a largura da distribuicao e sign(k) é a fungao
sinal. Para a = 1, Cauchy demonstrou que é a generalizacao da fungao caracteristica,
adicionando também [, responsavel pela assimetria da distribuicao. As distribuicoes
estéveis tem comportamento similar ao das distribui¢oes gaussianas no TLC, todavia com
uma abrangéncia maior por nao se restringir a finitude dos momentos. E esse resultado é

conhecido como Teorema do Limite Central Generalizado.

Pelo TLCG, para os casos em que a variancia e o momento sao infinitos, os

resultados limites possiveis sao as distribui¢oes estaveis [47]. Nesses casos, quando N > 1
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, para y = x1, Ty, -+ ,xy [48], a distribuigao sera

Dra(T, N) N*(l/o‘)p%a(x/]\/l/o‘), (2.21)

enquanto que no caso gaussiano do TLC, a distribuicao sera

Paa(, N) N_(l/z)py(a:/Nl/Q). (2.22)

2.4 CASOS ESPECIAIS DA DISTRIBUICAO DE LEVY
(a=1lea=2)

Quando a equagao (2.20) tem 5 = 0, isto &, quando ha simetria na distribuigao,

tem-se a distribuicao de Lévy, que é definida em termos da sua transformada de Fourier:

Lo(a, k) = P(k) = ek, (2.23)

A validade dessa fungao é para 0 < a < 2, porque quando o > 2 a variancia de

Lo (a,z) nao existe.
Para o = 2, isto ¢, Ly(0?/2,x) tem-se:
p(k)=e 2", (2.24)

aplicando a transformada inversa de Fourier, obtem-se a distribuicao gaussi-

ana(Figl2.1)):

p(z) = : (2.25)
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08

Lévy
Cauchy
Gaussiana

P(x)

Figura 2.1: Grafico linear da distribuicdo de Lévy para os fatores a = 0.5 (azul), @ = 1.0 (preta), a = 2.0
(vermelha).
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Para a =1, isto ¢, L;(a, ) tem-se

p(k) = e, (2.26)

de semelhante modo ao caso o = 2, aplica-se a transformada inversa de Fourier e obtem-se:

(2.27)

que é a distribuicao de Cauchy.

Os gréaficos linear, log-linear e log-log da distribuigao de Lévy e seus casos especiais

para o = 1 e @ = 2 podem ser observadas nas Figs. (2.1), (2.2)), (2.3) e (2.4).

Apenas essas duas distribui¢oes de Lévy podem ser invertidas e expressas como
fungoes elementares. Como observado acima, a distribuigao de Cauchy possui variancia
infinita. Na verdade, para 0 < a < 2, todas distribuigoes de Lévy possuem variancia
infinita [49]. Distribui¢oes de Lévy possuem duas caracteristicas importantes: 1) Sao
estaveis sob a operagao de adigao, isto é, varidveis de Lévy aleatorias independentes e
identicamente distribuidas se aproximam de uma distribui¢ao de Lévy e 2) o parametro a
controla a amplitude da cauda da distribuic¢ao, que é aditivo para N passos. Para a < 1,

o primeiro momento diverge.

2.4.1 Expansao da Distribuicao de Lévy para r < 1

Agora, aplica-se a transformada inversa de Fourier na equagao (2.23)) e tom-se o
limite © < 1. Uma vez que L,(a, k) é simétrica e uma fungao par, é necessario utilizar a

transformada inversa de cossenos de Fourier.

1 [ «
Lo(a,z) = - / ¢~ cos (k) k. (2.28)
0

™
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Lévy
Cauchy
Gaussiana

P(x)

log(x)

Figura 2.2: Grafico log-linear da distribuigdo de Lévy para os fatores o = 0.5 (azul), a = 1.0 (preta), a = 2.0
(vermelha).
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Expandindo em série de Taylor para cos(kz), obtem-se

Lo(a,z) = % /0 ke > %dk, (2.29)

n=0

usando mudanca de variavel, y = ak® e dy = aak®'dk, tem-se:

1 [ —1)"(z)?" ry\2/a d
Lo(a,2) = ;;/0 exp(—y)% (%) m (2.30)

Uma vez que o interesse é em x < 1, despreza-se os termos de ordem superior,

L= (=)™ ()™ 2n+1
Lo(a,x) « - > 2n)] aa(2n+1)/ar - , (2.31)
isto nos fornecera
1T (1))
Lo(a,x) « gyl (2.32)

nota-se que para ao passo que a — 0, para r < 1, a distribuicao cresce.

2.4.2 Expansao da Distribuicao de Lévy para z > 1

Ao integrar a equagao ([2.28) por parte, obtem-se

* sen(k
Lo(a,2) =% / Sen(k) pamt n (—ak®)dk, (2.33)
0

™ a

fazendo a mudanca de variavel y = kx, dy = xdy

Lo(a,x) = ﬂ/o y* sen(y) exp <_gg )dy, (2.34)

ﬂ-xl—o—a
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Figura 2.3: Grafico log-log da distribuigdo de Lévy para os fatores o« = 0.5 (azul), o = 1.0 (preta), o = 2.0
(vermelha).
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considerando o limite £ — oo

ac

Lo(a,z) « /000 y* tsen(y)dy. (2.35)

7Tl’1+a

A solugao da integral acima é I'(a)sen(m/2), que no limite assintotico, isto é,

quando x > 1 fornece

aol'(a)sen(ma/2)
Trlta ’

Lo(a, ) < (2.36)

Verifica-se que quando = é muito grande, a distribui¢ao de Lévy se comporta como

uma lei de poténcia de expoente a + 1. O segundo momento diverge quando 0 < a < 2.
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Figura 2.4: Grafico linear-log da distribuigdo de Lévy para os fatores o = 0.5 (azul), a = 1.0 (preta), a = 2.0
(vermelha).



Capitulo

CAMINHADAS ALEATORIAS E DIFUSAO

Numa abordagem historica sobre caminhadas aleatérias, ha varios nomes que
emergem como de fundamental importancia para o desenvolvimento dessa area. As ob-
servagoes feitas por Robert Brown em 1827 no movimento de pélen em suspensao em
um fluido [I], hoje conhecido como movimento browniano sdo um marco na histéria das
caminhadas aleatorias (em inglés random walk). Mas antes, em 1785, Jan Ingenhousz es-
tudou o movimento irregular de pé de carvao suspenso em élcool [2]. Questdes proximas
a essa foram estudadas durante o século XVI por Jacob Bernoulli, Pierre de Fermat e
Blaise Pascal. Entretanto, a teoria radicou-se no principio do século XX com trabalhos

publicados na area de processos estocésticos.

Posteriormente, no inicio do século XX, em 1900, Louis Bachelier relacionou ca-
minhada aleatoria e séries temporais aplicadas em economia [56]. Ainda no principio do
século XX, em 1905, Albert Einstein publicou seu artigo sobre movimento mrowniano, no
qual estudou a difusao de uma particula, cuja trajetoria é regida pelas colisoes da parti-
cula com as moléculas do fluido e revolucionou estudos na area de mecénica estatistica.
No mesmo ano, Karl Pearson [57] propds o termo random walk, em uma carta enviada
a Nature. Nessa carta ele apresentou um modelo descrevendo a movimentacao de mos-

quitos numa floresta de maneira que um mosquito movimenta-se uma distancia z a cada

26
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incremento de tempo em uma direcao aleatéria. Pearson desejava conhecer a distribuicao

dos mosquitos apdés uma grande quantidade de voos executados. Posteriormente, essa foi

adotada com nomenclatura padrao.

3.1 CAMINHADA ALEATORIA UNIDIMENSIONAL

Considere um caminhante movendo-se unidimensionalmente. A cada incremento

temporal 7, um incremento espacial h é adicionado a direita com probabilidade p ou um

incremento espacial h para a esquerda com probabilidade ¢ = 1 — p. Variaveis aleatorias

independentes x1, xo, ..., serao introduzidas para descrever o movimento do caminhante,

que possuem valor +1 se o passo for para direita ou —1 se o passo for para a esquerda.

A variével z; indica o j-ésimo instante.

A média de z é:
p=(zx;) =p—aq,

e a variancia o?:

o = (23) = (2;)° =1~ (p — 9)* = dpy.

A fungao caracteristica g(k) da variavel z; é:

g(k:) — <€z‘kxj> :peik _|_qe—ik.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Para determinar a probabilidade P, (m) de o caminhante estar a m passos da po-

sicao inicial ap6s n intervalos de tempo, é necessario obter primeiro a fungao caracteristica

correspondente

(3.4)
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Expandindo, tem-se:

n a ‘ »
Gn(k') — (b)pﬁqn—fezk(% ) (35)
=0

A defini¢ao de G, (k) é conhecida e é:

Gu(k) = > Pu(m)e*™, (3.6)
com m tomando os valores —n, —n + 2, ...,n — 2, n, obtem-se entao:
n! n-r+—m n—m
P,(m) = —)lp( +m)/2,(n=m)/2, (3.7)

(TN

Para conservar a coeréncia da equagao acima, convém mudar a varidvel de ¢ para

m = 2¢ — n. Logo, a média e a variancia de m serao, respectivamente:

(m) =np=n(p—q) (3.8)

(m?) — (m)? = no* = 4npq. (3.9)

Uma vez que as variaveis sao independentes, pode-se usar o teorema do limite

central, obtendo assim:

1 (m —np)’

valido para n — co. A densidade de probabilidade p(z,t) = P,(m)/h da variavel x no

instante ¢t é:

plx,t) = \/mexp {—W (3.11)
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com
hu  h(p—
gt _hp—q) (3.12)
T T
(&4
2 2 2
4
p- o _ i (3.13)
T T
Obtendo assim:
() =t (3.14)
€
(z*) — (x)? = Dt, (3.15)

onde 7 é a velocidade média do caminhante e D o coeficiente de difusao.

Considere, agora, uma caminhada aleatoria unidimensional genérica. Considere
ainda que uma particula desloque-se um valor x; da sua posigao de origem a cada intervalo
de tempo 7. Assuma que sua posicao inicial é a origem de uma reta, assim, no instante
t = nr, a particula estara na posicdo x = z1 + z2 + ...x,. Seja P(z;) a densidade de

probabilidade de x; e g(k) a fungdo caracteristica, isto &,

g(k) = (e*@i) = /P(xj)eik”"jda:j. (3.16)

A fungao caracteristica G(k) correspondente a variavel z sera:

G (k) = [g(R)]". (3.17)

Ao expandir a fungao caracteristica g(k) em cumulantes até a segunda ordem, obtem-se:

g(k) = =R, (3.18)
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desde que haja o valor médio u e a variancia o? de z;. Assim,

G(k’) — einpkfn02k2/27 <319>

recordando que t = 7n e definindo v = /7 ¢ D = 02 /7, tem-se

G(k) = enthk=Dk/2 (3.20)

de forma que a densidade de probabilidade p(x,t) sera

p(x,t) = \/ﬁexp [—%] . (3.21)

Fazendo a analise de um grande ntmero de particulas que realizam caminhada
aleatoria independentemente umas das outras, o resultado serd melhor entendido.
Todas iniciam sua caminhada na origem e depois de um determinado tempo elas estarao
distribuidas conforme a distribuigao acima. Para ¢ > 1, a densidade dessas particulas

serd uma gaussiana centrada em x = vt e com largura A = v/ Dt.

3.2 CAMINHADA ALEATORIA BIDIMENSIONAL

Para o caso de uma particula se movendo em um plano, segue-se a mesma idéia:
a cada intervalo de tempo 7 a particula se deslocara para uma nova posicao. Logo,
no j-ésimo intervalo de tempo a particula estara na posicao r; = (z;,y;). Novamente,
considerando o inicio da movimentacao ocorrendo na origem, a posicao da particula no
instante t = n7T serd r = r; + ro + ... + r,. Considere entao, essas varidveis como veto-
res aleatorios independentes, que possuem uma distribuicao de probabilidades dada por

P(rj) = P(z;,y;), cuja funcao caracteristica g(k) = g(k1, k2) serd dada por

g9(k) = (exp{ik - r;}) = (exp {i(k1z; + kay;)}), (3.22)
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ou ainda por

g(k) = / / ™% P(r;)dx;dy;. (3.23)

Vale salientar que z; e y; podem nao ser independentes.

A funcao caracteristica G(k) correspondente ao vetor r = (z,y) ¢ dada por

G(k) = (eT) = (efletmmmti) = (eflem)m = [g(k)]". (3.24)

Expandindo g(k) em cumulantes até ordem k?; isto ¢,

) 1
g(k) = exp {i(p k1 + poks) — 5(0%/{% + 02y k1ky + 05,k3)}. (3.25)

Os cumulantes de primeira ordem sao

= (). (3.260)
p2 = (y;), (3.26b)
e os de segunda ordem

ot = (wh) + (2;)°, (3.27a)
o1y = (z5) — () {y;), (3.27b)
0 = (y5) + (y;)*. (3.27c)

Logo, para t = n7 grande, tem-se

_ : N 90 2 2 72

G(k) = exp {in(p1ky + poks) 9 (011 kT + o1akiks + 032k3) ). (3.28)

Assim, para o vetor aleatorio r = (x,y), a densidade de probabilidade P, (r) =



P,(r) = # / / e ®rG(K)dk,dk,, (3.29)

que é uma gaussiana bidimensional da forma

exp {— 52505, (x — np1)? + 2b12(x — npo) (y — nps) + bii(y — np2)?}

2mvVn2D

P,(x,y) = , (3.30)

com D = 03,03, — 0.
Suponha que a cada incremento de tempo 7, a particula desloque uma distancia

constante h na dire¢do x ou y com igual probabilidade. A densidade de probabilidade

sera

P(rjo5) = 1005~ h)0(3) + 100+ R)6(35) + 10000y — h) + 000y, +h). (3:31)

A funcao caracteristica correspondente é representada por

1 . A .
g(k1, ko) = (exp {i(k1z; + kay;)}) = Z(elhkl + e L gtk g gitk2) (3.32)

ou

1
g(ky, ko) = §(cos hky + cos hks). (3.33)

Para n grande, utiliza-se a expansao de cumulantes até ordem k?

ks, k) = exp {— 203 + K2)}- (3.34)
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Portanto

Gk, k) = exp {—inhQ(k:f + ). (3.35)

Utilizando a transformada inversa de Fourier,

x? + y2
nh?

Definindo o coeficiente de difusao D = h?/27, a densidade de probabilidade de x e y no

Po(x,y) =

exp {— }. (3.36)

mnh?

instante ¢t é dada por

1 22 + y?
t) = —— —

Pode-se observar que (z?) = (y*) = Dt e por conseguinte (r?) = (z? + y?) = 2Dt.

1. (3.37)

3.3 DIFUSAO

Um fator de relevancia para o estudo de caminhadas aleatorias é o comportamento
temporal do T'LC'. E um parametro utilizado para estudar o tipo de difusao gerada pela

dindmica da caminhada é o expoente de Hurst, H [58)].

Definindo:

L=> 1 (3.38)

i=1
como a posicao total de todos os passos da caminhada, a raiz quadrada da distancia

1/2 ¢ proporcional a t¥ | para t suficientemente

média quadratica do caminhante, ((AL))?)
grande. O movimento browniano que possui passos com variancia finita e sem correlagao,
tem H = 1/2, implicando na difusdo normal. Para valores de H # 1/2 tem-se difusao
anomala, com H > 1/2 implicando em superdifusdo e H < 1/2 em subdifusao. Quando

H =1 o comportamento é denominado balistico.
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Difusao Normal

Para uma caminhada unidimensional, considere que cada passo tenha tamanho
fixo dx e possa ocorrer dentro de um intervalo de tempo (¢,t + dt), com probabilidade

dada por

P(t,t+dt) = &dt + 0(dt), (3.39)

onde £ é uma constante e 0(dt) indica os termos de ordem superior a dt. As probabilidades

de transicao numa situacao equiprovavel sera

P(x - z+dzx)=Plzx -z —dx) = % (3.40)

Agora, denomina-se a densidade de probabilidade p;(t) de encontrar o caminhante
em x = i -z no instante t, ou seja, p;(t) = plx(t) = i - 0x]. Assim, a densidade de

probabilidade de achar o caminhante em x, no instante ¢ + dt é representada por

pi(t +dt) = (1 — &dt)pi(t) + &dt %pi_l(t) + %piﬂt) + 0(dt), (3.41)

o primeiro termo corresponde & probabilidade de nao dar passo apods dt, estando inicial-
mente em x no momento ¢, ja o segundo termo corresponde & probabilidade de dar um
passo apos dt, para direita estando inicialmente em z — dx ou para a esquerda estando

inicialmente em x + dx. Consequentemente,

pi(t + dt) — pi(t) = =&dtpi(t) + %dt [pi—1(t) + piyat)] + 0(dt). (3.42)

Ao dividir por dt quando dt — oo obtem-se

dp;it) = —&pi(t) + g [pi-1(t) + pivat)] + 0(dt). (3.43)

No limite continuo e usando a notagao p;(t) = p(z,t), com o intuito de discretizar arbri-
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trariamente dx, escreve-se

Ip(w,1)
ot

Expandindo p em série de Taylor como funcao de x, tem-se

= —&p(x,t) + g [p(z — dx,t) + p(x + dz, t)] + 0(dt). (3.44)

p(z — 6x,t) + p(x + dx,t) = [p(x) — Opp(z)dx 4+ 02p(x)(d2)?]+

(3.45)
[p(2) + 0up(x)d + op(w) (62)%] = 2p(x) + 205p(x)(6x)°
de maneira que
8p(;t’ 2 = —&p(w,t) + g [2p(x) + 28£p(x)((5x)2] ) (3.46)
Reescrevendo, tem-se
Op(r.t) _ —(6) Pplat) .

ot 2 0x?
Definindo D = £(6x)?/2 como o coeficiente de difusdao e assim chega-se na equacao de

difusdo para um caminhante aleatorio no limite de tempos continuos [47]:

opla,t) - Ppla.t)
5 =D (3.48)

Esta expressao, também é conhecida como equagao de Fokker-Planck f] para densidade da

posi¢ao p(z) e pode ser resolvida por uma distribuigao gaussiana:

1 z?

assumindo a condigdo inicial p(z,0) = §(z).

Com esse resultado, é possivel calcular os momentos

(x™(t)) = /00 x"p(z, t)dt. (3.50)

—00

2Para uma explicagdo mais detalhada, verificar [123].
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Desse resultado pode-se deduzir que a média (x) é invariante temporal, ou seja,

d{z)
dt

coerente com a simetria da caminhada. E possivel calcular a dispersao da caminhada,

=0, (3.51)

d(z*(t))

=2D 3.52

) , (3.52)
a partir da qual obtem-se a relacao linear

(z*(t)) = 2Dt. (3.53)

Da definigao de variancia o(x) = (z%(t)) — (z(t))* e (z(¢))? = 0, o desvio padrio
o(t), é

o(t) = V2Dt (3.54)

Com isso, é possivel concluir que o espalhamento espacial é limitado em termos

temporais por uma lei de escala

o(t) = (%) ~ Y2, (3.55)

Esse resultado é vélido para caminhadas em qualquer dimensao, isto é, a relacao
acima permanecera o mesmo para caminhadas brownianas independente da dimensao

espacial.

Difusao Andémala
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Generalizando, o desvio o, de caminhadas aleatérias pode ser descrito como

0q(t) = (|2|7) /7 ~ 2", (3.56)

o parametro ¢ depende da distribuigao, H é o expoente de Hurst, valido para H € [0, 1].
Como visto anteriormente, para H = 1/2 pode-se ter uma caminhada browniana com
auséncia de correlagao. A difusao normal é descrita por propagadores gaussianos cujas
variancias crescem linearmente com o tempo. Quando H # 1/2 tem-se uma difusao
anomala, com H < 1/2 caracterizando uma caminhada subdifusiva, com comportamento
anti-persistente, isto é, o caminhante tende a mudar a dire¢ao do passo seguinte e H >
1/2, tem-se uma caminhada superdifusiva, com comportamento persistente, ou seja, o
caminhante tende a manter a direcao do passo anterior. Quanto maior for H, maior
a tendéncia do caminhante a manter a diregao atual. Vale ressaltar que anomalias na

difusao surgem devido a estatisticas nao-gaussianas.

3.4 CAMINHADAS E VOOS DE LEVY

Mandelbrot cunhou o termo Lévy Flight (voo de Lévy) no seu livro de geometria
fractal [59], no contexto de poeira de Lévy, que é poeira fractal gerada por um voo de
Lévy[3I]. Voos e caminhadas de Lévy sao aplicados em diversas fendomenos e sistemas
[60, 61, 62]: finangas e economia [63, 64 65], [66], eletrodinamica de cavidade quantical67],
clima [68] e fisica atmosférica [69], cinematica de ions numa rede 6tica [70], relaxagao

anomala de spin|71], superdifusao fotonica[72] entre outros.

Voos de Lévy aparecem quando a distribuicao do tamanho dos saltos tem uma
cauda lei de poténcia A(f) «~ ¢~ que leva a uma variancia divergente em p < 3. As
condigoes suficientes e necessarias do TLC nao se sustentam nesse caso. Em vez disso,
verifica-se que a funcao densidade de probabilidade do caminhante converge para uma
distribuicao de Lévy estavel com indice de Lévy o = p — 1, com 0 < a < 2. Quando
« = 2 ha difusao normal, Fig.. Quando o < 2, o comportamento é superdifusivo,
com o limite @ — 0, ou seja, 4 — 1 levando ao movimento balistico, Fig..

Para a < 2, nao é possivel definir o deslocamento médio quadratico porque ele
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Figura 3.1: Para um caminhante aleatério que da passos de tamanho ¢ de acordo com a fungao densidade de probabilidade
P(£) «~ £=#, o tipo de difusdao depende do valor de u. Para p > 3, o CLT garante a convergéncia para a difusdo normal.
O limite balistico corresponde & y — 1. Para p < 1, P({) ndo é normalizével. Valores intermediérios, isto é, 1 < p < 3

resultam em voos de Lévy superdifusivos (adaptado de [31]).
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diverge. Em vez disso, pode-se estudar momentos de ordem inferior a o porque eles nao
divergem Fig.(3.2]). Dessa maneira, pode-se definir largura, como uma meia largura a
meia altura, e mostrar que um pseudo deslocamento quadratico médio cresce como « ¢/

para voos de Lévy. Assim, um tnico expoente de Hurst,

1 1
H=—=— (3.57)
a p—1
caracteriza o comportamento de voo de Lévy. A relacao de escala segue da forma do
propagador, que é uma distribuicao estavel de Lévy. Para o caso de um voo de Lévy com

velocidade de arrasto zero e ruido simétrico, o propagador tem forma geral[31]

P(x,t) = R(t)F (=|aft~/°) (3.58)

onde N é a normalizagdao. Assim os momentos satisfazem

z|7) e < a. 3.59
(|| q

Embora tenho sido proposto em configuragoes de baixa dimensao, voos de Lévy
tém sido generalizados para dimensées superiores [73], [74]. Ha muitas propriedades inco-
muuns e interessantes em voos de Lévy [75], além de momentos divergentes e superdifusao[31].
Por possuir propriedades contraintuitivas |76, [77], voos de Lévy continuam sendo matéria

de continua investigacao.

A diferenca entre caminhada e voo de Lévy diz respeito a velocidade. Os saltos de
voos de Lévy vao a zero ou quase desaparecem em tempo pequeno, enquanto caminhadas
de Lévy tém velocidade constante Fig.. Especificamente, um voo de Lévy pode ser
descrito por uma equagao mestre com taxas de transicao de longo alcance no espaco,
uma vez que é um processo Markoviano H Por outro lado, um caminhante de Lévy,
leva v/; unidades de tempo para se deslocar uma distancia ¢; devido sua velocidade
finita v. Consequentemente, a caminhada de Lévy é mais dificil de ser obtida devido seu
comportamento de escala. Caminhadas de Lévy podem ser descritas em termos de uma

fungao 0 de Dirac do espago-tempo.

Tomando 7; como sendo o tempo necessario para percorrer a distancia ¢;. Uti-

PPara uma explicacdo mais detalhada sobre processo Markoviano, ver [124].
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Divergéncia Logaritmica

paraq=p-1 T~

—

Momentos inferiores
sé&o finitos paraq<p -1

Momentos superiores
sé&o finitos paraq>p - 1

—_—

Momentos <|x|*>

Figura 3.2: Para uma distribuicao lei de poténcia P(¢) «~ £~* de passos ou tamanho de passos £; momentos superiores
nao existem. Especificamente, o momento de ordem p — 1 diverge logaritimicamente com limite superior, and todos mo-
mentos superiores divergem como alguma poténcia de limite superior. Momentos inferiores permanecem finitos. Momentos
divergentes sao uma consequéncia das propriedades de invariancia de escala: sistemas livre de escala nao tem caracteristicas
de escalas bem definidos.(figura retirada e adaptada de [31]).
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lizando o formalismo CTRW (do inglés Continuous Time Random Walk), [31]pode-se

expressar a velocidade finita por

v, T) = Y(vr,T) (3.60)
Yl ) x w(T)d(l — vT). (3.61)

A caminhada de Lévy corresponde a lei de poténcia nessa distribuicao nao-

separavel:

Y~ 07D — o) (3.62)

Por (¢, 7) nao ser separavel, a caminhada de Lévy necessita de uma equagao

mestre generalizada para sua descrigao [

Utilizando o argumento de escala back-of-the-envelope, para tentar entender de
forma simplificada o comportamento superdifusivo do voo de Lévy. Considere o caso
w(t) v 770F) que ¢é o equivalente a tomarmos y(£) «~ v~ devido ao acoplamento

espaco-tempo,

T N, l<a<?2, (3.63)
=Y 1 (3.64)

t

(%) / deg?erte) o g2-e (3.65)
a

Por (¢?) ser finita e crescente, é de se esperar um comportamento de difusdo normal,

todavia com uma constante de difusao dependente do tempo. Notadamente, espera-se que

(x?) seja proporcional (£?), uma vez que o esse tltimo apresenta uma escala caracteristica

¢Para mais informagcao, ver Metzler [125].
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adaptada de [31]).
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de saltos,

(x?) ~ (7). (3.66)

Do resultado obtido na equacao [3.65| tem-se:

(3 ~ 137 1<a<?2 (3.67)

Da tultima expressao, pode-se concluir que para um limite de tempo grande,

H= = , l<a<?2 (3.68)

para caminhadas de Lévy Fig.(3.4)).

Para o < 1, o tamanho médio do salto diverge, entao H = 1. H& corregoes
logaritimicas para os casos de y = 2 e u = 3 para o deslocamento quadratico médio
porque o comprimento médio do passo diverge logaritimicamente para p = 2(u = 3). A

figura compara o expoente de Hurst para voos e caminhadas de Lévy [31].

Basicamente, a diferenca entre caminhadas e voos de Lévy é a natureza do tempo
operacional. Se o interesse do estudo esta como uma funcao do tempo real ¢, deve-se
utilizar a expressao caminhada de Lévy. Entretanto, se o foco do estudo é expressar a
escala em termos do nimero de passos j da caminhada aleatoéria, é apropriado utilizar o

termo voo de Lévy porque j é proporcional ao tempo de a¢ao para um voo de Lévy[3T].

Caminhadas de Lévy tornam-se semelhantes a voos de Lévy apenas para um pe-
riodo de tempo grande. Embora caminhadas e voos de Lévy tenham muitas caracteristicas
em comum, algumas diferencas singulares nao devem ser negligenciadas. Uma caracteris-
tica dos voos de Lévy é possuir velocidades infinitas, o que é fisicamente impossivel, assim
nao se pode descrever voos de Lévy num espaco fisico geométrico. Nao obstante, eles sao
possiveis, por exemplo, uma particula numa cadeia de polimeros pode dar um salto muito

grande dentro dessa cadeia, embora a distancia Euclidiana possa ser pequena|78].

Por outro lado, caminhadas de Lévy nao violam as leis fisicas. Precisamente,
nenhuma quantidade fisica mensuravel diverge no tempo para uma caminhada de Lévy.

A variancia infinita do processo de Lévy torna-se uma questao de tempo infinito apenas
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Figura 3.4: O expoente de Hurst, H=H(2) para o comportamento do deslocamento quadratico médio no limite de muito
tempo para caminhada de Lévy, como uma func¢ao do expoente p da cauda de lei de poténcia «~ £~# na distribui¢ao do
tamanho do salto. Para 1 < p < 3, o indice de Lévy correspondente é a = p — 1. Caminhadas de Lévy s@o superdifusivas
para pu < 3, isto é, o < 2. Para fins de comparagao, o comportamento também é apresentado como voos de Lévy; entretanto,
voos de Lévy, de fato, tem deslocamento quadratico médio divergente para o < 2, néo sendo possivel definir H=H(2). Nao
obstante, uma vez que, voos de Lévy sdo monofractais , pode-se ainda definir H = H(q) para ¢ < « (figura retirada e
adaptada de [31]).
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porque um caminhante de Lévy pode percorrer uma distancia maxima de vt em um tempo
t. Logo, todos os momentos do propagador permanecem finitos em todo tempo, diferente
dos voos de Lévy, que possuem momentos divergentes. Em forrageament(ﬂ e movimento

animal, caminhadas de Lévy sdo mais plausiveis[31].

dEm biologia, forrageamento ¢ a busca animal por recursos alimenticios na natureza. Para uma leitura
mais detalhada ver capitulo 2 de [31] e [126], 127].



Capitulo I

O DESAFIO DA ANALISE DE DADOS EM
TRAJETORIAS CURVAS

Nesse capitulo serao abordados dois fatores que sao relevantes em estudos a res-
peito de buscas aleatérias. O primeiro deles é a superdifusividade como estratégia de busca
aleatéria e o segundo é um método para identificacao do padrao de Lévy em caminhadas

em dimensoes que, originalmente, nao favorecem a identificagao deste padrao.

4.1 UM CRITERIO PARA O USO DA ESTRATEGIA
DE LEVY EM BUSCAS ALEATORIAS

A difusdo gerada por caminhadas aleatorias é um problema classico na fisical60].
Quando o tempo t é grande o suficiente, a raiz do deslocamento quadratico médio é
proporcional a t*. Para a difusdo normal tem-se aw = 1/2, na superdifusdo o > 1/2 ¢ na

subdifusdao o < 1/2. H4 varios tipos de caminhadas aleatorias, por exemplo, CRW que por
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possuir caracteristica markoviana tende a uma difusao browniana para tempos maiores
que o tempo de correlagao[94]. Outro exemplo sdo caminhadas e voos de Lévy[60] que
podem dar origem a um comportamento superdifusivo genuino numa grande quantidade
de fenomenos, isto é, a > 1/2 [101, O5]. Diferentemente de CRW, caminhadas de Lévy
utilizam distribui¢coes de comprimento de passo que renormalizam com distribuigoes de

Lévy a-estaveis[60)].

Para passos ¢;, as caudas de longo alcance destas distribuicoes seguem a lei de

poténcia

P(t;) «~ 57, ;> Lo, (4.1)

onde ¢y é um distancia minima tipica para o regime de caudas de lei de poténcia, e
ar = p—1 ¢ o indice de Lévy. Para 2 < p < 3 tem-se superdifusao, para p > 3 tem-se
difusdo normal e quando p — 1 tem-se movimento balistico. Ambas classes supracitadas
explicam diversos fendmenos e a escolha entre elas dependera das propriedades estatistica

e de escala do sistema que sera analisado.

O trabalho proposto por [94] visa estabelecer um critério geral que possa distinguir
com mais cuidado entre um processo difusivo e um processo superdifusivo invariante de

escala.

A identificacao de correlacoes em série temporais pode ser obtida por diferen-
tes métodos. Em geral, a deteccao de correlagao em padroes CRW nos quais nao ha
caminhadas e voos de Lévy nao é uma tarefa muito complicada. Todavia, caracteristi-
cas intrinsecas de dados experimentais podem dificultar essa distin¢ao, uma vez que, por
exemplo, a trajetoria pode ser dividida em uma quantidade de passos pequenos para gerar

uma caminhada aleatoria|21] [96].

Geralmente, os procedimentos padrao comumente utilizados consideram o movi-
mento animal um processo continuo. Entao, discretizar um conjunto de dados de movi-
mento animal é uma tarefa arbitraria. No caso dos pontos de mudanca de direcao entre
passos sucessivos, a dependéncia estd no comprimento dos passos, que por sua vez, de-
pende do processo de discretizagao. Logo, a discretizacao introduzida é um parametro

técnico.

Um parametro significativo é a definicao de uma tolerancia entre a caminhada
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aleatoria discretizada e a trajetoria original. Se a tolerancia é pequena, a discretizacao
levara a perda das caracteristicas de Lévy do conjunto de dados original. Com intuito de
compensar este efeito, os passos que sao discretizados preservam a memoria direcional.
Entao, o principal desafio na analise de dados experimentais é como diferenciar um CRW

de uma caminhada de Lévy.

O critério proposto por [94] consiste em distinguir um CRW de uma caminhada
de Lévy, posto que CRW tem comportamento superdifusivo apenas em escalas suficien-
temente pequenas. Uma vez que um CRW converge para um movimento browniano para
valores muito maiores que o tempo de correlagao 7, qualquer dado que abranger um pe-
riodo A menor que o tempo de correlagao nao tera informagao suficiente para fazer a
distincdo entre os tipos de caminhada aleatoria. E possivel estimar o tempo de medida,
Tmedida = —1/1n[{co8[0])medida), 10 qual (cos|d])mediza denota o valor medido experimen-
talmente do primeiro momento do cosseno[94]. A proposta foi de um critério necessario

mas nao suficiente para estabelecer um comportamento superdifusivo:

1

A medida — — .
> Tmedidea = =] oS0 moaiaa]

(4.2)

Se os dados correspondem a uma escala temporal A com duas ordens de mag-
nitude maior que o valor do tempo de medida 7,,c4i44, €ntao é possivel fazer a distingao
de uma legitima caminhada aleatoria superdifusiva de um CRW. De fato, um CRW nessa
escala contém 10? ou mais trechos de caminhadas aleatérias, o que torna possivel uma

analise estatistica adequada|94].

E bem verdade, que uma auténtica caminhada de Lévy superdifusiva possui uma
correlagao temporal divergente, todavia ao utilizar (cos[0])neaida Para estimar 7,,cqida €Ssa
correlagao nunca ira divergir, exceto se a distribuicao dos pontos de mudanca de direcao
for uma 6. No caso dos dados analisados nao possuirem abrangéncia temporal suficiente,
a identificagao da existéncia de uma genuina caminhada de Lévy s6 podera ser feita por
métodos indiretos como testes de auto afinidade ou verificagao do alcance do decaimento

da lei de poténcia dos angulos de rotacao.

Por outro lado, se os dados analisados satisfazem o critério proposto por [94],
entao um teste direto de superdifusao em escalas maiores que o tempo de medida 7,,c4idq
pode eliminar falsos positivos para escalas menores, que aparecem devido a persisténcia

Markoviana dos angulos de rotacao.
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De fato, este critério é necessario mas nao suficiente para a deteccao de uma
legitima caminhada de Lévy. Isto ocorre pelo fato de que teoricamente pode-se estimar
um limite minimo para T,,edide, Mas nao um limite maximo. Portanto, mesmo que um
conjunto de dados satisfaga o critério e seja identificado um padrao de superdifusividade
em escalas maiores que Ty,edida, 1950 nao é suficiente para excluir o comportamento difusivo

em escalas maiores.

Algumas questoes a respeito das flutuagoes em torno de 7,cq4iq0 podem gerar
debate em torno da distingao de CRW'’s e caminhadas de Lévy. Entretanto, uma pos-
sivel redugao no valor 7,,.4id D20 acarretaria problema para a identificagao do tipo de

caminhada aleatoria, uma vez que o valor ja obtido é relativamente pequendf]

O critério por si s6 nao restringe a escolha dos métodos de analise de dados para
caracterizar a escala da raiz quadrada média do deslocamento. Na verdade, o critério
fornece a escala minima necessaria que permite, em principio, estabelecer a diferenca

entre os dois tipos de difusao[94].

4.2 METODO DE HUMPHRIES ¢t ol PARA ANA-
LISE DE TRAJETORIA

Outra perspectiva a ser abordada sobre a utilizacao da estratégia de Lévy em
buscas aleatoérias é projecao de dados de trajetérias 2D e 3D em uma tnica dimensao, o
que facilitaria a identificacao de padroes de Lévy. Tal perspectiva seré apresentada nos

paragrafos subsequentes.

Como ja citado anteriormente, caminhadas ou voos de Lévy podem prever te-
oricamente como otimizar buscas em situacoes nas quais 0s recursos sao escassos, por

exemplo, quando a presa esta fora do alcance sensorial de um predador [31], 97].

Em dados unidimensionais, os pontos de mudanca de direcao sao inequivocos
e de simples identificagdo, uma vez que nesses pontos ha uma inversao no sentido da

caminhada [35], B3, 110, 1T1]. Embora os pontos de mudanca de dire¢ao unidimensionais

2Para uma explica¢do mais detalhada do critério, verifique a Ref. [94].
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nao correspondam exatamente aos pontos de mudancga de direcao reais em movimento
animal tridimensional, as propriedades globais de escala de voos de Lévy sao preservadas
[30]. Vale ressaltar que a que otimizacao da busca aleatoria utilizando a estratégia de
Lévy ocorre quando ha escassez no recurso, enquanto que na abundéancia de recurso a

estratégia browniana ¢ mais eficaz [31].

Em dados que possuem baixa resolucao espacial, os pontos de mudanca de direcao
sao relativamente faceis de identificar, todavia a quantidade e diversidade de erros tornam
esses dados improprios para um teste rigoroso sobre a existéncia de um comportamento
de Lévy [112]. Dados com alta resolucao espacial tornam a identificacao dos pontos de
mudanca de dire¢ao bastante complexa [30]. Ha prova matematica que é possivel projetar
voos de Lévy bi e tridimensionais em uma dimensao e preservar o expoente da lei de
poténcia [35] e que o ajuste mais tipico para dados de movimento animal é distribuigao

truncada Pareto-Lévy [33].

Para testar a hipotese que o expoente (p) do voo de Lévy permanece simétrico
em todas as dimensoes, Humphries et al. [30] projetaram os dados simulados 3D em cada
uma das dimensoes, calculando o deslocamento entre dados consecutivos. Para os dados
simulados, foi usado a estimativa maxima de probabilidade através do método descrito
em [20, B8]. O dados experimentais foram testados através de peso Akaike e teste de

qualidade de ajuste descrito em [20].

A projecao em uma dimensao de dados tridimensionais gera passos com compri-
mentos menores que o comprimento de passo minimo /,,;, que nao seguem a distribuigao
de lei de poténcia (que ja eram esperados), o que gera uma inconsisténcia ao analisar a
distribuicao de comprimentos de passos. Embora os passos abaixo do comprimento de
passo minimo /,,;, nao se encaixem numa distribuicao tipo lei de poténcia, os passos acima
de £ seguem a distribui¢ao truncada Pareto-Lévy [30]. Logo, para fazer uma analise
precisa da existéncia de propriedades de lei de poténcia em dados 2D e 3D projetados
em 1D é necessario estabelecer um novo comprimento minimo de passo £,,;,. Com base
nisso, ¢ possivel mostrar a conservacao das caracteristicas de voo de Lévy em trajetorias

projetadas em 1D [30].

Um método capaz de identificar angulos de rotacao e comprimentos de passos
de dados bi e tridimensionais em alta resolucao através da projecao da projecao desse
passos em uma dimensao foi proposto por Humphries et al. [30]. Para dados obtidos por

simulagao computacional, o tamanho minimo de passo, £y, é conhecido. Todavia, quando
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os dados analisados sao experimentais, esse £,,;, nao pode ser determinado a priori. No
método proposto, Humphries et al. [30] utilizaram uma adaptagao teste de qualidade de
ajuste (Kolmogorov-Smirnov GOF) para determinar o melhor valor de ajuste para £,,;, e

também simularam potenciais erros experimentais das medidas:

i - baixa resolucao espacial;
ii - o buscador faz mais mudangas de direcao que o sistema grava;
iii - o sistema grava mais mudancas de direcao que as feitas pelo buscador;

iv - lacunas nas gravagoes.

Mesmo havendo erros, que em alguns casos sao graves, todos dados simulados
seguem a distribuicao truncada Pareto-Lévy e a estimacao do expoente foi precisa o
suficiente para nao interferir na analise nos padroes de comportamento para testar a

hipdtese de busca por voo de Lévy.

No trabalho de Humphries et al foi verificado a suposta simetria dimensional dos
padroes de movimento de Lévy usando dados simulados de comprimentos de passo de
caminhadas de Lévy 3D, com uma gama de expoentes, a partir da qual qualquer uma
das trés dimensoes pode ser utilizada para criar um conjunto de dados projetados. Baixa
resolucao temporal e espacial que sao efeitos que poderiam abalar a confiabilidade da iden-
tificagao dos comprimentos de passo e por conseguinte a deteccao de um comportamento
de voo de Lévy também foram examinados. A fim de mostrar a utilidade desta metodo-
logia, um trabalho anterior, também proposto por Humphries [20], foi re-analisado para
verificar a presenga do padrao de caminhada Lévy na distribuicao de lugares de pouso de

albatrozes errantes (Diomeda exulans).

Os resultados obtidos por Humphries et al. sao claros a respeito da preservacao
do padrao de Lévy quando dados de movimentos de Lévy em 3D sao projetados em uma
dimensao. Isso faz com que a identificacao da presenca de um padrao de Lévy, ou sua
auséncia em conjuntos complexos de movimentacao seja direta e objetiva. A reanélise
mostrou que dados projetados em uma dimensao preservam as caracteristicas da distri-
buicao de passos em dimensoes superiores, obtendo resultados que métodos anteriores nao

obtiveram.

Vale ressaltar que nem todos os conjuntos de dados dos albatrozes errantes sao
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ajustaveis com estratégia de Lévy, uma vez que eles utilizam pistas olfativas e nestes casos
eles abandonam a estratégia de busca e vao diretamente ao ponto [II3]. Uma vez que
trajetorias que seguem o padrao de Lévy optimizam a busca aleatéria quando os alvos sao
escassos [31), 97, O8] e que albatrozes errantes em busca de presas, em situa¢oes em que
estas sao escassas e em que sua distribuicao nao é previsivel, descrevem uma trajetoria de
Lévy, fornece uma evidéncia que a escolha da estratégia de Lévy pode ser uma evolugao
natural[20], [T11].

Diretamente, o trabalho de Humphries et al [30] (sic):

1. A first step in the analysis of complex movement data often involves
discretisation of the path into a series of step-lengths and turns, for example
in the analysis of specialised random walks, such as Lévy flights. However, the
identification of turning points, and therefore step-lengths, in a tortuous path
is dependent on ad-hoc parameter choices. Consequently, studies testing for
movement patterns in these data, such as Lévy flights, have generated debate.
However, studies focusing on one-dimensional (1D) data, as in the vertical
displacements of marine pelagic predators, where turning points can be iden-
tified unambiguously have provided strong support for Lévy flight movement
patterns.

2. Here, we investigate how step-length distributions in 3D movement
patterns would be interpreted by tags recording in 1D (i.e. depth) and de-
monstrate the dimensional symmetry previously shown mathematically for
Lévy-flight movements. We test the veracity of this symmetry by simula-
ting several measurement errors common in empirical datasets and find Lévy
patterns and exponents to be robust to low-quality movement data.

3. We then consider exponential and composite Brownian random walks
and show that these also project into 1D with sufficient symmetry to be clearly
identifiable as such.

4. By extending the symmetry paradigm, we propose a new methodology
for step-length identification in 2D or 3D movement data. The methodology
is successfully demonstrated in a re-analysis of wandering albatross Global
Positioning System (GPS) location data previously analysed using a complex
methodology to determine bird-landing locations as turning points in a Lévy
walk. For this high-resolution GPS data, we show that there is strong evi-
dence for albatross foraging patterns approximated by truncated Lévy flights

spanning over 3.5 orders of magnitude.
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5. Our simple methodology and freely available software can be used with
any 2D or 3D movement data at any scale or resolution and are robust to
common empirical measurement errors. The method should find wide appli-
cability in the field of movement ecology spanning the study of motile cells to

humans.

Em sintese, o método proposto por Humphries et al. projeta caminhadas bidi-
mensionais e tridimensionais em uma dimensao e elimina os passos que estao abaixo de
lmin- Esse método da projecao é util porque a identificacdao de um padrao de Lévy é mais
facil em trajetorias unidimensionais, uma vez que os pontos de mudanca de direcao, isto
é, os pontos onde ocorrem as mudancas de direcao e os comprimentos de passos sao mais

facilmente identificados se comparados com trajetérias bi e tridimensionais.

Ademais, os dados analisados por Humphries et al. mostram que trajetorias
de Lévy 3D possuem simetria dimensional na qual o padrao global e o expoente sao
preservados quando a dimensao é reduzida para 1. Desta maneira, analisar uma trajetoria
3D projetada em uma dimensao é suficiente para concluir se hé ou nao um padrao de Lévy

na trajetoria analisada.



Capitulo

MODELOS TEORICOS

As caminhadas e voos de Lévy formam uma variedade de caminhadas aleatorias
que conduzem & difusdo anémala [31]. Pode-se estabelecer um paralelo entre movimento
browniano e caminhadas/voos de Lévy. O primeiro, tem a fungao distribuigao de pro-
babilidades (FDP) ,P(¢), de comprimento de passos ¢ com momentos estatisticos finitos.
Ja caminhada de Lévy unidimensional, tem passos ou “voos” de comprimento ¢ definidos
por P({) ~ (7" que é uma lei de poténcia. Isto provoca divergéncia dos momentos esta-
tisticos de ordem > p — 1. Uma vez que os passos aleatoérios sao nao correlacionados ou
com correlagao de curto alcance [114], o TLC sera aplicado apenas quando o expoente p
é grande o suficiente para a variancia da FDP ser finita. Quando a dimensao utilizada é
1, o movimento browniano aparece como resultado do TLC para valores de p > 3. Para
caminhadas e voos de Lévy, a generalizacao do TLC conduz a familia das distribuicoes
de Lévy a-estaveis, com o parametro o de Lévy vinculado ao expoente da lei de poténcia
através da relagdo o« = p — 1 (valores de @ # 0 ou p # 1 ndo corresponde a FDP’s
normalizaveis). Essas caracteristicas também generalizam em dimensées superiores. Vale
ressaltar que, para os casos de dimensao superiores, a analise do expoente p deve ser
cuidadosa [31].

Portanto, uma tatica adequada para concluir se uma caminhada aleatoéria, seja

ela produzida por dados experimentais ou simulagao computacional, ¢ uma caminhada

o4
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de Lévy consiste em analisar a FDP do tamanho dos passos. O metédo de inferéncia
[30, B6], B8] mostra-se adequado para identificar um comportamento puro de uma cami-
nhada aleatéria de Lévy. Entretanto, quando se trata de dados experimentais, a analise
requer mais atengao devido ao grau de dificuldade, uma vez que complicagoes técnicas e
a presenca de ruido inerente ao préoprio conjunto de dados causa uma limitagao na analise
[30], como, por exemplo, um movimento browniano com correlagdo de curto alcance que

pode ser superposto num modelo de caminhada de Lévy.

Esse ruido intrinseco, presente em dados experimentais, pode causar a descarac-
terizacao da caminhada de Lévy, pois a presenca dele pode causar uma quebra ou “corte”
nos passos grandes, que sao essenciais para identificar a caminhada de Lévy. Esse “corte”
pode manifestar-se mesmo sem ruido. Considere o exemplo de uma caminhada de Lévy
com velocidade constante. Um dado mostrando um passo muito grande ou voo de 1000
unidades de distancia pode ser interpretado como 1000 passos consecutivos de valor uni-
tario de comprimento tomados todos na mesma dire¢ao. Se o processo de discretizagao
usado nos dados empiricos considerar apenas os passos de comprimento unitario, entao
a FDP da caminhada de Lévy nao tera mais uma cauda tipo lei de poténcia. Por outro
lado, se os dados sao discretizados de acordo com a regra que um passo ¢ a distancia
entre mudancas de direcao, entao a FDP do comprimento de passos da caminhada de
Lévy claramente tera cauda tipo lei de poténcia. Todavia, nesta representacao havera
anticorrelagoes temporais, uma vez que a cada mudanca de dire¢ao o sinal da velocidade
mudara. Logo, mesmo para o caso unidimensional, detectar ou perceber uma caminhada

de Lévy estard condicionada & maneira que a trajetoria da caminhada é representada.

Para evitar determinados problemas, tornando, assim, a deteccao de uma cami-
nhada de Lévy mais facil, a aplicacao de reescalonamento no conjunto dos dados a ser
analisado é uma boa opcao. Desta maneira, a funcao densidade de probabilidade dos
comprimentos de passos foi reconstruida. Considerando que o ruido tem uma escala de-
terminada, ao utilizar coarse-graining, o efeito do ruido sera atenuado. Assim sendo, a
analise foi concentrada no modo de escala aumentada em vez dos detalhes de escala re-
duzida de processo estocéstico. Isto é, as correlagoes de alcance finito sdo eliminadas se
estao fora da escala escolhida. Portanto, se a caminhada ¢ um CRW unidimensional que
possui termos pequenos, apds o processo de reescalonamento ela se mostrard como uma
caminhada browniana simples [IT5] 116]. Em contrapartida, se a caminhada possui um
verdadeiro padrao de caminhada de Lévy unidimensional, ela tem propriedades livres de
escala que permanecerao mesmo apos o coarse-graining. Isto significa que as propriedades

auto afins da caminhada de Lévy aparecerao mesmo apos o reescalonamento[34) 35]. A
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vista disso, conclui-se que caminhadas de Lévy continuam com padrao de caminhadas
de Lévy mesmo apods coarse-graining, enquanto que CRW’s aparentam ser movimento

Browniano depois de coarse-graining.

Infelizmente, quando a dimensao da caminhada foi aumentada, isto é, saiu-se do
regime unidimensional e trabalhou-se com duas e trés dimensoes, essa idéia de reesca-
lonamento pode nao funcionar sem sofrer modificagoes. Isso decorre do fato de existir
curvatura em caminhadas aletérias em duas e trés dimensoes, o que gera dificuldades que
nao aparecem na caminhada unidimensional e que estao associados a discretizagao do
problemal21], 24, 25|, 26, 27, 28]. Efetivamente, como segmentar rigorosamente na forma
de passos discretos de uma caminhada aleatéria quando a caminhada em questao possui
curvatura? Esse critério de estabelecer onde termina um passo e comeca o passo subse-
quente é subjetivo. Nesta perspectiva, um método proposto recentemente[30] avangou de
forma relevante estudos de analise de caminhadas de Lévy. Basicamente, o método supra-
citado investiga o fato de que a projecao unidimensional de uma caminhada browniana
em duas ou trés dimensoes também é uma caminhada browniana, esta logica também ¢é
valida quando a caminhada aleatéria em questao ¢ uma caminhada de Lévy. Vale salientar
que a projecao unidimensional de uma caminha originalmente em duas ou trés dimensoes
nao pode conter qualquer tipo de curvatura. Deste modo, uma caminhada n-dimensional
pode ser estudada como n trajetorias unidimensionais separadas. Entao, um método que
¢ utilizado para o estudo de caminhada de Lévy unidimensional pode, assim, ser aplicado

com éxito as trajetorias projetadas.

Humphries et al [30] empregaram esta idéia para detectar caminhadas de Lévy,
sejam elas oriundas de dados experimentais ou geradas por simulacao computacional. Os
resultados alcangados por [30] evidenciam que mesmo para caminhadas que sao nume-
ricamente controladas, quando ¢ feita a projecao unidimensional o ntimero de tamanho
de passos é menor que o comprimento real /,,;,. O que é uma desvantagem do ponto
de vista pratico. Posto que quando se trabalha com caminhadas simuladas o valor de
loin € previamente fixado e em dados experimentais esse valor nao é conhecido a priori,
se faz necessario a utilizagao de um método objetivo para estimar o valor de £,,;, [38].
Observe que, em geral, as FDP’s dos passos projetados denunciam a existéncia de dois
dominios: no primeiro deles prevalece a relacao de curto alcance que é regida pela esta-
tistica browniana; nesse regime se sobressaem os passos que devem ser eliminados; ja o
outro dominio transmite precisamente as propriedades estatisticas da caminhada original.
Portanto, para impedir a interferéncia dos tamanhos de passos artificialmente pequenos,

neste método eles sdo apagados do conjunto de dados [30] antes de uma tltima analise
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estatistica unidimensional.

Neste trabalho, foi testado o método da projecao usando dados de simulacao
computacional e foi introduzido uma nova maneira de lidar com o regime de curto alcance
das projecoes unidimensionais das caminhadas aleatorias bidimensionais e tridimensio-
nais. Nesta nova maneira, é feito um reescalonamento da caminhada, preservando, assim,
as propriedades estatisticas de longo alcance das caminhadas originais, em vez de apenas
eliminar os passos projetados unidimensionais de tamanho menor que ¢,,;, que nao in-
teressam neste trabalho. Para obter essa analise, foi utilizado o método coarse-graining
com intuito de conseguir uma trajetéria com uma resolucao inferior a da trajetéria origi-
nal. Apos refazer a caminhada, toda a informacao abaixo da nova escala determinada foi

eliminada (este ¢ um efeito bem conhecido associado com o teorema de Nyquist [117]).

Uma vez que o método foi estabelecido, torna-se necessario verificar a capacidade
da projecao unidimensional de identificar o padrao de caminhada de Lévy em caminhadas
aleatorias em dimensoes mais altas. Pra isso, duas caminhadas aleatérias curvas bidimen-

sionais diferentes sao utilizadas [22], [118], que serdo definidas nas segoes subsequentes.

5.1 CAMINHADA 1 - (MODELO 1)

Na primeira caminhada, o modelo utilizado ¢ o de caminhada de Lévy curva bidi-
mensional. Primeiramente, é gerada uma caminhada de Lévy unidimensional tradicional
de comprimento total L = 10°, com passos de tamanho ¢; > ¢y = 1, para j = 1,2, ..., N.
Neste procedimento, passos maiores que 10% de L = 10°, ou seja, £; > 10* sdo sumari-
amente eliminados, de maneira que a estatistica nao é definida por um tnico passo. A
caminhada de Lévy truncada resultante é conhecida [119] porque preserva as propriedades

estatisticas da caminhada de Lévy original, para uma comprimento consideravel [1T8§].

Com isso, N C'RW's sao geradas utilizando a sequéncia de N tamanhos de pas-
sos. Esses CRW's sao gerados assim: o j-ésimo C'RW tem tamanho de passo fixo ¢ e
comprimento total ¢;, de modo que o nimero de passos N; no j-ésimo CRW ¢ dado pelo

maior inteiro < ¢;/¢y. Os N; angulos sao gerados a partir da Wrapped Cauchy Distribution
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(WCD) F| com parametro de largura dado por [22]:

oy

e~ —1

pi = (5.1)

Isto implica que o comprimento de correlacao §; do j-ésimo C'RW é comparavel
ao correspondente valor de tamanho de passo ¢; da caminhada de Lévy subjacente. Assim
os N CRW’s imitam N segmentos tradicionais da caminhada de Lévy. Finalmente, os N
C RW s sao unidos e as emendas feitas sao suaves e utilizam o método descrito na referéncia
[22], as tecnicidades sdo irrelevantes para o proposito do presente trabalho. Assim, o
comprimento total da caminhada que teve os pontos subsequentes ligados coincide com o

comprimento da caminhada de Lévy unidimensional original.

A caminha aleatéria bidimensional que teve os pontos ligados é localmente um
C'RW nao markoviano, mas integralmente é uma caminhada de Lévy curva. Original-
mente, curvaturas nao sao incluidas na defini¢do de caminhada de Lévy [120]. Aqui, a
curvatura no caminhada 1 aparece devido a W(CD's dos angulos de rotagao. A cone-
xa0 entre o conjunto de comprimento de correlacoes {¢;} das WCD's e os tamanhos de
passos {/;} do modelo de caminhada de Lévy subjacente implica que a caminhada 1,
de fato, corresponde a uma caminhada aleatoria curva superdifusiva com correlagoes de

lei de poténcia de longo alcance e propriedades livres de escala [22], 121], 122].

aDistribuigdo estatistica oriunda de um empacotamento de uma distribuicdo de Cauchy em volta de
um circulo.
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5.2 CAMINHADA 2 - (MODELO 2)

A caminhada 2 é uma CRW que é gerada pelo simples embaralhamento dos
angulos de rotacao da caminhada 1, desse modo, destruindo completamente todas as
correlacoes. Consequentemente, as caminhadas 1 e 2 tém, exatamente, a mesma distri-
buicao de angulos de rotagao e tamanho de passos, embora as correlagoes de longo alcance
estejam presentes apenas na caminhada 1. Especificamente, a distribuicao teérica de
tamanhos de passos para ambos modelos é uma funcao ¢ de Dirac, com todos passos
tendo comprimento unitario ¢, = 1. A distribuicao de angulos de rotacao para as duas
caminhadas ¢ uma WC'D. A tnica diferenga entre as duas caminhadas é que os angulos
de rotagao estao em correlagao de longo alcance na caminhada 1 e na caminhada 2

eles estao descorrelacionados.

H4 um problema nessa analise, que é o fato de nao ser possivel distinguir a
caminhada 1 da caminhada 2 apenas investigando as FDP’s do tamanho de passos
e dos angulos de rotacao. A auséncia de correlagbes na caminhada 2 faz dela uma
caminhada difusiva. Por esse motivo, ela nao possui propriedades livres de escala, tais
propriedades sao caracteristicas das caminhadas de Lévy. Como resultado, as trajetorias
curvas bidimensionais das duas caminhadas tém aparéncia similar quando lida-se em
escalas pequenas ou quando ha um nimero de passos muito pequeno. Nao obstante,

quando o tamanho da escala é aumentado, pode-se notar que as caminhadas diferem

(Fig. p.1).

Apesar da memoria direcional da caminhada 2 possuir curto alcance, devido a
distribuicao embaralhada dos angulos de rotagao, o carater de longo alcance da cami-
nhada 1 segue o padrao de Lévy inerente na caminhada original. Na caminhada de Lévy
original da caminhada 1 o expoente superdifusivo de lei de poténcia é = 2 e o com-
primento de passo minimo é ¢, = 1. Para as duas caminhadas foram geradas trajetorias

aleatorias bidimensionais com comprimento total L = 10°.



60

120 T T Mlodelo | T 2000 T T T T
(@) Modelo I ——
80 I . 0+ -
40 B -2000 —
= e B
0Fr . -4000 | .
40 + - -6000 .
Modelo | ———
Modelo I
-80 1 L A A -8000 I L A !
80  -40 0 40 80 120 -6000 -4000 -2000 0 2000
X

Figura 5.1: Trajetérias curvas bidimensionais de caminhadas aleatérias geradas usando os modelos 1 e 2, como
comprimento total (a) 500 e (b) =~ 10°. A caminhada 1 representa um C'RW nao markoviano construido com a
forma de uma caminhada de Lévy, enquanto a caminhada 2 é uma caminhada markovina com correlagdo de curto
alcance. Ambos modelos compartilham as mesmas FDP’s de tamanho de passos e de angulos. Mas o modelo da
caminhada 1 tem ordem de longo alcance e é superdifusivo em tempos grandes, enquanto o modelo caminhada

2 tem apenas ordem de curto alcance e é difusivo em longos periodos.
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Capitulo

RESULTADOS

Neste trabalho foi aplicado o método da projecao [30] conjuntamente com o re-
escalonamento de trajetorias curvas bidimensionais obtidas pelos modelos, que geraram
as caminhadas 1 e 2, que foram discutidos no capitulo anterior. Como j4 foi abordado no
capitulo anterior, ambas caminhadas foram geradas utilizando a mesma FDP de tamanho
de passos e angulos de rotagao. Isso torna a distingao dos dois modelos uma tarefa mais

dificil e contando apenas com as anélises das correlagoes direcionais.

Cada caminhada fornecida esta associada com um conjunto de dados na forma
(tn, Tn,Yn), com n = 1,2, .... Essa relagdo denota o ordenamento temporal dos passos,
e T, € Y, sao as coordenadas do plano xy. Uma vez que o comprimento de passos nos

modelos que geraram as caminhadas 1 e 2 como /¢ foi definido, tem-se

(xn-i-l - xn)z + (yn-‘rl - yn)2 = gg (61)

Para iniciar o processo de reescalonamento, é necessario definir parametro A.
O reescalonamento ¢ introduzido quando é feita uma reamostragem na série temporal

considerando os pontos separados por um intervalo de tempo A no conjunto de dados
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original. Com isso, tem-se um novo conjunto de dados dependendo do valor de A escolhido.

O valor A = 1 corresponde ao conjunto de dados original, ou seja, sem reescalonamento.

A Fig. [6.1] mostra a FDP conjunta nas dire¢oes x e y dos vetores comprimento
de passo (ou vetores velocidade) para A = 1 (Figl6.1a)) (conjunto de dados original).
Depois do reescalonamento os dados, usando A = 20, foi obtido Fig. [6.1[(b) e A = 100 na

Fig. [6.1](c).

Em todos os exemplos, os comprimentos de passos sao dados pela distancia Eu-

clideana:

L=y, +8,) (6.2

com Uy = Tpp1 — Ty € Lyy = Yns1 — Yn € 0 conjunto de coordenadas {x,,y,} conside-
rado depois do reescalonamento nas Fig. [6.1(b) e [6.1)(c) e sem reescalonamento na Fig.
6.1[(a). Cada par ({4, £n,) estd impresso numa regido circular com raio correspondente
ao comprimento de passo reescalonado maximo possivel, Aly. O preenchimento desta re-
giao da uma indicagao visual da distribuicao de comprimento de passos reescalonada. De
fato, observe que todos comprimentos de passos sao fixos em ¢, = ¢, = 1 pelos dados
original (A = 1) de ambos modelos 1 e 2. Quando um reescalonamento intermediario
de A = 20 é aplicado, a diferenca entre as distribui¢oes ja se tornam notéveis, com os
dados do modelo 1 ainda mais provavel que se encontrem perto da borda do circulo,
enquanto o modelo 2 apresenta pontos distribuidos por toda regiao circular. Mesmo
para um reescalonamento maior usando A = 100, a distribui¢ao para o modelo 1 ainda
contem muitos passos grandes localizados préximos as bordas do circulo, em contraste
com a distribuicao tipo gaussiana do modelo 2, com alta densidade de pequenos passos

e uma probabilidade de diminuir rapidamente para grandes deslocamentos.

A Fig. indica que, a principio, o reescalonamento usando A = 20 ja indica
alteragao no comportamento da caminhadas, o que poderia ser suficiente para diferen-
ciar entre os modelos 1 e 2. Consequentemente, apos verificar que a distingao entre as
caminhadas 1 e 2 é possivel através desse método, a proxima etapa é quantificar esta

diferenga.

A Fig. exibe a raiz quadrada média do comprimento (rms - do inglés: root

mean square) dos modelos 1 e 2 em func¢do do pardmetro A de reescalonamento. Esse
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Figura 6.1: FDP conjunta nas dire¢ées = e y dos vetores comprimento de passo
(ou vetores velocidade) para A = 1 (a)(conjunto de dados originais), e dados re-
escalonados usando (b) A = 20 e (¢) A = 100. No conjunto de dados original (a)
todos os passos sdo fixos e tem tamanho unitario, ou seja, ¢, = ¢p = 1 para am-
bos modelos 1 (coluna esquerda) 2 (coluna direita). Como o reescalonamento para
maiores valores de A\ sdo aplicados, a diferengas entre as distribui¢des dos modelos
1 e 2 tornam-se notaveis. A presencga de grande passos no modelo 1 é indicada
pela linha densa e grossa na borda do circulo. Por outro lado, o dado reescalonado
do modelo 2 é similar a uma gaussiana, com alta densidade de passos pequenos e
uma probabilidade rapidamente decrescente para grandes deslocamentos. O ponto
importante para ser observado é que o reescalonamento ou renormalizacao traz a di-
ferencga entre os dois modelos. Sem o reescalonamento, os modelos sdo visivelmente
indistinguiveis, todavia apds o reescalonamento os modelos podem ser facilmente
diferenciéveis.
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valor é definido por:

lrms = <€2 - <£>2>1/2 (6.3)

Observe que no modelo 2, a passagem para o comportamento browniano, isto €,
lrms ~ AN com H = 0.5, comeca proximo a um valor de A ~ 50. Em concordancia com a
referéncia [22], abaixo desse valor, um comportamento superdifusivo momentaneo aparece
no modelo 2. A superdifusividade do modelo 1, com H > 0.5, nao mostra convergéncia
para o regime do movimento browniano. Vale ressaltar que se o valor do parametro A
de reescalonamento é muito grande uma perda de significancia estatistica para a analise

pode acontecer.

A partir destes resultados, pode-se concluir que o reescalonamento dos dados é
um método eficaz para distinguir os modelos 1 e 2. Entretanto, caminhadas aleatdrias
superdifusivas sao formadas por uma variedade de caminhadas aleatérias, isto é, nem
sempre uma caminhada aleatoria superdifusiva implicard numa caminhada de Lévy. O
movimento browniano fracionério ¢ um exemplo de uma caminhada aleatoria superdifusiva

que ndo é caminhada ou voo de Lévy [31].

Para diferenciar uma caminhada de Lévy de outras caminhadas aleatérias super-
difusivas precisa-se utilizar de uma estatistica boa o suficiente para poder identificar os
angulos de rotacao sem cometer erros. Para obter esse resultado, utiliza-se o método da

projecao, com o qual a identificacao dos angulos de rotagao é obtida mais facilmente.
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Figura 6.2: O grafico log-log da raiz quadratica média do comprimento, £yms = (€2 — (£)2)1/2, dos
modelos 1(linha preta) e 2(linha azul) com uma fungao do parametro de reescalonamento A. Aqui,
¢ sdo os valores dos comprimentos de passo mostrado na Fig. No modelo 2, a passagem para
o comportamento browniano, £rms ~ A, com H = 0.5, comega por volta de A ~ 50. Abaixo desse
valor é configurado um comportamento superdifusivo transiente. Em contraste, a superdifusividade
do modelo 1, com H > 0.5, ndo mostra qualquer convergéncia para o regime do movimento brow-
niano no intervalo estudado. O método do reescalonamento produz, assim, os valores do expoente
para os dois modelos. Os modelos sao facilmente distinguidos por seus expoentes. Apenas o modelo
1 é superdifusivo.
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6.1 PROJECAO UNIDIMENSIONAL

Aplicando o método da projecao havera, nos eixos x e y, duas caminhadas uni-
dimensionais, que sao denotadas por duas séries temporais t,, x, € t,, Yy, como pode ser
observada na Fig. (a). A partir desse conjunto de projecoes unidimensionais, duas
FDP’s de comprimentos de voos unidimensionais sao gerados para cada modelo, um para

0 eixo x e outro para o eixo y, como mostra os histogramas na Fig. [6.4]

O reescalonamento foi feito acordo com o método de projegao original [30] para
analisar do comprimento de passo minimo ¢,,;,. Com esta anélise, se faz necessario impor
um limite abaixo do qual todos os pontos do conjunto de dados (t,,z,) e (tn, yn) devem
ser removidos. No modelo adaptado, desenvolvido neste trabalho, o conjunto de dados foi
reescalonado com a finalidade de observar a presenca de um padrao de Lévy no modelo
1.

A série temporal, com o conjunto reescalonado com pardmetro A = 100, foi
refeita, Fig. [6.3(b), isto ¢, o ponto ¢, = 20000 na Fig. [6.3(a) agora corresponde ao ponto
t, = 200. No conjunto reescalonado, t,, = 200 esté conectado com o ponto ¢, = 201 e no
conjunto com parametro A = 1, Fig. [6.3(a), equivale a t, = 20100. A Fig. mostra

detalhadamente o que foi discutido.

6.2 ANALISE DE HISTOGRAMAS

Ao analisar os histogramas, é possivel identificar a diferenca entre os dois modelos.
Na escala original, isto é, quando A = 1 praticamente nao ha nenhuma diferenca entre
os modelos 1 e 2 como pode ser observado nas Fig. (a) e (b) E bem verdade,
que ha uma diferenca minima nos histogramas citados, todavia essa diferenca nao possui

relevancia estatistica.

Uma vez que o coarse graining foi aplicado devido a introdugao do parametro de
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Figura 6.3: Evolugdo com numero de passos t, das coordenadas (z,y) da caminhada aleatéria curva 2D
mostrada na Fig. b) geradas usando os modelos 1 e 2: (a) conjunto de dados original (sem reescalonamento,
A =1); (b) dados reescalonados usando A = 100. A diferenga entre (a) e (b) se encontra basicamente na escala
temporal. As inser¢oes mostram detalhes da correspondéncia entre as partes reescalonadas de (a) e (b)
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reescalonamento A\, as FDP’s dos comprimentos de voos dos conjuntos projetados e rees-
calonados podem ser calculadas. A diferenca entre as FDP’s reescalonadas relacionadas
aos modelos 1 e 2 ¢ muito clara, como mostra a Fig. [6.5] Outra caracteristica, que ¢é
notoéria, é o crescimento das caudas para o modelo 1 reescalonado. Por outro lado, os
comprimentos projetados e escalonados do modelo 2 possuem um alcance muito menor
que os do modelo anterior. Ja as FDP’s do modelo 2 sao muito bem ajustadas pelo
ajuste gaussiano. Isso pode ser observado nas linhas pontilhadas da Fig. e também no
grafico semi-log da Fig. Com isto, a identificacao a verdadeira natureza estatistica
das caminhadas é obtida, posto que o reescalonamento com parametro A = 100 elimina

qualquer possivel correlagao de curto alcance existente no modelo 2.

Em contrapartida, as correlacoes de longo alcance tipo lei de poténcia que estao
presentes no modelo 1 nao sofrem nenhuma alteracao nesse procedimento. Este compor-
tamento nada mais é que uma consequéncia da estrutura de Lévy presente no “esqueleto”

da caminhada aleatoria.

Ao plotar um grafico log-log, como mostrado na Fig. o resultado obtido
devido ao processo de reescalonamento ¢ similar ao obtido anteriormente. A FDP original,
isto é, com parametro de reescalonamento A = 1, dos comprimentos de voos projetados
exibem comportamento similar para os dois modelos. Todavia, quando ha a diferenciacao
entre os modelos devido ao coarse graining, isto €, quando o parametro de reescalonamento
¢ A = 100, o modelo 1 segue, basicamente, um decaimento lei de poténcia, com caudas
longas. Por outro lado, os comprimentos de voos projetados do modelo 2 tem seu alcance

muito mais restrito. A caracteristica peculiar da caminhada de Lévy que é cauda na lei
de poténcia da FDP pode ser vista na Fig. [6.7]

A indicacao visual da escala lei de poténcia vista na Fig. para o modelo
1, mas nao para o modelo 2, é fator suficiente para diferenciacao destes modelos. En-
tretanto, ha outra maneira de identificar essa diferenca que é através de estimativas do
expoente da lei de poténcia das projecoes unidimensionais para o modelo 1. Para A =1,
isto é, sem reescalonamento, pode-se observar que a cauda do histograma do valor ab-
soluto dos comprimentos de voos das projecoes unidimensionais tem expoente p ~ 1.7
(obtido usando ajuste nao linear para comprimentos de voo de alcance de 10 até 200
unidades). Ja para A = 100 obteve-se p ~ 2.1 (para alcances de voos de 100 até 1000

unidades).
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Figura 6.5: Histograma das distancia entre os sucessivos angulos de rotagdo projetados nos eixos z [(a) e (¢)] e y [(b) e
(d)] das séries temporais mostradas na Fig. [6.3(b), agora reescalonados, A = 100. (a), (b) Modelo 1; (c), (d) Modelo 2.
O ajuste gaussiano, mostrado na linha pontilhada, descreve razoavelmente bem o modelo 2, mas falha completamente nas
caudas para o modelo 1. O reescalonamento tem levado para uma notéavel diferenga entre os modelos, quando comparado

com a anélise nao reescalonada mostrado na figura anterior.
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Figura 6.6: O grafico semilog dos histogramas exibidos na Fig. para dados reescalonados usando A = 100, incluindo os melhores
ajustes para uma FDP gaussiana mostrada nas linhas pontilhadas. (a), (b) Modelo 1; (c), (d) Modelo 2. Observe como o modelo 1
tem caudas longas, enquanto o modelo 2 é basicamente gaussiano.
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Figura 6.7: O grafico log-log dos histogramas exibidos nas Figs. e para (a) os dados originais ndo escalonados, isto é A = 1
e (b) dados escalonados, com A = 100. Os circulos pretos (quadrados azuis) descrevem os resultados para o Modelo 1 (Modelo 2). E
evidente a diferenga entre os dois modelos no que diz respeito a cauda do grafico, que sdo descritos por uma lei de poténcia (truncada).
Esta diferenga aparece apenas devido ao reescalonamento. Sem utilizar esse método os modelos sao indistinguiveis como mostra a Fig.
O ponto chave a salientar é que o método de projecgao, juntamente com o método de reescalonamento faz com que seja possivel revelar
que o Modelo 1 é uma caminhada de Lévy curva.
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6.3 EXPOENTE DE HURST

Ainda h& um outro método para estimar o expoente da lei de poténcia, sugerido
pela Fig. que ¢ utilizar a relacao £,,,s «~ A, onde H é o expoente de Hurst. Voos de
Lévy aparecem quando a distribuigao do tamanho dos saltos segue uma lei de poténcia
A(l) « £7#. Todavia, a variancia diverge para u < 3. As condigdes necessarias e suficientes
do Teorema do Limite Central nao sao mantidas neste caso. Em vez disso, verifica-se que
a funcao de densidade de probabilidade para a posicao do caminhante converge para uma
distribuic¢ao de Lévy a-estavel|31] com o indice Lévy a = p—1, com 0 < o < 2. Para v = 2
tem-se um comportamento de difusao normal, para a < 2 tem-se um comportamento
superdifusivo e para o — 0 tem-se um comportamento balistico. Baseado nas relagoes

acimaf] pode-se chegar a

H=-= T (Voo de Lévy) (6.4)

H = = ., (Caminhada de Lévy)[31]. (6.5)

Se observar a Fig. [6.2) pode-se obter valor estimado de H = 1.1. Substituindo nas
equagoes acima, serao obtidos os valores de p ~ 1.9, assumindo que o tipo de caminhada
aleatoria em questao é voo de Lévy e u ~ 1.8, considerando que a analise ¢ para caminhada
de Lévy. As caminhadas de Lévy possuem uma restricao que é H < 1, tal restricao nao

se aplica aos voos de Lévy]

Uma vez que ha essa restricao para caminhadas de Lévy, assumi-se que o valor
maximo permitido para o expoente de Hurst é 1. Se H = 1 o valor obtido sera, exatamente,
(1 = 2 para caminhada de Lévy. A despeito da concordancia como o valor correto de p = 2,
foi observado que a estimativa dos expoentes de lei de poténcia dos dados da trajetéria

nao é tao simples e vai além da abordagem desse trabalho.

aPara uma explicacao mais detalhada, sobre as relagoes entre indice de Lévy, expoente de lei de
poténcia e expoente de Hurst, verificar a se¢ao 3.4 de [31].
PVer segdo 3.4 [31].



Capitulo

CONCLUSAO

7.1 PALAVRAS FINAIS

Neste trabalho, foi observado que a identificacao do padrao de Lévy em trajetorias
curvas bidimensionais ou tridimensionais ¢ bem mais complicado do que em caminhadas

unidimensionais. A dificuldade gira em torno da discretizacao da trajetéria curva.

A abordagem utilizada nesse problema obteve sucesso, utilizando o método da
projecao que foi recentemente proposto[30]. Além disso, se ha correlagoes de alcance finito
na caminhada curva, a distin¢ao entre um C'RW e uma caminhada de Lévy se torna mais
dificil. Essa analise torna-se mais complexa se as caminhadas possuem FDP’s de tamanho

de passos e de angulos de rotacao totalmente idénticas.

O tratamento adotado neste caso foi através do estudo de dois modelos de ca-
minhadas curvas bidimensionais que foram definidos no Capff] O método da projecao

original foi alterado, de maneira que nao foram descartados os comprimentos de passos

4



5

menores que um limite minimo|[30] das trajetorias projetadas. Foi introduzido um paréme-
tro de reescalonamento A para reordenar o conjunto de dados projetados e desta maneira
reconstruir as FDP’s de comprimentos de passos. Essa adaptagao torna o modelo apto
para testar as propriedades estatisticas das correlagoes sob efeito de coarse graining. Um
valor A foi escolhido, de maneira que funcione aproximadamente da mesma maneira que
encontrar um ,,;, no método de projecao original, proposto em [30]. Também foi apre-
sentado que a combinacao feita funcionou bem no intuito de distinguir uma caminhada
correlacionada de curto alcance do modelo 2 de uma caminhada que possui o padrao

genuino de Lévy como no modelo 1.

Este resultado ¢ uma técnica muito 1til para caracterizar melhor caminhadas
aleatérias curvas em espagos bidimensionais e tridimensionais. Esta ferramenta valiosa
pode ser de grande utilidade para determinar se ha ou nao o padrao de caminhadas de

Lévy em dados experimentais.

7.2 PERSPECTIVAS

A aplicacao do método desenvolvido num conjunto de dados experimentais é um
passo a ser trabalho subsequentemente. De maneira que com esta aplicagao seré possivel
verificar se a eficidcia do método da projecao desenvolvido nesse trabalho quando aplicado

a dados que nao sejam simulagoes computacionais.
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APENDICE A

Nesse apéndice estao definicoes matemaéticas que utilizamos nesse trabalho.

7.3 TRANSFORMADA DE FOURIER

Quando uma funcao nao é periodica, é impraticavel a escrita desta como combinacao
linear de senos e cossenos. Todavia, é possivel escrever tal funcao como a combinagao

linear de todos os senos e cossenos existentes, utilizando as frequéncias w € R disponiveis:

f(z) ! /OO F(w)e™'dw, (7.1)

:% N

que é conhecida como equacao de sintese.

Para funcoes que satisfazem a condigao

/oo(f(t))th < o0, (7.2)

—00

36
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entre outras, pode-se evidenciar que os valores de F'(w) que satisfazem a equagao

acima sao dados por

F(w) = /OO F(w)e ™“dt (7.3)

o0

que é conhecida como equacao de andlise

7.3.1 Transformada Inversa de Fourier

Se F(w) de f(t) estao relacionadas pelas equagoes de andlise e sintese

Fw) = /_OO f(t)e “tdt (7.4)
£(#) = F U (F(w)) = % /_ " F(w)etdw (7.5)

denotamos esta relagao por

£(t) +— Fw) (7.6)

indicando que F' é a Transformada de Fourier de f, e f é a Transformada Inversa
de Fourier de F'

7.4 MOMENTOS ESTATISTICOS

Os momentos estatisticos fornecem diferentes informagoes, de acordo com a sua respectiva
ordem, a cerca de uma distribui¢cao. Os momentos de primeira e segunda ordem sao, em

geral, os mais utilizados.
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7.4.1 1° Momento (u)

O momento de primeira ordem, na sua forma discreta, é definido como:

p=Ef{z} =Y z-p(x) (7.7)

x & a variavel aleatoria e p(z) é a probabilidade associada a essa variavel. Na

forma continua temos a expressao

p=FE{z} = /00 x - p(z)de. (7.8)

7.4.2 2° Momento (0?)
A variancia é o valor esperado do quadrado dos desvios, matematicamente, temos:

0* = E{(x — p} = B{a*} - E{x). (7.9)

Podemos expressar a variancia dessa outra formas:

o2 = / (o= pla)ds (7.10)

O momento de ordem 3 pode ser expresso dessa forma:

s = E{(x — 1)} (7.11)

Duas medidas importantes para caracterizar uma distribui¢ao nao-normal sao os
coeficientes de skewness e de kurtosis. No caso do skewness, coeficiente préoximo de zero

significa simetria, caso contrario, uma tendéncia a esquerda para ntmeros negativos e, a
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direita para niimeros positivos.

M3
skewness = Rk (7.12)

A kurtosis, por sua vez, mede a concentragao proxima a média (ou pico). No
caso da normalidade, o valor ¢ 3. Menos que 3, a distribuicao é mais achatada chamada
platykurtic. Maior que 3, o pico é mais acentuado e a distribui¢ao é chamada leptokurtic,

e expressado da seguinte forma:

kurtosis = —a_ _ 3. (7.13)

7.4.3 Covariancia

Quando duas variaveis aleatoérias x e y nao sao independentes, geralmente é de interesse

avaliar quao fortemente estao relacionadas uma com a outra.

A covaridncia d4 uma ideia da dispersao dos valores da varidvel bidimensional

(x,y) em relacdo ao ponto (fiy, fiy):

Cov(z,y) = E{(z — piz) - (y — 1)} = E{x -y} — pra - (7.14)

Na forma continua, temos:

Covte) = [ [ (o= )= m)p(o.v)dady (7.15)

7.5 FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Para a definicao de uma funcao densidade de probabilidade devemos lembrar que a variavel

utilizada nessa funcao ¢ uma variavel aleatéria continua, isto ¢, uma variavel de um
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determinado sistema que é continuo.

Chama-se fun¢ao densidade de probabilidade (fdp)de uma variavel, a fun¢do f(x)

que atenda as seguintes condigoes

i)f(x) >0, para a <z <b
b
u')/ Fla)de = 1,
onde a e b pode ser, respectivamente, —oo e +o0.

A fdp, entao, determina a distribuicao de probabilidade da variavel em questao.
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