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Resumo

Neste trabalho é proposto um método de sintonia de controladores PID, baseado em
otimizacao, para sistemas lineares multivaridveis de tempo discreto sujeitos a restricoes
nas varidveis de saida e saturacdo dos atuadores. A partir de uma modelagem politdpica
da saturacdo, sdo apresentadas condi¢des para que um poliedro contido no conjunto de
restri¢des, seja positivamente invariante em relacdo a um sistema em malha fechada com
um controlador PID multivaridvel e filtro de primeira ordem para obten¢do de poliedros
maiores. Tais condi¢des sdo usadas na formulacdo de um problema de otimizagdo nao-
linear, cuja solugdo fornece os parametros dos controladores que satisfazem as restri¢des,
garante estabilidade local e otimiza o desempenho do sistema em malha fechada. Sao
analisados tanto um controlador centralizado quanto um descentralizado. A eficiéncia do
método proposto € avaliada a partir de resultados de simulagdo numérica.

Palavras-chave: Controlador PID, Saturacao nos Atuadores, Sistemas sob Restricoes,
Conjuntos Invariantes, Sistemas MIMO, Otimizacao.



Abstract

In this work we propose a method based on optimization for tuning PID controllers,
for linear Multiple-Input Multiple-Output (MIMO) discrete-time systems subject to cons-
traints on the output variables and saturation of the actuators. From a polytopic modeling
of saturation, conditions are presented for a polyhedron contained in the set of constraints
to be positively invariant with respect to a closed-loop system with a MIMO PID con-
troller and first order filter to obtain larger polyhedra. Such conditions are used in the
formulation of a nonlinear optimization problem, whose solution provides the controller
parameters that satisfy the constraints, guarantee local stability and optimize the perfor-
mance of the closed loop system. Both a centralized and a decentralized controller are
analyzed. The efficiency of the proposed method is evaluated from numerical simulation
results.

Keywords: PID Controller, Actuator Saturation, Systems with Constraints, Invariant
Sets, MIMO System, Optimization.
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Capitulo 1

Introducao

Estima-se que mais de 90% das malhas de controle encontradas em processos indus-
triais operavam com controladores do tipo PI/PID, atingindo uma larga faixa de aplica-
coes: industria automobilistica, controladores de voo, pilotos automdticos, instrumenta-
¢do, dentre outras (Astrom e Higglund 2001). Apesar de serem controladores que vém
sendo usados hd mais de 70 anos, a sintonia do PID, ainda hoje, € uma tarefa desafiadora
e responsavel por parte dos problemas de controle encontrados na industria.

Indmeras técnicas de sintonia vém sendo desenvolvidas ao longo dos anos. A pioneira
dessas técnicas de sintonia foi desenvolvida por Ziegler et al. (1942) que ainda surpreende
por ser amplamente utilizada devido a sua simplicidade e eficiéncia. A partir dela, outras
técnicas de sintonia de controladores PID foram sendo desenvolvidas, dentre elas: Cohen
e Coon, Método da Integral do Erro, Método do Modelo Interno, etc. Mesmo com algu-
mas variacdes, praticamente, nenhum desses métodos lida com uma necessidade natural
dos processos industrias, que sdo as restri¢des (Tchamna e Lee 2018).

O estudo de sistemas de controle com restricdes tem sido impulsionado nos dltimos
anos visto que restricdes estdo sempre presentes em sistemas reais, seja por limitacoes
fisicas do sistema, limitagdes de energia para sua regulacdo, limites de seguranga ou por
causa do dominio no qual a linearizacdo de um sistema ndo-linear € valida (Blanchini e
Miani 20154, Bak 2000). Nao tratar de forma adequada as restrigdes em problemas de
controle pode trazer consequéncias indesejaveis. A saturacao dos atuadores, por exemplo,
¢ uma dessas consequéncias que pode levar o sistema em malha fechada até mesmo a
instabilidade. Todo atuador € sujeito a saturacdo, fazendo com que o sinal de controle,
que ¢ efetivamente aplicado na planta, seja limitado entre valores maximos e minimos. A
modelagem do fendmeno de saturagdo permite considera-14 explicitamente no projeto do
controlador e na andlise de propriedades tais como estabilidade, desempenho e robustez
do sistema em malha fechada (Tarbouriech et al. 2011).

Problemas de controle sujeitos a restricdes, seja nas varidveis de estado, entrada ou
saida t€m sido resolvidos a partir da abordagem de invariancia de conjuntos (Blanchini e
Miani 2015a). A violacdo de restrigdes pode ser evitada se o estado inicial do sistema per-
tencer a um conjunto positivamente invariante do sistema em malha fechada. Com isso,
a invariancia positiva tem sido reconhecida como uma ferramenta tedrica bem explorada
para tratar varios problemas de controle onde é necessario lidar com restricdes. Em parti-
cular, a determinagdo de conjuntos invariantes garante propriedades de estabilidade local
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para sistemas sujeitos a restricdes e fungdes de Lyapunov poliédricas associadas.

Entre os trabalhos dedicados, cita-se o trabalho de Martins et al. (2020) dedicado a
sintonia de controladores PI para sistemas monovaridveis sujeitos a restricoes utilizando
otimizacao bilinear e considerando a saturacio nos atuadores. Nesta mesma linha, dentro
das abordagens que trata de projeto de controladores da familia PID para sistemas sob
restricdes, podem ser citados os trabalhos de Dantas et al. (2018), que usa otimizacdo
multiparamétrica para obter um controlador PID com ganho escalonado, mas apenas para
sistemas de segunda ordem, e o de dos Santos et al. (2021), que propde o projeto de
controladores PI com um termo feedforward usando otimizagdo bilinear, mas evitando a
saturacdo dos atuadores.

Considerando uma extensao do caso PI (Martins et al. 2020), este trabalho propde um
método de sintonia de controladores PID para sistemas MIMO (do inglés, Multiple Input
Multiple Output) de tempo discreto sujeitos a restricdes nas varidveis de saida e satura-
cdo dos atuadores. Usando a chamada modelagem politopica da saturagao (Tarbouriech
et al. 2011), um modelo de estado em tempo discreto do sistema controlado por um con-
trolador PID, aumentado com a inclusdo no estado das varidveis correspondentes a in-
tegral do erro e derivada da saida, é obtido, incluindo filtros de referéncia usados para
regular a velocidade de mudanga do set-point em funcao das restri¢des nas varidveis do
sistema. Restrigdes nas varidveis correspondentes a integral do erro e a derivada da saida
sdo incluidas para facilitar a busca por um poliedro invariante. Condi¢des sao entio es-
tabelecidas para que um poliedro definido no espaco de estado aumentado seja positi-
vamente invariante em relacdo ao sistema em malha fechada com os controladores PID,
na forma de relacOes algébricas entre varidveis matriciais. Em seguida, usando a abor-
dagem proposta em (Brido et al. 2018, Brido et al. 2021), tais condi¢des sdo traduzidas
em um problema de otimiza¢do ndo-linear, cuja solucio fornece os ganhos dos contro-
ladores PID, juntamente com um poliedro invariante associado que garante o respeito as
restri¢des. Por questdes de facilidade, a eficicia do método proposto € entdao avaliada por
meio de simulagdes numéricas e andlises comparativas usando um sistema MIMO 2x2
com controladores centralizados e descentralizados. Além disso, serd avaliada também a
importancia da inser¢do do termo feedforward para a melhoria da resposta do sistema.

1.1 Objetivos

A partir das propriedades que regem a teoria da invariancia positiva de conjuntos
poliédricos, junto a escolha de um modelo politdpico da saturagcdo, propde-se estruturar
um sistema de controle com PID para sistemas lineares e invariantes de tempo discreto,
sujeitos a restricoes na varidvel de saida e saturacdo do atuador. Além disso, pretende-se:

* Viabilizar a estratégia de controle proposta, utilizando otimizacdo, para a sintonia
do controlador PID com aplicagdo em sistemas MIMO sob restri¢des;

* Avaliar, por meio de simulagdes, a relacdo entre os parametros do problema de oti-
mizacdo e o desempenho dos controladores projetados, fazendo possiveis ajustes
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para possibilitar uma sintonia que respeite as restricdes do problema de otimizagao;

e Avaliar o desempenho dos controladores a partir da resposta temporal em malha
fechada e se com a inser¢do do termo feedforward é possivel melhorar tal desem-
penho.

1.2 Organizacao do texto

Os proximos capitulos terdo por objetivo trabalhar a base dos assuntos pertinentes
para o entendimento da proposta deste trabalho. Com isso, o texto serd organizado da
seguinte forma:

* O Capitulo 2 abordard a fundamentacdo tedrica deste trabalho, onde sera feita uma
breve introducdo sobre o controlador PID e suas variagdes quanto a implementacao
da lei de controle. Além disso, serd apresentado o PID digital e suas configuragdes,
visando sua aplicacdo. Logo em seguida, serd abordada a representagdo de sistemas
no espacgo de estado e como converter espago de estado em funcdo de transferéncia
e vice-versa. Posteriormente, serd comentado um pouco sobre o fendmeno Windup
e o seu efeito nos sistemas, além do processo de otimiza¢do em sistemas. J4 em vir-
tude de uma abordagem voltada a restricdo, serd comentado sobre 0s sistemas com
restricdo e o uso dos conjuntos invariantes como ferramenta para o tratamento de
tais restricdes. Numa perspectiva do modelo de saturacido que serd utilizado neste
trabalho, serd abordada a modelagem politdpica da saturagdo.

* O Capitulo 3 abordara a metodologia de trabalho, onde serdo apresentados os pas-
sos utilizados para alcancar o objetivo estratégico da proposta em questao.

* O Capitulo 4 apresentard o processo de implementagdo, em cada exemplo numé-
rico, a partir da técnica de otimizacdo proposta, bem como os resultados obtidos,
além das discussdes que serdo levantadas em cada caso. Inicialmente serd abordado
o caso SISO e posteriormente o caso MIMO.

* Ao final, o Capitulo 5 apresentara as devidas conclusdes, bem como propostas de
trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

2.1 Controlador PID

Os controladores sdo dispositivos utilizados em indmeros processos a nivel industrial
e tém, entre outras fun¢des, a de prevenir condigdes instdveis que podem pdr em risco pes-
soas e equipamentos. Dentre os principais controladores, temos o controlador PID que
ainda € um dos mais utilizados em sistemas de controle realimentados. Isto se justifica
pela sua fécil implementacdo, além de serem de baixo custo, robustos e verséteis, com
a capacidade de fornecer comportamentos transitorios e de regime permanente satisfatd-
rios, o que consequentemente diversifica sua aplicagdo. Cerca de 90 a 95% dos problemas
de controle do campo industrial podem ser resolvidos por este controlador (Levine 1996).
Sua estrutura apresenta trés acdes de controle (Proporcional, Integral e Derivativa), ilus-
tradas de acordo com a Figura

Figura 2.1: Diagrama em blocos de um controle PID.

+

r(r) e(r) . + u(t) w(r)
-* K,| @ o G(r) : >
- +7

Planta

+

Processo

Fonte: (Ogata 2010).

O controlador PID possui como importantes funcdes a eliminacio do erro em regime
permanente através da acdo integrativa, a capacidade de rejeitar perturbacdes e também
antecipar o futuro, com a extrapola¢ao por uma reta tangente, com a acao derivativa (Silva
et al. 2005). A Equacdo (2.1) apresenta a forma tradicional do controlador PID, onde
K,, K; = Tf e K; = K, T , sdo, respectivamente, os ganhos proporcional, integrativo e
derivativo; 7; € a constante de tempo integral e 7; € a constante de tempo derivativa.

de(t)
dr

t
u(t) :er(t)~|—K,~/ e(t)dt+Ky (2.1)
0
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Aplicando a transformada de Laplace na Equag@o (2.1, com as condigdes iniciais nulas,
obtém-se a funcao de transferéncia do controlador dada por:

U(S) Ki
PID E(s) pt . + Kys (2.2)

O termo derivativo no dominio de Laplace apresentado na Equagdo (2.2)) ndo é realizédvel
de forma fisica. Esse fato se d4 pois a funcao de transferéncia possui o grau no numerador
maior do que o do denominador. Assim, uma solucao utilizada na prética seria a utilizagao
da func@o de transferéncia na acdo derivativa conforme consta na Equacao (2.3).

N Td

D(s)
Onde y= ﬁ (0,1 <v<0,3), sendo N corresponde ao coeficiente do filtro derivativo.

Quanto mais longe o pdlo da origem no plano complexo, menor o seu efeito. A Tabela
2.1 apresenta os efeitos de cada agdo do controlador PID sobre um processo (planta).

Tabela 2.1: Efeitos das a¢gdes do controlador PID.

Acao Funcao da acao

- Ac¢do de controle imediata

e proporcional ao valor do erro

corrente;

- Aumenta a velocidade da resposta
Proporcional | do sistema;

- Nio corrige o erro em regime per-
manente;

- Torna a resposta mais oscilatéria a
medida que o ganho aumenta.

- Acdo de controle gradual, proporcional

a integral do erro;

- Responde ao passado do erro enquanto
Integral este for diferente de zero;

- Elimina o erro de regime permanente
(off-set);

- Reduz o tempo de subida.

- Acdo antecipatdria, resposta proporcional
a derivada do erro;

- Provoca amortecimento e permite o aumen-
Derivativo | to do ganho proporcional;

- Nio corrige o erro de regime permanente;
- Melhora o desempenho do processo durante
0s transitdrios.

Fonte: Adaptado (Andrade 2010).
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2.1.1 Variacoes do controlador PID

Existem variacdes na implementacdo pratica da lei de controle obtidas através de mu-
dangas na estrutura do controlador PID. Tais variagdes se processam segundo a forma
com que o sinal de erro e(¢) é introduzido nos médulos do controlador. Néo é o obje-
tivo aqui discutir as vdrias estruturas possiveis para o controlador PID, mas sim trabalhar
na estrutura PI-D que serd objeto da proposta deste trabalho. O controlador PID na sua
forma mais convencional (vista anteriormente) apresenta alguns inconvenientes associa-
dos a possibilidade de saturacdo de componentes da malha de controle. Em especial, o
termo associado a derivada no controlador PID produz um ganho que tende ao infinito
em altas frequéncias (Castrucci 2011). Esta situag@o pode ser evitada aplicando-se a ag@o
derivativa apenas na saida y(¢) do processo, como mostra a Figura Essa estrutura é
bastante utilizada na literatura (Astrom & Hiigglund 2005)

Figura 2.2: Estrutura do PID modificada com a¢do derivativa realimentada na saida.

() + N ¥
PI PROCESSO
- A =
D J

Fonte: Préprio autor.

2.2 O PID Digital

Ap6s trabalhado o controlador PID na sua forma continua (analdgica), para a apli-
cacdo discreta (digital) nos diversos sistemas, torna-se necessario fazer a conversdao do
controlador, onde uma nova a¢ao de controle é executada apds um intervalo regular de
tempo denominado periodo de amostragem (7). A partir disso, considere as topologias

das Figuras[2.3]e

Figura 2.3: Topologia com PID paralelo.

Kp

N
Rs) +/ 7\ Es) Ki * ( > O | ke Y(s)
+

Fonte: adaptado (Felipe Conceicao 2019).
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Figura 2.4: Topologia PI-D com elemento derivativo realimentado na saida.

Kp

R E g U
(s) + /7 EGs) K; WL Y(s)
N s \

S

KdNTds
s+N

Fonte: adaptado (Felipe Conceicdo 2019).

Na conversao, as acdes integral e derivativa precisam ser aproximadas por operacdes dis-
cretas equivalentes ao seu modelo continuo. Durante a discretizagdo, cada tipo de aproxi-
macao possui suas vantagens e desvantagens. Além disso, devemos lembrar da presenca
de ruidos em aplicacdes reais, e, com isso, o surgimento da satura¢do dos elementos fi-
nais de controle. Esse problema pode ser contornado ao variar a fun¢do de transferéncia
do controlador PID, acrescentando-se um filtro passa-baixas de primeira ordem no termo
associado a derivada, conforme visto na Equagéo (2.3). Contudo, uma outra forma equi-
valente de representar o termo derivativo seria conforme ja ilustrado nas Figuras|2.3|e
e apresentado na Equacao (2.4)):

_ NT
D(s) = —=
s+N

Com isso, algumas formas de discretizar o PID, tanto a parte integral, quanto a derivativa,

estdo representadas pelas Equagdes (2.5) a (2.10). As Equagdes (2.3), (2.6) e (2.7) repre-
sentam variagdes para o termo integrativo, enquanto que as Equacgdes (2.8)), (2.9) e (2.10)
representam variagdes no termo derivativo com filtro.

(2.4)

Retangular para frente : Kl_—TSl (2.5)
Retangular paratrds : Kilz (2.6)
Tustin : Kil, ﬂ 2.7)

2 z—1
Retangular para frente : % (2.8)
Retangular paratrds : % (2.9)
Tustin : ZX]IT(d (1) (2.10)

5 NT;
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Assim, substituindo o diagrama de blocos do modelo continuo, representado na figura
[2.3] pelo modelo discreto dos termos integral e derivativo de cada método (retangular para
frente, retangular para tras e Tustin), teremos as seguintes equagdes para o controlador:

KTy | KiN(z—1)

Retangular para frente : Gpip (z) = K, P R v (2.11)
KiTsZ NKd(Z— 1)
Retangular paratrds : G 7)=K,+ 2.12
KT, 1 K;N(z—1
Tustin: Gpip () = K, + 32" aNG=1) (2.13)

2 z—1 (1484 &0 g

O mesmo procedimento segue ao substituir as equacdes de cada método no modelo con-
tinuo representado na Figura 2.4] Contudo, para fins de uso pratico, a proposta deste
trabalho utilizar-se-4 de um modelo mais simples, sendo a saida do controlador PI-D re-
presentado pela Equacdo (2.14)) e ilustrado na Figura

KT, Ky (z—1)
EES TR A

flzd =Kpelz] + (2.14)

Figura 2.5: Topologia PI-D em tempo discreto com elemento derivativo realimentado na
saida.

*» Kp
vy
Mz« el | KiTs AR J| planta vzl
& )
| Kd(z-1)
Tsz

Fonte: Préprio autor.

Observacao 1 Foi utilizada a aproximagdo retangular para frente nas partes Proporcio-
nal e Integrativa.

Estendendo a ideia para um modelo MIMO 2x2 descentralizado, obtemos as Equagdes
(2.15) e (2.16)), com topologia ilustrada pela figura [2.6]

Al =Knerll+ ¢ s el - T2 S 2.15)
il = Knesll+ 2 eal) - 22 5 i 216
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Figura 2.6: Topologia MIMO 2x2 descentralizada com dois PI-D’s em tempo discreto.

Kp1
- +
rz] + e1[z] Ki1 Ts + /\ f1[z]
/ =N \

) z-1

Tsz yi[z]

Kp2
+
r2[z] +m e2[z] Kig Ts + 2[2]
N

Planta

y2[z]

z-1

Kz (z-1)
Tsz

Fonte: Préprio autor.

2.3 Representacao de sistemas no espaco de estado

A ideia de trabalharmos um sistema no espaco de estado tem o intuito de desenvol-
ver uma representacdo que preserve a relacio entrada-saida (tal como ocorre também na
funcdo de transferéncia), e que expresse um sistema de ordem n através de n equagdes
diferenciais de primeira ordem. Assim, € possivel citarmos algumas razdes pelas quais €
util trabalharmos com o modelo de estado:

* Para sistemas de ordem elevada, a anélise e o projeto auxiliados por computador de
modelos de estado sdo facilmente executados, enquanto a abordagem pela fun¢do
de transferéncia tende a falhar para sistemas desse porte, devido a problemas nu-
méricos;

* No projeto por varidveis de estado, sdo disponibilizadas mais informacdes sobre a
planta (varidveis internas). Assim, € possivel executar o controle mais completo do
sistema do que € possivel com a abordagem por funcao de transferéncia;

* Procedimentos de projeto que resultam em um controle melhor do sistema sio quase
sempre baseados nos modelos por varidveis de estado.

Assim, a decri¢do de estado de um sistema linear e invariante no tempo (continuo), for-
mada por um conjunto de equagdes diferenciais de primeira ordem, € dada por:

X(r) = Ax(r) +Bu(r) (2.17)

y(t) = Cx(r) + Du(r) (2.18)
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onde x(7) € R" (vetor de estado), A € R™ (matriz de estado), B € R™” (matriz de entrada),
u(t) € R? (vetor de entrada), y(r) € R? (vetor de saida), C € R#" (matriz de saida),e D €
R%P (matriz que representa ligagdes diretas entre entradas e saidas). A Equagdo é
chamada de equacdo de estado, ou seja, uma equacdo diferencial de primeira ordem cuja
solugdo € o vetor de estado x(¢). A Equagdo ¢ chamada de equacao de saida, ou seja,
uma equacdo algébrica que relaciona a entrada, o estado e a saida. Note que, a presenca
da matriz D na Equacao [2.18]significa que pode haver uma conexio direta entre a entrada
u(z) e a saida y(z), sem a intervencdo do estado x(¢).

Figura 2.7: Diagrama de blocos do sistema representado no espago de estado continuo.

> D
u(?) (0 x(1) ¥(0)
L B :}% Jat T c :ﬁ%:}
A

Fonte: Adaptado (Ogata 2010).

No caso da descri¢do de estado de um sistema discreto, linear e invariante no tempo, po-
demos dizer que tais equagdes surgem tanto da discretizacao (com periodo de amostragem
(Ty)) de equagdes dinamicas de sistemas continuos, quanto da descri¢iao de sistemas que
sdo na sua forma natural de tempo discreto. Com isso, sua equagdo de estado, formada
por um conjunto de equagdes de diferenca de primeira ordem, pode ser definida como:

x[k + 1] = Ax[k] + BulK] (2.19)
y[k] = Cx[k] + Dulk] (2.20)

onde x(k) € R" (vetor de estado), u(k) € R” (vetor de entrada), y(k) € RY (vetor de saida),
e as matrizes A, B, C e D sdo como no caso continuo.

Figura 2.8: Diagrama de blocos do sistema representado no espago de estado discreto.

> D
u(k) X(k+1 x(k) y(k)
s :

Fonte: Adaptado (Ogata 2010).
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2.4 Relacoes espaco de estado e funcao de transferéncia

Existem basicamente duas formas de representar a dindmica de um sistema: Espaco
dos Estados e Funcao de Transferéncia. O uso das duas formas € muito comum, con-
tudo, hd a necessidade de passar a representacdo do sistema de uma forma para outra
dependendo do que é fornecido e do que se deseja fazer.

2.4.1 Transformacao espaco de estado para funcao de transferéncia

Considere um sistema linear, continuo e invariante no tempo descrito pelas Equacdes
(2.17) e (2.18)). Aplicando a transformada de Laplace em (2.17), obtemos:

ZL{x(t)} = L {Ax(t)+Bu(r) } (2.21)

Assumindo que as condi¢des iniciais sdo nulas, tem-se:

sX(s) = AX(s) + BU(s) (2.22)

Rearranjando e isolando X(s)

X(s) = (sT—A) ' BU(s) (2.23)
Aplicando a Transformada de laplace em (2.18)), tem-se:

ZL{y@t)} = £ {Cx(t)+Du(r)} (2.24)

Y(s) = CX(s) + DU(s) (2.25)

Fazendo as devidas substituicdes e rearranjando na forma de matriz de transferéncia, ob-
temos:

Y(s) = G(s)U(s),com G(s) = C (sI—A) 'B+D (2.26)

onde,

* G(s) é uma matriz de fungdes de transferéncia com dimensdo gxp (g é o nimero de
saidas e p o nimero de entradas);

* Cada elemento G;;(s) da matriz G(s) descreve a dindmica da saida i em funcdo da
entrada j do sistema. Por exemplo, o elemento G2 (s) descreve a relagdo dindmica
entre a saida 2 e a entrada 1 do sistema;

* Se o sistema tiver somente uma entrada e uma saida, G(s) é um escalar.

Observacao 2 E importante lembrar que, para calcular a fungcdo de transferéncia para
sistemas de qualquer ordem com intuito de evitar cdlculo de inversa de matriz, existe uma
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formula que usa somente determinante de matrizes para gerar os elementos da matriz
G(s) (Cabral 2016):
[sI —A —Bj]
det

Gijls) = G Dy (2.27)
det [SI — A}

onde C; € a i-ésima linha da matriz C, Bj € a j-€sima coluna da matriz B e Djj € o elemento
i,j da matriz D.

Observacao 3 Se o sistema for SISO, C é uma matriz linha e B é uma matriz coluna
(Cabral 2016).

Observacdo 4 Os denominadores de todos os elementos da matriz G(s), sdo iguais, o
que corresponde a equagdo caracteristica do sistema (Cabral 2016).

Para o caso de um sistema linear, discreto e invariante no tempo considere as Equagdes

(2.19) e (2.20). Aplicando a transformada Z em (2.19), obtemos:
Z {x[k+1]} = Z {Ax[k] +Bulk]} (2.28)
Assumindo também as condig¢des iniciais nulas, tem-se:
zX(z) = AX(z) + BU(z) (2.29)
Rearranjando e isolando X(z)

X(z) = (A-A) " 'BU(z) (2.30)
Aplicando a Transformada Z em (2.20), tem-se:

Z {ylk]} = 2 {Cx[k] +Dulk] } (2.31)

Y(z) = CX(z) +DU() (2.32)

Fazendo as devidas substituicdes e rearranjando na forma de matriz de transferéncia, ob-
temos:

Y(z) = G(z)U(z),com G(z) = C(zI—A) 'B+D (2.33)

onde, G(z) e seus elementos G;; seguem conforme o caso continuo, bem como as obser-
vagdes feitas.

2.4.2 Transformacao funcio de transferéncia para espaco de estado

Existem muitas formas de realizar a transformac¢do de um sistema representado por
uma func¢do de transferéncia para a forma de espaco de estado. Isso significa dizer que
o vetor de estados ndo € unico para um dado sistema dindmico, ou seja, existem muitas
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possibilidades de definir o vetor de estado para um mesmo sistema. Além disso, cada
vetor de estado vai gerar uma forma diferente de realizacao no espaco de estado para uma
mesma funcdo de transferéncia. Por ser um assunto ja conhecido, vamos nos limitar a
mostrar aqui apenas a realiza¢cdo na forma candnica observavel (Ogata 2010). Lembrando
que tal representacdo sé € possivel para sistemas SISO.

Com isso, considere um sistema definido por:

y(") —I—aly("_l) +ota,1y+ta,y= bou(") + bV 4 +b,_ 11+ byu (2.34)

onde u € a entrada e y a saida. Aplicando a transformada de Laplace (com condicdes
iniciais nulas) e rearranjando os termos, a equacao pode ser reescrita como:

Y(s) bos"+bis" Y+ ...+ b,_1s+b,

U(s) s"+ais" ' +...+a,_15+ay
Segundo Ogata (2010), a seguinte representacdo no espaco de estados € denominada
forma candnica observavel:

(2.35)

X 10 .-+ 0 —a, X b,—1—a,_1b
212 R el il (2.36)
Xn 00 -1 —a Xn i by —aibg
T
X2
y=1[0 0 - 0 1]| : | +bou (2.37)
Xn—1
_xn -

Mais a frente, ao discutirmos um caso de projeto de controladores PID para sistemas line-
ares SISO, baseados em otimizacao, que utiliza a abordagem dos conjuntos invariantes na
sua estruturagdo, serd visto o uso pratico da forma candnica observavel como realizacdo
do sistema de modelo continuo sendo uma forma bastante util devido a uma questdo de
ordem prética.

Explicando melhor essa questdo, suponha que tenhamos apenas o modelo da fun¢do
de transferéncia de um dado sistema. Isso significa que s6 medimos e s controlamos a
saida. Contudo, a técnica de conjuntos invariantes requer a imposi¢do de restricdes nos
estados. Com a forma candnica observavel, a saida é uma das variaveis de estados (o
primeiro ou o ultimo a depender da versdo utilizada) e isso facilita impor restricdes a
saida. Em outra forma canonica, a saida € uma combinacdo de varidveis de estados, o que
dificulta impor restri¢des na saida a partir deles.

No caso de sistemas a tempo discreto, todas as realizacdes seguem o mesmo proce-
dimento visto para sistemas continuos, diferenciando apenas pelo fato de estarmos traba-
lhando com varidveis de estado, entrada e saida discretas oriundos de equacdes diferenca.
Assim, considere a equacao diferenca de ordem n dada por:
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Y[kl +an—1ylk — 1]+ ... +ary[k —n+ 1] +aoy[k — n]

= byulk] +by_yulk — 1]+ ...+ byufk —n+ 1] + boulk — n] (2.38)

onde k=—n,—n+1,...,0,1,2,... u[k] é aentrada e y[k] a saida. Aplicando a transformada
Z (com condig¢des iniciais nulas) e rearranjando os termos, a equagao pode ser reescrita

como:
Y(z)  bo" + b1 4+ by 12+ by

= 2.39
U(z) Z"+az'+..+a_1z+ay (2.39)
Com a seguinte realizacdo na forma candnica observavel:
xi[k+1] 00 --- 0 —a, x1[k] b, — a,by
xlk+1 1 0 -+ 0 —a, x|k bp—1—an—1b
2[‘ ]::: : :nl 2:[]+nl:n10u[k]
Xnlk+1] 00 ---1 —a Xn K] by —aybg
- - 240
K] (2.40)
x2[k]
y[k] = [0 0 -0 1} : + boulk]
[ *nlk]

2.5 O Windup

Responsdvel por tornar a resposta transitéria do sistema lenta e oscilatéria, trata-se de
um fendmeno relevante e prejudicial para o desempenho do sistema de controle como um
todo. Ele aparece quando a varidvel de controle do sistema atinge o limite (maximo ou
minimo) do atuador ocorrendo a saturag¢do do sinal de controle. Isto faz com que a malha
de realimentacdo seja de certa forma desfeita, pois o atuador permanecerd no seu limite
independentemente da saida do processo. Quando isso ocorre, € o controlador possui uma
acdo integral, o sinal de erro continuard a ser integrado e o termo integral tende a se tornar
muito grande. Para evitar este efeito indesejado, deve-se inibir a acdo integral logo que o
sinal de controle entre na regido de saturacao, e liberando sua acdo tao logo o sinal de con-
trole entre na regido linear de controle (Johnson e Moradi 2005). Sendo assim, técnicas
anti-Windup (lineares e nao lineares) para controladores PID foram desenvolvidas para
minimizar o seu efeito, sendo encontradas na literatura. Nao é o objetivo deste trabalho
usar tais técnicas, porém, € importante deixar registrado o fendmeno em si pois trata-se da
ocorréncia de saturagdo no sinal de controle, que envolve diretamente o funcionamento
dos atuadores.
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2.6 Otimizacao em Sistemas

Os problemas de otimizacdo tratam basicamente de solucdes de maximizacdo ou mi-
nimizacao de fun¢des de uma ou mais varidveis num determinado dominio, sendo que,
geralmente, existe um conjunto de restrigdes nas varidveis. Os algoritmos usados sdo,
em geral, deterministicos ou probabilisticos. Aqui, vamos nos ater aos métodos deter-
ministicos, mas antes de falarmos sobre tal algoritmo, lista-se alguns termos usualmente
relacionados a um problema de otimizacao qualquer:

* Variaveis de projeto: Sdo aquelas que se alteram durante o processo de otimizagao,
podendo ser continuas ou discretas;

* Restri¢oes: Sdo, basicamente, relacdes de igualdade ou desigualdade sobre as va-
ridveis de projeto;

+ Espaco de busca: E o conjunto, espaco ou regiio que compreende as solucdes
possiveis ou vidveis sobre as varidveis do projeto do problema a ser otimizado;

* Funcio Objetivo (F.0): E a funcdo de uma ou mais varidveis de projeto que se
quer otimizar, minimizando-a ou maximizando-a;

« Ponto Otimo: E o ponto formado pelas varidveis de projeto que extremizam a
func¢do objetivo e satisfazem as restri¢oes;

« Valor Otimo: E o valor da func¢do objetivo no ponto 6timo.

2.6.1 Meétodos Deterministicos

Tais métodos de otimiza¢do geram uma seqii€éncia deterministica de possiveis solu-
coes requerendo, na maioria das vezes, o uso de pelo menos a primeira derivada da fun-
cdo objetivo em relacdo as varidveis de projeto. Nestes métodos, a fungdo objetivo e
as restricoes sdo dadas como funcdes matematicas e relacdes funcionais, que podem ser
representadas da seguinte forma:

Maximizar /Minimizar : f(x1,x2,..., %)
Satisfazendo :
g1 <x17x27 ;xn){SZZ}bl

(2.41)
g (X1,%2, ., X ) { <=2} by
em que :
X1,X2,...,X, (varidveis de projeto)
f(x1,x2,...,x,) (fungdo objetivo)
81:825--,8m (I'CStI'iQ()CS)

Em problemas com varidveis discretas, considera-se um espaco de busca com varidveis
continuas que, apds a otimizagdo, fornecerdo uma aproximac¢do das varidveis de projeto
para as disponiveis no espaco discreto.

Vale lembrar que os métodos deterministicos apresentam teoremas que lhes garantem
a convergéncia para uma solucao 6tima que ndo € necessariamente a solu¢do 6tima global.
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Por depender de um ponto de partida fornecido, pode-se convergir para um 6timo local,
por isso ndo possuem bom desempenho em otimizar fun¢gdes multimodais, isto €, fungdes
que possuem vdarios 6timos locais. Basicamente, duas classes de métodos prevalecem,
conforme as caracteristicas da fungdo objetivo e das restricoes:

1. Programacao Linear: Funcdo objetivo e restri¢des sdo funcdes lineares das varia-
veis de projeto. O Método Simplex € o método mais comum (Hadley 1982);

2. Programacao Nao-Linear: Fungado objetivo, ou pelo menos uma das restri¢des, é
uma fun¢do ndo-linear das varidveis de projeto. Os métodos de maior destaque sdo:
Método de Programacdo Linear Seqiiencial, Método de Programacdo Quadratica
Seqiiencial, Método das Dire¢cdes Vidveis e Método do Gradiente Reduzido, entre
outros.

2.7 Sistemas Lineares sob restricoes

Apesar dos métodos e técnicas de controle desenvolvidos serem utilizados em muitos
trabalhos e processos industriais, no geral, sdo poucos os que lidam com uma necessidade
natural do processo, que sdo as restricdes (Tchamna e Lee 2018). Diante disso, estudos
realizados em sistemas com restricdes t€m sido bastante disseminados na teoria de sis-
temas de controle, j4 que problemas reais possuem restricoes em suas varidveis. Tratar
as restricoes do sistema de forma negligente pode causar consequéncias no que diz res-
peito a saturacao dos atuadores, levando a comportamentos indesejados dos sistemas em
malha fechada. Com isso, para se ter um bom desempenho do sistema como um todo, é
necessdrio tratar adequadamente as restricoes (Bak 2000, Tarbouriech et al. 2007).

Tratando-se especificamente das restri¢des, elas basicamente podem ser definidas a
partir de um conjunto poliédrico no espaco de estados, onde observa-se a regido na qual a
trajetdria do vetor de estado do sistema deve permanecer.

Definicao 2.7.1 (Blanchini e Miani 2015b) Um conjunto poliédrico convexo pode ser
representado na forma:

RIFg|={x:Fx<g}l={x:Fx<g,i=12,..s} (2.42)

em que F; denota a i-ésima linha da matriz F e g; é o i-ésimo componente do vetor g. Um
conjunto poliédrico inclui a origem em seu interior se, e somente se, g; > 0, Vi.

Assim, sem perda de generalidade, um conjunto poliédrico contendo a origem em seu
interior pode ser representado da seguinte forma:

RF 1) ={x:Fx<1}={x:Fx<1,i=1,2,...s} (2.43)

e 1 um vetor de dimensdes adequadas com todos os elementos iguais a 1. O objetivo é
trazer todos os estados iniciais do conjunto de restricdes a origem sem violacdo, mas, em
geral, nem todos sdo trazidos.
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2.8 Invariancia Positiva

Tratada na teoria de Lyapunov sobre a energia de um sistema (Blanchini 1999), um
conjunto no espaco de estados é positivamente invariante se qualquer trajetéria que se
origina em seu interior ndo deixa o conjunto (Dorea e Hennet 1999). Com isso, uma
definicdo importante € apresentada a seguir:

Definicao 2.8.1 (Blanchini 1999) Um conjunto ndo vazio e fechado Q C R", contendo
a origem, é um conjunto positivamente invariante A-contrativo em relacdo ao sistema
xlk+ 1] = f(x[k]) se, para um dado escalar A € [0,1), x[k+ 1] € AQ, Vx[k] € Q.

Observacgao 5 Se A = 1, Q é dito simplesmente positivamente invariante.

Figura 2.9: Ilustracdo de um conjunto positivamente invariante.

2 -15 -1 05 0 0.5 1 15 2
x,(K)

Trajetoria do vetor de estados de um sistema

Fonte: Mancini (2021).

2.9 Modelagem Politopica da Saturacao

Partindo do principio da ndo-linearidade presente na maioria dos processos, € comum
aproximd-los para dindmicas lineares, devido a uma grande gama de ferramentas para
analisar estes sistemas e a facilidade de projetar o controlador que sera aplicado. Contudo,
na prética, todos os processos possuem também limitacdes fisicas de opera¢do que podem
gerar ndo-linearidades no sistema. Uma dessas ndo-linearidades é a chamada saturagao
do atuador, conforme pode ser vista na Figura (2.10)), com uin = —tmax-

Quando ha saturacdo do atuador, o sinal de erro pode permanecer em um valor ele-
vado por um tempo maior do que o previsto pelo modelo linear e, caso o controlador
possua acdo integral, o termo integrador do erro acumula também um valor muito elevado
(Castrucci 2011). E exatamente o efeito do windup visto anteriormente. A fim de se evitar
o efeito da saturacdo do atuador, € muito importante considerar a saturacdo desde a fase
de projeto do controlador. Com esse objetivo, diversos modelos mateméticos vém sendo
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Figura 2.10: Diagrama de controle de um sistema discreto com nao linearidade do tipo
saturacao.

r(k) e(k) f(%)

—*) . Umin ‘ y(k)_)
i Umaz

Fonte: Préprio autor.

propostos para representar a satura¢ao de modo a possibilitar o uso de ferramentas conhe-
cidas de projeto de controladores (Tarbouriech et al. 2011). Assim, considere o seguinte
sistema de tempo discreto, linear e invariante no tempo:

{x[k—i— 1] = Ax[k] + Bu[k] + Ed[K] (2.44)

y[k] = Cx(k],

sendo A € R™" (matriz de estado), B € R™*" (matriz de entrada), C € RP*" (matriz de
saida), E € R™™ (matriz de perturbagio), k € N (instante de tempo), x[k] € R"™*! (vetor
de estado), u[k] € R™*! (vetor de entrada de controle), d[k] € R™*! (vetor perturbagio)
e y[k] € RP*! (vetor de saida do sistema). A perturbagio d[k] é desconhecida, porém,
limitada ao seguinte conjunto poliédrico:

dik]e®={d : |Wdk]| <1}, (2.45)

sendo W € R?*" uma matriz que define as restri¢des em d[k]. O sistema é também sujeito
a saturacdo do atuador, sendo sar(.) a fungdo de saturacio definida por:

f s€ —Umax < f < tpax
Sat(f) = Umax, se f > Umax (246)

—Umax, € f < —Umax.
<,
ulk] € Q= {u : |ur[k]| < thmax,, |u2[k]| < thmaxy, -, |Wilk]| < thmax, },i=1,....m (2.47)
de modo que, considerando a realimentagdo estdtica de saida (u[k| = Ky|[k]), tem-se que:
ulk| = sat (Ky[k]) = sat (KCx[k]), (2.48)

sendo K € R™*? o ganho do controlador. Com isso, tem-se o seguinte sistema em malha
fechada:
x[k+ 1] = Ax[k] + Bsat (KCx[k]) + Ed[k]. (2.49)

Deseja-se projetar controladores para o sistema acima de modo que a trajetoria das varia-
veis controladas y[k] respeite as seguintes restri¢des lineares:
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ylk] € @y = {y: |QylK]| < T} (2.50)

sendo Q € R™! uma matriz que define as restri¢des sobre y[k]. A partir do modelo dado
pela Equagio (2.44), estas restricdes em y[k| podem ser traduzidas nas seguintes restri¢des
em x[k|:

x[k] € Q. = {x: |QCx[k]| <1}, (2.51)

Tais restri¢des podem ser satisfeitas se o estado inicial x[0] pertencer a um conjunto posi-
tivamente invariante contido em £,..

Observacao 6 Restricoes lineares resultam em conjuntos de restricoes poliédricos. Este
é o caso dos conjuntos ® (Equagdo (2.43)), Q, (Equagdo ) e Q. (Equagdo [2.57)).

Observacao 7 Neste trabalho trataremos apenas de conjuntos poliédricos simétricos e
contendo a origem em seu interior, como é também o caso dos conjuntos ® (Equacdo

(2.43)), Q, (Equagdo ) e Q (Equagado (2.51))). No entanto, a técnica proposta pode
facilmente ser estendida a poliedros ndo simétricos.

Devido ao efeito da saturacdo nos atuadores, o sistema de Equacdo (2.49) torna-se
nao-linear (como j4 relatado), podendo apresentar fendmenos indesejaveis tais como ci-
clos limite e até instabilidade. Neste trabalho serd usado o modelo politépico II de Tar-
bouriech et al. (2011), no qual se escreve a saida da fung@o de saturagio (Equacao (2.46))
como uma combinag¢do convexa do sinal de controle atual com uma varidvel auxiliar veto-
rial hga¢. A fim de apresentar intuitivamente a abordagem, consideremos primeiro o caso
monovariavel, ou seja, quando m = 1. Neste caso, temos f e hy, escalares.

Lema 2.9.1 (Tarbouriech et al. 2011) Sejam dois escalares f € R e hgyy € R. Se —ut0r <
hsar < Umayx, entdo sat(f) €Co {f7 hsat} = {p P = xlf‘l’}hZhsat} com (0 < }\4177\'2 <lI, A+
A= 1.

Em razdo da Equacédo (2.48)) (caso monovaridvel), define-se o poliedro:

S(Hsataumax) = {)C eR” s —Umax < Hsatx[k] < umax}a (252)

7z

em que Hy,, € R é uma matriz auxiliar que compde o modelo de saturagio. A partir
do Lema2.9.1] visto que f = Ky[k] = KCx[k], entdo, Vx[k] € S (Hsar, tmax ), tem-se que:

sat (KCx[k]) € Co {F;.LKCx[k], F;Hmtx[k]} Lcom j=1,2 (2.53)

no qual F;r rebece valores de O ou 1 I'; =1— F}'. O sistema em malha fechada pode,
entdo, ser representado pelo seguinte modelo politépico:

xk+1] = z§:1 A (x[k])A jx[k] + Ed[k]

com Y2 MKy = 1, 0 < M(elk]) < 1, j = 1,2 (2.54)

Aj=A+B([[KC+T; Hyu) (2.55)
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expandindo a Equagao (2.54), temos que:

x[k+ 1] = [A1 (x[k]) (A + BKC) + Ay (x[k]) (A 4+ BHyq )| x[k] + Ed[k]) (2.56)
Ay Aj

Assim, a Equacéo pode ser reescrita como:

x[k+1] = Ay (x[k])A1x[k] + Ao (x[k])A2x[k] + Ed K] (2.57)
onde

2t (x[K]) + A2 (x[K]) = 1 sendo 0 < A (x[k]), A2 (x[k]) < 1
Aq :A—}-BKC,eAz =A+BH,

Por meio desse modelo, é possivel usar técnicas conhecidas de anélise e projeto de siste-
mas de controle para modelos politépicos. Em particular, € possivel estabelecer condicdes
para a invariancia positiva de um poliedro Q = {x Lx < 1}, conforme consta na Propo-

sicdo

Proposicao 1 O poliedro Q = {x Lx < I} € positivamente invariante com taxa de con-
tragdo A (0 < A < 1), em relagdo ao sistema (2.56), se houver matrizes Z, Hy, Hy, Hyy €
J tais que:

H;L =L(A+BKC)

ZW =LE
JL=H
[T S T @58)
HhL:L(A+BHSQ[) % — Tmax
It 2} <

n
em que, para uma matriz M € R™*", ||M||. = _max Z |M;|. Essa proposi¢do pode ser
yem e

demonstrada a partir dos resultados de (Milani e Carvjalho 1995) que trata de invariancia
de poliedros de um modelo politépico em tempo discreto sem perturbacdes, e de (Milani
e Dorea 1996) que trata de sistemas de tempo continuo sujeitos a perturbagdes limitadas.
O conjunto de equagdes a esquerda na Equagdo (2.58)) implica a invariancia positiva de Q
em relagdo ao modelo polit6pico da Equacao (2.56). No entanto, esse modelo s6 é valido
para representar o sistema (caso monovaridvel) se a condi¢do for satisfeita,
ou seja, se Q C S(Hsqr,Umayx). Trata-se de uma condigdo de inclusdo entre poliedros,
que pode ser verificada por meio do chamado Lema de Farkas estendido (Castelan e
Hennet 1992), cuja aplicac@o resulta nas condig¢des a direita da Equagao (2.58)).

j:;:| c hsat -

Para o caso com duas entradas (m = 2), definem-se os vetores f = [

{hsat‘} , tais que:

hsat2
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_umaxl S hsatl S umaxl
—Umax, < hsatz < Umax,
Definem-se agora matrizes diagonais F} e I'; como se segue:

e I ;r sdo matrizes diagonais cujos elementos diagonais tomam o valor 1 ou 0, j =
1,...,2™

« T zlm—rj,j: 1,..,2™

Assim, com m = 2, temos que:

10 10 00 00
+ _ . + _ . + _ . + .
A R R R O R

_fool, ~ ool . [to]. _ [to
R R U B O B O

A partir disso, é possivel generalizar o Lema[2.9.1| para o caso vetorial:

Lema 2.9.2 (Tarbouriech et al. 2011) Considere dois vetores £ € R e hgy € R™. Se
—Umax, < hsary) < Umax,, parai=1,...m, entdo sat(f) € Co{f,hgat} = {p:p=Mf+
kghsat} comQ <A, <1, A +A =1

Em razao da Equacdo (2.48)) (caso multivaridvel), define-se o poliedro:

S(Hsah Umax » umaxg) = {)C e R"; —Umax; < Hsatx[k] < Umaxy s —Umaxy < Hsatx[k] < umaxz} )
(2.59)
em que, agora, Hgy¢ € R**" sendo a mesma matriz auxiliar do caso monovaridvel que
compde o modelo de saturacdo. Contudo, percebe-se que teremos um caso com dois
valores para u,,,, (um para cada entrada). Isso significa que a matriz J nas condicdes
JL = Hyy € ||J]|o < thax tem duas linhas agora, o que implica em ndo poder usar a
condi¢d0 ||Hsar||eo < Umay por ndo satisfazer as duas entradas. No caso monovaridvel
podiamos usar a norma infinita porque todos os poliedros tinham o lado direito igual a 1
e aquele que ndo tinha (justamente o da restricao u,,,,) correspondia a uma linha apenas
na matriz.
Para lidarmos melhor com isso, reescrevemos as restri¢des sobre Hgy¢ (Equacéo (2.59))
na forma:

1
0
S(Hsataumaxlyumaxz) = {x eR" 5 |FHsatX[k]| < 1} y F= [umgxl 1 ] (2.60)
Umaxy

Assim, a partir do Lema [2.9.2] sendo f = Ky[k] = KCx[k], Vx[k] € S (Hsat, Umax, » Umax, ),
tem-se que:
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sat (KCx[k]) € Co {ijCx[k], F;Hsatx[k]} com j=1,..,4 2.61)

O sistema em malha fechada é, entdo, representado pelo seguinte modelo politdpico:

alk4 1] = 325y Ay (x[k))A x{k] + Ed[K]

com S MK 2 1, 0 < A(H]) < 1, =1, (2:62)

Aj=A+B([7KC+T; Hyu) (2.63)
A partir da expressao (2.63)), obtemos:

A1 =A+B(TKC+THyar); Ay=A+B([3KC+T, Hyar)
A3 =A+B(I3KC+T5H); As=A+B (T KC+T, Hya)

ou seja,

—
O|
S

([} ees [0 )
AZ_M(}) ke [2 )

=A+B ( :O (l) KC+ (1) 8 Hsal)
Ay=A+B ( -8 8_ KC+ (1) 1: Hm,)

Assim, expandindo a Equacdo (2.62])), temos que:

= M (k)AL + A2 (x[K])Ag + A3 (x[K])As + Aa(x[K])Ag} x[K] + Ed[k]  (2.64)
onde,
Mt (X[K]) + A (x[K]) + s (x[K]) + Aa (x[K]) = 1
0 < A (x[k]), A2 (x[k]), A3 (x[k]), Ag (x[K]) < 1
Como no caso monovaridvel, estendemos o uso das técnicas que jd conhecemos para

estabelecer condi¢des para a invaridncia positiva de um poliedro Q,, = {x s Lyx < T},
conforme consta na Proposi¢ao 2]
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Proposicao 2 O poliedro Q,, = {x cLpx < T} € positivamente invariante com taxa de
contragdo h (0 < A < 1), em relagdo ao sistema (2.64), se houver matrizes Z, Hy, Hy,,
Hyp, Hy, Hyyr e J tais que:

( HiLy, = LyA
IW = L, E
|[Hk Z][]e <A
Hyp, Lin = Lin A _
[Hin, Z]|[eo <A {J Ln = FHsa (2.65)
HioLin = LAy Ml <1
|[Hin, Z][|o <\
HyLy = Ly, Ag
L Hp Z[|leo <A

2.10 Consideracoes Finais

O capitulo 2 teve por objetivo apresentar a fundamentacgao tedrica sobre as ferramen-
tas a serem utilizadas ao longo deste trabalho. Inicialmente foi apresentada uma breve
introducao sobre o controlador PID e suas variacdes quanto a implementacdo da lei de
controle. Neste mesmo caminho, foi apresentado o PID digital e suas configuragdes,
visando sua aplica¢do nos problemas posteriormente apresentados. Mesmo sendo um as-
sunto ja conhecido, foi comentado um pouco sobre a representacdo de sistemas no espaco
de estado e como converter espaco de estado em funcdo de transferéncia e vice-versa,
uma vez que tais conversOes foram bastante utilizadas neste trabalho. Posteriormente,
trabalhou-se um pouco sobre o fendmeno Windup e o seu efeito nos sistemas, além do
processo de otimizac¢ao em sistemas € sua importancia.

Adentrando na parte de sistemas lineares sob restricdes, foi introduzida a teoria dos
conjuntos invariantes e invariancia positiva no auxilio do tratamento de tais restri¢des.
Além disso, estes serdo objetos de uso neste trabalho para a formulacio de problemas de
programacdo nao-linear/bilinear para achar as solucdes factiveis dentro de um conjunto
invariante. Por fim, com o objetivo de trazer uma perspectiva para o modelo de saturacio
a ser utilizado neste trabalho, foi trabalhado sobre a modelagem politdpica da saturacio.
O capitulo 3 trard o passo a passo da estratégia de controle a ser utilizada com a realimen-
tacdo estdtica de saida, bem como a apresenta¢do do problema de otimizacgdo.



Capitulo 3

Metodologia

Aqui serd detalhado o passo a passo de como estabelecer todas as condi¢des de im-
plementacdo. Inicialmente, serd trabalhado o caso de apenas um unico controlador PI-D
(caso monovaridvel), bem como sua aplicacdo. Posteriormente, serd apresentado a exten-
sdo para o caso MIMO 2x2 (caso multivaridvel) utilizando dois controladores PI-D. Em
ambos, serd apresentado o problema de otimizacao a ser resolvido.

3.1 Caso monovariavel

3.1.1 Modelo da Planta com Controlador PI-D

Figura 3.1: Sistema de malha fechada com controlador PI-D e saturag@o no atuador.

Tzl W[2]
15 (Wi
z-8 +

Fonte: Préprio autor.

Figura 3.2: Sistema de malha fechada com controlador PI-D, saturacdo no atuador e termo
feedforward.

efz]

Fonte: Proprio autor.
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Inspirado no modelo do controlador utilizado no trabalho de Martins et al. (2020),
considere um controlador PI-D com sinal de referéncia passando por um filtro de primeira
ordem, conforme a Figura[3.1] sendo T} o periodo de amostragem, 8 o pardmetro do filtro
(0 <6 < 1), K, o ganho proporcional, K; o ganho integral e K; o ganho derivativo do
controlador. Considere também as seguintes transformadas Z: r|z] da referéncia, w(z| da
referéncia filtrada, e[z] da varidvel relativa ao erro de rastreamento, v[z] da varidvel relativa
aintegral do erro, p[z] da varidvel relativa a derivada da saida, f[z] da saida do controlador,
u(z] do sinal de controle e y[z] da saida do sistema.

A técnica descrita a seguir pode ser estendida sem dificuldades a estrutura classica
do controlador PID, que usa a derivada do erro de rastreamento em lugar da derivada
da saida. O filtro de primeira ordem na referéncia tem o objetivo de suavizar o sinal
de referéncia para facilitar a obtencdo de poliedros invariantes que forcem o respeito as
restricdes na varidvel controlada. Com isso, considere agora a planta do sistema dada
pela Equagdo (2.44) (caso monovaridvel), com E = 0, mais o controlador PI-D com a
referéncia. Analisando o diagrama de blocos correspondente a dindmica do controlador
PI-D, podemos extrair as seguintes equagdes:

fla] = Kpelz] + Kivlz] — Kqp[z] 3.1
T;

el = (25 ) el 62)

1 (z—1
v =7 (£)oH 63)

Analisando agora o bloco relativo ao filtro de referéncia, temos que:

1-9
Wl = (—) ) (3.4)

z—90

Com isso, aplicando a transformada Z inversa em cada equacdo e fazendo as devidas
substituicdes e manipula¢des, obtemos:

flk] = Kpelk] + Kiv[k] — Kaplk] (3.5)
k4 1] = v{k] + Teell] = vik] + To(wlk] ) = ~TCalll K+ Tl (3.6)
wlk+ 1] = dw[k] + (1 —3)r[k] (3.7)

Observacao 8 Note que, a partir da Equagdo (3.7), se o sistema for estdvel em malha
fechada e a referéncia r|k| tender a um valor constante r, entdo wk] — r[k] = r em regime
permanente.

De forma separada, detalhando a parte derivativa, temos que:

plk+1] = 16+ 1)~ 31K) = (€l +1] = Cxk]) = - (CCAxK] + Bul) — Cik)
(3.8)
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Finalmente: | |
plk+1]= T (CA—C)x[k] + FCBu[k] 3.9

N N
Além disso, como y[k] = w[k| — e[k], tem-se que:

e[k] = wlk] — Cx[k] (3.10)

Com isso, podemos representar o sistema (referéncia + controlador PI-D + planta) em
espaco de estado aumentado, coforme as Equagdes (3.11)) e (3.12)) abaixo:

x[k+ 1] A 0 0 07 [x[k B 0
vik+1]| —CT; 1 0 Ty | vk] 0 0
plk+1]| = | Lca—c) 0 0 o |pik| T |tea| KT o |THGID
wlk+1] 0 0 0 & |wlk 0 (1-9)
T i T 5 :
elk] —C 0 0 1 ng
vkl [=]0 1 0 o0 ;[k] (3.12)
—plk 0 0 —1 0
J,[_]/ ~ ~ W[k]
Slk] ¢ —
X[k]
Com a inser¢do do termo feedforward, a equagio fica
elk] —C 0 0 1] [x[k]
vk | 10 1 0 O] |v[]
[T 0 0 -1 0| [p G
wlk] 0 0 0 1] |wlk
~~ Y N——
JIk] C k]
Reescrevendo, temos que:
%[k + 1] = Ax[k] + Bulk] + Er[K]
_ = 3.14
{ 51K = Cili G
com a lei de controle dada por:
e[k]
ulk] = sat(f[k]) = sat (Kpe[k] + Kiv[k] — Kqp[k]) = sar | [K, Ki Kq] | v[K]
— x LPK
(3.15)

Observacdo 9 Vale ressaltar que o modelo (3.14) tem a mesma forma que o modelo ge-
nérico ndo-barrado [2.44)). Portanto, os resultados de invaridncia positiva com satura¢do
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vistos no capitulo 2, podem ser usados aqui no capitulo 3.

Para o termo feedforward, a lei de controle € dada por:

elk
ulk] = sat (f[k]) = sat (Kpelk] + Kiv[k] — Kyp[k] + K,w[k]) = sat [Kp K; Ky K,} _v[[)k[
K wik]
(3.16)
e o modelo politépico:
xlk+1] =X (A4 BKC) x[k] + Ay (A + BHyy ) X[k] + Er[k] (3.17)

Nota-se que, na formulagdo proposta, por comparagdo ao modelo da Equagio (2.44) (caso
monovaridvel), o sinal de referéncia r[k] assume artificialmente o papel de uma pertur-
bacdo. Para obter condi¢des de invaridncia ao sistema aumentado, € necessario impor
restri¢des 2 r[k], conforme consta na Equacdo (3.18)), com W € R (escalar que define a
restricdo na referéncia):

re®={r: |Wrlk]| <1} (3.18)

3.1.2 Invariancia e Restricoes

A partir da formulagdo acima, é possivel aplicar a Proposi¢do [I] para obter condi¢des
para a invariancia positiva de um poliedro Qg = {)E Lx < 1} definido no espago de estado
aumentado, chegando assim na Proposicao 3]

Proposicao 3 O poliedro Q, = {X Lx < T} é positivamente invariante com taxa de con-
tracdo A (0 < A < 1), em relagdo ao sistema , se houver matrizes Z, Hy, Hy, Hyy €
J tais que:

HL=L(A+BKC)

ZW =LE _
A JL=H
_H_Z]||ee < 1 {||f|| o (3.19)
HhL:_LgA + BHyat) oo — Hmax
[Hy Z][|e <A

Tais condi¢des garantem a invariancia positiva de y, ou seja, que ¥[k] € Q; Vk=0,1,---
se %[0] € Q. Consideremos agora as restrigdes na saida controlada representada pela
Eq. (2.51)) (caso monovaridvel). O primeiro passo € estendé-la ao sistema aumentado da
Equacio (3.14)), na qual elas sdo representadas pelo seguinte poliedro, consistente com a
Equacgdo (2.51):

Qe = {x:|0x| <1} (3.20)

com Q € R™ (matriz de restricio de estado). Essas restricdes sdo respeitadas se o po-
liedro invariante Qg estiver contido em Q;. De acordo com o lema de Farkas estendido,
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Q, C Qs se, e somente se, existe uma matriz Hy tal que:

HL=0
{HFISH«» <1 ©.21)

3.2 Projeto via Otimizac¢ao (caso monovariavel)

Como exposto anteriormente, se existirem ganhos do controlador PI-D, e um poliedro
positivamente invariante ; que satisfagam as condigdes e (caso monovaria-
vel), entdo o controlador garante o respeito as restricdes na varidvel controlada, mesmo
com a saturagdio no atuador. As condig¢des (3.19) e (3.21) tém a forma de relagdes al-
gébricas entre matrizes que sdo lineares ou bilineares (envolvendo o produto entre duas
varidveis matriciais), que podem ser inseridas como restricdes em um problema de otimi-
7acao.

Neste trabalho, € usada a abordagem de otimizagao bilinear (Brido et al. 2018, Brido
et al. 2021), na qual poliedros positivamente invariantes e controladores por realimentagdo
de estado e de saida sdo calculados para resolver problemas de regulacio sob restricdes
nos estados e no controle, mas evitando a saturac@o dos atuadores. O modelo politépico
de saturacdo aqui adotado foi usado para analisar a invaridncia positiva dos conjuntos
poliédricos em tempo discreto no contexto do operador delta (Pedrosa 2018). Estas abor-
dagens foram adaptadas a estrutura proposta para o controlador PI-D.

A estratégia de otimizagao visa garantir que a resposta do sistema seja a mais rapida
possivel. O pardmetro d do filtro de referéncia regula a velocidade de mudanga do set-
point, podendo variar dentro do intervalo [0, 1], sendo a mudanga mais rapida com J
préximo de 0 e mais lenta com d préximo de 1, além de modificar o tamanho do poliedro.
Por outro lado, o aumento do ganho K; da a¢ao integral do controlador tende a diminuir o
erro em problemas de rejeicao de perturbagdes (Astrém e Higglund 1995). Dessa forma,
a funcdo objetivo do problema de otimizagdo pode ser escolhida de modo a ponderar a
velocidade de resposta do sistema em malha fechada tanto para o problema de regulacio,
quanto para o problema de seguimento de referéncia. Assim, para o caso monovaridvel,
€ proposto o seguinte problema de programac¢ao nio-linear para o calculo dos ganhos do
controlador PI-D:

ﬁ<r> S (‘pl’ l - 17 "'7l_7

sendo I' = {H,,H),,Hy,Hy.,J,Z,L,K} o conjunto de varidveis do problema de otimiza-
¢cdo e w1 e wy fatores de ponderacdo escolhidos pelo projetista. As restrigdes adicionais
f1(.) < @; correspondem aos limites superiores e inferiores das varidveis do problema de
otimizagao (Brido et al. 2021).

1 . .
mrin (w15+ sz> ,  sujeito a: { (.19, 3210 (3.22)

1
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3.3.1 Modelo da Planta com dois Controladores PI-D

Figura 3.3: Sistema em malha fechada com dois controladores PI-D e saturacdo nos atu-

adores.
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Figura 3.4: Sistema em malha fechada com dois controladores PI-D, saturacdo nos atua-
dores e termo feedforward.
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Por questdes de simplicidade e sabendo que a técnica proposta neste trabalho pode
ser aplicada a sistemas MIMO de qualquer dimensao mxm, considere um sistema de con-
trole MIMO 2x2 com dois controladores PI-D, conforme a Figura[3.3] sendo 7 o periodo
de amostragem, §; e 8, os pardmetros dos filtros (0 < 81,6, < 1), K,,, e K,,, 0s ganhos
proporcionais, K;, e K;, os ganhos integrais, € K;, € K;, os ganhos derivativos dos con-
troladores. Considere também as seguintes transformadas Z: r;[z] e r»[z] das referéncias,
wi[z] e walz] das referéncias filtradas, e [z] e e[z] das varidveis relativa ao erro de rastre-
amento, vi[z] e vo[z] das varidveis relativa a integral do erro, p;[z| e p2[z] das varidveis
relativa a derivada da saida, fi[z] e f2[z] das saidas de cada controlador, u;[z] e us[z] dos
sinais de controle e y;[z] e y2[z] das saidas do sistema.

Agora, considere novamente a planta do sistema dada pela Equagao (2.44), com E =0,
mais os dois controladores PI-D com as duas referéncias. Analisando o diagrama de
blocos correspondente a dindmica do controlador que estd mais acima na figura, podemos
extrair as seguintes equagdes:

filz] = Ky e1[z] +Ki vi[z] — Ky, p1[2] (3.23)
T,
viz] = ( : ) e1[z] (3.24)
z—1
1 [z—1
=—|— 3.25
pid =7 ()0l 325)
Analisando agora o bloco relativo ao filtro da referéncia r; [z], temos que:
1-96
wilz] = ( 51) r[z] (3.26)
<—01

Analisando agora o diagrama de blocos correspondente a dinamica do controlador que
estd mais abaixo, extraimos as seguintes equagdes:

falz] = Kp,ea[z] + Kiyva[z] = Ka, pa[2] (3.27)
Ts
v = (Z_‘ 1) es[z] (3.28)
1 [z—1
p2lz] = T (—) y2[2] (3.29)
s\ 2
Analisando agora o bloco relativo ao filtro da referéncia r;[z], temos que:
1-6
= 3.30
nld = (=g )l 3:30)

Com isso, aplicando a transformada Z inversa em cada equacao e fazendo algumas mani-
pulacdes, obtemos:

fi [k] :Kplel[k] —l—K,‘lvl[k] —Kdlpl[k] (3.31)
vi[k+1] = vi[k] + Tyer [k] = vi[k] + Tyw1 [k] — Ty [K] (3.32)
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Wl[k-l-l] :51w1[k]+(1—81)r1[k] (3.33)

flk] = Kp,er k] +Ki,v2 (k] — K4, p2 k] (3.34)
valk+1] = vo k] + Tyea k] = vo[k] + Tswa [k] — Tyy2 [K] (3.35)
Wz[k-l— 1] = 52W2[k] + (1 — 82)}”2[](] (3.36)

Seguindo os mesmos passos do caso monovaridvel, detalha-se a parte derivativa de ambos
os controladores:

pilkt 1] = (et 1] k) = i 1]~ 2l (3.37)
pallt 1] = 2 (ot 1] —3alk) = Tyalk 1] Lyl (3.38)

Para fazer corretamente as manipula¢des necessdrias, devemos levar em consideracio o
seguinte formato do modelo do sistema:

x[k+1] = Ax[k] + [By B;] Z;%

3.39
][] -
k] [C
Onde By e B; sdo as colunas da matriz B, e C1 e C; sdo as linhas da matriz C. Com isso,
€ possivel trabalhar com as seguintes equagdes:

yik] = Cix[k] (3.40)
yilk+1] - %11?1/; %[]—C]lizc ICBI l{:lxl)[(k[]lcktcligyu[l;%kj]t Bou [k]} (3.41)
y2[k] = Cax[k] (3.42)
yalk+ 1] = Cox[k + 1] = Ca{Ax[k] -+ Byus [K] + Baus[k]} 43

= CzAX[k] +CyBquy [k] + CrBoun [k]

Substituindo a Equacdo (3.40) em v [k + 1] e pi[k+ 1], a Equagdo (3.41)) em p[k+ 1], a
Equacdo (3.42) em vo[k + 1] e p2[k+ 1] e a Equagdo (3.43) em pa[k + 1], obtemos:

V1 [k—i— 1] =V [k] + Tywq [k] — T;Clx[k] (3.44)

pilk+1] = £{C1Ax[k] + C1Bru[k] + C1Bauz [k]} — 7 Cix[k]
(3.45)
= L{C1A — Cy}x[k] + £+ C1Byur[k] + +C1Baua[K]

1% [k—i— 1] =V [k] + Tywy [k] — T;sz[k] (3.46)
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palk+1] = 7{C2Ax[k] + C2Byu; [k] + C2Bauz [k]} — 7 Cax[K]

(3.47)
= 7{C2A — Ca}x[k] + 7 C2Byu; [K] + 7-C2Bau [K]
Além disso, como y; [k] = wy k| — ey [k] e y2[k] = wa[k] — e [k], tem-se que:
el [k] =Wwi [k] — Clx[k] (3.48)
en [k] =Ww) [k] - CzX[k] (3.49)

Com isso, podemos representar o sistema (referéncias + controladores PI-D + planta) em
espago de estado aumentado, coforme as Equagdes (3.50) e (3.51):

-X[k+1]- i A 00 00 0 07 -X[k]- [ By B,
vifk+1] —CGiT, 1000 T 0w 0 0
valke+ 1] ~CGT, 0100 0 T | 0 0
pilk+1]| = TLS(ClA_Cl) 0000 O0 O pilk] | + TLSCIBI %ClBZ {
palk+1] +(C2A—=C3) 0.0 0 0 0 O |pafk] 7CaBy 7CaBy | L2
wilk+1] 0 0000 & 0] |[wlk 0 0 i
walk+1]] | 0 0000 0 8] [wlkl 0 0
——— N ~ N —— — ~ s/
)Em[k+1] Am Xm[k} E}n
S 0
0 0
0 0
r2[k]
0 0 S——
(1—61) 0 '_"m[k}
L 0 (1-8)
E;
(3.50)
(k)] [-C1 00 0 0 1 0] VX[[’Z]]
e [k] —C, 00 0 0 01 vl[k]
2
mikl | _] 0 10 0 0 00 il 3.50)
va[k] 0 01 0 0 00 « '
—pi[K] 0 00 -1 0 00 iz[k]
-pK] [0 00 0 —-100f W;[k]

Com a inser¢ao do termo feedforward, a Equagao (3.51)) fica:
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elk] ] -C; 00 0 O 10 o0k

e [K] -C, 00 0 0 01 X

vi[k] 0 10 0 0 00 :;[k]

wikl | [0 01 0 0 00

—p| 10 00 -1 0 00 Pl% (3.52)
—p2[K] 0 00 0 —100 Pz[k]

wi[k] 0 00 0 0 10 Wl[k]

lwok]] L0 00 0o o o 1]

)_’;:@} j; Fon[K]

Observacao 10 O termo feedforward, visto anteriormente e proposto em dos Santos et al.
(2021), é uma ligagdo direta (através de um ganho K,) com a referéncia filtrada. A ideia
é que esse termo extra atenue as dificuldades que se tenha de achar solu¢do quando
aumentamos os limites de wlk].

Reescrevendo as equagdes anteriores, obtemos a forma:

{im [k+ 1] = Amy_(m [k] +Bmﬁm [k] + I::mf'm [k] (3.53)

Ym [k] - Cm’_‘m [k]
de modo que, considerando a realimentagio estética de saida (i [k] = K ¥m[k] = K CmnXm [k]),
tem-se a lei de controle dada por:

e1[k]
ui[k] = sat (fi[k]) = sat (Kp, e1 k] + Ki,vi[k] — Kg, p1[k]) = sat | [Kp, Ki, Ka] | vilk]
S —p1(K]
1
(3.54)
ea[k]
ur k| = sat (fo[k]) = sat (Kp,e2[k| + Ki,v2 [k] — Ky, p2 [k]) = sat \[sz K, Kdzl v k]
P —p2[k]
2
(3.55)
com Ky, dado por:
- K 0 K;, 0 K 0 .
K, = { 671 K, i1 K, 611 de (descentralizado) (3.56)
_ K K K, K, K K
R, = |/ Dpe Zin P Pdn dlz} centralizado (3.57)
" |:KP2I Kpy, Kiy Kip Kg Kay ( )

Para o termo feedforward, a lei de controle € dada por:
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]
e1[k|
[ vi[k] (3.58)

wp[k] = sat (f2]k]) = sat (Kp,e2[k| + Ki,va [k] — Kg, p2[k] + Ky w2 [K])

e2[k]

k 3.59

= sat | [Kp, Ky K K., _V;[z []k] (3-59)
K, w k]

com K¢ dado por:

0 Ki, 0 Kq O
K, 0 Ky 0 Kp

o

} (descentralizado feed forward)
(3.60)

_ K K K, K, Kg, Ki, K1 K2 .
Kpp= | P10 piz i i 1 12 centralizado feed forward
" |:KP21 Kp), Kiy Kiy Ka) Ky, K21 KVZJ( Z feedf )
(3.61)
e o modelo politdpico:
)Zm[k-{- 1] = {}MIA_I —|—7QA2 + 7»3143 —+ 7\,4144})?,"[](] —|—Eml7m[k] (3.62)

onde

}l
I
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Observacio 11 Nas matrizes Ay, Ay, Az e Ay, a varidvel ganho K, pode ser substituida
por Kyt para o caso feedforward.
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Assim, para obter condicdes de invariancia ao sistema aumentado do caso MIMO 2x2,
impoe-se restricdes em Iy |k], conforme consta na Equagdo (3.63), com Wy, € R"™*™
(matriz que define a restri¢do nas referéncias):

k] € D = {Fm : [WnEmlk]| < T} (3.63)

3.3.2 Invariancia e Restricoes

Considerando o descrito acima, é possivel aplicar agora a Proposi¢do [2] para obter
condicdes para a invariancia positiva de um poliedro Q,, = {X DLk, < 1} definido no
espago de estado aumentado no caso MIMO 2x2, chegando assim na Proposi¢ao [4]

Proposicao 4 O poliedro Q,, = {)E : Lk < i} é positivamente invariante com taxa de
contracdo A (0 < A < 1), em relagcdo ao sistema (3.62), se houver matrizes Z, H, I-_Ikh],
Hyp, Hy, Hyqr € J tais que:

szm — l_lmAl

ZWoy = Lo En

[Hi Z][|e <A

Hip Ly = Ly Az T
B, 2]l < A {JL'”-_ s (3.64)
HuaLn = LnAs Ml <1
[ Hip, Z][]oe <A

ALy = LAy

L [Hr Z]|]e <A

Com F = F. Em relacdo as restri¢des na saida, elas podem ser representadas pelo seguinte
poliedro, também consistente com a Equagao (2.57):

Qi = {Xn 1 |Omin| <1} (3.65)

com Q,, € R™ (matriz de restri¢io de estado). Tais restricdes sdo respeitadas se o poli-
edro invariante £, estiver contido em Qg . De acordo com o lema de Farkas estendido,
Q,, C Qg, se, e somente se, existe uma matriz Hj tal que:

{I:Iszlm = Qm (3.66)

||H|loo < 1

3.4 Projeto via Otimizacao (caso multivariavel)

Na mesma linha do caso monovariavel, para o caso multivaridvel, se existirem ganhos
dos controladores PI-D, e um poliedro positivamente invariante €2,, que satisfacam as
condi¢coes (3.64) e (3.60), entdo os controladores garantem o respeito as restrigdes na

varidvel controlada, mesmo com a saturacdo no atuador. As condig¢des (3.64) e (3.66)
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também tém a forma de relagdes algébricas entre matrizes que sdo lineares ou bilineares
podendo ser inseridas como restricdes no problema de otimizagao.

Observacio 12 E importante destacar também que é possivel impor a complexidade do
poliedro no problema de otimizagdo através do niimero de linhas a ser utilizado no pro-
blema de otimizagdo. A medida que aumentamos o niimero de linhas do poliedro no
problema, o solver tende a demorar na busca por uma solucdo factivel, sendo muitas
vezes solugdo ndo factivel.

Assim, sdo propostas duas formas para o problema de programagao nao-linear para o
calculo dos ganhos dos controladores PI-D do caso MIMO 2x2 (caso descentralizado e
centralizado, respectivamente):

1 1
| 0 0 — — 3.67
m}nn <w1 1 +wa 2+W3Ki —|‘W4Ki > ( )
i ( 1 +wrds + ! + ! + ! + ! >
min ( w101 + w202 + w3 wyq ws We )
T Ki[] Ki12 Ki21 Ki22
(3.68)

sujeito a: (G.64), 3-66) _
ﬁ(rm) S (Pl, l: 1,...,1,
sendo Iy, = {Hk, Hn, , Hin, Hp, Hy, Hsar , J, Z, Lin, K1 } 0 conjunto de varidveis do problema

de otimizagdo e wy, wp, w3, wa, ws € wg 0s fatores de ponderacdo.

3.5 Consideracoes Finais

O capitulo 3 teve como principal objetivo apresentar o passo a passo de como es-
tabelecer todas as condi¢des de implementacdo do controle sob restricdes utilizando a
realimentacao estdtica de saida junto a teoria de conjuntos invariantes. Com isso, foi pos-
sivel estabelecermos todas as condi¢des para o surgimento do problema de otimizacdo a
ser resolvido. No préximo capitulo, serd apresentada a aplicacdo da estratégia para os ca-
sos monovaridvel e multivaridvel (MIMO 2x2) utilizando um solucionador de problemas
de otimizagcao numérica. Tal solucionador fornece um conjunto de maneiras diferentes
para resolver o problema.



Capitulo 4

Exemplos Numéricos

Nesta sec@o apresentamos inicialmente a aplicacdo da técnica de otimizagdo proposta
para o caso monovaridvel (SISO) a partir de alguns testes aplicados a um motor CC e
um caso particular do trabalho de Martins et al. (2020). Posteriormente, serd mostrada
a aplicacdo para o caso multivaridvel (MIMO 2x2) tendo por base o sistema utilizado
em Bemporad et al. (2002). Para a resolu¢cdo do problema de otimizacdo descrito no
capitulo anterior, a exemplo de (Brido et al. 2021), foi usado o solucionador gratuito de
problemas de otimizacdo numérica KNITRO, disponivel online no servidor NEOS (Gropp
e Moré 1997), com sua configura¢do padrdo juntamente com a op¢do multi-algoritmo,
ou seja, o KNITRO ird executar simultaneamente quatro métodos de otimizacido para
resolver o problema. Cada um deles foi criado para méxima eficiéncia e robustez. Juntos,
os quatro métodos fornecem um conjunto de maneiras diferentes de atacar o problema
buscando uma resposta factivel. Sao eles: Interior/Direct algorithm (algoritmo ponto
interior), Interior/CG algorithm (algoritmo de ponto interior do gradiente conjugado),
Active Set algorithm (algoritmo de conjunto ativo) e Sequential Quadratic Programming
(SOP) algorithm (Algoritmo de Programacdo Quadrética Sequencial).

4.1 Caso SISO - Modelo de um Motor CC

Consideramos o modelo de um motor CC controlado por corrente de armadura com
campo independente, conforme ilustrado na Figura[.1] utilizado no trabalho de (Dantas
et al. 2018).

Sua funcao de transferéncia é dada por:

(s) _ K,
(s)  (Js+B)(Ls+R)+K.Kp (4.1)

<

em que:

()(s) é a transformada de Laplace da velocidade angular do motor ®(z);
e V(s) é a transformada de Laplace da tensdo v(¢) aplicada na armadura;
* K, é a constante de torque;

* K, € a constante de velocidade;
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Figura 4.1: Motor CC com campo de enrolamento separado com corrente constante (iy).

Fonte: Adaptado (Dantas et al. 2018).

¢ J é o momento de inércia do rotor;

B é o coeficiente de atrito do rotor com seu mancal;
L é a indutancia da armadura;

¢ R ¢ aresisténcia da armadura.

Tabela 4.1: ParaAmetros do Motor.

R L K K, J B
0,1 Q | 0,005 H | 0,004 V.s/rad | 0,0036 N.m/A | 0,1 N.m? | 0,05 N.m.s/rad

Fonte: (Dantas et al. 2018).

Os parametros de um motor adequado para uso em carros elétricos sdo apresentados na
Tabelad.1] (Dantas et al. 2018), o que resulta na seguinte fungéo de transferéncia:

7,2

- 4.2
s2+20,5s5+ 10 4.2)

= G(s)

A velocidade angular do motor (saida do sistema) deve variar no intervalo 34,56
(rad/s) e a tensdo de armadura (sinal de controle do sistema) no intervalo de +48 V.
Com isso, tem-se um motor que permite 0 movimento em dois sentidos, com tensdes e
velocidades positivas e negativas consideradas nas restri¢des. Os testes foram executados
adotando-se para os fatores de ponderacdo os valores w; = wy = 1, W = 20 (restricdo na
referéncia) e n; = 10 (ndmero de linhas do poliedro invariante). O sistema foi discretizado
com periodo de amostragem 73 = 0,2s e um modelo de estado na forma candnica obser-
vavel foi obtido para compor o problema de otimizagdo. Com isso, obtemos a seguinte
representacao no espacgo de estado aumentado:
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ak+1] [0 —0,0166 0 0 07 [a[] [0,0151 0
xolk+1] 10,9233 00 0] [wnk| [0052 0
vik+1] | =10 —=0,2 1 0 0,2( | v[k] | + 0 |ukl+| 0 |rkf4.3)
plk+1] 5 20386 0 0 0| |pkl| [0,2608 0
wlk+1] 0 0 00 & | |wkK] 0 (1-29)
~ —~ N ~ S — ———— —_———
xk+1] A x[k] B E
x1[K]
e[k] 0 -1 0 0 17w
Vi [ =10 0 1 0 o] v 4.4)
—plk] 0 0 0 —1 0] |plk]
Y - wlk]
F[k] ¢
(k]

Ao longo dos testes, analisam-se variacdes nos limites das restricoes dos parame-
tros integral do erro (v[z]) e da derivada da saida (p|z]) conforme realizado por (Dantas
et al. 2018). Também houve variagdes nos limites das restrigdes em x;[k], x2[k] € wik]
para cada teste, contudo, tal informacdo foi suprimida. Note que, do ponto de vista do
problema de controle, ndo € necessdrio, em principio, impor restricdes na integral do
erro e na derivada da saida. No entanto, como ja notado por (Dantas et al. 2018), a im-
posicdo dessas restricoes tem implicagdes nos resultados do problema de otimizacdo e,
consequentemente, na sintonia do controlador, como serd mostrado a seguir.

4.1.1 Resultados caso SISO (Motor CC)

Teste 1: Efeito da alteracio dos limites de v[k]

Tabela 4.2: Variando os limites da integral do erro.

Simulagdes A Limites de (v[k]) | Limites de (p[k]) o K, K; K,
1 0,999 +34,56 +172,80 0,9049 | 17,8964 | 33,2020 | 1,3469
2 0,999 +172,80 +172,80 0,8987 | 21,4599 | 30,2540 | 0,4524
3 0,999 +1728 +172,80 0,8995 | 19,4126 | 28,3637 | 0,4863

Fonte: Préprio autor.

Os resultados obtidos nesse teste, mostrados na Tabela @] e na Figura indicam
um discreto efeito benéfico na resposta do sistema ao se restringir menos fortemente a
integral do erro. Isso fez com que o sinal de controle pudesse assumir valores mais altos
no transitério, levando a uma resposta mais rapida (menores valores do pardmetro & do
filtro de referéncia).
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Figura 4.2: Saidas (grafico a esquerda) e A¢des de Controle (gréfico a direita) do sistema
para condi¢des da Tabela

Velocidade (rad/s)
>

Simulagéo 1| |
— Simulagéo 2
Simulagéo 3 | |
Referéncia

10 12 14 16
Tempo (s)

20 0

Simulagao 1 |
s Simulagéo 2
Simulagéo 3 |

Saturagao

Fonte: Préprio autor.

Teste 2: Efeito da alteracdo dos limites de p|k]

Tabela 4.3: Variando os limites da derivada da saida.

Tempo (s)

12 14 16

18 20

Simulagdes A Limites de (v[k]) | Limites de (p[k]) o K, K; K,
1 0,999 +172,80 +17,28 0,9440 | 21,9600 | 54,1626 | 1,6718
2 0,999 +172,80 +172,80 0,8987 | 21,4599 | 30,2540 | 0,4524
3 0,999 +172,80 +1728,0 0,8985 | 21,1580 | 29,9743 | 0,4352

Fonte: Préprio autor.

A partir dos resultados expostos na Tabela [4.3|e nos graficos da Figura[4.3] verifica-
se que limites mais folgados na derivada da saida levaram também a uma resposta mais
rapida, refletida pela diminui¢ao do valor de o entre a Simulagio 1 e as seguintes. Verifica-
se também que o filtro de referéncia tem o efeito de suavizar a resposta, impedindo que
o sinal de controle atinja a saturac@o. Percebe-se também que o sistema ndo apresenta
reposta inversa, caracteristica de sistemas de fase ndo minima, como ocorreu em Dantas

etal. (2018).

Teste 3: Efeito da alteracdo dos limites de v[k] com —36V < u[k] <36V

Nesse teste, os limites da saturagdo sdo reduzidos. Verifica-se na Tabela [4.4] e na

Figura que com restricdes mais folgadas em v|z] o sinal de controle saturou, mas sem
alterar significativamente a resposta do sistema.
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Figura 4.3: Saidas (grafico a esquerda) e A¢des de Controle (grafico a direita) do sistema
para condi¢des da Tabela[d.3]

Velocidade (rad/s)
>

Referéncia

Simulagao 1 | 10
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Simulagao 3 | 5

8 10 12 14 16 18

Tempo (s)

Simulagao 1 | -f
Simulagéo 2
Simulagéo 3 | 4
Saturagao

20 0 2 4

Fonte: Préprio autor.

Tempo (s)

12 14 16

18 20

Tabela 4.4: Variando os limites da integral do erro com —36V < u[k] < 36V.

Simulagdes A Limites de (v[k]) | Limites de (p[k]) o K, K; K,
1 0,999 +34,56 +172,80 0,9093 | 17,3689 | 23,0154 | 1,0701
2 0,999 +172,80 +172,80 0,9066 | 19,0280 | 18,3082 | 0,3121
3 0,999 +1728 +172,80 0,9049 | 18,3544 | 19,1523 | 0.5009

Fonte: Préprio autor.

Figura 4.4: Saidas (grafico a esquerda) e A¢des de Controle (gréafico a direita) do sistema
para condigdes da Tabela[.4]
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3
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s Simulagéo 2

Simulagéo 1

Simulagao 3 | |
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" "

. . . . . .
2 4 6 8 10 12
Tempo (s)

Fonte: Préprio autor.
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Teste 4: Efeito da alteracio dos limites de p[k] com —36V < ulk] <36V

Tabela 4.5: Variando os limites da derivada da saida com —36V < u[k] < 36V.

Simulag¢des A Limites de (v[k]) | Limites de (p[k]) o K, K; K,
1 0,999 +172,80 +17,28 0,9461 | 18,0669 | 32,4118 | 1,2720
2 0,999 +172,80 +172,80 0,9080 | 21,3823 | 17,4071 | 0,1074
3 0,999 +172,80 +1728,0 0,0000 | 22,3779 | 10,9965 | -0,0269

Fonte: Préprio autor.

Figura 4.5: Saidas (grafico a esquerda) e A¢des de Controle (gréafico a direita) do sistema
para condi¢des da Tabela
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Fonte: Préprio autor.

Neste caso, pode ser visto na Tabela e nos gréficos da Figura que o limite
excessivamente folgado para a acdo derivativa resultou em um sinal de controle satu-
rado por um tempo excessivo, provocando o fendmeno conhecido como windup e um
overshoot muito grande na resposta. Mesmo assim, as restri¢des impostas para a varidvel
controlada ndo foram violadas.

Conclui-se, portanto, que a defini¢cdo das restricOes nas acoes integral e derivativa é
fundamental para a obtencdo de uma sintonia adequada. Ressalte-se, no entanto, que
mesmo nas situacdes em que a resposta ndo se mostrou adequada (com overshoot alto
ou tempo de assentamento execessivo), as restricdes na varidvel controlada foram sempre
respeitadas mesmo com a ocorréncia de saturagcdo no atuador, o que € garantido pela teoria
que suporta a técnica proposta.

4.2 Caso SISO - Modelo de primeira ordem instavel

Considere o seguinte sistema de 1¢ ordem instdvel representado pela funcdo de trans-
feréncia a seguir, conforme consta no caso B do trabalho de Martins et al. (2020):
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10
- 10s—1
Considere agora a representacdo em espago de estado desse sistema, com periodo de
amostragem Ty = 0, 3s:

H(s) 4.5)

x[k+1] = 1,0304x[k] +0,3045ulk]
ylk] = 1x[k]

Reescrevendo as equagdes anteriores na forma das Equacdes (3.11)) e (3.12)), obtemos:

(4.6)

x[k+1] 1,0304 0 0 O x[k] 0,3045 0
vik+1]| | 0,3 1 0 0,3 | v[k] 0 0
plk+11| = 01013 0 0 0 | |pil| T {10150 “EF| o |7
wik+1] 0 00 & | |wi] 0 1-9
4.7
e[k] 10 0 1 i{g
vik] =10 1 0 0 Dl
—plk] 0 0 -1 0 Wikl
Com o termo feedforward, a equacao de saida (4.7)) fica:
elk] -1 0 0 1| [x[k]
vik] | 10 1 0 Of |v[k]
—pld| "0 0 —1 0] |pik @9
wlk] 0 0 0 1| |wk]
Sujeito as seguintes restricdes de estado (sem e com termo feedforward):
—1,2 <x[k] < 1,2
—10<v[k] <1
—2<plk] <2 @9
—1,2<wlk] <1,2
Com limita¢do no sinal de referéncia e restri¢dao no sinal de controle dados por:
—1<rk] <1
_0,5<ulk] <0,5 (4.10)

Na execugdo dos testes, foi adotada uma referéncia maxima constante com valor 1 (con-
forme consta no trabalho de Martins et al. (2020)) implicando num valor de W = 1, além
dos valores de ponderagdo da fungdo objetivo dados por:

* sem termo feedforward: wiy = wy = 1 com nl = 6 (nimero de linhas do Poliedro).
e com termo feedforward: wy = 2,5 e wy = 10 com nl = 6.
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4.2.1 Resultados SISO caso B (Martins et al. 2020)

Tabela 4.6: Simulacdo com PI e PID (sem termo feedforward).

Tabela de parametros

) 8 K, K K; | FO
PID | 0,9999 | 0,9900 | 3,3388 | 1,4902 | 0,0883 | 1,6611
PI | 09999 | - |63705|1,5935| - |1,5935

Fonte: Préprio autor.

Figura 4.6: Saidas (grafico a esquerda) e A¢des de Controle (gréfico a direita) do sistema
com PI/PID para condi¢des da Tabela[4.6]

Saida do Sistema

Sinal de Controle

Emm———— 05
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081 03
07 0.2
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03 02

0.2 031

Saturago inferior
——Referéncia Saturagdo superior
Saida do sistema com PID | 0.4 Sinal de controle com PID |-
Saida do sistema com PI —Sinal de controle com PI

0.1 [

L L L L L L L 05
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Tempo (Segundos) Tempo (Segundos)

Fonte: Préprio autor.

Comparando os resultados obtidos no teste do PID com o PI, de acordo com a Tabela
H.6]e Figura[.6| nota-se que o sinal de controle gerado pelo PID possui amplitude menor
(longe da satura¢do) comparado ao PI (refletido através da maximizacdo de K; e pelo
filtro de referéncia que suaviza a resposta do PID), levando-o a ter uma resposta muito
mais lenta com um tempo de assentamento excessivo. Tal efeito se da devido a estrutura
utilizada no modelo do trabalho de Martins, que utiliza uma realimentac@o de saida com
a varidvel erro, sem a utilizagdo de um termo derivativo na realimentagdo. Na Figura
€ possivel verificar a trajetéria do vetor de estado no interior do Poliedro Invariante
formado.
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Figura 4.7: Tlustragdo da trajetéria do vetor de estado [x[k] p[k]]” no interior do Poliedro
Invariante para o caso B com 1 PID.

Poliedro Invariante para o caso B com 1 PID

z[k]

Fonte: Préprio autor.

Tabela 4.7: Simula¢do com PI e PID (com termo feedforward).

Tabela de parametros

A 5 K, K K, K, F.O
PID | 0,9999 | 0,6326 | 9,6389 | 2,6646 | -0,3857 | -9,2392 | 5,3349
Pl [0,9999 | - |63705] 1,5935 | - - 1,5935

Fonte: Préprio autor.
Figura 4.8: Saidas (grafico a esquerda) e A¢des de Controle (gréfico a direita) do sistema

com PI/PID para condi¢des da Tabela[d.7}
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0 I I I I I I I I 05 . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo (Segundos) Tempo (Segundos)

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.9: Tlustrago da trajetéria do vetor de estado [x[k] p[k]]” no interior do Poliedro
Invariante para o caso B com 1 PID e termo feedforward.

Poliedro Invariante para o caso B com 1 PID e termo feedfoward

05

0.5

4 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

10

Fonte: Préprio autor.

Com a inser¢do do termo feedforward e analisando os graficos da Figura [4.§] junta-
mente com os valores da Tabela percebe-se uma melhoria significativa na resposta
do PID. Apesar do sinal de controle ter aumentado um pouco mais sua amplitude, os pa-
rametros do controlador e do filtro de primeira ordem contribuiram para que o tempo de
subida do PID fosse menor igualando com o tempo de assentamento do PI. Conclui-se,
portanto, que a insercdo de um termo feedforward reduziu as dificuldades de se achar uma
boa sintonia para o controlador PID. A Figura [4.9]ilustra a trajetéria do vetor de estado
no interior do Poliedro Invariante formado considerando o termo feedforward.

4.3 Caso MIMO 2x2

O objeto de uso para a implementacdo do caso MIMO 2x2 serd um sistema sujeito a
restri¢des de estado e de entrada (Bemporad et al. 2002). Assim, considere a planta:

10 4 =5
y(t) = T00s 1 {_3 4 ] u(t) (4.11)

A entrada u(r) estd sujeita a restri¢do de saturagdo:

—1<u(t)<1,i=1,2. (4.12)

E os valores de referéncia serdo:

r=[r n)’ =[0,630,79]" (4.13)

O sistema representado pela Equacéo (#.11)) foi discretizado com periodo de amostragem
T; = 2s (Bemporad et al. 2002) obtendo-se a seguinte representacdo em espaco de estado:
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47

(4.14)

Tomando por base as Equacdes (3.50) e (3.51)), chegamos no seguinte modelo de espaco
de estado aumentado (sem e com termo feedforward, respectivamente):

xi[k+1] [ 0,9802 0 0000 0 0] [xk
xolk+1] 0 0,9802 0 0 0 0 0 O] |x4]
vilk+1] —~1,5842 1,982 1 0 0 0 2 0] vk
valk+1]| | 1,1880 —1,5842 0 1 0 0 0 2| |k
pilk+1]| ~ [—0,0078 0,0098 0 0 0 0 0 O] |pi[k]
palk+1] 0,0059 —0,0078 0 0 0 0 0 O] |pafk]
wi [k 1] 0 0 00008 0 ]|wlk
mlk+1]] | 0 0 0000 0 &] |[walk]
N ~~ - ~~ ———
Tmlk+1] A Xmlk]
(4.15)
[ 1 0 [0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 ul[k] 0 0 rl[k]
0,3961  —0,4950 [uz[k]]+ 0 0 [rz[k]}
—0,2970 0,3961 | ~—~— 0 0o |/
0 0 “f laZsy o | ™M
1
0 0 | 0 (1-&)
] o ENL
e1[k] —0,7921 0,9901 0 0 0 0 1 0] |x[4]
es [k] 0,5940 —0,7921 0 0 0 O O 1| |v[4]
wilk] | 0 0 10 0 0 0 0| |wnl[]
wlk | — 0 0 01 0 0 0 0| |pi]k (4.16)
—p1[k] 0 0 00 —1 0 0 0| |pk
;| | o 0 00 0 —1 0 0] |w[k
YI;[’H 8;1 ‘_Wz [_/k] -

=i
3
=
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[ ei[k] T [—0,7921 0,9901 0 0 0 0 1 0] [x[k]

es [k] 0,5940 —0,7921 0 0 0 0 O 1| |xk]

vi[k] 0 0 10 0 0 0 0f|[w[k

vk | 0 0 01 0 0 0 0|]|w @17
—pilk]| — 0 0 00 —1 0 0 0| [pi]K] '
—palk] 0 0 00 0 —1 0 0| |p2]k

wi [k] 0 0 00 0 0 1 0| |wlk

walk] || 0 0 00 0 0 0 1] |[wk]]
——- ~ ~~ 7 N——

Fnlk] Co Fon[ ]

Sujeito as seguintes restricdes de estado nos seguintes casos:

¢ Para o caso com 2 PID’s:

—1<yk] <1 =700 <vi[k] <700 —700 < pi[k] <700 —1<w[k] <1
—1<yk] <1 =700 <wlk] <700 —700 < pr[k] <700 —1<wylk] <1
(4.18)
¢ Para o caso com 4 PID’s:

—1<y[k] <1 —90<vi[k] <90 —90< pik] <90 —1<wk] <1

—1<ymk] <1 =90<wk <90 —90<pylk] <90 —1<wplk] <1 4.19)

» Paraocaso 1 (—1 <uik] <1;-0,75 <uplk] < 0,75) com 4 PID’s e termo feed-
forward:

—1<yk] <1 —70< K] <70 —T0< pilk] <70 —1 < wk

|<1 (4.20)
1<k <1l —T0< k] <70 —T0< polk] <70 —1<wykl]<1 *

* Paraocaso2 (—1 <ujk] <1; —1 <up[k] < 1) com4 PID’s e termo feedforward:

—1<yK] <1 —80<w[k] <80 —80<pik] <80 —1<wi[k<1

Na execugdo de cada teste foram adotados também os seguintes valores:

* Para o caso com 2 PID’s: W =W, = 0,8 e os pesos da funcio objetivo dados por
w1 =wy =8e w3 =wyq =ws5=wg=0comn/ =10 (nimero de linhas do Poliedro).

* Para o caso com 4 PID’s: W; = W, = 0,8 e os pesos da funcio objetivo dados por
wi=wr=2ew3=wq4=ws5=wg=0comnl=10.

* Paraocaso 1 (—1 <uj[k] <1; —0,75 < up[k] <0,75) com 4 PID’s e termo feed-
forward: Wy = W, = 0,8 e os pesos da funcdo objetivo dados por wy =wp =0,5¢
w3 =wgq = w5 = wg = 0 com nl = 10.
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e Paraocaso?2 (—1 <uk] <1; —1<ulk] < 1) com 4 PID’s e termo feedforward:
Wi, =W, =0,8 e os pesos da funcdo objetivo dados por wy =wy =1lew3 =wy =

ws = wg = 0 com nl = 10.
Com isso, avalia-se a sintonia em relagdo aos ganhos dos controladores quando eles
estdo centralizados (matriz de ganho K,, completa) e descentralizados (matriz de ganho
K,, incompleta). O caso centralizado é quando todas as interacdes entrada-saida sdo leva-

das em consideragdo. Ja o caso descentralizado, considera-se que os pares entrada-saida
sdo desacoplados.

4.3.1 Resultados caso MIMO 2x2

Tabela 4.8: Simulacdes com 2 e 4 PID’s.

TABELA DE PARAMETROS
A O ) F.O
2 PID’s | 0,9999 | 0,0000015 | 0,0000016 | 2,4531.107
4 PID’s | 0.9999 | 0,9695041 | 0,0000006 1,9390
KPl 1 KPlz KP21 szz
2 PID’s | 0,3465 0,0000 0,0000 0,0138
4 PID’s | 0,9997 0,5463 0,0793 0,4371
Kiy, Kii, K, Kiy,
2 PID’s | 0,0034 0,0000 0,0000 0,0001
4 PID’s | 1,0042 0,0054 0,7355 0,0043
Ka,, Ka,, Kay, Kay
2 PID’s | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
4 PID’s | -0,0819 -0,0910 -0,0654 -0,0727

Fonte: Préprio autor.

A partir dos resultados expostos na Tabela[4.8|e dos graficos das Figuras d.10[e i.11]
verifica-se que, no caso descentralizado (com 2 PID’s), assim como visto no caso SISO
com 1 PID (sem termo feedforward), temos uma resposta com tempo de assentamento
muito grande com um sinal de controle de amplitude pequena. Por outro lado, no caso
centralizado (com 4 PID’s), percebe-se uma melhora significativa na resposta, uma vez
que temos um sinal de controle maior no transitério, refletindo diretamente no tempo de
assentamento. E possivel verificar também, no caso com 2 PID’s, que uma das respostas
inicia de forma inversa, caracterizando sistemas de fase nao minima. Além disso, pode-se
dizer também que, com 4 PID’s, foi possivel folgar mais os pardmetros de v[k] e p[k] com o
objetivo de melhorar o maximo possivel a dindmica do sistema. No trabalho de Bemporad
et al. (2002) utilizou-se a técnica MPC (Controle por Modelo Preditivo) para encontrar
a sintonia dos controladores. Assim, a técnica proposta neste trabalho forneceu uma
resposta bem préxima da técnica MPC utilizada por Bemporad et al. (2002). Na Figura
4.12]¢ possivel notar a trajetéria do vetor de estado no interior do Poliedro Invariante para
4 PID’s.



50 CAPITULO 4. EXEMPLOS NUMERICOS

Figura 4.10: Saidas (gréfico a esquerda) e A¢des de Controle (grafico a direita) do sistema
com 2 PID’s para condi¢des da Tabela [.8]
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0.9
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Fonte: Préprio autor.

Figura 4.11: Saidas (gréfico a esquerda) e A¢des de Controle (grafico a direita) do sistema
com 4 PID’s para condi¢des da Tabela [+.8]
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Fonte: Préprio autor.
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T

Figura 4.12: Tlustrac@o da trajetéria do vetor de estado [x(¢) x2(z)]" no interior do Polie-

dro Invariante para o caso com 4 PID’s.

Poliedro Invariante para o caso com 4 PIDs

20—

40 30 20 -10 0 10 20 30 40

Fonte: Préprio autor.

4.3.2 Resultados com o termo feedforward

Caso 1 (—1 <u[k] <1; —0,75 <up[k] <0,75)

Tabela 4.9: Simulacgdo (para o caso 1) com 4 PID’s e termo feedforward.

TABELA DE PARAMETROS
A o1 o F.O
0,9999 0,0000000 | 0,0000000 | 6,1453. 1010
KPI 1 KPlz KP21 KP22
19,0458 23,6481 12,6832 16,9098
Kin Kilz Kizl Kizz
0,2398 0,2519 0,1595 0,1812
Kq 11 Kq 12 Kdzl Kdzz
-0,0002 -0,0021 -0,0003 -0.0042
Ky, Ky, Ky, Ky,
-18,5351 -23,1106 -12,3009 -16,4775

Fonte: Préprio autor.

Neste primeiro teste com termo feedforward para 4 PID’s, analisando a Tabela 4.9
e os graficos da Figura [4.13| percebe-se uma discreta inversdo de uma das respostas ca-
racterizando, novamente, sistemas de fase ndo minima. Além disso, verifica-se também
que, restringindo os limites de v[k] e p[k], resulta-se num sinal de controle saturado das
duas entradas. Contudo, assim como no caso SISO no motor CC, as restri¢des nao foram
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Figura 4.13: Saidas (gréfico a esquerda) e A¢des de Controle (grafico a direita) do sistema
com 4 PID’s e termo feedforward para condi¢des da Tabela[d.9]
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Fonte: Préprio autor.

T

Figura 4.14: Tlustrac@o da trajetéria do vetor de estado [x1(¢) x2(z)]" no interior do Polie-

dro Invariante para o caso 1 com 4 PID’s e termo feedforward.

Poliedro Invariante para o caso 1 com 4 PIDs e termo feedfoward

2(t]

Fonte: Préprio autor.
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violadas. A Figura[4.14]ilustra o Poliedro Invariante com a trajetdria do vetor de estado
para o caso 1 em questdo.

Caso2 (—1<u[k] <1; —1<uwfk] <1)

Tabela 4.10: Simulag¢ao (para o caso 2) com 4 PID’s e termo feedforward.

TABELA DE PARAMETROS

A 31 S, F.O
0,9999 | 0,0000000 | 0,0000000 | 8,4528.10 10
KPI 1 KPlZ KPZI KPZZ
19,7160 | 24,6077 14,7288 19,6738

Kin Kilz Kizl Kizz
0,2211 0,2754 0,1649 0,22037

K 11 Ky 12 Kdzl Kdzz
-0,0001 | -0,0001 -0,0001 -0,0001

K”ll K’"lz K”Zl K”22
-19.2633 | -24,0429 | -14,3899 -19,2216

Fonte: Préprio autor.

Figura 4.15: Saidas (gréfico a esquerda) e A¢des de Controle (grafico a direita) do sistema
com 4 PID’s e termo feedforward para condi¢des da Tabela[d.10}

Saida do Sistema

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tempo (Segundos) Tempo (Segundos)

Fonte: Préprio autor.

Por fim, pelos resultados obtidos na Tabela[4.10]e nos graficos da Figura[4.15] percebe-
se que o sinal de controle de uma das entradas chega a saturac@o passando um certo tempo
e as respostas um pouco mais lentas comparado ao caso 1 anterior. Contudo, € importante
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Figura 4.16: Tlustragdo da trajetéria do vetor de estado [x1 () x2(¢)]” no interior do Polie-
dro Invariante para o caso 2 com 4 PID’s e termo feedforward.

Poliedro Invariante para o caso 2 com 4 PIDs e termo feedfoward

z[t]

Fonte: Préprio autor.

ressaltar que nenhuma das respostas sofreram inversao. Na Figura[4.16| observa-se a tra-
jetdria do vetor de estado no interior do Poliedro Invariante para o caso 2 em questao.

Conclui-se, entdo, que os ajustes realizados nas restri¢des associadas a x[k| e p[k],
além da inserc¢do do termo feedforward, foram de fundamental importancia para definir
uma sintonia adequada nos casos apresentados. A técnica produziu uma melhor resposta
possivel se aproximando dos resultados obtidos através da técnica MPC utilizada no tra-
balho de Bemporad et al. (2002). Assim, como no caso SISO, as restricdes na varidvel
controlada foram respeitadas mesmo com a saturacio do atuador.

4.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo foi apresentada a aplicac@o da estratégia de otimizacao para os casos
SISO e MIMO a partir de exemplos numéricos. Em cada caso, foi possivel constatar como
a dindmica do sistema muda consideravelmente ao ajustarmos os valores de restricdes
relativos as varidveis de estado x[k], integral do erro v[k] e derivada da saida p[k]. Além
disso, foi possivel constatar que variando os limites de u[k], o sistema tende a chegar no
limite da saturagdo. No caso do motor CC, também contatou-se que quando o sinal de
controle chegou no nivel da satura¢do, o sinal sofreu overshoot caracterizando o efeito do
windup. No caso MIMO 2x2, deve-se ressaltar a importancia do termo feedforward na
melhora da resposta do sistema, considerando o caso centralizado do controlador.
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Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um método de sintonia de controladores PID multiva-
ridveis baseado em otimizagdo para sistemas lineares de tempo discreto sob restri¢des nas
varidveis de saida e saturacdo dos atuadores. A partir de um modelo de estado do sistema
com controlador e da modelagem politdpica da saturacdo, foram derivadas condi¢des para
que um poliedro contido no conjunto de restricdes seja positivamente invariante em re-
lagdo ao sistema em malha fechada. Tais condi¢des foram usadas na formulacdo de um
problema de otimiza¢@o nao-linear cuja solugdo fornece os ganhos do controlador € um
poliedro invariante que garante o respeito as restricdes. O uso do filtro para a referéncia
permite a obtencdo de poliedros maiores junto com a otimiza¢do do tempo de resposta do
sistema. A técnica proposta foi ilustrada por meio de simulagdes numéricas em cima de
andlises comparativas a partir de modelos SISO e MIMO 2x2.

No primeiro caso SISO, foi usado o modelo de um motor CC utilizado no trabalho de
Dantas et al. (2018) onde analisou-se a relacao entre pardmetros do problema de otimi-
zacdo e o desempenho dos controladores projetados. Verificou-se também que um ajuste
adequado dos pardmetros possibilitou obter uma sintonia que respeitasse as restri¢des,
além do compromisso entre uma resposta rdpida e um conjunto de condicdes iniciais
admissiveis de tamanho aceitdvel. Tal resultado rendeu a publicagdo de um artigo no
Congresso Nacional de Engenharia Mecanica (CONEM 2022), além da apresentagdao do
mesmo de forma presencial em Teresina - PI.

Tendo em vista que este trabalho aqui realizado foi inspirado no controlador PI de
Martins et al. (2020), o segundo caso SISO teve por objetivo comparar os resultados
obtidos tanto com o PI, quanto com o PID projetado. Assim, percebe-se o quanto a
resposta do sistema melhorou significativamente ao se acrescentar o termo feedforward,
conforme proposto em dos Santos et al. (2021). Isso significa que este termo, além de
atenuar as dificuldades de se achar solucdo quando aumentamos os limites da varidvel
wlk], ele age com o objetivo de deixar a resposta mais rapida.

Por fim, como ja mencionado ao longo do texto, por questdes de facilidade, foi esco-
lhido o caso MIMO 2x2 para a aplicacao da estratégia de otimizacao. A técnica pode ser
facilmente estendida para o caso mxm seguindo a mesma ideia apresentada nos capitulos
2 e 3. A partir das simulacOes e andlises apresentadas, constata-se que a medida que se
trabalha com sistemas de mais de uma varidvel, a resposta do sistema € mais adequada
quando se trabalha com o caso do PID centralizado (acoplado) comparado ao descentra-
lizado (desacoplado). Contudo, ao mesmo tempo, o termo feedforward também acaba



56 CAPITULO 5. CONCLUSAO

sendo importante para que se possa atingir ganhos que tornem a resposta mais rapida,
como aconteceu no caso SISO de Martins et al. (2020) com o PID projetado. Com isso,
mesmo os sinais atingindo a saturacdo em alguns casos, assim como no SISO, as restri-
¢oes foram respeitadas. Portanto, fica explicita a importancia da contribuicao deste traba-
lho para o processo de sintonia de controladores PID aplicados a sistemas multivaridveis
sob restri¢des baseado em otimizacao tornando possivel uma nova abordagem.

Em trabalhos futuros, pretende-se propor uma técnica que possibilite fazer o ajuste
automatico de alguns parametros, bem como estender a aplicacdo a projetos de contro-
ladores PID para sistemas nao-lineares representados por modelos Fuzzy Takagi-Sugeno
(Dérea et al. 2020) e também estudar uma forma de aproveitar solugdes, encontradas
pelo solver KNITRO (em problemas jé resolvidos), como valor inicial facilitador para o
algoritmo de busca.
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Apéndice A

Esquematicos criados no simulink

A.1 Estrutura MIMO 2x2 com 2 controladores PID

Figura A.1: Esquematico 1
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A.2 Estrutura MIMO 2x2 com 4 controladores PID

Figura A.2: Esquematico 2
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A.3 Estrutura MIMO 2x2 com 4 controladores PID e termo
feedfoward

Figura A.3: Esquematico 3
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