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RESUMO

A rotina de desdobramento (unfolding) de distribui¢des de intercepto linear e de
area de seg¢do foi implementada para grios de formato esférico. Apesar da rotina de
unfolding ser fortemente dependente do formato do gréo, estruturas que possuam graos
com formatos esferoidais podem ser tratadas com esta rotina. Mesmo estruturas com graos
de formatos ndo esferoidais podem ser tratadas por aproximagdo. Um programa com duas
partes foi desenvolvido. Primeira parte determina a tabela de probabilidades. A segunda
utiliza esta tabela e aplica 0 método de minimiza¢@o do chi-quadrado. Os resultados sdo
dados em qualquer niimero de classes de tamanho de grdo requerido pelo usuério. A tabela
de probabilidade foi determinada a partir de distribui¢des de intercepto linear e de area de
secdo geradas por simula¢do computacional. Por meio de ajustes de curvas de distribuicéo,
tabelas de probabilidades para esferas de qualquer tamanho podem ser determinadas. Dois
tipos de testes foram executados para verificar a eficiéncia do método. Os testes teoricos
representam situagdes ideais. O programa conseguiu reproduzir com exatiddo as
distribui¢des de tamanho de grao sugeridas. Os testes simulados consistem em simular em
computador distribuigdes de tamanho de grios e executar todo o procedimento
metalografico usual. Este tipo de teste € mais proximo da situago real. Os resultados deste
tipo de teste mostram que a rotina de medi¢do estereoldgica introduz desvios estatisticos,
afastando o resultado encontrado do valor real. Contudo, a rotina de unfolding funciona
perfeitamente para a distribuicdo de intercepto linear. No caso de unfolding de area de
secdo, a minimizagdo do chi-quadrado pelo método matricial gera matrizes ndo inversiveis

e ndo pode ser aplicada. Outro método de minimizag@o deve ser buscado.

Palavras-chave: esferas, estereologia, grio, minimiza¢do do chi-quadrado, simulagio,

unfolding.



ABSTRACT

Na unfolding method of linear intercept distributions and secction area distribution
was implemented for structures with spherical grains. Although the unfolding routine
depends on the grain shape, structures with spheroidal grains can also be treated by this
routine. Grains of non-spheroidal shape can be treated only as approximation. A software
was developed with two parts. The first part calculates the probability matrix. The second
part uses this matrix and minimizes the chi-square. The results are presented with any
number of size classes as required. The probability matrix was determined by means of the
linear intercept and section area distributions created by computer simulation. Using curve
fittings the probability matrix for spheres of any sizes could be determined. Two kinds of
tests were carried out to prove the efficiency of the technique. The theoretical tests
represent ideal cases. The software was able to exactly find the proposed grain size
distribution. In the second test, a structure was simulated in computer and images of its
slices were used to produce the corresponding linear intercept the section area
distributions. These distributions were then unfolded. This test simulates better reality. The
results show deviations from the real size distribution. This deviations are caused by
statistic fluctuation. The unfolding of the linear intercept distribution works perfectly, but
the unfolding of section area distribution does not work due to a failure in the chi-square
minimization. The minimization method uses a matrix inversion routine. The matrix

generated by this procedure cannot be inverted. Other minimization method must be used.

Key words: spheres, stereology, grains, minimizes the chi-square, simulation, unfolding.



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1.(a)Estrutura tridimensional sendo secionada e (b) visualizagao dos
diferentes elementos estruturais em um plano de corte.(Russ e
Dehoff, 1999). .. 04
Figura 2.2.(a) sistema monodisperso, (b) sistema polidisperso e (c) sistema
multidisperso (Sahagian e Proussevitch, 1998). .......cccocovevviveienerciieiee 04
Figura 2.3.Plano de corte de uma estrutura de metal duro WC-Co destacando
elementos mensuraveis: (a) intercepto linear da fase WC; (b) caminho
livre da fase matriz; (c) contato entre grdos WC; (d) area de se¢éo de
grio de WC. Adaptado de Andrén (2001). ....occvveevenreienienienienieeeeeeee e 05
Figura 2.4.Diagramas esquematicos dos varios estagios na solidificagio de um
material policristalino; os reticulos quadrados representam células
unitarias. (a) Pequenos nucleos de cristalizagdo (cristalitos).
(b) Crescimento dos cristalitos; a obstruc@o de alguns grios que sdo
adjacentes uns aos outros também ¢ mostrada. (c) Ao se completar a
solidificagdo, ocorreu a formagdo de graos que possuem formatos
irregulares. (d) A estrutura de graos como ela apareceria em um
microscopio; as linhas escuras sdo os contornos dos grios.
(Adaptado de W. Rosenhain, An Introduction to the Study of Physical
Metallurgy, 2™ edition, Cosntable & Company Ltd., London, 1915.) ...... 06
Figura 2.5.Distribuicdo linear de interceptos(linha tracejada) e os resultados

tridimensional da distribuicdo de tamanho dos grdos de TiC (linha

continua). Han € Kim (1998).......ccccooviiiiiiiieceeeee e 12
Figura 2.6.Software de simulagao estatica de Zeferino. Zeferino (2006) .................... 13
Figura 2.7.Software de simula¢do dindmico de Zeferino. Zeferino (2000) ................. 13

Figura 3.1.Simulagio de intercepto de comprimento para esferas de

didmetro unitario (simulador estatico de Zeferino2006). ........................ 27
Figura 3.2.Grafico da distribuicdo e respectivo grafico de ajuste para esfera

usando interceptos de COMPIIMENLO .......ecvveveerieriereerieereereereeieeeresenenens 28
Figura 3.3.Simulagfo de intercepto de area para esferas de didmetro unitario

(simulador estatico de Zeferino). ......ccccevveeveeeiieciieiieriere e 29
Figura 3.4.Grafico da distribuicio e respectivo grafico de ajuste para esfera

usando INterceptos de Ar€a. ........ceeveeveeieeieeie ettt 30



Figura 3.5.Tabela de probabilidades para a esfera com interceptos de

comprimento pelo software de unfolding implementado. ....................... 33
Figura 3.6.Tabela de probabilidades para a esfera usando interceptos de

area pelo software de unfolding implementado. ..........cccooeeeiieinieninnne. 34
Figura 3.7.Unfolding para a esfera com interceptos de comprimento

desenvolvida pelo software de unfolding implementado. .............co........ 35
Figura 3.8.Caixa contendo grios previamente definidos pelo software de

simulag@o dindmica de Zeferino. ..........cccceevvveciiiiciiencieecee e 36
Figura 3.9.Exemplo de linhas de teste e saida dos valores numéricos

determinados para interceptos pelo software de simulagéo

dindmica de Zeferino. ........cceoeeirnierientine et ettt e e e 37
Figura 4.1.Grafico comparativo entre o nimero de gréos por unidade de

volume (Ny)j tedrico e nimero de graos por unidade de volume

(Nv)j usando o programa Unfolding. Distribui¢do de tamanho de

GIAO CONSLANLE. 1.ruvieiieerieeerieeetieiteeeteetesseeeeteeesaeseseeesseeseaessaeesneen seeeennas 40
Figura 4.2.Comparativo entre o numero de gréos por unidade de volume

(Ny)j tedrico e nimero de graos por unidade de volume (Nv)j

usando o programa Unfolding. Distribui¢do de tamanho de gréo

CTESCEIMEE. ..oviiiiiiitieiieiiiet sttt ettt et e e sree e ea e s s e s s s 40
Figura 4.3.Comparativo entre o numero de graos por unidade de volume

(Nv)i tedrico e nimero de graos por unidade de volume (Ny)i

usando o programa Unfolding. Distribuicdo de tamanho de

graos normal Ou GAUSSIANGA. ...ccceeiiiriirienieeie et 41
Figura 4.4.Comparativo entre o numero de graos por unidade de volume

(Nv)j Simulado e niimero de grios por unidade de volume (Nv)j,

para 5 classes de tamanho, para esferas usando interceptos de

COMPIIMEIIEO. ©.vvvierierireerieeertieetteeteesteesaeseseaesseeesnses sraesssesesssessssasssenssseenns 42
Figura 4.5.Comparativo entre o numero de graos por unidade de volume

(Ny)j Simulado e niimero de grios por unidade de volume (Ny)j,

para 10 classes de tamanho, para esferas usando interceptos de

COMPIIMEIILO. .vrevvererererereeesrerrersreseessersseseessesaeseessassesssesssesssesssessenssessses 43
Figura 4.6.Comparativo entre o numero de graos por unidade de volume

(Ny)j tedrico e numero de graos por unidade de volume (Ny)j para



esferas usando interceptos de Area. ..........ccocceveverieiieiienienieene e 44
Figura 4.7.Unfolding para esferas usando interceptos de area sendo cinco

classes de tamanho pelo software de unfolding. .........ccccoevveverveinnnns 45
Figura 4.8.Matriz A como uma composi¢do de P; ; .Fj. .......................................... 45

Figura 4.9.Matriz de probabilidades para esferas usando interceptos de area. ...... 46



LISTA DE TABELAS

Tabela 3.1.Tabela com fator de conversio para esfera quando usamos interceptos

4 (< ST 31
Tabela 4.1.Comparagéo de (NV);j teoricos(distribuigdo constante) com (NV);j

UNTOLIAING. -.oneeiitieiieene et s 38
Tabela 4.2.Comparagdo de (NV)j teoricos (distribuicdo crescente) com (NV);j

UNFOIAING. .ovviievieiiieiie ettt eene 39
Tabela 4.3.Comparagéo de (NV)j teoricos (distribui¢io normal) com (NV)j

L0555 20) 1a B0 V=TSRRI 39
Tabela 4.4.Comparagdo de (NV)j simulado com (NV)j unfolding, para 5 classes

de tamanho usando interceptos de COMPrimMento............cceeceevueruereenueennens 41
Tabela 4.5.Comparagdo de (NV)j simulado com (NV)j unfolding, para 10 classes

de tamanho usando interceptos de COMPrimento. ..........c.oceveverrercrerererunnes 42
Tabela 4.6.Comparagéo de (NV)j tedrico com (NV)j unfolding, para?2 classes de

Tamanho usando interceptos de area de S€CA0 ..ovvvvveeeieereeenieeeieereeeenn 44



SUMARIO

LO.INtroducao ......oooiiiiiiii i et e e e e e
2.0. Revisdo da bibliografia ....................... i
2.1 INEEOAUGAD ..ttt et et et e et et st be et e ean e erae e
2.2, ESTIUTUTA OPACAS ..vveeeeviieeiieientieee ettt e ette e ettte ettt eesieeesnsbaesssseeensseseasnseesesseeesnnnens
2.3 GTAOS e ettt e ettt et ettt et et et s e e s h et et er e st ne e
2.4. Tamanho de grio equivalente e distribuicdo de tamanho de grio ....................
2.5, EStEIEOLOZIA ....veeiviiiiiiecie et ettt sttt ettt et e e ere e eab e eb e aae e e enns
B T U 31 0 U =SSR
2.6.1. Procedimento de unfolding a partir de contagem de gréos em linhas

8 TESER ettt ettt ettt et et et st ehte bt bt et st e st e e e s

2.6.2. Procedimento de unfolding a partir de contagem de grdos em planos

2.7. Distribuigdo de probabilidades .............ccceeuiiieriiniirie e
2.8. Minimizagao do chi-quadrado ..........cccceieiieriieiiin et e
3.0. Metodologia ........ ..o e
3.1 INEFOAUGHOD ..ot ettt et sb e ettt ae et e et saeae et beeenre e
3.2. Determinac¢do da distribuicdo de probabilidades para intercepto linear de

ESTRTAS. ...ttt ettt et e e et eae e en et et e s
3.3. Determinagdo da distribui¢do de probabilidades para intercepto interceptos

de area de SecA0 de €STRIAS. .....ovvviieiie i e e
3.4. Implementagdo de software para determinagdo de tabelas de probabilidades .....
3.5. Implementagéo de software de unfolding ...........ccoeovevieiiiiiiiiiinieniece e
3.6. Teste do programa de unfolding usando distribuigdes teoricas de intercepto

linear € de Area de SECAOD .....oooviieeiiiceiie e e
3.7. Teste do programa de unfolding usando distribui¢cdes simuladas de

Intercepto linear € de 4rea de SECAO ....ovvvieuiieiiiecie ittt e s
4.0. Resultados e DiSCuSSA0 ...........oooiuiiiiiiii i
R 413 oY L1 o TS T PSP SPTUSTUUSURRUPIN
4.2. Resultado de unfolding de distribui¢do de intercepto linear teérico ...................

4.3. Resultado de unfolding de distribui¢do de intercepto linear simulado ................



4.4. Unfolding de distribuico de area de SEA0 ......ceeovervueerieeiieeie e 44
5.0.Conclusdes € SUGESLOES ............c.evvrivieriieeeieeeeeeniieenie e eveesreesneenneennees. 47
6.0.Refer€ncias ...........occoooeveiiiiiii e, 48
TOAPCIAICE ...ttt sttt ettt see e nee s 50
7.1.Programa responsédvel por gerar as tabelas de probabilidades para

intercepto de COMPIIMENLO ......ecvivvirriririieeiesieeieereereeereeeres sresseeseeseesseeseeas 50
7.2.Programa responsavel por gerar as tabelas de probabilidades para

interceptos de Area de SECAD .....uveervieecieireieriieereeie e eee et e et e te e ene e 51
7.3.Programa responsavel por gerar os resultados do unfolding para

interceptos de COMPIIMENLO .......ovueeviriieiiiriiete st erteeee et e seete e e seeebeebeneeens 56



1. INTRODUCAO

O tamanho de grio ¢ um dos fatores que tém influéncia sobre as propriedades
mecénicas, como resisténcia mecédnica e tenacidade a fratura; o tamanho do grio ¢
largamente utilizado no monitoramento da qualidade de produtos durante os processos de
fabricagéo.

A caracterizagdo de microestrutura é de importancia fundamental em Ciéncia e
Engenharia de Materiais. Uma maneira de se realizar essa caracterizagdo ¢ através de
imagens obtidas por técnicas de microscopia. Uma dificuldade na caracterizag@o de tais
imagens € o fato de que estas sdo bidimensionais, enquanto que as estruturas que elas
representam sdo tridimensionais.

Para resolver essa dificuldade surge a estereologia com procedimentos que
permitem tirar resultados sobre pardmetros estruturais tridimensionais (3D) a partir de
medidas e observagdes realizadas em imagens planares (2D).

A estereologia ¢ um conjunto de procedimentos baseados em geometria e
probabilidades que a partir de medi¢des ou contagem de elementos de uma imagem plana,
transforma as imagens bidimensionais em informag¢des sobre as caracteristicas da estrutura
original tridimensional.

Este trabalho implementa uma rotina de unfolding que determinara a distribuicdo
de tamanho de esferas a partir de distribuigdes de interceptos lineares e de area de se¢do de
grdos geradas por estruturas de grdos esféricos. Esta rotina podera ser empregada em
estruturas compositas cujos graos da fase dispersa sejam esferoidais.

Resultados produzidos por um programa desenvolvido por Zeferino (2006) que
simula estruturas com grios perfeitamente esféricos serdo utilizados para determinar a
eficiéncia do método de unfolding.

O presente trabalho apresenta, além desta introducdo, o capitulo 2 que traz uma
revisdo da literatura, tratando de assuntos diretamente relacionados ao trabalho, onde se
fala sobre as estruturas opacas, grios, minimiza¢do do qui-quadrado, unfolding e
estereologia. O capitulo 3 descreve o método utilizado para executar o trabalho que inicia
com a determinagdo do intercepto maximo tedrico, faz uso das relagdes para corpos
convexos, das distribuicdes de probabilidades e dos procedimentos de unfolding. O

capitulo 4 apresenta e discute os resultados encontrados com o programa de unfolding



implementado. O capitulo 5 apresenta as conclusdes do trabalho desenvolvido. E ao final,
sdo apresentadas as referencias bibliograficas empregadas e o Apéndice que apresenta o

cddigo fonte do programa de implementacdo de unfolding desenvolvido para este trabalho.



2.REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1.Introducéo

A distribuicdo de tamanhos de grios em microestruturas de materiais afeta a
maioria das propriedades de interesse tecnologico, tais como propriedades mecanicas
relacionadas a resisténcia mecédnica e tenacidade a fratura. Dentre as técnicas mais
utilizadas para determinagdo do tamanho de grio estd a de ensaio metalografico de
amostras, que consiste nas etapas de corte, lixamento, polimento, ataque quimico e
observagdo ao microscépio.

As medigdes de pardmetros estruturais podem ser feitas com uso de cortes
transversais dessa estrutura. Estes cortes produzem secdes da estrutura. As informagdes
contidas nessas se¢des devem ser interpretadas para se extrair pardmetros da estrutura 3D.

Este trabalho aborda o caso especifico da rotina de unfolding (desdobramento de tamanho

de grao). Neste caso, assuntos relacionados a esse procedimento serdo apresentados.

2.2. Estruturas opacas

As estruturas sdo geralmente tridimensionais, opacas ou semitransparentes e
microscopicas. Isto representa uma enorme dificuldade de observagcdo. No caso de
estruturas opacas, as estruturas devem ser observadas com uso de se¢des de corte ou por
reconstrugdo a partir de fatias finas.

O método de segdes de corte consiste em secionar a estrutura e prepara-la
adequadamente para observagdo por microscopio. Nesse caso o que se vé € um plano de
corte da estrutura, uma imagem bidimensional dos elementos tridimensionais reais da
estrutura. O método da reconstrugéio a partir de fatias consiste em fatiar finamente a
estrutura e, observando os detalhes bidimensionais de cada lado da fatia, faz-se a
reconstrucgdo tridimensional (Roebuck ¢ McCormick, 1998).

Uma estrutura qualquer € formada por elementos que podem ser classificados como
volumosos, superficiais, lineares ou puntiformes. Quando a estrutura é secionada, os
elementos volumosos aparecem no plano de corte como uma area bidimensional. Os
elementos superficiais aparecem como uma linha. Os elementos lineares surgem como
pontos e os puntiformes aparecem somente se estiverem na regido secionada. A dimens&o

das imagens dos elementos no plano de corte ¢ sempre uma unidade inferior a dimensao



real do elemento estrutural. A Figura 2.1 ilustra uma estrutura hipotética contendo os

elementos estruturais fundamentais, vistos a partir de um plano de corte.

(a)

(b)

Figura 2.1. (a)Estrutura tridimensional sendo secionada e (b) visualizagdo dos diferentes elementos
estruturais em um plano de corte.(Russ e Dehoff, 1999)

Estruturas compdsitas com graos convexos podem ser classificadas em sistema
monodisperso que sdo estruturas constituidas de particulas de mesma forma e mesmo
tamanho; sistemas polidisperso constituido de particulas com mesma forma, mas de
tamanhos diferentes e sistemas multidispersos que sdo formados por particulas que t€m a

forma e tamanhos diferentes. A figura 2.2 ilustra a classificagdo de graos convexos.

(@) (b)

Figura 2.2. (a) sistema monodisperso, (b) sistema polidisperso e (c) sistema multidisperso (Sahagian e

Proussevitch, 1998).

As medidas de microscopia quantitativa feitas em planos de corte envolvem a
identificagdo de pardmetros que podem caracterizar a estrutura tridimensional.

A figura 2.3 ilustra um plano de corte de estrutura de metal duro WC - Co
relacionando alguns de seus elementos mensuraveis, tais como intercepto linear, que

representa o comprimento de elementos lineares; caminho livre da fase matriz (este é o



comprimento da intersecdo entre a linha teste e a fase matriz); contato entre grios, este
ultimo esta relacionado a conexfo entre grdos de mesma fase, podendo ser caracterizada
através de parametros estruturais denominados contiguidade e estd relacionada a
propriedades dos materiais, como condutividade elétrica ou resisténcia a propagagdo de
trincas, por fim, a area de segdo de grios que representa a area de elementos superficiais. O
intercepto linear do grio de WC ¢ o segmento formado pela interse¢do da linha tragada
sobre a superficie do plano e a se¢do do grdo de WC. O livre caminho da fase matriz ¢ a
intersecdo entre esta linha e a fase matriz. A area da secdo de cada grao de WC seccionado

¢ outro parametro Util e que sera utilizado neste trabalho.

Figura 2.3. Plano de corte de uma estrutura de metal duro WC-Co destacando elementos mensuraveis: (a)
intercepto linear da fase WC; (b) caminho livre da fase matriz; (c) contato entre grdos WC; (d) area de
secdo de grao de WC. Adaptado de Andrén (2001).

2.3. Graos

Grao é um cristal individual em um metal ou em uma ceramica policristalinos
(Callister, 2002). Os materiais que sdo compostos por muitos cristais pequenos ou graos,
sdo chamados de policristalinos. Os pequenos grios crescem mediante a adi¢do sucessiva
de atomos, vindos do liquido circunvizinho, a estrutura de cada um deles. A orientagdo
cristalografica varia de grdo para grao e as imperfei¢des de combinagdes atomicas dentro
da regido onde dois grios se encontram é conhecida como contorno de grio.

A figura 2.4 representa esquematicamente varios estagios na solidificacdo de uma

amostra policristalina.



Figura 2.4. Diagramas esquematicos dos varios estagios na solidificagdo de um material policristalino; os
reticulos quadrados representam células unitarias. (a) Pequenos nucleos de cristalizagdo (cristalitos). (b)
Crescimento dos cristalitos; a obstrugdo de alguns grios que sdo adjacentes uns aos outros também ¢é
mostrada. (c) Ao se completar a solidificagdo, ocorreu a formacdo de grdos que possuem formatos
irregulares. (d) A estrutura de grdos como ela apareceria em um microscopio; as linhas escuras sdo os
contornos dos grios. (Adaptado de W. Rosenhain, An Introduction to the Study of Physical Metallurgy, 2™
edition, Cosntable & Company Ltd., London, 1915.)

Em estruturas compositas do tipo fase matriz fase dispersa que sofrem consideravel
tratamento térmico, o formato dos grdos da fase dispersa ¢ determinado principalmente
pela anisotropia da fase dispersa e pela energia interfacial entre as fases. Os gréos
desenvolvem forma tal que minimize essa energia interfacial. Para isso, planos cristalinos
de baixa energia interfacial tendem a formar a fronteira entre os graos. O formato do grio
da fase dispersa assume a forma dada por estes planos de baixa energia.

Para materiais isotropicos, os graos da fase dispersa tendem a ser esferoidais. No
caso de materiais anisotropicos, os graos assumem formas diversas. O grio de WC no
metal duro, por exemplo, assume forma prismatica de base triangular.

Para materiais compdsitos naturais ou sintéticos que ndo sofreram tratamento
térmico, os gréos da fase dispersa mantém seu formato original. Exemplos disso sao a brita
no concreto, as fibras de vidro em compositos fibra-polimero e as rochas que formam as

rochas sedimentares.



O trabalho desenvolvido pode ser aplicado em materiais que apresentem graos
esféricos e esferoidais. Grios de outro formato podem ser tratados apenas como

aproximagao.
2.4. Tamanho de grao equivalente e distribuicio de tamanho de grio

O tamanho de grios de estruturas opacas, bem como a distribui¢do de tamanho de
graos, na maioria das vezes medidos por interceptos, sdo fatores importantes no controle
das propriedades de materiais, tais como a tenacidade e a dureza, (McCormick e Roebuck,
1996).

Utiliza-se uma grade de linhas paralelas desenhada sobre a imagem da secdo da
estrutura. Mede-se o comprimento da interse¢do das linhas teste com cada grio. Estes
valores s3o usados para o calculo do valor médio e da distribui¢@o de interceptos. O valor
do intercepto médio ndo representa o tamanho médio de grio e a distribuicdo de
interceptos nio representa a distribuicdo de tamanho de grios. Os fatores responsaveis por
essas diferencas, podem nlo representar o grio fielmente, pois apenas uma secio de cada
grao esta sendo medida, e decisdes tomadas no momento de se fazer a imagem da se¢ao
para posterior medi¢do levam a desconsideragdo de certa fragdo da populacdo de grdos da
estrutura. Estes fatores desviam o valor medido do valor verdadeiro.

A simulacdo de estruturas em computador apresenta-se como uma excelente técnica
para se conseguir medidas sem a influéncia dos fatores citados acima, pois em um software
se simulagdo pode-se “construir” uma estrutura e eliminar os fatores que influenciam as
medi¢des. Um referencial que pode comparar a simulacdo de estruturas em computador
com parametros de estruturas reais e obtido experimentalmente ¢ a esterecologia.

Para a estereologia, o intercepto linear médio das particulas dispersas da fase o, Ls,
pode ser definido pela equagdo (2.4.1) de Tomkeieff,

J— 4%

I = 2.4.1)

Sa
emque V, e S, sdo respectivamente, volume e superficie médios dos grios da fase o
(Underwood, 1970).

Para um grio esférico, o didmetro ® ¢ o pardmetro que melhor representa o

tamanho de grdo. O intercepto médio L; , aplicando-se a equacio de Tomkeieff, vale E(D

ou seja, tem-se que © = %L_:,; (Underwood,1970).



O exemplo acima € um caso particular da equagdo geral:
®=p.L; (2.4.2)
em que O ¢é o didmetro equivalente médio de uma distribui¢do de grios, [} € uma constante
de proporcionalidade entre o didmetro equivalente médio e o intercepto médio da
distribuicdo de grios e L3 & o intercepto linear médio das particulas dispersas. A constante
[ nessa equagio é, na realidade, o produto de dois fatores: do fator que depende da forma
geométrica dos graos e do fator que depende da distribui¢cdo de tamanho dos grios (Han e
Kim, 1995).
O intercepto linear médio, nesta equagdo, ¢ um pardmetro tridimensional que indica
o tamanho do grio, embora a conversio para didmetro equivalente médio, pela
multiplicac¢do da constante de proporcionalidade, seja empregada comumente na literatura.
No caso do metal duro, a estrutura poliédrica dos grios de carbeto de tungsténio
pode ser tomada admitindo-se que ¥ seja o didmetro equivalente de uma esfera que
apresente 0 mesmo volume médio dos grios poliédricos. Neste caso, tem-se 0 que se
chama de didmetro esférico equivalente. Outras definicdes podem ser adotadas para
designar o “didmetro” ou o “tamanho de grdo equivalente”, a saber: o maior intercepto do
grdo, razdo entre o volume e a superficie do grdo, diametro de Feret, didmetro de Martin,

didmetro tangente, entre outros (Underwood, 1970; Higgins, 2000).

2.5. Estereologia

Pode ser definida como uma série de procedimentos fundamentados na geometria e
na probabilidade que, apos a medi¢do ou contagem de elementos de uma imagem plana de
uma estrutura tridimensional, produz informagdes sobre caracteristicas da estrutura
original. Algumas das caracteristicas que podem ser determinadas sio:

- Volumes de elementos estruturais o que permite a determinagdo de composicdo de
materiais ou fragdo de fases presentes;
- Areas de elementos superficiais planos ou nio;
- Comprimentos de elementos lineares;
- Contiguidades que ¢ o nivel de vizinhanga entre as fases presentes em uma estrutura ;
- Tamanho de grios que s@o os tamanhos de elementos volumétricos.
A estereologia tem sido mais utilizada em conjunto com microscdpios Oticos e

microscopios eletronicos. Mas, também, utiliza-se de analisadores de imagens poderosos ¢



de facil utilizagdo, como programas NIH Image (para Macintosh OS) e Scion Image
(adaptag@o do NIH Image para Microsoft Windows) (Russ e DeHoff,1999). Em adicdo a
esses analisadores, computadores desktops evoluiram em capacidade de operagdo de modo
que podem executar estes programas. Segundo Friel (2000), tem-se agora a possibilidade
de medicdo de pardmetros estereologicos até entdo ndo medidos, por serem dificeis de
medigdo. Como ¢ o caso da medigo de areas de se¢do, que até entdo eram muito dificeis
de serem medidos sem o uso de softwares analisadores, e com estes ¢ o pardmetro mais
facil de ser medido.

A estereologia possui ferramentas para a medi¢do de diversos pardmetros
estruturais tridimensionais a partir dos elementos estruturais do plano de observagdo. A
composi¢do de uma estrutura opaca, em volume, pode ser determinada por contagem de
pontos, de comprimento de interse¢do de linhas ou pela area dos elementos. Quando se
utiliza o método de segdes de corte, pode-se utilizar da contagem de pontos, o qual,
desenhando-se uma rede de pontos sobre o plano; contam-se os pontos que coincidem com
a fase matriz e aqueles que coincidem com a fase dispersa. A razdo entre o numero de
grios coincidentes com a fase matriz e o nimero total de pontos ¢ a fracdo em volume da
fase matriz da estrutura. Na contagem de area, escolhe-se uma area no plano. Mede-se a
area da fase matriz e da fase dispersa. O quociente da area da fase matriz pela area de teste
total ¢ a fracdo da fase matriz na estrutura em volume. Na contagem de interceptos de
comprimento, uma grade de linhas € tracada sobre o plano de observacdo e a fragdo do
comprimento do conjunto de linhas que coincidem com a fase matriz € a fracdo em volume
do matriz. Os trés métodos produzem resultados numéricos iguais que correspondem a

fragdo em volume do matriz na estrutura (Underwood,1970).

2.6. Unfolding

O Desdobramento ou unfolding de uma distribuicdo de intercepto linear ou de area
¢ um meio pelo qual se busca a distribuicdo de tamanho de graos que da origem aquela
distribuicdo de intercepto ou de area. Estas ultimas sdo determinadas por procedimentos
estereologicos.

As distribui¢des de intercepto e de area ndo representam os verdadeiros tamanhos

tridimensionais de gréo, pois eles sdo pardmetros bidimensionais, medidos em uma se¢éo
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de corte da estrutura. O desdobramento ¢ o procedimento que converte uma distribuicdo de
pardmetros bidimensionais em uma distribui¢do de tamanho tridimensional.

Em 1967, Saltykov propds um método de desdobrar uma distribui¢éio de interceptos
lineares. Este método € bem ilustrado por Sahagian e Proussevitch (1998). Os numeros de

graos podem ser calculados resolvendo consecutivamente o conjunto equagdes (2.6.1).

n,(ly)
L) = _—* 2.6.1
ny(Ly) P, H, (2.6.1)
na(ly) — nV(L1)P12H_1
ny(L,) = —
v Py H,
na(ly) — nV(L1)P12F1
ny(Ly) = —
v Py, H,
n,(l3) — nV(LZ)P23H_2 - nV(Ll)PIZH_l
nV(L3) = P H_
33113
na(ly) — nV(LS)P34-H_3 - nV(LZ)P23H_2 - nV(Ll)PIZFI
ny(Ly) =

Py Hy

onde ny, (L;) e ny(ly) correspondem ao intervalo de maior tamanho, P; , é a probabilidade
de um grio de tamanho no intervalo 1 receber interceptos da classe de tamanho 2 e, H; é a
altura projetada média para o intervalo de tamanho 1. Alguns pesquisadores consideram a
técnica de Saltykov ndo adequada, por causa do acumulo de condi¢des e conseqiientemente
erro.

Em 1969, T.W.Butler simula a estrutura do metal duro usando prismas feitos de
madeira, representando os graos de WC, misturados a uma massa plastica de dgua ¢ argila,
representando a fase ligante. Os prismas de madeira tinham um s6 tamanho, simulando
uma estrutura com graos de WC de tamanho tunico. O autor mede a distribuicdo de
intercepto e tenta fazer um desdobramento para obter a distribui¢do de tamanho de grio de
tamanho Unico e ao invés disso, consegue uma distribuicdo de tamanho de grios com
razoavel largura. O autor ndo mostra a distribui¢do de intercepto nem descreve o método
de medi¢do nem o método de desdobramento usado (Buriti, 2003).

Missiaen et al. (2001) usaram distribuigdes de intercepto linear de trés ligas de
metal duro elaboradas com diferentes pos de WC com a finalidade de fazer o
desdobramento destas curvas, obtendo-se assim a distribui¢do de tamanho 3D dos gréos.

Underwood (1970) descreve algumas técnicas de desdobramento. Destaca uma

técnica grafica e outra numérica, conhecida como método de Saltykov. Os dois métodos
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sdo para solidos de forma esférica e comegam o desdobramento a partir dos grios maiores.
Isso representa um problema para o método, pois a fracdo dos graos maiores € calculada e
em seguida subtraida do total dos grios; em seguida a fracdo dos grios de tamanhos
menores sdo determinados a partir dos resultados dos graos maiores. Erros sdo propagados
e somados, ocasionando algumas vezes fragdo de graos menores sendo negativa. O que ¢
um erro.

Missiaen et al.(2001) resolveram a equagéo (2.6.2).

N(OM = ) AP (DYP(D; )Ny (D) (262)

por inversao de matrizes, onde Ny, (D;) € o nimero de graos de tamanho entre D ¢ D+dD, B
¢ um fator dependente da forma do grio e P(D;lg) é a probabilidades de um grio de
tamanho D ser cortado por um intercepto de tamanho I e AP é a drea projetada média das
particulas no plano. Um método de regressdo foi usado e mantida a condicdo de que os
Ny (D;) sao positivos. Este método permite a determinagdo do problema para esferas, por
estas terem a fungdo probabilidade P(D;/;) continua em todo o intervalo de intercepto I e
diametro D. Nao apresenta bons resultados para varias s6lidos poliédricos como cubo e
prisma triangular, devido a descontinuidade da fung@o de probabilidade para estes solidos.
Han et al.(1988), com uma distribui¢do tridimensional obteve a distribui¢do de
interceptos. A diferenca entre a distribuicdo calculada e a distribuicdo de interceptos
observada foi minimizada. Nesse processo foi feita a minimiza¢do do qui-quadrado como

definido na equagdo (2.6.3).

j

i

A expressdo entre parénteses ¢ a diferenca entre o nimero de interceptos esperado
da i-ésima classe de tamanho e o nimero nj de interceptos observados experimentalmente.
A minimizagdo do y? foi feita usando o método de Rosenbrock que encontra o resultado
correto dentro de 5% através em vinte interagdes. O nimero de grdos por unidade de
volume (N;) deve ser sempre positivo € esta condi¢do € mantida durante todo o processo de
minimiza¢do. O calculo da distribui¢do tridimensional obtido ¢ representado na figura 2.5

em linha continua.
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Figura 2.5.Distribui¢do linear de interceptos(linha tracejada) e os resultados tridimensional da
distribui¢@o de tamanho dos graos de TiC (linha continua). Han e Kim (1998).

Zeferino (2006) realizou importantes avangos que possibilitam explorar muito bem
a possibilidade de unfolding para determinacdo de distribuicdo verdadeira de tamanho de
grdos em estruturas dispersas. Estes avangos foram: Software que faz a rotina de simulag@o
estatica segura e comprovadamente correta. Nesse programa cada grio ¢ trespassado por
uma reta aleatdria e o comprimento da interseg¢do desta reta com o grio ¢ medido ou cada
grdo ¢ seccionado por um plano aleatdrio e a area da se¢do de corte é medida, levantando-
se valores médios e distribuigdes que permitem a confeccdo de tabelas de probabilidade
para diversas geometrias de grios. Essa metodologia pressupde que cortar a estrutura de
muitos grios aleatoriamente dispostos com um plano ¢ equivalente a seccionar um plano
com diferentes planos aleatérios. Desenvolveu também um software que permite a
montagem de estruturas bem visualizaveis com qualquer distribui¢do de tamanho de grio e
assim permitindo a possibilidade rara de ser verificada a eficiéncia da rotina de unfolding.

Os softwares de Zeferino estdo indicados nas figuras 2.6 ¢ 2.7.
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Figura 2.6.Software de simulacdo estatica de Zeferino. Zeferino (2006)

Figura 2.7. Software de simula¢do dindmico de Zeferino. Zeferino (2006)

2.6.1..Procedimento de unfolding a partir de contagem de grios em linhas de teste:

Este procedimento ¢ bem ilustrado por Underwood (1970), que supondo um corpo
convexo no interior de um cubo teste de aresta /. A probabilidade de interceptacdo do

corpo pela reta €

P =2 (2.6.4)

A’ : 4rea projetada do corpo

[? ; 4rea da face do cubo
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€69

Quando “k” retas interceptarem o cubo teste aleatoriamente, tem-se o niimero “n
interceptando o corpo convexo no interior do cubo teste
— — A’
n=Pbk=7k (2.6.5)

Dividindo a equagéo (2.6.5) pelo comprimento total das linhas de teste k/ , obtem-

se:
n_ Ak A _A
L=t o), (2.6.6)
kUKW PV

N, : numero de vezes que o corpo foi interceptado pelas retas por unidades de

comprimento das retas.

Colocando-se aleatoriamente e independentemente no cubo teste “N” corpos
convexos iguais, tem-se para cada corpo uma area projetada na diregdo das retas.
Distribuindo as areas projetadas em classes de tamanho, que variam do valor minimo ao
valor maximo, obtem-se para uma area projetada da j-ésima classe de tamanho de grio, a
expressao:

N =4 (2.6.7)

Distribuindo os corpos em N; particulas, conforme as classes j de area projetada,

tem-se:
N A
N; = N; " (2.6.8)
Para todas as classes de area projetada, a equagdo ¢:
. N.A':
N, = ZNL’ = % (2.6.9)
1 ’ ’ [
N, =;(N1A1+N2A2+ et NAG + ) (2.6.10)
Fazendo a divisao de (3.4.7) pelo nimero N de particulas:
ﬂ :l N{A'1+Ny A", + +N]A']+ _ E
2 . )=4 (2.6.11)

O termo entre parénteses ¢ a média ponderada da area projetada do corpo, sendo o
numero de particulas em cada classe de area projetada o peso. A’ é a 4rea projetada média

de um corpo convexo.

Outra forma de escrever a expressio (2.6.10) ¢

AN —
N, === =ANy (2.6.12)

N;, é o nimero de vezes que as N particulas sdo interceptadas por unidade de comprimento;

Ny ¢ a densidade volumétrica de particulas.
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Supondo agora uma populagdo de tamanhos de grdos por unidade de volume que
variam em R intervalos de classe de tamanhos distribuidos da seguinte
maneira:{N]}, NZ, ... N‘;, NI}?} .

Quando uma grade de linhas de teste é tragada através da estrutura, grios de cada
classe j de tamanhos sfo interceptados. Para a j-ésima classe de tamanho, a quantidade de

grios interceptados por unidade de comprimento da linha teste €

N/ =A7N) (2.6.13)

A', € a area projetada média dos graos da j-€sima classe de tamanho de grao.

O numero total de grdos interceptados pelas retas de teste por unidade de

comprimento ¢:
— J— A NI
N, = Z? N; = EfAJNV (2.6.14)
Os interceptos lineares gerados pelo encontro entre reta de teste e grio sfo
divididos em S classes de interceptos lineares. Seja N} o niimero de interceptos lineares da
i-ésima classe de intercepto por unidade de comprimento. Um grio da j-ésima classe de
tamanho de grdo tem probabilidade P;; de produzir um intercepto linear da i-ésima classe.
Seja a expressdo (2.6.14), obtem-se:
b_p TN
P;;N,” = P;;A|N, (2.6.15)
NLij ¢ o nmimero de interceptos lineares da i-ésima classe de intercepto linear por unidade

de comprimento produzidos por grios da j-ésima classe de tamanho de gréo.

O numero de interceptos lineares da i-ésima classe por unidades de comprimento ¢é

R R
(N); = z N/ = Z P,A, N} (2.6.16)
J J

Fazendo o desdobramento da equa¢do 2.6.16:

(N, =Py Ay (Ny)y + Py Al (Ny)y+ Pya Al (Ny)s +o + Py Al . (N
(N, = Pyy Ay (Ny)y + Pyz Al . (Ny)z+ .ot Py A% . (N

(N3 = P33 . A% . (Ny)z+ ..+ Py Ay . (Ny)g

(N = Py A . (Ny)g
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Os valores de (Ny,); sdo determinados resolvendo-se esta série de equagdes
simultaneas.

i : indice das classes de tamanho de interceptos.

] : indice das classes de tamanho das esferas.

(N,)i :n° de interceptos por unidade de comprimento da classe de intercepto i .
Pij  :valores da tabela de probabilidades ij.

A'j  :4rea projetada média.

(Ny)j : numero de esferas por unidade de volume.
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2.6.2.Procedimento de unfolding a partir de contagem de griaos em planos de teste:

Aqui ¢ apresentado uma adaptacdo de Underwood (1970), que supondo um corpo
convexo no interior de um cubo teste de aresta /. A probabilidade de interceptacdo do

corpo pelo plano é:
p== (2.6.17)

H’ : altura projetada do corpo

[ : aresta da face do cubo

€C_.9

Quando “k” planos interceptarem o cubo aleatoriamente, tem-se o nimero “n

interceptando o corpo convexo no interior do cubo teste
=
n=Pk=="k (2.6.18)

Dividindo a equagdo (2.6.18) pela area total dos planos de teste kl? :

n H'k H' H'
To oV Ny (2.6.19)

N, : nimero de vezes que o corpo foi interceptado pelos planos por unidades de area dos
planos testes.

Colocando-se aleatoriamente e independentemente no cubo teste “N” corpos
convexos iguais, tem-se para cada corpo uma altura projetada. Distribuindo as alturas
projetadas em classes de tamanho, que variam do valor minimo ao valor maximo, tem-se
para uma altura projetada da j-ésima classe de tamanho de grio, a expressao:

i

N} = (2.6.20)

14
Distribuindo os corpos em N; particulas, conforme as classes j de altura projetada:

"

J—
N; = N; " (2.6.21)
Para todas as classes de altura projetada, tem-se:
, N:H';
N, = Z =2 (2.6.22)
N, = %(NlH’l + NoHy + o+ NH + ) (2.6.23)
Fazendo a divisdo de (2.6.23) pelo nimero N de particulas:
Ng _1 (NiH'4+NH 2+ ANGH 4\ W
N —7( N ) T (2.624)

O termo entre parénteses ¢ a média ponderada da altura projetada do corpo, sendo o
numero de particulas em cada classe de altura projetada como peso. H' é a altura projetada

média de um corpo convexo.
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Outra forma de escrever a expressdo (2.6.23) é:

=

N
NA = 7 = ,NV (2625)

N4 é o numero de vezes que as N particulas sdo interceptadas por unidade de area;
Ny, é a densidade volumétrica de particulas.

Supondo agora que uma populagdo de tamanhos de grdos por unidade de volume
que variam em R intervalos de classe de tamanhos distribuidos da seguinte
maneira: {N&,N‘?, ...NJ, N‘f} .

Quando uma grade de planos de teste é tracada através da estrutura, graos de cada
classe j de tamanhos sdo interceptados. Para a j-ésima classe de tamanho, a quantidade de
grios interceptados por unidade de 4rea do plano teste €:

N] = H|N] (2.6.26)

_’] ¢ a altura projetada média dos grios da j-ésima classe de tamanho de gro.

O nimero total de graos interceptados pelos planos de teste por unidade de area ¢:

N, = 38N/ = $RH)N) (2.6.27)

Os interceptos planares gerados pelo encontro entre plano de teste e grio sdo
divididos em S classes de interceptos planares. Seja Ni o nimero de interceptos planares
ja i-ésima classe por unidade de area. Um grido da j-ésima classe de tamanho tem
probabilidade P;; de produzir um intercepto planar da i-€ésima classe. Seja a expressdo
(2.6.26), tem-se:

P,jN, = P;H;N] (2.6.28)

ij ¢ o numero de interceptos planares da i-ésima classe de intercepto de area por
unidade de area produzidos por grios da j-ésima classe de tamanho de gréo.

O niimero de interceptos planares da i-ésima classe por unidades de area ¢
R R
(N = Z N/ = Z P;H', N} (2.6.29)
J J

Desdobrando a equagdo (2.6.29):
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(Ng)y =Pyq .Hy. (Ny)y + Py Hy . (Ny)y+ Py H's . (Ny)s oo+ Py Hiy . (Ny)y

(Ng)p = Pyy H'y . (Ny)y + Py H's .(Ny)z + .. +Pype . H . (Ny)
(NA)3 = P3'3 .Fg . (NV)3 + +P3,k 'ﬁ'k . (NV)k
(NA)k = Pk,k -ﬁ'k -(NV)k

Os valores de (Ny,); sdo determinados resolvendo-se esta série de equagdes
simultaneas.

i - indice das classes de tamanho de interceptos.

] : indice das classes de tamanho das esferas.

(Ny)i :n°de interceptos por unidade de area da classe de intercepto 1i.
Pij  :valores da tabela de probabilidades ij.

H'j  :altura projetada média.

(Ny)j : nimero de esferas por unidade de volume
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2.7.Distribuicao de probabilidades

Para a implementacdo da rotina de unfolding faz-se necessaria a determinagdo da
tabela de distribuicdo de probabilidades P;; que da a probabilidade de um grao da j-ésima
classe de tamanho produzir um intercepto da i-ésima classe de tamanho de gréo.

Fazendo-se a simulagdo de intercepto linear ou de area de se¢do para um corpo de
determinada forma, ndo importa o tamanho deste corpo, o formato da curva de distribuigéo
independe do tamanho. Porém os valores de interceptos que podem ser produzidos variam
de acordo com o tamanho do corpo. Isso d4 um meio de determinar as probabilidades para
corpos de qualquer tamanho, usando a distribuigdo para corpos de um sé tamanho.

A construgdo da tabela de probabilidades requer o conhecimento do tamanho dos
graos da estrutura, da geometria do grao e do numero de classes de intercepto e de tamanho
de graos com os quais se deseja trabalhar.

Para o caso de esferas, por sua simetria, pelo reduzido nimero de pardmetros
geométricos (raio) ha uma curva unica para a distribuicdo de interceptos linear e para a
distribuicdo de interceptos de area de secdo. Dessa forma ndo é necessario fazer a
simula¢do para se determinar a tabela de probabilidades toda vez que se deseja fazer o
unfolding. Estas tabelas sio montadas uma unica vez e manipuladas adequadamente.

Para o caso de metal duro, por exemplo, onde os grios de o formato de prismas, a
distribuicdo de probabilidades muda segundo os pardmetros geométricos do gréo.

Ocasionando que para cada situa¢do deve-se fazer uma simulacio.

2.8. Minimizacao do chi-quadrado

E comum em engenharia a realizagdo de testes de laboratério para a avaliagdo de
sistemas reais. Os resultados sdo obtidos em forma de pontos e o grafico destes pontos ¢
chamado de diagrama de dispersdo. Para um diagrama de dispersdo, € pouco provavel que
haja uma curva que passe exatamente por cada ponto ¢ descreve fielmente o sistema
observado. A melhor curva sera a que passar “mais perto” dos pontos experimentais, ja que
¢ improvavel que se passe exatamente sobre todos eles. Passar mais perto significa
minimizar a distadncia global dos pontos em relacdo a reta. Isso pode ser feito localizando-
se a reta de tal maneira que a soma dos quadrados desses residuos seja minima; esse € o
método de ajuste por minimos quadrados ou analise de regressdo ou método de inversdo de

matrizes (Benicio,1996).
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Seja (Nj);o numero de interceptos lineares da i-ésima classe de interceptos
observados (medido) € (Np); o nimero de interceptos lineares da i-ésima classe de
interceptos esperado (estimado). A diferenga entre este valor medido experimentalmente e
o estimado ¢ dado por um termo de residuos aleatdrios 7.

r; = (Np); — (N, (2.8.1)

Mas essa diferenga pode ser tanto positiva quanto negativa, o que pode ocasionar
em uma soma nula. Uma forma de evitar o cancelamento é minimizar o quadrado da
diferenca. Pode minimizar o mddulo da diferenga, mas isto acarretaria uma complicagdo
nos calculos, devido a necessidade de se obter as primeiras derivadas. O chi-quadrado é

definido como sendo:

S S
x= ) 1= TN = NI (282)

O nimero de interceptos lineares da i-ésima classe de intercepto ¢ determinada por:

(N, = ZPU- AN, (2.83)

J

Substituindo a equagdo 2.8.3 em 2.8.2, obtem-se:

S R 2
4= Zl ;pij.g'j.(zvv)j — (N, (2.8.4)

Esta expressdo deve ser minimizada, tendo como condicdo que os valores do
numero de grdos por unidade de volume (Ny); sejam sempre positivos. Estes valores
correspondem a verdadeira (estimada) populacdo de grdos da estrutura, determinada a
partir da populago de graos interceptados por retas de teste.

O problema agora € encontrar os valores de (N) j que minimizam y~.

Usando a notag@o matricial, com os residuos definidos por
R
j=1

e definindo as matrizes
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P1,1 .g’1 P1,2 'A,Z P1,3 .Z’?, . Pl,n 'A'Tl (NV)I
Pz’l 'A’1 PZ,Z .A'z P2’3 .A,3 PZ,TL 'A'Tl (Nv)z
A | P Ay oAy Poy By P An| (N.v)s |
Puy A' Py Ay Pny.Aly.. Py Ay Ny
(N;)4 L]
(Np). 2
(N3 T3
Y = CR=|-
(Nf)n Tn

Segue que (Np); = X7-1 P;j.A;.(Ny); para todo i variando de 1 a n ¢ o mesmo
queR =Y — AX.

Assim, como se quer minimizar

x’=Xir*=R"R (2.8.6)
para
R=Y - AX (2.8.7)
tem-se que
2= —AX)T(Y —AX) =YTY — XTATY —YTAX + XTATAX (2.8.8)

Deseja-se obter o pardmetro (Ny ) j» ou em notag¢do matricial, o vetor X de modo a

minimizar y? Para isso o gradiente de y? (ou seja, a derivada primeira de duas variaveis de
x?) deve ser nula:
Vy’=—-ATY —YTA+ ATAX + XTATA =0 (2.8.9)
Antes de determinar a primeira derivada da equagdo acima, ¢ bom lembrar um

pouco de derivagdo de matrizes:

all cee al

n

SejaA= | : . | eX=
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a,
a, | . 0
Tomando Aj =| . |, j=1,..n,pode-se escrever A.X = [Al Ay An]- X=2 4;x,
i=j=1
a .
nj
Para 0(4X) =4,
ox, !
Portanto OAX) _| o(4X) | o(AX) =[A1 4, ---An]z A
X 0ox, ox,
T
Para oAxy _ A"
ox, !
[0(4AX)" | 47
a(a ) AT
T X, AT
Portanto M = : =| 2 |=4"
ox d(AX)’ :
ox, A, |

Quando se tem a derivada de um produto de matrizes resolve-se da seguinte forma:

Seja Amxn, X:nx1 e P=(4X)" -(4X) tem-se:

P _o(axy AAX) 41 v (x4
a J J

)" r
o ADFAY)

i i i

Retornando a equagéo (2.8.8) e determinando a sua derivada, sem esquecer que o
resultado deve ser nulo.

2
ZL C0-ATY-Y'A + AT AX+X"AT 4 =0 (2.8.10)
X

A titulo didatico a equagdo (2.8.10) serad dividida em duas partes: a primeira sera
—A]Y-Y"4jcasegunda A AX +X"A" -4
e para a primeira parte :

—ATY-Y"4, =

J
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N aj
[ ] i) Ayj
“lay a7 =Dy oy ) 2.8.11)
yn a”j |
escalar escalar
_AIT_
T
6((AX)TY—TTAX):_2 4, Y = 24Ty (2.8.12)
Portanto ax : e
AT
® Dpara asegunda parte:
5’1 a;
- ¥ .. 1|
AT+Y 4, =a, ay--a, [ 2|+ 5 5] V| = 2a7Ax (2.8.13)
j}n | a"j |
escalar escalar
T
Portanto W= 24" AX (2.8.14)

Unido o resultado da primeira parte com o resultado da segunda parte:

2
%LXz—zATyuATAX:o (2.8.15)

E finalmente:
ATAX = ATY (2.8.16)

Assim, para obter (Ny,); que faga com que a soma dos quadrados das diferengas
entre o nimero de interceptos estimado (N;); e o numero de interceptos observado (N7);
seja minima basta resolver a equagdo (2.8.16)

A equacdo (2.8.16) ¢ a equagdo normal dos minimos quadrados na forma matricial.
Ela da a solucdo geral para o ajuste de um modelo por minimos quadrados, ndo importando
quantas sejam as observagdes ou quantos parametros sejam necessarios para caracterizar o
modelo, desde que as matrizes A e Y sejam ampliadas de forma adequada. Para que a

solugio exista, é necesséario que a matriz (ATA)~1 possa ser calculada, isto &, é preciso que
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a matriz AT A seja ndo singular. Além disso, a equagio s6 se aplica se os modelos forem
lineares nos parametros, ou seja, se eles ndo apresentarem termos contendo produtos como
(NV)12 ou (Ny)1(Ny),, como € o caso apresentado acima.

Para a equagio normal ¢ ATA quando tem-se as colunas de ATA linearmente
dependentes, as equagdes normais também serdo linearmente dependentes. Diversas
solugdes para (Ny); podem ser obtidas. Felizmente, na regressio, as colunas ATA sdo
linearmente independentes, portanto, tem-se solugdo unica para os (Ny);.

Esta equacdo pode ser resolvida multiplicando-se os dois membros da equago pela
inversa de AT A. Isso isolara o vetor X, cujos elementos s3o as estimativas procuradas.

(ATA)1(ATAX = (ATA)"1ATY
1 X =(ATA)"1ATY
X =(ATA) 1ATY (2.8.17)
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3.METODOLOGIA

3.1. Introducéao

O trabalho consiste da implementagdo da rotina de unfolding a partir de medigdes
de distribuicdo de intercepto linear e de area de segfo. Isto sera feito para graos de formato
esférico. A implementacdo disto requer que se conheca a altura projetada e a area projetada
média destas geometrias. Existem relagdes estereologicas que permitem a determinagdo
direta destes pardmetros para as diversas geometrias mencionadas. Requer também que se
conheca a probabilidade P;; de um grdo da j-ésima classe de tamanho produzir um
intercepto linear da i-ésima classe. Uma vez montadas as tabelas de probabilidade, sera
iniciada a rotina de unfolding. Inicialmente, deve-se observar na estrutura qual o maior
intercepto existente (linear ou de superficie, conforme se esteja trabalhando), pois ele é
gerado pelo grio de maior tamanho. Deste modo, é possivel identificar o tamanho do maior
grdo contido na estrutura. A partir deste valor, intercepto ¢ o tamanho de grio sdo
classificados. Estas serfo as informag¢des que alimentardo a rotina de minimizag@o do chi-
quadrado.

Os dados sdo inseridos na rotina e ela é executada, resultando no resultado final, o
qual sera analisado com respeito ao erro encontrado e serd confrontado com o resultado ja
conhecido da simulacdo dindmica.

Este capitulo descreve os passos seguidos para a determinac@o das distribui¢des de
probabilidades, da implementacdo do software de unfolding e realiza alguns testes do

programa.

3.2. Determinacfo da distribuiciio de probabilidades para intercepto linear de esferas

Zeferino (2006) desenvolveu um simulador que permite que se obtenha as
distribui¢oes de intercepto linear e de area de secdo de corpos de determinados formatos,
incluindo a esfera. Este programa intercepta uma esfera de raio unitdrio com retas e planos
aleatoriamente orientados no espago. Em seguida, mede o comprimento do segmento de

reta ou de plano que interceptou a esfera. Este procedimento é repetido quantas vezes se
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achar necessario. Com isso, € possivel determinar as distribui¢cdes de interceptos lineares e
de area de secdo.

Usando o simulador estatico de Zeferino foi feita uma simulagdo de intercepto de
comprimento para esferas de didmetro unitario (figura 3.1), em um total de 10° interceptos

de comprimento, distribuidos em 100 classes de interceptos.

=1 T
P - S

Figura 3.1. Simulagdo de intercepto de comprimento para esferas de didmetro unitério (simulador estatico de
Zeterino2006).

Com os valores obtidos com a simulagdo, calculou-se valor central de cada classe.
Sdo cem classes. A largura de cada classe ¢ 0,01. A Probabilidade de cada classe por
unidade de comprimento é obtida dividindo os valores de freqiiéncia absoluta por um
milhdo, depois dividindo-se pela largura da classe.

Teoricamente, a distribuicdo tem forma de reta que passa pela origem, portanto,
tem a forma folp(x)dx = fol ax dx =1. Assima=2e p(x) = 2x. Esta funcio bate com
o valor determinado pela simulag¢do de Zeferino.

A equagdo de ajuste de interceptos de comprimento para a esfera, usando o
Software Origin, ¢ y = 1,99757x + 0,00122, representado na figura 3.2. A integral da
curva de ajuste ¢ 0,9999. Este resultado € quase igual ao que pode ser teoricamente

determinado. Em vista disso, sera usado o resultado tedrico.
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2,0

Simulado
Fungao de ajuste

0,5+

Probabilidade/unid. de intercepto
5

0,0 T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Intercepto linear

Figura 3.2. Grafico da distribuicdo e respectivo grafico de ajuste para esfera usando interceptos de

comprimento.

A distribui¢do de probabilidade sera:
p(x) = 2x
A probabilidade acumulada ¢ determinada por:
O(x) = [ 2xdx =x

A informagdo necessaria para calcular a tabela de probabilidade ¢ a probabilidade
acumulada ®. Sabendo-se destas probabilidades calculadas a partir da fungdo de ajuste, é
possivel calcular a probabilidade para esferas de qualquer tamanho.

A probabilidade de obtengdo de um intercepto cujo valor estad entre 1/3 e 2/3 do
diametro da esfera (o intercepto méaximo ¢ igual ao didmetro da esfera) ¢ obtida pela
integral da distribui¢do neste intervalo. Para esferas de didmetro dois, ou qualquer outro
diametro, a probabilidade de se obter interceptos entre 1/3 e 2/3 do intercepto maximo é
exatamente igual ao caso anterior da esfera de didmetro unitario. Isto ocorre porque a
forma da curva de distribui¢io depende apenas da forma do gréio e nfo de seu volume. Isto
permite determinar as probabilidades para corpos de qualquer tamanho, usando a
distribuic@o para corpos de um s6 tamanho.

Graos esféricos de didmetro @ geram interceptos de no maximo este valor. Seja
Lm(®) o intercepto maximo de uma esfera de didmetro @, Ly(1) o intercepto maximo de
uma esfera de didmetro unitdrio ¢ g o fator de conversdo. Aplicando a conversdo entre

escala de intercepto de uma esfera de didmetro unitério e a de didmetro qualquer obtem-se:

_ Lu(®)
Lu(D)

B = Ly(®)

Por exemplo:
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- A probabilidade de grios de didmetro 3 gerar intercepto entre 0 e 0,3: para grios deste

tamanho, o fator de conversdo ¢ £ =3. O intervalo [0; 0,3] equivalente para esfera de
didmetro unitario € [0; 0,1]. Assim, esta probabilidade ¢ xz‘z'l =0.01

- A probabilidade de grios de didmetro 2,7 gerar intercepto entre 1,2 e 1,5: o fator de

conversdo ¢ B =2.7. O intervalo equivalente para esfera de didmetro unitario ¢ [0,4444;

0,5555] ¢ a probabilidade ¢ x2|  =0.1111
0.4444

3.3. Determinacio da distribuicio de probabilidades para interceptos de area de

secio de esferas

Adota-se 0 mesmo procedimento usado com interceptos lineares para determinar a
tabela de probabilidades para a area de secéio de esferas. Determina-se as fun¢des de ajuste
para a distribui¢do de probabilidades de area para a esfera de didmetro unitario. Este caso ¢é
mais trabalhoso, pois como sera visto, deve-se trabalhar com trés fun¢des de ajustes em
intervalos adjacentes.

Usando o simulador estatico de Zeferino fez-se uma simulacdo de intercepto de
drea para esferas de didmetro unitario (figura 3.3), em um total de 10° interceptos de area,

distribuidos em 100 classes de interceptos.

o | Eaker Dot nlortoplo |

B ool

10 1% 3 3% XN ¥ 8 4% L) 3N OB B D OfL W MO W
0 = Arpaiioeg ki =

Figura 3.3. Simulacdo de intercepto de area para esferas de didmetro unitario (simulador estatico de

Zeferino).

L. , . . a " .
O valor maximo de area de intercepto € Apax = - onde o didmetro “d” ¢

unitario, neste caso. A largura da classe ¢ o intercepto de area maxima por cem. Os valores
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centrais de cada classe sdo determinados como no caso do intercepto de comprimento. A
probabilidade de cada classe ¢ a freqiiéncia absoluta dividida por um milhdo, dividida pela
largura da classe.

Para o célculo da distribui¢do de probabilidades para a esfera com interceptos de
area foi determinada as fun¢des de ajustes. As fungdes f1; 2 e f3 sdo:

fl= 0,66853x + 0,61429

f2 = —16275,59381 + 204574,9849x - 1094984x> + 3235460,1652x> —

5700046,25721x* + 5987800,08186x° — 3473152x° + 858232,5688x”
3= 939,98495x - 721,88662

O grafico da distribuicdo simulada e respectivos graficos de fungdes de ajuste estio

na figura 3.4 .

o
a
[}
(8]
o 124
E
-8 10 4 —— Simulado
.'g —— Funcgéo de ajuste F1
=) 8 —— Funcgéo de ajuste F2
3 —— Fung&o de ajuste F2
o
®©
Qo
<} 44
o
24
04

T T T T T
0,0 0,2 04 0,6 0,8

Intercepto de area

Figura 3.4. Grafico da distribuigdo e respectivo grafico de ajuste para esfera usando interceptos de area.

Calculando-se a integral das fungdes f1, f2 e f3 obtem-se as respectivas fungdes de
probabilidades acumuladas ®1, ® 2 ¢ 3, que sdo usadas para montar a tabela de

probabilidades.

O1(x) = 0668535 +0,61429x

©2(x) = —16275,59381x + 204574,9849%2 - 1094984%3 + 3235460,1652’;—4 -
x5 x6 x7 x8
5700046,25721% + 5987800,08186 % — 3473152 + 8582325688

03(x) = 939,98495%2 —721,88662x
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2
A area maxima de se¢do para uma esfera de didmetro @ € dada por 4,, (D) = ”T .

(D2
7[7
O fator de conversdo é dado por ﬂzwz—iztbz. Supondo que em uma
4,(1) 1
T—
4

estrutura, a maior area de se¢do medida vale 7,06858. Obviamente, ndo se tem uma
precisdo tdo grande assim na pratica. Fazendo-se agora uma divisdo deste intervalo em dez

706858:0.706858. Com isto,

classes de area de secdo. A largura da classe ¢ A=

determina-se as dez classes de area de secdo. O maior valor da area de se¢fo sera assumido
como gerado pelo grdo de maior tamanho. Assim, uma sec¢do de area 7,06858 é gerada por

uma esfera de didmetro @=3. Divide-se este intervalo em dez classes de didmetro de
3
particula. A largura da classe é A = T =03.

Como existem trés fungdes de ajuste para a distribuicdo de area, determina-se os
intervalos de validade para cada fun¢io de ajuste para cada tamanho de esfera. Isto ¢
possivel através do fator de conversao baseada na esfera de didmetro unitario:

Veja tabela 3.1 com fator de conversdo quando usado interceptos de area:

Tabela 3.1: Tabela com fator de conversdo para esfera quando usado interceptos de area.

Fator de
Diametro conversao F1 F2 F3
0,3 0,09 0 0,037817( 0,037817 0,069626| 0,069626 0,070686
0,6 0,36 0 0,151268( 0,151268 0,278502( 0,278502 0,282743
0,9 0,81 0 0,340352|0,340352 0,62663| 0,62663 0,636172
1,2 1,44 0 0,605071]0,605071 1,114008|1,114008 1,130973
1,5 2,25 0 0,945423|0,945423 1,740638|1,740638 1,767146
1,8 3,24 0 1,361409|1,361409 2,506519|2,506519 2,54469
2,1 4,41 0 1,853029]1,853029 3,411651|3,411651 3,463605
2,4 5,76 0 2,420283|2,420283 4,456034|4,456034 4,523892
2,7 7,29 0 3,063171(3,063171 5,639668|5,639668 5,725551
3 9 0 3,781692]3,781692 6,962553|6,962553 7,068582
1 1 0 0,420188|0,420188 0,773617|0,773617 0,785398
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Nos exemplos foi feito os calculos de probabilidades Pij para esferas usando
interceptos de secdo:
Exemplo 1: Para tamanho de grio 2,7.

e As classes de interceptos 1, 2, 3 ¢ 4 estdo contidas no intervalo de validade da
funcdo de ajuste fl, que se estende de 0 a 3,781692. O intervalo equivalente a esta
classe de area de se¢do em esferas de didmetro unitario € [0; 0,420188]. A integral
da fungdo f1 para esfera unitaria ¢ dada por ®1(x) = 0,66853x%2 + 0,61429x. A
probabilidade para a classe 1 sera dada por ®1(0,420188) - ®1(0) = 0,062706. O
mesmo deve ser feito para as classes 2, 3 e 4.

e A classe de intercepto 5 esta contida no intervalo [2,827433; 3,063171] e
[3,063171; 3,534292] das fungdes fl + 2. O intervalo equivalente a esta classe de
area de secdo em esferas de didmetro unitario ¢ [0,387850; 0,420188] ¢ [0,420188;
0,484813]. A probabilidade para a classe 5 sera dada por ®1(0,420188) —
01(0,387850) + ©2(0,484813) — ©2(0,420188) = 0,09251.

e As classes de interceptos 6 € 7 estdo contidas no intervalo da fungao de ajuste f2.

e A classe de intercepto 9 esta contida no intervalo da funcdo de ajuste f3.

e Para as demais células foi seguido 0 mesmo raciocinio.

Existem casos em que todo o intervalo da classe de area de secdo € superior ao
valor maximo da area de se¢do que uma esfera de determinado valor pode gerar, entdo a
probabilidade de se gerar uma area naquela classe por uma esfera daquele tamanho € zero.
Isto acontece, por exemplo, a partir da segunda classe de area de secdo para a esfera de
didmetro 0,3. Para uma esfera deste tamanho, o valor maximo de area de se¢do ¢ 0,070686.
Isto significa que todas as areas de se¢@o produzidas por uma esfera deste tamanho estdo
na primeira classe, ou seja, a probabilidade da primeira classe ¢ um. As probabilidades das
demais classes sdo nulas.

Pode-se usar o mesmo argumento para determinar as probabilidades nulas em

esferas de outros tamanhos.

3.4.Implementacio de software para determinacio de tabelas de probabilidades

A rotina de determinacdo da tabela de probabilidades apresentada nas se¢des 3.2 e

3.3 foram implementadas em um software desenvolvido em Java. Este programa apresenta
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como resultado uma tabela de probabilidades de intercepto linear e de uma tabela de
probabilidades de drea de se¢do a partir de informagdes inseridas pelo usuério. O programa
esta desenvolvido para a forma esférica de gréio, entdo o usudrio tem duas opgdes de tabela
de probabilidades uma para intercepto linear outra para intercepto de area de segfo. Feita
essa ope¢do, deve-se inserir o valor do intercepto linear ou de area de secdo maximo
observado. Deve-se também inserir o numero de classes de tamanho de grdo e numero de
classes de intercepto que se deseja trabalhar (sendo que esses dois valores devem ser
iguais). Por fim pede-se para gerar a tabela de probabilidades, tendo-se a op¢do de exportar
os dados diretamente para o Excel.

A figura 3.5 ilustra a tabela de probabilidades para a esfera com interceptos de

comprimento 3 distribuida em 10 classes de intercepto desenvolvida pelo software de

unfolding implementado.

H Fadwrla ile Probabilidades da eufera
e el e o (e Lo el n hasrs plmle ke Clayners
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Figura 3.5.Tabela de probabilidades para a esfera com interceptos de comprimento pelo software de

unfolding implementado.
A figura 3.6 ilustra a tabela de probabilidades para a esfera com interceptos de area
de se¢iio 3 distribuida em 10 classes de intercepto desenvolvida pelo software de unfolding

implementado.



34

T laiwla e Farisaisdidaes da eieee

i o o R o el e T hwu a8 T
o— 1 Ersanie e g b
B T J i ] i §ir i g i
T
i i R T a .
23 i afi
[ 34 T
[ERILY | i -
T I LF
i
21 1 q =,
14
[ : 1] ']
1 i 1
Cor i 1 aisein G0 1 e wrlesiers | g e lasiors pum 8 @ e
]

Figura 3.6. Tabela de probabilidades para a esfera usando interceptos de area pelo software de unfolding
implementado.

3.5. Implementacio do software de unfolding

Foi desenvolvido programa que realiza a rotina de minimiza¢cdo do chi-quadrado
assim como descrito na secdo 2.8. Este software, implementado em Java, funciona
acoplado ao software aqui também desenvolvido, que fornece as informagdes da tabela de
probabilidades. A saida do programa ¢ o resultado de unfolding, ou seja, a distribui¢@o de
tamanho de graos desejada, com o nimero de classes informado.

O usuario, quando fizer a opcdo por unfolding no software, tem duas alternativas:
ou realiza o unfolding com interceptos de comprimento ou com interceptos de secdo de
area. Feita essa escolha, deve-se inserir o valor do intercepto linear ou de area de secdo
maximo observado. Deve-se também inserir o nimero de classes de tamanho de grio e
numero de classes de intercepto que se deseja trabalhar (sendo que esses dois valores
devem ser iguais). Com esses dados determinados, pede-se para gerar a tabela que deve ser
preenchida com os niimeros de interceptos por unidade de comprimento ou por unidade de
area, conforme o caso que se esteja trabalhando. Pede-se entdo para calcular o numero de
grdos por unidade de volume (Ny), esse ¢ o resultado de unfolding. Para obter a
distribuicdo do nimero de grdos de uma dada estrutura, deve-se inserir o volume da
estrutura.

A figura 3.7 ilustra o unfolding para a esfera com interceptos de comprimento
maximo 10 distribuidos em 10 classes de intercepto, desenvolvida pelo software de

unfolding implementado.



35

| W Sk i D R Rl i Clisars Vst iy elune

K I I1 5 D T RO | ¥ 0

(ol i | i L e

Figura 3.7.Unfolding para a esfera com interceptos de comprimento desenvolvida pelo software de

unfolding implementado.

3.6.Teste do programa de unfolding usando distribuicdes tedricas de intercepto linear

e de area de secio

Para verificar a eficiéncia do programa de unfolding imagina-se distribuicdes de
tamanhos de gréos esféricos e, usando as expressdes estereoldgicas, determina-se as
distribui¢des de intercepto por unidade de comprimento ou as distribuicdes de interceptos
por unidade de area.

Fundamentalmente, para determinar a distribui¢do de interceptos por unidade de

comprimento tedrico, deve-se usar a equacao:
R

ZN” 2P

j
onde o numero de grios por unidade de volume N‘; representa as distribui¢des de
tamanhos de grios esféricos imaginado. A partir dessa informacdo € possivel a
determinacdo da area projetada média A_] . As probabilidades P;; sdo os resultados obtidos

com o software de probabilidades. Finalmente temos o numero de interceptos por unidade
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de comprimento NL” que sdo os valores teoricos que se inseridos no software de unfolding
determinam o niimero de gréos por unidade de volume e tais resultados serdo confrontados
com o numero de grio imaginados. Para assim testar a eficiéncia e precisdo do programa
unfolding implementado.

Para determinar a distribuigdo de intercepto por unidade de area teodrico, deve-se

usar a equacao:
R

ZN” 2R

j

e seguir o mesmo procedimento adotado para interceptos por unidade de comprimento

tedrico.

3.7. Teste do programa de unfolding usando distribuicdes simuladas de intercepto

linear e de area de secio

Para a determinag¢do de interceptos linear e de area de se¢do por simulagdo, foi
usado o programa de simulagdo dindmica de Zeferino desenvolvido em um ambiente de
programagdo geral adotado (Delphi) que simula uma estrutura com composicdo e

distribuicdo de grios previamente definidos como ilustra a figura 3.8.
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[

Figura 3.8.Caixa contendo gréos previamente definidos pelo software de simulagcdo dindmica de Zeferino.
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O software de simulacdo dindmico fornece planos de corte e insere linhas de teste
nesses planos na quantidade desejada. O programa fornece ainda uma lista de valores
numéricos determinados algebricamente. Esses valores sio uma lista de interceptos

lineares e também uma lista de interceptos de area de seg¢do, ilustrados na figura 3.9.

Figura 3.9.Exemplo de linhas de teste e saida dos valores numéricos determinados para interceptos pelo
software de simulagio dindmica de Zeferino.

Os interceptos sdo agrupados em classes de tamanho de interceptos obtendo-se as
freqiiéncias correspondentes. De posse desses dados determina-se o niimero de interceptos
por unidade de comprimento (N), dividindo-se a freqiiéncia de cada classe pelo
comprimento total das retas de teste. Procedimento semelhante ¢ feito para a obtencéo do
numero de interceptos por unidade de area (Ny).

O numero de interceptos por unidade de comprimento ou o nimero de interceptos
por unidade de area seréo os valores que inseridos no software de unfolding implementado
determinardo o numero de grdos por unidade de volume. Estes resultados serdo
confrontados com o nimero de griaos simulados inicialmente no software dinamico de

Zeferino, para assim testar a eficiéncia e precisdo do programa unfolding implementado.
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4.RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1. Introducao

Neste capitulo sdo apresentados resultados de unfolding quando usado interceptos
de comprimento e quando usando interceptos de area de se¢do. Os resultados do
unfolding s@o comentados e comparados com os valores tedricos e com valores simulados

no software dindmico de Zeferino.

4.2. Resultado de unfolding de distribuicdo de intercepto linear tedrico

As tabelas 4.1; 4.2 e 4.3 apresentam resultados de trés testes tedricos de unfolding.
Trés distribuigdes de tamanho de grios foram imaginadas. Cada uma delas possui 10
classes de tamanho de grdo. A densidade de grios de cada classe ¢ indicada na segunda
coluna da esquerda para a direita. A distribuigdo de intercepto linear correspondente aquela
distribui¢o ¢ indicada na terceira coluna. A quarta coluna mostra o resultado de unfolding
e a coluna mais a direita mostra a diferenga entre o resultado do unfolding e a distribuicéo
sugerida. A Tabela 4.1 corresponde a uma distribui¢do de tamanho constante. A Tabela 4.2
corresponde a uma distribuicdo de tamanho de grios linear crescente e a Tabela 4.3

representa uma distribuicdo de tamanho de grdos normal ou gaussiana.

Tabela 4.1. Comparagio de (Nv);j tedricos (distribuigdo constante) com (Ny)j unfolding

Tamanho| (N [ (i | (NI
de grdo | Tedrico | Teodrico | Unfolding|(Ny)j Unfolding — (Ny)j Tedrico

1 0,1 0,7854| 0,09999 -0,00001

2 0,1 2,120572| 0,10005 0,00005

3 0,1 3,141591 | 0,10005 0,00005

4 0,1 3,848451| 0,10005 0,00005

5 0,1 4,241148| 0,10005 0,00005

6 0,1 4,319689 | 0,10005 0,00005

7 0,1 4,084071| 0,10005 0,00005

8 0,1 3,534291 | 0,10005 0,00005

9 0,1 2,670357 | 0,10005 0,00005

10 0,1 1,492257 | 0,10005 0,00005
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Tabela 4.2: Comparagdo de (Ny)j tedricos (distribui¢@o crescente) com (Ny)j unfolding.

Tamanho | (Ny)j (NL)i (Ny)j
de grdo | Teodrico | Teodrico |unfolding| (Ny)j Unfolding — (Ny)j Tedrico
1 0,1 4,319707 | 0,0996 - 0,0004
2 0,2 12,72343| 0,2001 0,0001
3 0,3 20,42034( 0,3001 0,0001
4 04 26,93916| 0,4002 0,0002
5 0,5 31,80861| 0,5003 0,0003
6 0,6 34,55751| 0,6003 0,0003
7 0,7 34,71461| 0,7004 0,0004
8 0,8 31,80862| 0,8004 0,0004
9 0,9 25,36839 | 0,9004 0,0004
10 1 14,92257| 1,0005 0,0005

Tabela 4.3. Comparagdo de (NV)j teoricos (distribui¢do normal) com (NV)j unfolding.

Tamanho | (Ny)j (Ny)i (Nv)j

de grdo | tedrico | Tedrico |unfolding| (Ny)j Unfolding—(Ny)j Tedrico
1 0,026995 | 0,774231 | 0,026935 -0,000060
2 0,064759 | 2,259078 | 0,064800 0,000041
3 0,120985 | 3,510832 | 0,12098 -0,000005
4 0,176033 | 4,250008 | 0,176031 -0,000002
5 0,199471 | 4,219996 | 0,199474 0,000003
6 0,176033 | 3,434471 | 0,176031 -0,000002
7 0,120985 | 2,261592 | 0,120984 -0,000001
8 0,064759 | 1,184205 | 0,064757 -0,000002
9 0,026995 | 0,477455 | 0,026994 -0,000001
10 0,008764 | 0,130784 | 0,008764 0,000000

Os resultados de unfolding mostrados nas tabelas sdo apresentados nos graficos
tragados nas Figuras 4.1, 4.2 e 4.3, respectivamente. As figuras mostram as distribui¢des
imaginadas e os respectivos valores de unfolding. Observa-se que os valores de Unfolding
estdo coincidindo em quase totalidade com os valores teoricos.

Demonstra-se com esses resultados que a rotina de minimizacao calcula exatamente
o minimo do chi-quadrado. Isto pode ser verificado pelos resultados de unfolding com
distribuicoes tedricas.

Torna-se importante observar que a simulagdo com valores tedricos esta livre de

desvios estatisticos, o que faz com que os resultados sejam considerados 6timos.
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Figura 4.1.Grafico comparativo entre o numero de grdos por unidade de volume (Nvy)j tedrico e nimero de
graos por unidade de volume (Ny)j usando o programa Unfolding. Distribui¢do de tamanho de graos
constante.
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Figura 4.2.Comparativo entre o nimero de graos por unidade de volume (Ny)j tedrico e numero de graos por
unidade de volume (Nv)j usando o programa Unfolding. Distribui¢do de tamanho de gréos crescente.
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Figura 4.3.Comparativo entre o nimero de graos por unidade de volume (Ny)i tedrico e nimero de grios por
unidade de volume (Ny)i usando o programa Unfolding. Distribui¢do de tamanho de gréos normal ou
gaussiana.

4.3. Resultado de unfolding de distribuicio de intercepto linear simulado

Os resultados a seguir sdo do unfolding de distribuigdo de intercepto linear obtidos
de uma simulagdo no simulador dindmico desenvolvido por Zeferino. Na Tabela 4.4, a
coluna mais a esquerda lista as classes da distribui¢do. A segunda coluna lista a populacéo
de intercepto de cada classe medida nas imagens das se¢des de corte da estrutura simulada.
A terceira coluna ¢ a distribui¢do de intercepto linear calculada a partir da coluna anterior.
A quarta coluna corresponde a verdadeira distribui¢do de tamanho de grios simulada. A
quinta coluna ¢ o resultado do unfolding da quarta coluna e a ultima coluna dé a diferenca
entre os resultados reais e os resultados de unfolding para ilustrar a precisdo do método
neste caso.

A Figura 4.4 mostra as curvas de distribuicdo de tamanho de gréo simulada e a
distribui¢do obtida no unfolding. Nota-se que os resultados de unfolding oscilam em torno
dos valores reais, com exce¢do da primeira classe, em que os dois valores sdo muito

distintos.

Tabela 4.4. Comparacgdo de (Nv)j simulado com (Ny)j unfolding, para 5 classes de tamanho, usando
interceptos de comprimento.

Classes | Frequéncia
de de (Nv)j (Nv)j
interceptos | interceptos (N Observado | Unfolging | (Ny)j Observado - (Ny)j Unfolding

0[-1 227 0,017459| 0,0024 0,0059 -0,0035

1]--2 420 0,032303| 0,0024 0,0022 0,0002

2 |--3 541 0,041609| 0,0024 0,0024 0

3|4 506 0,038917| 0,0024 0,0023 0,0001

4 |--5 341 0,026227| 0,0024 0,0026 -0,0002
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Figura 4.4.Comparativo entre o nimero de grios por unidade de volume (Ny)j Simulado e niimero de graos
por unidade de volume (Nv)j, para 5 classes de tamanho, para esferas usando interceptos de comprimento.
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comparativo na tabela 4.5 e respectiva figura 4.5.

Tabela 4.5. Comparagdo de (Nv)j simulado com (Ny)j unfolding, para 10 classes de tamanho usando

interceptos de comprimento.

Freqiiéncia

classes de de (Nv)j (Nv)j

interceptos | interceptos (NYi Observado | Unfolging | observado — unfolding
0|-1 61 0,004971 0,0015 0,0027 -0,0012
1]--2 154 0,012551 0,0015 0,0037 -0,0022
2|3 191 0,015566 0,0015 0,0005 0,001
3|--4 255 0,020782 0,0015 0,0023 -0,0008
4]--5 253 0,020619 0,0015 0,0004 0,0011
5|-6 293 0,023879 0,0015 0,0023 -0,0008
6 |--7 243 0,019804 | 0,0015 0,0008 0,0007
7 |--8 235 0,019152 0,0015 0,0016 -0,0001
8|-9 172 0,014018 0,0015 0,0014 0,0001
9|-10 102 0,008313 0,0015 0,0015 0
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Figura 4.5.Comparativo entre o nimero de grios por unidade de volume (Ny)j Simulado e niimero de grios
por unidade de volume (Nv)j, para 10 classes de tamanho, para esferas usando interceptos de comprimento.

Comparados aos resultados do teste tedrico estes resultados dos testes da simulago
ndo foram tdo precisos. A razdo disso ndo € a efici€éncia do método de unfolding. O teste
tedrico ja comprovou que ele € exato. A razdo esta na propria simulacdo e no procedimento
de coleta de dados. O teste tedrico supde uma quantidade infinita de medigcdes de
intercepto. Somente assim as relagdes estereologicas utilizadas para obter a distribuicéo de
interceptos sfo exatas.

Na simulagdo, uma quantidade finita de interceptos ¢ coletada. Isso d4 margem a
que ocorram desvios estatisticos do caso real, como fica demonstrado pela variacdo
encontrada nos resultados do unfolding em torno dos valores reais. Além disso, a
distribui¢do de esferas dentro da caixa pode possuir gradientes de concentragdo de esferas
de determinado tamanho, fazendo com que a populacdo de determinadas classes de
tamanho se desviasse do valor representativo de sua populacdo. Isso pode explicar os
valores muito diferentes encontrados para a classe primeira, na Fig. 4.4 e, primeira ¢
segunda na Fig. 4.5.

Por ser exato, o software de unfolding aqui desenvolvido é capaz de avaliar o efeito
de procedimentos feitos na medigdo real sobre os resultados encontrado.

Mesmo uma simulagfo altamente controlada como a de Zeferino ndo consegue ser

perfeita. Ja existem estudos para aumentar o nimero de grios simulados; quando houver
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um software que consiga colocar um nmimero maior de esferas dentro de uma caixa, entdo

sera possivel obter melhores resultados.

4.4. Unfolding de distribuicio de area de secdo

A tabela 4.6 mostra os dados referentes ao unfolding de uma distribuicdo de area de
intercepto para uma situacdo tedrica de dois tamanhos de gréos, tendo cada classe de
tamanho de grio, a mesma populagdo. A coluna mais a esquerda mostra o tamanho de
grio; a segunda coluna mostra a populagéo real de cada tamanho de gréo; a terceira coluna
mostra a populagdo de area de intercepto para cada classe, calculada teoricamente pela
estereologia; a quarta coluna mostra o resultado do unfolding, que conseguiu determinar os
resultados teodricos. A ultima coluna é a diferenca entre o valor real e o valor determinado

pela rotina de unfolding.

Tabela 4.6. Comparagio de (Nv)j tedrico com (Ny)j unfolding, para 2 classes de tamanho usando
interceptos de area de secao.

Tamanho [ (N,); (NL)i (Nv)j
de grdo | Tedrico | Tedrico |unfolding| (Ny)j Unfolding —(Ny)j Tedrico
1,13 0,1 0,178902 0,1 0
2,26 0,1 0,145137 0,1 0

(NV);j tedrico X (NV)j Unfolding

0,84 .

] —A— Unfolding
0,6 - —0O— Teorico
0,4 -

0,2

0,04
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Figura 4.6. Comparativo entre o numero de grdos por unidade de volume (Nv)j tedrico e numero de gréos
por unidade de volume (Ny)j para esferas usando interceptos de area

Com base na figura 4.6 verifica-se resultados Otimos, pois eram esperados os
valores 0,1 e 0,1. E foram obtidos exatamente 0,1 e 0,1. Mas, infelizmente , para

distribui¢des com mais de duas classes de tamanho, o programa néo funciona.
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O problema deve-se a equagdo X = (ATA)"*ATY que s6 tem solugdo se (ATA)™1
puder ser determinado. O que se observa na figura 4.7 ¢ que classes de tamanho maiores

que dois geram matrizes ndo inversiveis.
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Figura 4.7. Unfolding para esferas usando interceptos de area sendo cinco classes de tamanho pelo software
de unfolding

Para que a solugio exista, é necessario que a matriz (ATA)~! possa ser calculada,
isto €, é necessario que a matriz AT A seja ndo singular. Acontece que a matriz A é uma
composigdo de P;; . H'; como € visto na figura 4.8. Onde Pij sdo os valores da tabela de

probabilidades ij para esferas usando interceptos de area e H'j altura projetada média da

esfera de tamanho j.
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Figura 4.8. Matriz A como uma composi¢do de P; ; ﬁ]
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A matriz de probabilidades de area de secdo para esferas é singular na maioria dos
casos, como pode ser visto na Figura 4.9. Entdo, a matriz de probabilidades contribui de
forma substancial para que a matriz A seja ndo inversivel. Como conseqiiéncia, na maioria
das vezes, usar a técnica de minimizacgdo do chi-quadrado pelo método matricial é inviavel,
pois envolve inversdo de matriz. Outra técnica de minimizacdo deve ser empregada para

este caso.

. Taheks de Peababilidads da silers

i Tt ks e Saghn Tlinass de SesioeEn

13— 8 i i i 3
Doy (Cedmani ¢ ] e 18 [ LI 5 iirF i 185 i T i B
v ¥ e
100784 F S8 1 ORI ¥ T o+ THEL URE SRR Ry rn el Tl
. 1 1801 133 1113 1} Ga k]
glurad n 10144 - "LILLT C
i 3 CELF ETRCRERED 1 L 1
1 : ] L 141 H i
] 1] LFECLES 1 i
i 3 1] LY i b,
Tid ] r :
5 F i i (i] &l
5 ] .
t t 1 DT TGS Pt ITo 1. 0ET i 2849 1 1 I

Figura 4.9 .Matriz de probabilidades para esferas usando interceptos de area
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5.CONCLUSOES E SUGESTOES

A rotina de unfolding ¢ pouco usada, pois as pessoas que poderiam usa-la ndo

dominam todas as etapas do processo. Através deste trabalho, tem-se uma base para julgar

a eficiéncia do procedimento de unfolding para determinacdo de distribui¢do de tamanho

de gréos.

Foi implementado um software de unfolding e apds os testes realizados e

apresentados neste trabalho, enumera-se as seguintes conclusoes:

1.

Foi desenvolvida a rotina e o software para determinar a matriz de probabilidades
para qualquer tamanho de intercepto maximo e com qualquer nimero de classes de
tamanho de grao e de intercepto linear e de area de secao.

O resultado da engenharia reversa pode ser considerado positivo quando usado com
interceptos de comprimento.

A simulacdo sofre desvios estatisticos gerados pela distribuicdo das esferas dentro
da caixa e pelo posicionamento das linhas de teste em relagdo as esferas. Além do
mais, o numero de interceptos medidos também influencia os resultados.

Uma forma de encontrarmos resultados sem a influéncia estatistica € usar os
valores tedricos. Pois como foi observado, os resultados sdo considerados 6timos.
Os resultados obtidos com o unfolding quando se usa interceptos de area de se¢do
ndo ¢ considerado positivo, devido haver problemas de resolu¢do na equagio basica
do programa.

Verificou-se que € possivel usando as relagdes estereoldgicas, estimar o nimero de
graos em uma estrutura partindo de uma observag@o planar e usando interceptos de

comprimento.

Como sugestdes para trabalhos futuros podem ser citadas:

a.

b.

Usar de outra forma de minimizacdo do chi-quadrado para evitar o erro da matriz
ndo inversivel.

Fazer o unfolding de grios para outras formas geométricas.
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7.APENDICE

7.1.Mo6dulo responsavel por gerar as tabelas de probabilidades para intercepto de

comprimento .

package interceptoComprimento.model;
import static java.lang.Math.pow;
import java.util.Vector;
public class Probabilidades {
public Vector<String> produzirDiametroClasses(float diametro,int gtdeDiametros)
{
Vector<String> captions = new Vector<String>();
final float FATOR = diametro / qtdeDiametros;
for (inti=1;i<=qtdeDiametros; ++i)
captions.add(String.format("%.5f", i * FATOR));
return captions;
}
public Vector<Vector<String>> gerarProbabilidades(float diametro,
Vector<String> headers,int qtdelnterceptos,int gtdeClasses) {
Vector<Vector<String>> content = new Vector<Vector<String>>();
Vector<String> row = new Vector<String>();
Vector<String> somatorio = new Vector<String>();
Vector<Float> classeDiametro = new Vector<Float>();
final float FATOR = diametro / qtdelnterceptos;
for (String s : headers) {
classeDiametro.add(new Float(s));
}
somatorio.setSize(qtdeClasses+1);
for(int i=1;i<somatorio.size(); ++i)
somatorio.set(i, "0.0");
row.add("Classes de Interceptos");
content.add(row);
for (inti=1;i<=qtdelnterceptos; ++i) {
float classelnferior = new Float(String.format("%.5f", i * FATOR -
FATOR));
float classeSuperior = new Float(String.format("%.5f", i * FATOR));
row = new Vector<String>();
String s = String.format("%.5f -| %.5f", classelnferior,
classeSuperior);
row.add(s);
for (float classe : classeDiametro) {
if (classe >= classeSuperior) {
double probabilidade = (pow(classeSuperior, 2) -
pow(classelnferior, 2))
/ pow(classe, 2);
row.add(String.format("%f", probabilidade));



} else
row.add("0");
}
row.trimToSize();
for(int j=1;j<qtdeClasses+1;++j){
somatorio.set(j,String.format("%.5f",
Double.parseDouble(row.get(j)) + Double.parseDouble(somatorio.get(j))));
}
content.add(row);
}
content.add(somatorio);
return content;

}

7.2.Mddulo responsavel por gerar as tabelas de probabilidades para interceptos de area de
secao

package interceptoSecao.model;
import java.util.Vector;
import prismal2.comprimento.model.math.Intervalo;
public class Probabilidades {
/*
* Definicdo dos intervalos das fungdes para esfera de diametro unitario
*
*/
private final Intervalo intervaloFuncao_01 = new Intervalo(0, 0.420188);
private final Intervalo intervaloFuncao_02 = new Intervalo(0.420188,0.773617);
private final Intervalo intervaloFuncao_03 = new
Intervalo(0.77361719,0.785398163);
private double interceptoMaximo;
private double diametroMaximo;
public Probabilidades(){
}
public double getinterceptoMaximo() {
return interceptoMaximo;
}
public void setinterceptoMaximo(double interceptoMaximo) {
this.interceptoMaximo = interceptoMaximo;
this.diametroMaximo =
interceptoMaximoToDiametro(interceptoMaximo);
}
public Vector<String> produzirDiametroClasses(int qtdeClasses) {
Vector<String> captions = new Vector<String>();
final double FATOR = this.diametroMaximo / qtdeClasses;
for (inti=1;i<=qgtdeClasses; ++i)
captions.add(String.format("%.2f", i * FATOR));

51



52

return captions;
}
public Vector<Vector<String>> gerarProbabilidades(Vector<String> headers,int
gtdelnterceptos,int qtdeClasses) {
Vector<Vector<String>> tabelalinhas = new Vector<Vector<String>>();
Vector<String> linha;
Vector<String> somatorios = new Vector<String>();
Vector<Float> classeDiametro = new Vector<Float>();
Intervalo intervaloEquivalenteFuncao01;
Intervalo intervaloEquivalenteFuncao02;
Intervalo intervaloEquivalenteFuncao03;
Intervalo intervaloClasse;
final double FATOR = new Double(String.format("%.6f", interceptoMaximo
/ gtdelnterceptos));
double classelnferior;
double classeSuperior;
double fatorConversao;
somatorios.setSize(qtdeClasses+1);
//Preenchendo o somatorio com zeros
for(int i=1;i<somatorios.size();++i)
somatorios.set(i, "0.0");
linha = new Vector<String>();
linha.add("Interceptos de area");
tabelalinhas.add(linha);
for (String s : headers) {
classeDiametro.add(new Float(s));
}
for (int auxCounter = 1; auxCounter <= qtdelnterceptos; ++auxCounter) {
classelnferior = auxCounter * FATOR - FATOR;
classeSuperior = auxCounter * FATOR,;
linha = new Vector<String>();
intervaloClasse = new Intervalo(classelnferior, classeSuperior);
String s = String.format("%.6f -| %.6f",
classelnferior,classeSuperior);
linha.add(s);
for (float classe : classeDiametro) {
double areaSecao = calcularAreMaximalclasse);
if (intervaloClasse.contemintervalo(new
Intervalo(0,areaSecao))){
//TODO testar com 1.007269
linha.add("1.007269");
}
else{
fatorConversao = getFatorDeConversao(classe);
intervaloEquivalenteFuncao01 = intervaloFuncao_01.ampliar(fatorConversao);
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intervaloEquivalenteFuncao02 = intervaloFuncao_02.ampliar(fatorConversao);
intervaloEquivalenteFuncao03 = intervaloFuncao_03.ampliar(fatorConversao);
// somente no intervalo 1
if
(intervaloEquivalenteFuncao01.contemintervalo(intervaloClasse)){

Intervalo intervaloClasseUnitario = intervaloClasse.ampliar(1/fatorConversao);
double v1 = funcaoProbabilidadeAcumulada_01(intervaloClasseUnitario.getSupRange());
double v2 = funcaoProbabilidadeAcumulada_01(intervaloClasseUnitario.getInfRange());

linha.add(String.format("%5f", v1-v2));
!
// entre o intervalo 1 e 2
else
if
(Intervalo.estaEntre(intervaloEquivalenteFuncao01, intervaloClasse,
intervaloEquivalenteFuncao02) )
{
double il = intervaloClasse.getInfRange();
double i2 = intervaloEquivalenteFuncao01.getSupRange();
Intervalo parteF1 = new Intervalo(i1,i2).ampliar(1/fatorConversao);
double v1 = intervaloEquivalenteFuncao02.getInfRange();
double v2 = intervaloClasse.getSupRange();
Intervalo parteF2 = new Intervalo(v1,v2).ampliar(1/fatorConversao);
double resl = funcaoProbabilidadeAcumulada_01(parteFl.getSupRange()) -
funcaoProbabilidadeAcumulada_01(parteF1.getInfRange());
double res2 = funcaoProbabilidadeAcumulada_02(parteF2.getSupRange()) -
funcaoProbabilidadeAcumulada_02(parteF2.getInfRange());
linha.add(String.format("%5f", res2 + resl));

1
else // esta na funcao 2
if
(intervaloEquivalenteFuncao02.contemintervalo(intervaloClasse))
{

Intervalo
intervaloclasseUnitario = intervaloClasse.ampliar(1/fatorConversao);
double v1 = funcaoProbabilidadeAcumulada_02(intervaloclasseUnitario.getSupRange());
double v2 = funcaoProbabilidadeAcumulada_02(intervaloclasseUnitario.getInfRange());
linha.add(String.format("%5f", v1-v2));
!
else //entre2e3
if
(Intervalo.estaEntre(intervaloEquivalenteFuncao02, intervaloClasse,
intervaloEquivalenteFuncao03) )
{
double il = intervaloClasse.getInfRange();
double i2 = intervaloEquivalenteFuncao02.getSupRange();
Intervalo parteF2 = new Intervalo(i1,i2).ampliar(1/fatorConversao);
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double v1 = intervaloEquivalenteFuncao03.getInfRange();
double v2;
if
(intervaloClasse.getSupRange() > intervaloEquivalenteFuncao03.getSupRange())
v2 = intervaloEquivalenteFuncao03.getSupRange();
else
v2 = intervaloClasse.getSupRange();
Intervalo parteF3 = new Intervalo(v1,v2).ampliar(1/fatorConversao);
double res1 = funcaoProbabilidadeAcumulada_02(parteF2.getSupRange()) -
funcaoProbabilidadeAcumulada_02(parteF2.getInfRange());
double res2 = funcaoProbabilidadeAcumulada_03(parteF3.getSupRange()) -
funcaoProbabilidadeAcumulada_03(parteF3.getInfRange());
linha.add(String.format("%5f", res2 + resl));
}
else // esta em 3
if
(intervaloEquivalenteFuncao03.contemintervalo(intervaloClasse))
{
Intervalo
intervaloclasseUnitario = intervaloClasse.ampliar(1/fatorConversao);
double v1 = funcaoProbabilidadeAcumulada_03(intervaloclasseUnitario.getSupRange());
double v2 = funcaoProbabilidadeAcumulada_03(intervaloclasseUnitario.getInfRange())
linha.add(String.format("%5f", v1-v2));

1
else
if
(intervaloEquivalenteFuncao03.parcialmentelnterno(intervaloClasse))
{

double bkp = intervaloClasse.getSupRange(); // fazendo bkp
intervaloClasse.setSupRange(intervaloEquivalenteFuncao03.getSupRange());

Intervalo
intervaloclasseUnitario = intervaloClasse.ampliar(1/fatorConversao);

double v1
= funcaoProbabilidadeAcumulada_03(intervaloclasseUnitario.getSupRange());

double v2

= funcaoProbabilidadeAcumulada_03(intervaloclasseUnitario.getInfRange())

linha.add(String.format("%5f", v1-v2));
intervaloClasse.setSupRange(bkp);// restaurando

else{

linha.add("0");



linha.trimToSize();
tabelaLinhas.add(linha);
/*
* gerando o somatdrio
*
/
for(inti =1;i<linha.size();++i){
somatorios.set(i,String.format("%5f",

Double.valueOf(linha.get(i)) +

Double.valueOf(somatorios.get(i))));
}
}

tabelalinhas.add(somatorios);
return tabelaLinhas;

}

private double funcaoProbabilidadeAcumulada_01(double diametro) {

double res = 0.66853 * Math.pow(diametro, 2)/2 + 0.61429 * diametro;

return res;

}

private double funcaoProbabilidadeAcumulada_02(double diametro) {
double res =-16275.59381 * diametro + 204574.9849

* Math.pow(diametro, 2) / 2 - 1094984.66986 * Math.pow(diametro, 3)

/ 3 +3235460.1652 * Math.pow(diametro, 4) / 4 - 5700046.25721
* Math.pow(diametro, 5) / 5 + 5987800.08186

* Math.pow(diametro, 6) / 6 - 3473152.28404 * Math.pow(diametro, 7)

/7 + 858232.5688 * Math.pow(diametro, 8) / 8;
return res;
}
private double funcaoProbabilidadeAcumulada_03(double diametro) {
double res = 939.98495 * Math.pow(diametro, 2) / 2 - 721.88662
* diametro;
return res;
}
private double getFatorDeConversao(double diametro) {
return new Double(String.format("%.2f", Math.pow(diametro, 2)));
}
private double calcularAreMaxima(double diametro){
return Math.Pl * Math.pow(diametro, 2)/4;
}
private double interceptoMaximoToDiametro(double areaMaxima){
return 2* Math.pow(areaMaxima/Math.Pl, 1/2.0);

}
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7.3.Mddulo responsavel por gerar os resultados do unfolding para interceptos

de comprimento

package quiquadrado.comprimento;
import static java.lang.Math.pow;
import java.util.Vector;
import org.jmtrx.objects.Matriz;
public class Probabilidades {
public Vector<Float> produzirDiametroClasses(float interceptoMaximo,int
gtdeDiametros) {
Vector<Float> captions = new Vector<Float>();
final float FATOR = interceptoMaximo / gtdeDiametros;
for (inti=1; i <= gtdeDiametros; ++i)
captions.add(new Float( String.format("%.5f", i * FATOR) ));
return captions;
}
public Matriz gerarProbabilidades(float diametro,
Vector<Float> headers,int qtdelnterceptos,int gtdeClasses) {

Matriz content = new Matriz(qtdelnterceptos,qgtdeClasses);
Vector<Double> row;
Vector<Float> classeDiametro = new Vector<Float>();
final float FATOR = diametro / qtdelnterceptos;
for (Float s : headers) {
classeDiametro.add(new Float(s));

}

for (inti = 1; i <= gtdelnterceptos; ++i) {
float classelnferior = new Float(String.format("%.5f", i * FATOR - FATOR));
float classeSuperior = new Float(String.format("%.5f", i * FATOR));
row = new Vector<Double>();
for (float classe : classeDiametro) {
//se o diametro estiver nos limites das classes
if (classe >= classeSuperior) {
double probabilidade = (pow(classeSuperior, 2) -
pow(classelnferior, 2))
/ pow(classe, 2);
row.add(new Double( String.format("%.5f", probabilidade)
));
}else
row.add(0d);

}

row.trimToSize();
content.setLinha(i-1, row);

}

return content;
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public float calcularAreaProjetadaMedia(float diametro){

}

return new Float(Math.PI * pow(diametro,2)/4);

public Vector<Vector<String>> gerarintervalos(double tamanholntercepto, int

gtdeClasses) {

Vector<Vector<String>> dataVector = new Vector<Vector<String>>();
Vector<String> row;
double fator = tamanholntercepto/qtdeClasses;
for(int i=1;i< gtdeClasses+1;++i){
row = new Vector<String>();
row.add(Integer.toString(i));
row.add(String.format("%.2f |- %.2f", fator*(i-1),fator*i));
row.trimToSize();
dataVector.add(row);
}
row = new Vector<String>();
row.add(0, "\u03a3");
dataVector.add(row);
return dataVector;



