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Metrizabilidade de Topologias e Distâncias
Generalizadas

Autor: Bismark Gonçalves do Nascimento

Orientador: Prof. Dr. Fagner Lemos de Santana

Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre a metrizabilidade de topologias apresen-

tando condições necessárias para que uma topologia seja metrizável, ou seja, possa ser

construída partindo-se de uma métrica oriunda de bolas abertas. Além disso, vários exem-

plos interessantes de topologias são apresentados de modo a mostrar que várias das con-

dições apresentadas são apenas necessárias. Também é mencionado o teorema de Nagata-

Smirnov-Bing, o qual apresenta condições necessárias e suficientes para que uma topologia

seja metrizável. Além do mais, apresentamos uma generalização do conceito de métrica,

a qual é chamada i-métrica V-valorada. Através dessa generalização são definidos os con-

ceitos de i-quasi-métrica V-valorada, i-pseudométrica V-valorada e i-quasi-pseudométrica

V-valorada e é provado que toda topologia é i-quasi-pseudometrizável. Com base na teoria

de matemática intervalar é construída uma métrica intervalar que é um caso particular

de i-métrica. Essa métrica intervalar também gera uma topologia e avaliamos se essa

topologia é metrizável.

Palavras-chave: Topologia Metrizável, i-Métrica V-Valorada, Topologia i-Quasi-Pseudome-

trizável, Métrica Intervalar.



Metrizability of Topologies and Generalized Distances

Author: Bismark Gonçalves do Nascimento
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Abstract

In this work, we present a study on the metrizability of topologies presenting the necessary

conditions for a topology to be metrizable, i.e., it can be constructed starting from a

metric originating from open balls. In addition, several interesting examples of topologies

are presented to show that many of the presented are only necessary. Moreover, the

Nagata-Smirnov Bing theorem is also mentioned, which presents necessary and sufficient

conditions for a topology to be metrizable. In addition, we present a generalization of

the concept of metric, which is called V-valued i-metric. Through this generalization we

define the concepts of V-valued i-quasi-metric, V-valued i-pseudometric and V-valued i-

quasipseudometric and it is proved that every topology is i-quasi-pseudometrizable. Based

on the theory of interval math an interval metric is constructed which is a particular case

of i-metric. This interval metric also generates a topology and we assess whether this

topology is metrizable.

Keywords : Metrizable Topology, i-Metric V-Valued, i-Quasi-Pseudometrizable Topology,

Interval Metric.
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1 Introdução

A topologia é a área da matemática que estuda as propriedades dos conjuntos que

permanecem invariantes com respeito a funções contínuas. O tema central de estudo dessa

área são os de espaços topológicos, onde um espaço topológico é um par (X,T), no qual

X é um conjunto não vazio e T é uma classe de subconjuntos de X fechada para uniões

arbitrárias e interseções finitas. Nesse caso, T é dita uma topologia em X e cada elemento

de T é chamado conjunto aberto, segundo a topologia T. Uma métrica sobre um conjunto

não vazio X, é uma função d : X ×X −→ R que satisfaz algumas condições que a torna

uma boa representação matemática da ideia de proximidade entre os elementos de X.

Uma topologia em um conjunto X, é dita metrizável se ela poder ser construída por

uma métrica, por meio de bolas abertas. Topologias metrizáveis têm várias propriedades

interessantes como as que tratam da separação entre seus elementos por conjuntos abertos

e as que tratam de coberturas para conjuntos. Isso já justifica o interesse nesses espaços.

Uma maneira mais imediata de descobrir se uma topologia é metrizável é encontrando

uma métrica que a gere. Porém, em muitos casos, esse é um trabalho árduo e mesmo que

tal métrica seja descoberta, trata-se de uma função muito complicada para ser usada.

Em muitos casos, o interesse esta apenas em saber se a dada topologia possui algumas

das (ou todas as) propriedades que as topologias metrizáveis têm. Baseado nisto, torna-se

interessante o estudo de critérios que garantem que uma topologia é metrizável e que não

passam pela obtenção da métrica que a gera.

Nesta dissertação serão apresentadas algumas propriedades dos espaços topológicos

metrizáveis, sendo três que tratam da separação entre os elementos (Hausdorff, regulari-

dade e normalidade) e uma que trata de cobertura de conjuntos (paracompacidade). Serão

apresentados também exemplos de espaços não metrizáveis, sendo os principais a reta e o

plano de Sorgenfrey, os quais possuem várias propriedades em comum com as topologias

metrizáveis, por exemplo, a reta de Sorgenfrey é Hausdorff, regular e normal, enquanto

que o plano é Hausdorff e regular, porém, não é normal. Para demonstrar que o plano não

é normal será usado o conhecido teorema da Categoria de Baire e, por isso, ele é apresen-
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tado no apêndice. Além disso, será apresentado o Teorema de Nagata-Smirnov-Bing que

mostra condições necessárias e suficientes para que uma topologia seja metrizável.

Como nem toda topologia é metrizável, torna-se interessante considerar generalizações

do conceito de métrica. Pode-se classificar essas generalizações em duas categorias. A

primeira é formada por funções ainda com assinatura d : X ×X −→ R, relaxando-se as

condições de métrica ou as modificando. Dentre essas, se enquadram as quasi-métricas (ver

Acióly e Bedregal (1997)), as pseudo-métricas (ver Nagata (1985)) e as ultramétricas (ver

Priess-Crampe e Ribenboim (2000)). Na segunda classe estão as generalizações baseadas

na modificação do contradomínio da função d. Por exemplo, esse tipo de generalização foi

proposto primeiro por Menger (1942) e foi chamada de métrica estatística. Nesse caso,

uma métrica estatística é uma função d : M ×M −→ D+, na qual o contradomínio D+

é uma classe de funções de distribuição de probabilidade não-negativas que satisfazem

certas condições. Neste caso, dados x, y ∈ M, d(x, y) é uma função de distribuição e o

número d(x, y)(t) é a probabilidade de que a distância entre x e y seja menor que t.

Neste trabalho, abordaremos uma noção de métrica generalizada proposta em San-

tana (2012) e Santana e Santiago (2016), a qual é chamada de i-métrica V-valorada. Com
base nessa i-métrica são definidas as noções de i-quasi-métrica, i-pseudométrica e i-quasi-

pseudométrica e a partir dessas definições é apresentado um resultado que mostra que toda

topologia é i-quasi-pseudometrizável. Além disso, será dado destaque para uma generali-

zação proposta em Santana e Santiago (2013) que é um caso particular de i-métrica, onde

esta é chamada métrica intervalar e faz parte da Matemática Intervalar, teoria surgida

nos anos 1950 através dos trabalhos de Warmus, Sunaga e Moore (ver Warmus (1956),

Sunaga (2009) e Moore (1959)). A Matemática Intervalar tem como objetivo estudar os

intervalos compactos da reta, partindo da ideia de que eles são representações dos seus

elementos (números reais) que carregam incertezas.

A noção de métrica intervalar é definida de modo que a distância entre dois intervalos

é também um intervalo. Intuitivamente, essa noção faz sentido, pois é de se esperar que a

distância entre duas “grandezas incertas” (intervalares) seja ainda uma grandeza incerta.

Será apresentada a construção de uma topologia partindo da métrica intervalar e do

conceito de bola aberta nesse contexto, a qual também tem propriedades similares as de

uma topologia metrizável. Por fim, será apresentada a demonstração de que esta topologia

não é metrizável (Santana e Santiago (2016)) onde será utilizado o teorema de Nagata-

Smirnov-Bing.

Este trabalho está dividido em 6 capítulos. No Capítulo 2, são apresentados conceitos
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e resultados preliminares sobre topologia, base e sub-base de uma topologia e axiomas de

separação. No Capítulo 3, são apresentados a reta e o plano de Sorgenfrey que são exem-

plos interessantes de topologias não metrizáveis. No Capítulo 4, são introduzidos alguns

conceitos que fornecem condições necessárias para que uma topologia seja metrizável, além

de ser mencionado o Teorema de Nagata-Smirnov-Bing que apresenta condições necessá-

rias e suficientes para que uma topologia seja metrizável. No Capítulo 5, é explicitado o

conceito de i-distâncias, i-quasi-métrica, i-pseudométrica e i-quasi-pseudométrica e é pro-

vado que toda topologia é gerada por uma i-quasi-pseudométrica. Por fim, no Capítulo

6, é mostrado a noção de métrica intervalar e é construída a topologia TKM a partir da

métrica intervalar dKM , que é um exemplo de i-métrica.
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2 Preliminares

No decorrer deste capítulo são apresentados conceitos e resultados básicos que serão

abordados no trabalho. Ele está organizado em duas seções: base e sub-base de uma

topologia e axiomas de separação.

Os conteúdos expostos neste capítulo são encontrados mais detalhadamente em Du-

gundji (1966), Vilches (2012) e Munkres (2000).

2.1 Base e Sub-base de uma Topologia

Nesta seção são apresentadas as definições de espaço topológico, base e sub-base de

uma topologia. Também serão expostos alguns exemplos e demonstrados alguns resulta-

dos.

Definicão 2.1. Considere X um conjunto não vazio. Denote o conjunto das partes de X

por P(X). Uma família T ⊆ P(X) é uma topologia sobre X, se satisfaz as três condições

seguintes:

(1) X, ∅ ∈ T;

(2) Seja

A = {Aβ ∈ T; β ∈ L}

uma família arbitrária de conjuntos em T, onde L é um conjunto qualquer de índices.

Assim temos: ⋃
β∈L

Aβ ∈ T;

(3) Se S1, S2, · · · , Sn ∈ T, então:
n⋂
j=1

Sj ∈ T.

Os elementos da topologia T são chamados abertos em X. Além disso, o par (X,T)

é chamado espaço topológico.
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Exemplo 2.1. Ttri = {X, ∅} é chamada topologia trivial. Nesse caso, os únicos abertos

em X são X e ∅.

Exemplo 2.2. Tdis = P(X) é chamada topologia discreta. Assim, todos os subconjun-

tos de X são abertos.

Exemplo 2.3. Seja X um conjunto não vazio. Considere a classe

Cf (X) = {A ⊆ X; A = ∅ ou X − A é finito }.

Essa classe é chamada topologia cofinita de X.

Claramente X, ∅ ∈ Cf , ou seja, a condição (1) é satisfeita.

Para provar (2), considere {Aβ ∈ Cf ; β ∈ L}, note que

X −
⋃
β∈L

Aβ =

⋃
β∈L

Aβ

c

=
⋂
β∈L

(X − Aβ),

sendo assim, a interseção é finita ou é X, pois X − Aβ é finito. Logo⋃
β∈L

Aβ ∈ Cf .

Sejam S1, S2, · · · , Sn ∈ Cf , então

X −
n⋂
j=1

Sj =

 n⋂
j=1

Sj

c

=
n⋃
j=1

(X − Sj).

Desse modo, a união é finita ou X, já que cada X − Sj é finito ou X. Logo

n⋂
j=1

Sj ∈ Cf .

O que verifica a condição (3).

Definicão 2.2. Considere (X,T) e (X,T′) espaços topológicos. Se T ⊆ T′, então a topo-

logia T′ e mais fina que T.

Definicão 2.3. Seja (X,T) um espaço topológico. Uma família B ⊆ T é chamada uma

base para T, se cada conjunto aberto pode ser escrito como a união de elementos de B,

isto é, para todo A ∈ T, tem-se

A =
⋃
B∈F

B,

onde F ⊆ B.
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Exemplo 2.4. Considere o espaço topológico (X,Tdis). Os conjuntos unitários {x} ⊆ X

são uma base para Tdis.

Com efeito, dado qualquer subconjunto A ⊆ X, temos que

A =
⋃
a∈A

{a}.

Teorema 2.1. Considere a família B ⊆ T. As seguintes propriedades são equivalentes:

(1) B é base para T.

(2) Para cada G ∈ T e cada x ∈ G existe U ∈ B tal que x ∈ U ⊆ G.

Demonstração. (1)⇒ (2). Desde que G ∈ T e B seja uma base, tem-se que

G =
⋃

Uα,

onde cada Uα ∈ B. Então, dado x ∈ G, existe pelo menos um Uα ∈ B tal que x ∈ Uα ⊆ G.

(2)⇒ (1). Seja G ∈ T. Para cada x ∈ G, existe Ux ∈ B com x ∈ Ux ⊆ G. Então,

G =
⋃
x∈G

Ux.

Teorema 2.2. Seja B ⊆ T uma base para T. Dessa forma, A é aberto se, e somente se,

para cada x ∈ A existe U ∈ B tal que x ∈ U ⊆ A.

Demonstração. Suponha que A seja aberto. Como B é uma base, temos:

A =
⋃

Uα,

onde Uα ∈ B. Logo, para cada x ∈ A existe Uα ∈ B tal que x ∈ Uα ⊆ A.

Por outro lado, se para cada x ∈ A, existe Ux ∈ B tal que x ∈ Ux ⊆ A, então

A =
⋃
x∈A

Ux,

logo, como cada Ux é aberto, temos que A é aberto.

Teorema 2.3. Seja Σ = {Aβ; β ∈ L} uma família qualquer de subconjuntos de X, onde

L é um conjunto qualquer de índices. Existe uma menor topologia T(Σ) contendo Σ. A
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família T(Σ) consiste de ∅, X, todas as interseções finitas de elementos de Σ, e todas as

uniões dessas interseções finitas.

Demonstração. Seja T(Σ) a classe formada por ∅, X, todas as interseções finitas de ele-

mentos de Σ e todas as uniões arbitrárias dessas interseções finitas. É imediato que é uma

topologia. Além disso, se T é uma topologia em X tal que Σ ⊆ T, então da definição de

topologia segue T(Σ) ⊆ T.

A família Σ = {Aβ; β ∈ L} é chamada uma sub-base para a topologia T(Σ) e diz-se

que T(Σ) é gerada por Σ.

Exemplo 2.5. Considere a família

Σ = {(a,+∞), (−∞, b); a, b ∈ R}.

A topologia T(Σ) é chamada topologia euclidiana de R.

Definicão 2.4. Sejam (X,Tx) e (Y,Ty) espaços topológicos. Considere as projeções canô-

nicas px : X × Y −→ X e py : X × Y −→ Y, definidas por px(x, y) = x e py(x, y) = y.

Dados U ∈ Tx e V ∈ Ty tem-se

p−1x (U) = U × Y,

p−1y (V ) = X × V,

logo

p−1x (U) ∩ p−1y (V ) = U × V.

Os conjuntos

Σp = {p−1x (U), p−1y (V ); U ∈ Tx, V ∈ Ty}

e

Bp = {U × V ; U ∈ Tx, V ∈ Ty}

são a sub-base e a base de uma topologia sobre X×Y, a qual é chamada topologia produto.

Um elemento W ⊆ X×Y é aberto na topologia produto se para todo x ∈ W, existem
U aberto em X e V aberto em Y tais que x ∈ U × V ⊆ W.

O próximo teorema exibe uma condição suficiente para que uma classe de conjuntos

seja a base de uma topologia.
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Teorema 2.4. Seja

B = {Uµ; µ ∈ L}

uma família de subconjuntos de X, onde L é um conjunto qualquer de índices, que satisfaz:

(i) Para cada (µ, λ) ∈ L×L e cada x ∈ Uµ∩Uλ, existe algum Uα tal que x ∈ Uα ⊂ Uµ∩Uλ.
Desse modo, a família T(B) constituída de ∅, X e todas as uniões de elementos de B é

uma topologia em X e B é uma base para T(B).

Demonstração. Basta provar que a interseção de dois elementos de T(B) também está em

T(B). Sejam A,B ∈ T(B). Se A = X, A = ∅, B = X ou B = ∅, nada há a demonstrar.

Suponha

A =
⋃
µ∈I

Uµ,

onde I ⊆ L, e

B =
⋃
λ∈J

Uλ,

onde J ⊆ L. Temos

A ∩B = (
⋃
µ∈I

Uµ) ∩ (
⋃
λ∈J

Uλ) =
⋃
µ∈I
λ∈J

(Uµ ∩ Uλ).

Como

Uµ ∩ Uλ =
⋃

x∈Uµ∩Uλ

Ux,

onde Ux ∈ B é tal que x ∈ Ux ⊆ Uµ ∩ Uλ, então

A ∩B =
⋃
µ∈I
λ∈J

 ⋃
x∈Uµ∩Uλ

Ux

 ,

o que implica A ∩B ∈ T(B).

Definicão 2.5. Seja (X,T) um espaço topológico. Dizemos que A ⊆ X é fechado quando

Ac é um aberto, ou seja, Ac ∈ T.

Definicão 2.6. Sejam A ⊆ X e x ∈ X. O ponto x é aderente ao conjunto A se cada

aberto Ux que contém x, contiver pelo menos um ponto de A. O conjunto de todos os

pontos de X aderentes a A é chamado fecho de A, o qual é denotado por A.

Proposição 2.1. Considere A ⊆ X.

(1) A ⊆ A para todo conjunto A.

(2) A é fechado se, e somente se, A = A.
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Demonstração. (1) Dado x ∈ A, para qualquer aberto Ux que contém x tem-se que

x ∈ Ux ∩ A, logo x ∈ A⇒ A ⊆ A.

(2) Suponha que A é fechado. Basta mostrar que A ⊆ A. Como A é fechado, segue

que Ac é aberto. Sendo assim, se x /∈ A, ou seja, x ∈ Ac, logo existe um aberto Ux tal que

x ∈ Ux ⊆ Ac ⇒ Ux ∩ A = ∅, isto é, x /∈ A. Portanto, A ⊆ A o que implica em A = A.

Reciprocamente, suponha A = A e seja x /∈ A. Como A = A, temos x /∈ A, ou seja, x

não é ponto aderente de A, logo existe um aberto U contendo x tal que U ∩ A = ∅, logo
U ⊆ Ac, portanto Ac é aberto, assim A é fechado.

Proposição 2.2. O conjunto A é o menor fechado que contém A, ou seja,

A =
⋂
{F ; F é fechado e A ⊆ F}.

Demonstração. Se x /∈ ∩{F ; F é fechado e A ⊆ F}, então

x ∈ (
⋂
{F})c =

⋃
{F c}

que é aberto, logo, existe pelo menos um F c tal que x ∈ F c. Como F c é aberto, existe

algum aberto Ux tal que

x ∈ Ux ⊆ F c ⊆ Ac,

sendo assim, Ux ∩A = ∅, logo x /∈ A. Por outro lado, se x /∈ A, então existe algum aberto

Ux que contém x tal que Ux ∩A = ∅, logo A ⊆ U c
x, ou seja, U c

x é um conjunto fechado que

contém A, assim, como x /∈ U c
x, temos x /∈ ∩{F ; F é fechado e A ⊆ F}.

Proposição 2.3. (1) A ⊆ B ⇒ A ⊆ B.

(2) A = A, isto é, A é fechado.

(3) A ∪B = A ∪B.

Demonstração. (1) Imediato, pois se x /∈ B, então existe algum aberto Ux que contém x

tal que Ux ∩B = ∅, como A ⊆ B segue que Ux ∩ A = ∅, isto é, x /∈ A.

(2) Note que A = ∩F, sendo assim, como a interseção de conjuntos fechados é fechado,

então A é fechado, logo A = A.

(3) De fato, como A ∪B é fechado e contém A e B, então A∪B ⊆ A ∪B. Por outro
lado, note que A ∪B é fechado e contém A ∪B, logo A ∪B ⊆ A ∪B.

Definicão 2.7. Considere (X,T1) e (Y,T2) espaços topológicos. Uma função f : X −→ Y

é contínua se para todo U ∈ T2 tem-se f−1(U) ∈ T1, ou seja, f é contínua se a imagem

inversa dos abertos de Y são abertos em X.
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Exemplo 2.6. Toda função constante é contínua. De fato, seja a função f : X −→ Y

definida por f(x) = y0, ∀ x ∈ X. Considere o aberto U ⊆ Y, logo

f−1(U) =

X, se y0 ∈ U

∅, se y0 /∈ U.

Desse modo, em ambos os casos f−1(U) é aberto. Portanto, f é contínua.

Exemplo 2.7. Sejam (X,T), (Y,Ttri), (Z,Tdis) e (W,T′) espaços topológicos. Toda fun-

ção f : X −→ Y e g : Z −→ W é contínua.

2.2 Axiomas de Separação

Nesta seção são apresentadas as definições, exemplos e alguns resultados sobre os

espaços de Hausdorff, regular e normal. Tais conceitos estão relacionados com a ideia de

a topologia “separar” certos tipos de conjuntos, motivo pelo qual são chamados axiomas

de separação.

Definicão 2.8. Um espaço topológico (X,T) é chamado espaço de Hausdorff, ou T2, se

para cada par x, y ∈ X, com x 6= y, existirem U, V ∈ T tais que x ∈ U, y ∈ V e U ∩V = ∅.

Exemplo 2.8. Sejam X = {a, b} e TSie = {∅, X, {a}} a topologia de Sierpinski. O

espaço (X,TSie) não é de Hausdorff, pois o único aberto que contém b é X, o qual também

contém a. Considerando Y 6= ∅ e a topologia trivial TTri = {∅, Y }, o espaço (Y,TTri)

também não é de Hausdorff.

Proposição 2.4. Seja (X,T) um espaço de Hausdorff. Então, todo subconjunto finito de

X é fechado.

Demonstração. Seja A = {x1, · · · , xn} ⊆ X, com n ∈ N. Como A é a união finita de

pontos de X, basta mostrar que cada {xi}, onde i ∈ {1, · · · , n}, é fechado. Sejam xl, xj ∈
X, com xl 6= xj. Existem abertos Uxl , Uxj ⊆ X tais que xl ∈ Uxl , xj ∈ Uxj e Uxl ∩Uxj = ∅,
assim xl ∈ Uxl ⊆ {xj}c, logo {xj}c é aberto, dessa forma, segue que {xj} é fechado.

Definicão 2.9. Um espaço (X,T) de Hausdorff é Regular ou T3 se dados x ∈ X e um

conjunto fechado A ⊆ X, com x /∈ A, existir um aberto U que contém x e um aberto

V ⊇ A tais que U ∩ V = ∅.

Observação. Todo espaço regular é um espaço de Hausdorff, mas nem todo Hausdorff é

regular.
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Exemplo 2.9. Em R tome a família formada por todos os intervalos abertos e o con-

junto Q. Considere a topologia T que tem essa família como sub-base. Essa topologia é

de Hausdorff, já que ela contém todo intervalo aberto. O conjunto Q é aberto, logo Qc é

fechado e temos que 1 /∈ Qc. Seja V um aberto de T tal que 1 ∈ V. Dessa forma, existe

uma interseção finita de elementos da sub-base, digamos,

n⋂
i=1

Oi,

tal que

1 ∈
n⋂
i=1

Oi ⊆ V.

Se

(
n⋂
i=1

Oi) ∩Qc 6= ∅,

então dado qualquer aberto U tal que Qc ⊆ U, temos V ∩U 6= ∅. Sendo assim, consideremos

V ⊆ Q, assim, um dos conjuntos O1, · · · , On deve ser Q e os demais são intervalos abertos.

Como a interseção de uma quantidade finita de intervalos abertos com pelo menos um

ponto em comum é ainda um intervalo aberto, então

n⋂
i=1

Oi = I ∩Q,

onde I é um intervalo aberto tal que 1 ∈ I. Seja U um aberto de T tal que Qc ⊆ U.

Suponha que U ∩ (I ∩Q) = ∅. Desse modo, U ∩ I ⊂ Qc. Seja a ∈ I ∩U. Como a ∈ I ∩U,
e este conjunto é aberto, deve existir uma interseção finita de elementos da sub-base

m⋂
j=1

Aj

tal que

a ∈
m⋂
j=1

Aj.

Como I ∩ U ⊆ Qc, então cada Aj é um intervalo aberto, logo

m⋂
j=1

Aj

é um intervalo aberto tal que
m⋂
j=1

Aj ⊆ I ∩ U.

Contradição, pois todo intervalo aberto contém racionais e I∩U ⊆ Qc. Consequentemente,
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para qualquer aberto U ∈ T com Qc ⊆ U tem-se

U ∩ (
n⋂
i=1

Oi) 6= ∅,

logo U ∩ V 6= ∅. Portanto, esse espaço não é regular.

Proposição 2.5. Seja (X,T) um espaço topológico. As seguintes afirmações são equiva-

lentes:

(1) O espaço (X,T) é regular.

(2) Para cada x ∈ X e Ux aberto, com x ∈ Ux, existe um aberto Vx que contém x tal que

x ∈ Vx ⊆ Vx ⊆ Ux.

(3) Para cada x ∈ X e A ⊆ X fechado, com x /∈ A, existe Vx aberto que contém x tal que

Vx ∩ A = ∅.

Demonstração. (1)⇒ (2) Com efeito, dado Ux aberto, com x ∈ Ux, note que U c
x é fechado

e x /∈ U c
x. Desse modo, existem V,W abertos tais que x ∈ V, U c

x ⊆ W e V ∩W = ∅, logo
V ⊆ W c, daí V ⊆ W c, pois W c é fechado. Dessa forma,

V ∩ U c
x ⊆ V ∩W = ∅ ⇒

V ⊆ Ux.

Portanto, x ∈ Vx ⊆ Vx ⊆ Ux.

(2)⇒ (3) Note que Ac é aberto e x ∈ Ac, logo existe um aberto Vx que contém x tal

que x ∈ Vx ⊆ V x ⊆ Ac. Então V x ∩ A = ∅.

(3) ⇒ (1) De fato, seja A fechado e x /∈ A, existe Vx aberto que contém x tal que

Vx ∩ A = ∅, o que acarreta A ⊆ V
c

x, logo Vx ∩ V
c

x = ∅.

Lema 2.1. Sejam (X,Tx) e (Y,Ty) espaços topológicos. Considere Vx, Vy abertos em X

e Y respectivamente. Então V x × V y = Vx × Vy.

Demonstração. Seja (x, y) ∈ V x × V y ⇒ x ∈ V x e y ∈ V y. Considere W um aberto em

X × Y tal que (x, y) ∈ W, assim existem Ux aberto em X e Uy aberto em Y tais que

(x, y) ∈ Ux × Uy, logo x ∈ Ux e y ∈ Uy, desse modo,

Ux ∩ Vx 6= ∅ e Uy ∩ Vy 6= ∅ ⇒

Ux × Uy ∩ Vx × Vy 6= ∅ ⇒

W ∩ Vx × Vy 6= ∅ ⇒
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(x, y) ∈ Vx × Vy.

Por outro lado, dado (x, y) ∈ Vx × Vy. Seja Ux ∈ Tx e Uy ∈ Ty tais que x ∈ Ux e

y ∈ Uy. Assim Ux × Uy é um aberto de X × Y, logo

(Vx × Vy) ∩ (Ux × Uy) 6= ∅.

Então, existe

(a, b) ∈ Vx × Vy ∩ Ux × Uy,

logo (a, b) ∈ Vx × Vy e (a, b) ∈ Ux × Uy, isto é, a ∈ Vx ∩ Ux e b ∈ Vy ∩ Uy, dessa forma,

Vx ∩ Ux 6= ∅ e Vy ∩ Uy 6= ∅ ⇒

x ∈ V x e y ∈ V y.

Portanto, (x, y) ∈ V x × V y.

Teorema 2.5. Considere (X,Tx) e (Y,Ty) espaços topológicos. X × Y é regular, com a

topologia produto, se, e somente se, (X,Tx) e (Y,Ty) forem regulares.

Demonstração. Suponha que X × Y, com a topologia produto é regular. Dados a ∈ X e

b ∈ Y, sejam U e V abertos em X e Y respectivamente, tais que a ∈ U e b ∈ V. Dessa

forma, U × V é aberto e (a, b) ∈ U × V, logo existe um aberto W de X × Y tal que

(a, b) ∈ W ⊆ W ⊆ U × V.

Como W é aberto em X × Y e (a, b) ∈ W, então existe um aberto básico de X × Y, isto
é, um conjunto da forma A×B, onde A é aberto em X e B é aberto em Y, tal que

(a, b) ∈ A×B ⊆ W,

assim temos

(a, b) ∈ A×B ⊆ A×B ⊆ W ⊆ U × V.

Pelo fato de A×B = A×B, segue que

(a, b) ∈ A×B ⊆ A×B ⊆ U × V,

logo a ∈ A ⊆ A ⊆ U e b ∈ B ⊆ B ⊆ V. Portanto, pela Proposição 2.5 ((2) ⇒ (1)),

(X,Tx) e (Y,Ty) são regulares.

Reciprocamente, suponha que (X,Tx) e (Y,Ty) sejam regulares. Dado (x, y) ∈ U, com
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U aberto em X × Y, existem Ux aberto em X e Uy aberto em Y tais que

(x, y) ∈ Ux × Uy ⊆ U ⇒ x ∈ Ux e y ∈ Uy,

logo existem abertos Vx em X e Vy em Y tais que

x ∈ Vx ⊆ V x ⊆ Ux e y ∈ Vy ⊆ V y ⊆ Uy ⇒

(x, y) ∈ Vx × Vy ⊆ V x × V y = Vx × Vy ⊆ Ux × Uy ⊆ U

Portanto, a topologia produto é regular.

Definicão 2.10. Um espaço (X,T) de Hausdorff é Normal ou T4 se para cada par

A,B ⊆ X fechados, onde A ∩ B = ∅, existirem abertos U ⊇ A e V ⊇ B tais que

U ∩ V = ∅.

Proposição 2.6. Considere (X,T) um espaço topológico. As seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) O espaço (X,T) é normal.

(2) Para cada A ⊆ X fechado e U aberto em X, com U ⊇ A, existe V aberto em X tal

que A ⊆ V ⊆ V ⊆ U.

(3) Para cada par A,B ⊆ X fechados, com A∩B = ∅, existe U aberto em X, com A ⊆ U

e U ∩B = ∅.

Demonstração. (1) ⇒ (2). Note que U c é fechado, pois U é aberto. Como A ⊆ U segue

que A∩U c = ∅. Desse modo, sendo (X,T) normal, existem V e W abertos em X tais que

V ⊇ A e W ⊇ U c e V ∩W = ∅ ⇒

V ⊆ W c ⇒ V ⊆ W c,

já que W c é fechado, logo

V ∩ U c ⊆ V ∩W = ∅,

assim V ⊆ U. Portanto, A ⊆ V ⊆ V ⊆ U.

(2)⇒ (3). Com efeito, como A∩B = ∅, então A ⊆ Bc e Bc é aberto. Dessa forma, existe

U aberto em X tal que

A ⊆ U ⊆ U ⊆ Bc ⇒

U ∩B = ∅.

(3)⇒ (1). Imediato.
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Observação. Normal implica Regular e Regular implica Hausdorff, mas Regular não

implica Normal e Hausdorff não implica Regular.
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3 A Reta e o Plano de Sorgenfrey

Neste capítulo são estudados dois interessantes exemplos de espaços topológicos. A

reta e o plano de Sorgenfrey. Estes dois espaços serão usados no próximo capítulo para

mostrar que várias condições de metrizabilidade são apenas necessárias.

Este capítulo esta separado em 2 seções: a topologia TSorg (reta de Sorgenfrey) e o

Plano de Sorgenfrey. Na primeira é apresentada a reta de Sorgenfrey e a prova de que ela

é normal. Já na segunda é apresentado o plano de Sorgenfrey e, usando o Teorema da

Categoria de Baire na reta, prova-se que ele não é normal.

A principal referência deste capítulo é Steen e Seebach (1978).

3.1 A Topologia TSorg

No conjunto R, considere a topologia TSorg cuja a base são todos os intervalos da

forma [a, b), onde a, b ∈ R e a < b. De acordo com o Teorema 2.4, essa família serve

como base de uma topologia. Dessa forma, note que (−∞, a), [a, b) e [a,+∞) são abertos

e fechados, pois

(−∞, a) = ∪{[a− n, a); n ∈ N},

ou seja, é aberto, e

(−∞, a)c = [a,+∞)

= ∪{[a, a+ n); n ∈ N}

é aberto, isto é, (−∞, a) é fechado. O conjunto [a, b) é aberto, já que é um elemento da

base, além disso, observe que [a, b)c = (−∞, a) ∪ [b,+∞) é aberto, pois é a união de

abertos e [a,+∞) é fechado, já que [a,+∞)c = (−∞, a) é aberto. Os intervalos da forma

(a, b) ou (a,+∞) são abertos. Com efeito, veja que

(a, b) = ∪{[a− 1

n
, b); n ∈ N}
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e

(a,+∞) = ∪{[a− 1

n
, n); n ∈ N},

assim (a, b) e (a,+∞) são abertos, mas não são fechados, porque os conjuntos da forma

(−∞, a], [a, b] ou {p} são fechados, mas não são abertos. Logo, TSorg é mais fina que a

topologia Euclidiana, sendo, portanto, um espaço de Hausdorff, pois, dados x, y ∈ R,
com x 6= y, como a topologia euclidiana é de Hausdorff, existem abertos A e B com

x ∈ A, y ∈ B e A ∩ B = ∅, e A,B ∈ TSorg. O espaço topológico (R,TSorg) é chamado

Reta de Sorgenfrey.

Teorema 3.1. (R,TSorg) é normal.

Demonstração. De fato, sejam A e B fechados na reta de Sorgenfrey, com A ∩ B = ∅.
Sendo assim, os conjuntos R−A e R−B são abertos. Dessa maneira, para cada a ∈ R−B
existe xa ∈ R tal que [a, xa) ⊆ R−B. Do mesmo modo, para b ∈ R−A existe xb ∈ R tal

que [b, xb) ⊆ R− A. Definindo

OA =
⋃
a∈A

[a, xa)

e

OB =
⋃
b∈B

[b, xb),

note que OA e OB são abertos, além disso, OA ⊇ A e OB ⊇ B. Suponha OA ∩ OB 6= ∅ e
tome c ∈ OA ∩OB. Assim, existem a0 ∈ A e b0 ∈ B tais que

c ∈ [a0, xa0) ∩ [b0, xb0).

Assumindo a0 < b0, como [a0, xa0) ∩ [b0, xb0) 6= ∅, tem-se que b0 < xa0 , logo

b0 ∈ [a0, xa0) ⊆ R−B ⇒ b0 /∈ B.

Contradição. Portanto OA ∩OB = ∅, por conseguinte a reta de Sorgenfrey é normal.

3.2 Plano de Sorgenfrey

Sejam (R,TSorg) a reta de Sorgenfrey e T2
Sorg a topologia produto em R2, ou seja,

B = {A×B; A,B ∈ TSorg} é uma base de T2
Sorg. O espaço produto (R2,T2

Sorg) é chamado

Plano de Sorgenfrey.

Note que, se O ⊆ R2 é aberto e (a, b) ∈ O, então existe A × B ∈ B tal que (a, b) ∈
A × B ⊆ O. Note também que A e B são abertos, sendo assim, eles podem ser escritos
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como a união de elementos da base de TSorg, logo

A =
⋃
λ∈L

[aλ, cλ)

e

B =
⋃
α∈I

[bα, dα).

Figura 1: Exemplo de um retângulo semi-aberto

Como a ∈ A, temos que a ∈ [aλ0 , cλ0) para algum λ0 ∈ L e como b ∈ B, tem-se que

b ∈ [bα0 , dα0) para algum α0 ∈ I. Desse modo,

(a, b) ∈ [aλ0 , cλ0)× [bα0 , dα0) ⊆ A×B ⊆ O.

Dessa maneira, se O ⊆ R2 é aberto e (a, b) ∈ O, então existe um retângulo semi-aberto

[aλ0 , cλ0)× [bα0 , dα0) ⊆ O

tal que

(a, b) ∈ [aλ0 , cλ0)× [bα0 , dα0).

Por ser o produto de dois espaços regulares o plano de Sorgenfrey é um espaço regular

(Teorema 2.5).
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Teorema 3.2. O plano de Sorgenfrey não é normal.

Demonstração. Defina H0 e H1 como segue:

H0 = {(x,−x) ∈ R2; x é racional} e H1 = {(y,−y) ∈ R2; y é irracional}

Inicialmente vamos mostrar que H0 é fechado, ou seja, Hc
0 é aberto. Sejam (a, b) ∈ Hc

0

e a reta r(x) = −x.

1° Caso: (a, b) /∈ r.
1° Subcaso: b > −a.

Figura 2: Ilustração do 1° subcaso

Nesse caso, considere

O1 = [a, a+ 1)× [b, b+ 1).

Pelo que já foi visto, O1 é aberto. Note que O1 ∩ r = ∅. De fato, se (c, d) ∈ O1, então

a ≤ c e b ≤ d⇒ −a ≥ −c

e

d > −a⇒ d > −c⇒ (c, d) /∈ r.
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2° Subcaso: b < −a.

Figura 3: Ilustração do 2° subcaso

Nesse caso, temos que (a, b) /∈ r. Como a distância entre um ponto (x0, y0) e uma reta

s : dx+ ey + f = 0 é dada por

d =
|dx0 + ey0 + f |√

d2 + e2
,

se e = d((a, b), r), então

e =
|a+ b|√

2
.

Sejam εa > 0 e εb > 0 tais que

ε2a + ε2b =
(a+ b)2

2
.

Tome

ε2a =
(a+ b)2

4
= ε2b ⇔ εa = εb =

|a+ b|
2

> 0.

Considere

O2 = [a, a+
|a+ b|

2
)× [b, b+

|a+ b|
2

).

O2 é aberto e O2 ∩ r = ∅. De fato, se (c, d) ∈ O2, então

c < a+
|a+ b|

2
e d < b+

|a+ b|
2

.
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Note que |a+ b| = −a− b. Assim, temos:

c < a+
−a− b

2
=
a− b

2
e d < b+

−a− b
2

=
b− a

2
⇒

c <
a− b

2
⇒ −c > −a− b

2
=
b− a

2
> d.

Logo (c, d) /∈ r.
2° Caso: (a, b) ∈ r, mas (a, b) /∈ H0.

Figura 4: Ilustração do 2° caso

Nesse caso, temos b = −a e a /∈ Q, assim (a, b) = (a,−a). Considere

O3 = [a, a+ 1)× [−a,−a+ 1).

O3 é aberto e O3 ∩ r = {(a,−a)}, isto é, O3 ∩H0 = ∅. De fato, seja (c, d) ∈ O3 ∩ r, assim
d = −c, c ≥ a e d ≥ −a, ou seja, −c ≥ −a⇒ c ≤ a, logo

c = a⇒ d = −a⇒ (c, d) = (a,−a).

Portanto, H0 é fechado. A prova de que H1 é fechado é análoga a de H0.

Sendo H0 e H1 fechados. Suponha que U0 e U1 são subconjuntos abertos de T2
Sorg tais

que H0 ⊆ U0 e H1 ⊆ U1. A ideia é mostrar que U0 ∩ U1 6= ∅. Para cada p ∈ I = R − Q,
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conjunto dos números irracionais, escolha um real a(p) > 0 tal que

Wp = [p, p+ a(p))× [−p,−p+ a(p)) ⊆ U1.

Seja

Pn = {p ∈ I; a(p) >
1

n
}.

Note que

I =
⋃
n

Pn.

De fato, tome p ∈ I, dessa forma existe a(p) > 0 tal que Wp ⊆ U1. Como a(p) > 0 existe

n0 ∈ N tal que 1
n0
< a(p), logo p ∈ Pn0 . Portanto,

p ∈
⋃
n

Pn ⇒ I ⊆
⋃
n

Pn ⇒ I =
⋃
n

Pn.

Como I não é um Fσ, ou seja, não é uma união enumerável de fechados, existem z ∈ Q e

um n0 tais que z ∈ Pn0 (Pn é o fecho de Pn com relação a topologia euclidiana de R). De

fato, se não existissem z e n0 nessas condições teríamos Pn ⊆ I, ∀ n ∈ N e assim⋃
n

Pn ⊆ I.

Como

I =
⋃
n

Pn ⊆ Pn

teríamos

I =
⋃
n

Pn.

Sendo assim, I seria um Fσ, uma contradição. Como (z,−z) ∈ H0 ⊆ U0, o conjunto aberto

U0 poderia conter pontos de U1. Portanto, U0∩U1 6= ∅. Para ver que o ponto (z,−z) ∈ U1

(fecho de U1 em relação a T2
Sorg), seja V um conjunto aberto contendo (z,−z). Assuma

V da forma

V = [z, z + t)× [−z,−z + t).

com

0 < t <
1

2n0

.

Como z ∈ P n0 existe um p ∈ Pn0 tal que |z − p| < t. Note que

[z, z + t) ∩ [p, p+ t) 6= ∅.
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Assim, existe

x ∈ [z, z + t) ∩ [p, p+ t).

Do mesmo modo,

[−z,−z + t) ∩ [−p,−p+ t) 6= ∅.

Sendo assim existe algum

y ∈ [−z,−z + t) ∩ [−p,−p+ t).

Observe que (x, y) ∈ V. Dessa forma, note que

p < x < p+ t < p+
1

2n
< p+

1

n
< p+ a(p) e

−p < y < −p+ t < −p+
1

2n
< −p+

1

n
< −p+ a(p)

Logo, (x, y) ∈ Wp. Como Wp ⊆ U1, segue que V ∩ U1 6= ∅. Desse modo,

(z,−z) ∈ U1 ⊆ R2.

Portanto, U0 ∩ U1 6= ∅. Sendo assim, o plano de Sorgenfrey não é normal.

Observação. O teorema acima mostra que diferente do que ocorre com espaços regulares,

o produto de espaços normais pode não ser normal.
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4 Metrizabilidade de Topologias

Neste capítulo são apresentados os conceitos de métrica, topologia induzida por uma

métrica, espaços metrizáveis e algumas condições necessárias para metrizabilidade de to-

pologias (no sentido usual). Tais assuntos estão divididos em quatro seções: topologia

induzida por uma métrica, espaços metrizáveis e axiomas de separação, espaços paracom-

pactos e Teorema de Nagata-Smirnov.

Os conceitos apresentados no decorrer deste capítulo são visto com mais detalhe em

Dugundji (1966), Kelley (2017) e Lima (1977).

4.1 Topologia Induzida por uma Métrica

A seguir são explicitados a definição de métrica e alguns exemplos.

Definicão 4.1. Seja M um conjunto não vazio. Uma função d : M ×M → R é uma

métrica quando:

(1) d(x, y) ≥ 0;

(2) d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y;

(3) d(x, y) = d(y, x);

(4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

d(x, y) é chamada distância entre x e y.

Exemplo 4.1. Dado um conjunto M 6= ∅, a função d : M × M → R definida por

d(x, y) = 1 se x 6= y e d(x, y) = 0 para x = y, é uma métrica chamada "zero-um".

As propriedades (1), (2), (3) e (4) são imediatas.

Exemplo 4.2. Em R, d(x, y) = |x− y| é uma métrica. Mais geral, no conjunto Rn,

dM(x, y) = max{|xi − yi|; 1 ≤ i ≤ n}
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é uma métrica.

Com efeito, as propriedades (1), (2), e (3) são imediatas. Note que, para 1 ≤ i ≤ n.

|xi − zi| ≤ |xi − yi|+ |yi − zi|

≤ max
i
{|xi − yi|}+ max

i
{|yi − zi|}

⇒ |xi − zi| ≤ dM(x, y) + dM(y, z), ∀i ∈ {1, · · · , n},

logo

max
i
{|xi − zi|} ≤ dM(x, y) + dM(y, z)

⇒ dM(x, z) ≤ dM(x, y) + dM(y, z).

Portanto, a desigualdade triangular é satisfeita.

Exemplo 4.3. Sejam x, y ∈ Rn. dE(x, y) = ||x− y|| =
√∑n

i=1(xi − yi)2 é uma métrica,

chamada euclidiana. De fato, as condições (1), (2) e (3) são imediatas. Para provar (4),

vamos usar a famosa desigualdade de Cauchy - Schwarz (ver Anton e Rorres (2001)), a

qual envolve produto interno e norma e estabelece que |x · y| ≤ ||x||||y||, em que x · y =

x1y1 + · · · + xnyn e ||x|| =
√
x · x. Usando as propriedades imediatas do produto interno

e da norma usuais de Rn, temos:

||x+ y||2 = (x+ y) · (x+ y) = x · x+ 2x · y + y · y

= ||x||2 + 2x · y + ||y||2 ≤ ||x||2 + 2|x · y|+ ||y||2

≤ ||x||2 + 2||x||||y||+ ||y||2 = (||x||+ ||y||)2,

portanto, ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||. Como dE(x, z) = ||x− z||, temos:

dE(x, z) = ||x− z|| = ||x− y + y − z||

≤ ||x− y||+ ||y − z|| = dE(x, y) + dE(y, z).

Definicão 4.2. Dado um espaço métrico (M,d), a bola aberta de centro a e raio r é o

conjunto Bd(a, r) dos pontos de M cuja a distância ao ponto a é menor que r, isto é,

Bd(a, r) = {x ∈M ; d(x, a) < r}.

Teorema 4.1. A família {Bd(x, r); x ∈ X, r > 0} de todas as d-bolas em X serve como

base para uma topologia.

Demonstração. Seja a ∈ Bd(x0, rx) ∩Bd(y0, ry), assim d(x0, a) < rx e d(y0, a) < ry. Tome
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r = min[rx − d(a, x0), ry − d(a, y0)] > 0. Pelo Teorema 2.4 basta mostrar que

Bd(a, r) ⊂ Bd(x0, rx) ∩Bd(y0, ry).

Tome x ∈ Bd(a, r). Assim:

d(x, x0) ≤ d(x, a) + d(a, x0)

< r + d(a, x0)

≤ [rx − d(a, x0)] + d(a, x0)

= rx,

isto é, x ∈ Bd(x0, rx). De modo análogo, mostra-se que x ∈ Bd(y0, ry).

Exemplo 4.4. A família

B = {Bd(ξ, r); ξ tem todas as coordenadas racionais e r > 0 é racional }

é uma base enumerável para a topologia euclidiana em Rn.

Considere G um conjunto aberto em Rn, e x ∈ G. Desse modo, existe uma Bd(x, r) ⊆
G, assumindo que r é racional. Note que, existe algum ξ, com todas as coordenadas raci-

onais tal que

dE(ξ, x) =
r

3
,

onde dE é a métrica euclidiana.

De fato, sejam x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn, assim

dE(x, y)2 = (x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 <
r2

9
.

Dessa forma, existe

yk ∈

(
xk, xk +

√
r2

9n

)
∩Q⇒

xk − yk <
√
r2

9n
⇒

(xk − yk)2 <
r2

9n
⇒

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 <
r2

9
⇒√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 <
r

3
.
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Então,

x ∈ Bd(ξ,
r

2
) ⊆ Bd(x, r) ⊆ G,

isso é consequência do Teorema 2.1. Sendo assim, dado x ∈ G, é possível encontrar Ux
tal que x ∈ Ux e,

G =
⋃
x∈G

Ux.

Logo B é uma base.

Definicão 4.3. Seja X um conjunto não vazio e d uma métrica em X. A topologia T(d),

que tem por base a família {Bd(x, r); x ∈ X, r > 0} de todas as d-bolas em X, é chamada

a topologia em X induzida (ou determinada) pela métrica d.

Definicão 4.4. Um espaço topológico (X,T) é chamado um espaço metrizável, se a sua

topologia é induzida por uma métrica em X.

A seguir é mostrado um exemplo de uma topologia induzida por uma métrica.

Exemplo 4.5. Em qualquer conjunto X 6= ∅, a métrica "zero-um"(d) induz a topologia

discreta.

De fato, dado qualquer x ∈ Rn. Considere 0 < r ≤ 1, então

Bd(x, r) = {y; d(x, y) < r} = {x},

logo {x} é um conjunto aberto. Dessa forma, para todo subconjunto A ⊆ Rn tem-se que

A =
⋃
a∈A

{a}.

Sendo assim, A é aberto, pois pode ser escrito como a união de abertos. Portanto, a

topologia discreta em Rn é metrizável.

A seguir, será apresentada a definição de continuidade de função associada às métricas.

Definicão 4.5. SejamM e N espaços métricos. A aplicação f : M −→ N é dita contínua

no ponto a ∈ M quando, para todo ε > 0, obtem-se δ > 0 tal que dM(x, a) < δ implica

dN(f(x), f(a)) < ε.

A função f : M −→ N é dita contínua quando ela é contínua em todos os pontos

a ∈ M. De maneira equivalente, f é contínua no ponto a ∈ M quando, dada qualquer

bola aberta BN = BdN (f(a), ε), de centro f(a) e raio ε, encontra-se uma bola aberta

BM = BdM (a, δ), de centro a e raio δ, tal que f(BM) ⊆ BN .
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Proposição 4.1. Considere M e N espaços métricos. Uma aplicação f : M −→ N

é contínua (no sentido de espaços métricos) se, e somente se, é contínua no sentido

topológico, considerando-se as topologias induzidas pelas métricas.

Demonstração. Suponha que f é contínua (métrica) e tome A′ ⊆ N aberto. Note que

para cada a ∈ f−1(A′) tem-se f(a) ∈ A′, logo, como A′ é aberto, existe ε > 0 tal que

BdN (f(a), ε) ⊆ A′. Como f é contínua no ponto a tem-se δ > 0 tal que f(BdM (a, δ)) ⊆
BdN (f(a), ε) ⊆ A′, ou seja, BdM (a, δ) ⊆ f−1(A′). Assim f−1(A′) é aberto.

Por outro lado, suponha que f−1(A′) é um aberto em M e seja a ∈ M. Dado ε > 0

temos que a bola A′ = BdN (f(a), ε) é um aberto em N que contém f(a). Sendo assim,

f−1(A′) é um aberto emM que contém a. Logo existe δ > 0 tal que BdM (a, δ) ⊆ f−1(A′)⇒
f(BdM (a, δ)) ⊆ BdN (f(a), ε).

Em um espaço metrizável, através da noção de métrica, pode-se definir alguns con-

ceitos que serão úteis no decorrer do texto.

Definicão 4.6. Seja d uma métrica no espaço metrizável (X,T).

(1) A distância de um ponto x0 para um conjunto A 6= ∅ é dada por

d(x0, a) = inf{d(x0, a), a ∈ A}.

(2) A distância entre os conjuntos não vazios A e B é definida por

d(A,B) = inf{d(a, b); a ∈ A e b ∈ B}

ou

d(A,B) = inf{d(a,B); a ∈ A}

Teorema 4.2. Considere d uma métrica em X que gera a topologia T. Então, d(a,X) = 0

se, e somente se, a ∈ X.

Demonstração. Suponha d(a,X) = 0, ou seja,

inf
a
d(a,X) = 0.

Seja A um aberto e a ∈ A, assim existe r > 0 tal que Bd(a, r) ⊆ A. Como r > 0, existe

x0 ∈ X tal que

d(a, x0) < r ⇒ x0 ∈ Bd(a, r)⇒
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A ∩X 6= ∅ ⇒ a ∈ X.

Reciprocamente, seja a ∈ X. Note que 0 é uma cota inferior de {d(a, x); x ∈ X}. Tome

r > 0 e considere Bd(a, r) , como Bd(a, r) é aberto e a ∈ Bd(a, r), então Bd(a, r)∩X 6= ∅,
pois a ∈ X. Seja x0 ∈ Bd(a, r) ∩X, assim d(a, x0) < r, ou seja,

inf{d(a, x); x ∈ X} = d(a,X) = 0.

Teorema 4.3. Seja (X,T) um espaço metrizável, com métrica d e, seja A ⊆ X qualquer.

Desse modo, a função fA : X → R dada por fA(x) = d(x,A) é contínua.

Demonstração. Sejam x, y ∈ X. Note que, para cada a ∈ A, temos que

d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a).

Desse modo

d(x,A) = inf
a∈A

d(x, a)

≤ d(x, y) + inf
a∈A

d(y, a)

= d(x, y) + d(y, A)⇒

d(x,A)− d(y, A) ≤ d(x, y). (1)

Além disso, veja que

d(y, A) = inf
a∈A

d(y, a)

≤ d(y, x) + inf
a∈A

d(x, a)

= d(y, x) + d(x,A)⇒

d(y, A)− d(x,A) ≤ d(y, x) = d(x, y). (2)

Logo, por (1) e (2) tem-se

|d(x,A)− d(y, A)| ≤ d(x, y).

Sendo assim, fixado x ∈ X, dado ε > 0, tome δ = ε. Se 0 < d(x, y) < δ = ε, então

|fA(x)− fA(y)| = |d(x,A)− d(y, A)|

≤ d(x, y) < ε.
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Portanto, a função f é contínua.

4.2 Espaços Metrizáveis e Axiomas de Separação

Nesta seção são apresentados os resultados que afirmam que toda topologia metrizável

é de Hausdorff, regular e normal.

Teorema 4.4. Todo espaço metrizável (X,T) é de Hausdorff.

Demonstração. Seja d a métrica que gera a topologia em X. Dados x, y ∈ X, com x 6= y.

Defina

Bd

(
x,
d(x, y)

2

)
e Bd

(
y,
d(x, y)

2

)
.

Note que d(x, y) > 0, pois x 6= y. Suponha que

Bd

(
x,
d(x, y)

2

)
∩Bd

(
y,
d(x, y)

2

)
6= ∅, e seja z ∈ Bd

(
x,
d(x, y)

2

)
∩Bd

(
y,
d(x, y)

2

)
.

Como d(x, z) < d(x,y)
2

e d(y, z) < d(x,y)
2

segue que

d(x, z) + d(y, z) < d(x, y).

Desse modo,

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < d(x, y)⇒ d(x, y) < d(x, y).

Contradição. Portanto, (X,T) é Hausdorff.

Teorema 4.5. Todo espaço metrizável (X,T) é normal.

Demonstração. Sejam A e B subconjuntos disjuntos fechados de X. Defina

U = {x; d(x,A)− d(x,B) < 0}

e

V = {x; d(x,A)− d(x,B) > 0}.

Considere a função contínua f : X → R dada por f(x) = d(x,A) − d(x,B), já vimos

pelo Teorema 4.3 que f é contínua. Logo U e V são abertos, pois são imagens inversas de

(−∞, 0) e (0,+∞) respectivamente. Claramente U ∩ V = ∅. Note que A ⊆ U . De fato,

seja a ∈ A, assim d(a,A) = 0 e como A ∩ B = ∅, então a /∈ B, logo a /∈ B, pois B = B,
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assim pelo Teorema 4.2, temos que

d(a,B) > 0⇒

d(a,A)− d(a,B) < 0⇒

a ∈ U.

Analogamente mostra-se que B ⊂ V. Portanto, (X,T) é normal.

Corolário 4.1. Todo espaço metrizável é regular.

Demonstração. Como todo espaço metrizável é de Hausdorff, então qualquer conjunto

unitário é fechado. Tomando F fechado e x /∈ F, basta usar o teorema anterior para {x}
e F.

Corolário 4.2. O plano de Sorgenfrey não é metrizável.

Demonstração. Segue do fato de que (R2,T2
Sorg) não é normal.

Teorema 4.6. Se (X,Tx) e (Y,Ty) são espaços metrizáveis, então a topologia produto

em X × Y é metrizável.

Demonstração. Considere dx e dy métricas em X e Y que geram Tx e Ty, respectivamente.

Defina a função d : (X × Y )× (X × Y ) −→ R por

d((x1, y1), (x2, y2)) = max(dx(x1, x2), dy(y1, y2))

Vamos mostrar que d é uma métrica. Inicialmente, perceba que d((x1, y1), (x2, y2)) ≥ 0,

pois dx(x1, x2) ≥ 0 e dy(y1, y2) ≥ 0, o que prova (1).

Agora, se (x1, y1) 6= (x2, y2), então x1 6= x2 ou y1 6= y2, logo d(x1, x2) > 0 ou

dy(y1, y2) > 0, assim

max(dx(x1, x2), dy(y1, y2)) > 0,

provando (2).

Para provar (3), veja que

d((x1, y1), (x2, y2)) = max(dx(x1, x2), dy(y1, y2))

= max(dx(x2, x1), dy(y2, y1))

= d((x2, y2), (x1, y1)).
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Por fim, para provar a desigualdade triangular, note que

d((x1, y1), (x3, y3)) = max(dx(x1, x3), dy(y1, y3))

≤ max(dx(x1, x2) + dx(x2, x3), dy(y1, y2) + dy(y2, y3))

≤ max(dx(x1, x2), dy(y1, y2)) + max(dx(x2, x3), dy(y2, y3))

= d((x1, y1), (x2, y2)) + d((x2, y2), (x3, y3)).

Portanto d é uma métrica.

Verifiquemos que

Bd((x, y), r) = Bdx(x, r)×Bdy(y, r).

Com efeito, note que se (x′, y′) ∈ Bd((x, y), r), então

d((x, y), (x′, y′)) < r ⇔ max(dx(x, x
′), dy(y, y

′)) < r

Sendo assim, dx(x, x′) < r e dy(y, y′) < r ⇒ x′ ∈ Bdx(x, r) e y′ ∈ Bdy(y, r) ⇒ (x′, y′) ∈
Bdx(x, r)×Bdy(y, r). Por outro lado, se (x′, y′) ∈ Bdx(x, r)×Bdy(y, r), então x′ ∈ Bdx(x, r)

e y′ ∈ Bdy(y, r) ⇒ dx(x, x
′) < r e dy(y, y

′) < r ⇒ max(dx(x, x
′), dy(y, y

′)) < r ⇒
d((x, y), (x′, y′)) < r ⇒ (x′, y′) ∈ Bd((x, y), r). Portanto, Td ⊆ TP .

Reciprocamente, seja W ∈ X × Y aberto com relção a TP . Dado (x, y) ∈ W, existem
U ⊆ Tx e V ⊆ Ty tais que

(x, y) ∈ U × V ⊆ W,

logo, existem r1, r2 > 0 tais que

x ∈ Bdx(x, r1) ⊆ U

e

y ∈ Bdy(y, r2) ⊆ V.

Tome r = min{r1, r2}. Note que

(x, y) ∈ Bd((x, y), r) = Bdx(x, r)×Bdy(y, r) ⊆ Bdx(x, r1)×Bdy(y, r2) ⊆ U × V ⊆ W ⇒

W ∈ Td.

Logo TP ⊆ Td, portanto TP = Td.

Corolário 4.3. A reta de Sorgenfrey não é metrizável.

Demonstração. Se TSorg fosse metrizável, então T2
Sorg também seria.
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Observação. Os espaços TSorg e T2
Sorg apresentam-se como interessantes devido aos úl-

timos corolários: TSorg é normal, porém não é metrizável e T2
Sorg é regular, porém não é

normal, logo não é metrizável.

4.3 Espaços Paracompactos

O objetivo desta seção é apresentar o conceito de espaço paracompacto e uma de-

monstração de que todo espaço metrizável é paracompacto. Esse conceito é ligado ao

conceito de cobertura em espaços topológicos e é um conceito mais geral do que o de

espaços compactos (mais conhecido). Esse resultado será usado na demonstração de uma

das implicações do Teorema de Nagata-Smirnov, o qual apresenta condições necessárias e

suficientes para que uma topologia seja metrizável.

Definicão 4.7. Dados um espaço topológico (X,T) e um conjunto Y ⊆ X, dizemos que

uma família {Aα; α ∈ L} de subconjuntos de X, onde L é um conjunto qualquer de

índices, é dita uma cobertura de Y se

Y ⊆
⋃
α∈L

Aα.

Uma cobertura {Aα; α ∈ L}, onde L é um conjunto qualquer de índices, é dita aberta se

cada Aα é aberto.

Definicão 4.8. Considere {Aα; α ∈ L} e {Bβ; β ∈ J} duas coberturas de um espaço

topológico (X,T), onde L e J são conjuntos quaisquer de índices. {Aα} é um refinamento

de {Bβ} se para cada Aα0 existe algum Bβ0 tal que Aα0 ⊆ Bβ0 . Escreve-se {Aα} ≺ {Bβ}.

Definicão 4.9. Uma família A de subconjuntos de um espaço topológico (X,T) é local-

mente finita se para cada x ∈ X existe uma vizinhança de x que intersecta no máximo

um número finito de elementos de A.

Definicão 4.10. Um espaço de Hausdorff (X,T) é paracompacto se cada cobertura

aberta de X tiver um refinamento localmente finito.

A seguir será apresentado um resultado devido a A. H. Stone, porém a demonstração

será baseada em Rudin (1969)1.

Teorema 4.7. Todo espaço metrizável (X,T) é paracompacto.
1Mary Elen Rudin (1924-2013)
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Demonstração. Seja {Cα}α∈L uma cobertura aberta de X. Considere em L uma ordem 4

tal que (L,4) satisfaz o princípio da boa ordenação (todo subconjunto não vazio possui

menor elemento). Seja Bd(x, r) a bola aberta de centro x e raio r. Para cada α ∈ L, vamos

definir recursivamente a família {Dαn}n∈N,α∈L. Defina Dα1 como sendo a união de todas

as bolas abertas Bd(x,
1
2
) tais que:

(1) α é o menor elemento de L tal que x ∈ Cα;

(2) Bd(x,
3
2
) ⊆ Cα.

Suponha Dαk definido para k ∈ {1, · · · , n− 1}, com n ≥ 2 e defina Dαn como sendo

a união de todas as bolas abertas Bd(x,
1
2n

) tais que:

(1) α é o menor elemento de L tal que x ∈ Cα;

(2) x /∈ Dβj, ∀ j < n e ∀ β 6= α;

(3) Bd(x,
3
2n

) ⊆ Cα.

Então considere a família {Dαn}n∈N,α∈L.

Afirmação 1. {Dαn}n∈N,α∈L é um refinamento aberto de {Cα}α∈L. De fato, seja Dαn,

com n ∈ N e α ∈ L. Pela definição de Dαn como sendo a união de bolas abertas Bd(x,
1
2n

),

para as quais, dentre outras condições, tem-se

Bd(x,
3

2n
) ⊆ Cα,

assim

Bd(x,
1

2n
) ⊆ Bd(x,

3

2n
) ⊆ Cα.

Logo ⋃
n

Bd(x,
1

2n
) ⊆ Cα.

Portanto, {Dαn}n∈N,α∈L é um refinamento de {Cα}α∈L. Como para cada n ∈ N e α ∈ L,
Dαn é uma união de bolas abertas, então Dαn é um aberto.

Agora vamos mostrar que {Dαn}n∈N,α∈L cobre X. Seja x ∈ X. Como {Cα}α∈L cobre

X e (L,4) satisfaz o princípio da boa ordenação, então existe um menor elemento α0 ∈ L
tal que x ∈ Cα0 . Além disso, como Cα0 é aberto existe n0 ∈ N tal que

Bd(x,
3

2n0
) ⊆ Cα0 .

Se x ∈ Dα0n0 , então nada a demonstrar. Se x /∈ Dα0n0 , então a condição (2) da construção

da família {Dαn}n∈N,α∈L não foi satisfeita, ou seja, x ∈ Dβj para algum j < n0 e β 6= α0.

Afirmação 2. {Dαn}n∈N,α∈L é localmente finito. Seja x ∈ X e α0 ∈ L o menor
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elemento tal que x ∈ Dα0n0 para algum n0 ∈ N. Seja j0 ∈ N tal que

Bd(x,
1

2j0
) ⊆ Dα0n0 .

Vamos provar o seguinte:

(i) Se i ≥ n0 + j0, então Bd(x,
1

2n0+j0
) ∩Dβi = ∅, ∀ β 6= α0;

(ii) Se i < n0 + j0, então Bd(x,
1

2n0+j0
) intersecta Dβi por no máximo um β.

Prova (i). Como i > n0, cada uma das bolas abertas Bd(y,
1
2i

) usadas na definição

de Dβi é tal que y /∈ Dα0n0 . Sabendo que

Bd(x,
1

2j0
) ⊆ Dα0n0 e y /∈ Dα0n0 ,

então

y /∈ Bd(x,
1

2j0
),

logo

d(x, y) ≥ 1

2j0
.

Note que

Bd(x,
1

2n0+j0
) ∩Bd(y,

1

2i
) = ∅.

De fato, suponha que existe

z ∈ Bd(x,
1

2n0+j0
) ∩Bd(y,

1

2i
),

assim

d(x, z) <
1

2n0+j0
e d(y, z) <

1

2i
.

Logo,

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

<
1

2n0+j0
+

1

2i

≤ 1

21+j0
+

1

21+j0

=
2

21+j0

=
1

2j0
.

Como Dβi é a união de bolas Bd(y,
1
2i

), temos que

Bd(x,
1

2n0+j0
) ∩Dβi = ∅, ∀ β 6= α0.
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Prova (ii). Sejam p ∈ Dβi e q ∈ Dγi, com β < γ. Dessa forma existem y e z tais que

p ∈ Bd(y,
1

2i
) ⊆ Dβi e

q ∈ Bd(z,
1

2i
) ⊆ Dγi.

Pela condição (3) da construção da família {Dαn}n∈N,α∈L, temos que

Bd(y,
3

2i
) ⊆ Cβ

e pela condição (1), z /∈ Cβ, logo

z /∈ Bd(y,
3

2i
)⇒ d(z, y) ≥ 3

2i
. (1′)

Note que

d(y, p) <
1

2i
e d(q, z) <

1

2i
.

Suponha que d(p, q) ≤ 1
2i
, assim

d(y, z) ≤ d(y, p) + d(p, q) + d(q, z)

<
1

2i
+

1

2i
+

1

2i

=
3

2i
.

O que contradiz (1′). Dessa forma,

d(p, q) >
1

2i
≥ 1

2n0+j0−1
, (2′)

pois i < n0 + j0, logo i ≤ n0 + j0 − 1 ⇒ 1
2i
≥ 1

2n0+j0−1 . Suponha que B = Bd(x,
1

2n0+j0
)

intersecta Dβi e Dγi com β < γ, assim existem p ∈ Dβi ∩B e q ∈ Dγi ∩B, logo:

d(x, p) <
1

2n0+j0

e

d(x, q) <
1

2n0+j0
.

Portanto,

d(p, q) ≤ d(p, x) + d(x, q)

<
1

2n0+j0
+

1

2n0+j0

=
2

2n0+j0

=
1

2n0+j0−1
.
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O que contradiz (2′).

Sendo assim, B intersecta no máximo um Dβi com i < n0 + j0. Dessa forma, B

intersecta Dα0n0 e para cada i ∈ {1, · · · , n0 + j0 − 1}, no máximo um Dβi. Portanto,

B intersecta no máximo n0 + j0 elementos de {Dαn}n∈N,α∈L, logo, essa é uma família

localmente finita.

4.4 Teorema de Nagata-Smirnov-Bing

Nesta seção será apresentado o Teorema de Nagata-Smirnov-Bing, o qual apresenta

condições necessárias e suficientes para que uma topologia seja metrizável. Será mostrado

que tais condições são necessárias, o que será usado no último capítulo para mostrar que

a topologia gerada pela métrica generalizada não é metrizável. A demonstração de que

as condições são suficientes pode ser encontrada em Dugundji (1966) e Collins e Roscoe

(1984).

Teorema 4.8 (Nagata e Smirnov). Se (X,T) é um espaço metrizável, então é regular

e possui uma base que pode ser decomposta em uma coleção no máximo enumerável de

famílias localmente finitas.

Demonstração. Já foi visto que todo espaço metrizável é regular (Corolário 4.1), então

basta mostrar a segunda condição acima.

Fixado n ∈ N, considere para cada y ∈ X, a bola aberta Bd(y; 1
n
). Note que

Cn = {Bd(y;
1

n
); y ∈ X}

é uma cobertura aberta de X. Como (X,T) é paracompacto, para cada n ∈ N existe um

refinamento localmente finito Dn = {Un
α}α∈I de Cn. Note que

B =
⋃
n∈N

Dn,

ou seja, B está decomposto como a união enumerável de uma coleção de famílias local-

mente finitas. Com isso basta mostrar que B é uma base para T. Seja U um conjunto

aberto qualquer e y0 ∈ U. Temos que X − U é fechado, logo, como y0 /∈ X − U, então

d(y0, X − U) > 0.
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Tome n0 ∈ N tal que
1

n0

<
1

2
d(y0, X − U).

Considere Dn0 . Como Dn0 cobre X, então existe Un0
α ∈ Dn0 tal que y0 ∈ Un0

α . Como Dn0

é um refinamento localmente finito de Cn0 , então

Un0
α ⊆ Bd(y;

1

n0

)

para algum y ∈ X. Vamos mostrar que Un0
α ⊆ U. Suponha que existe x ∈ Un0

α − U, ou
seja, x ∈ Un0

α ∩ (X − U). Como

Un0
α ⊆ Bd(y;

1

n0

),

então x ∈ Bd(y; 1
n0

), logo d(x, y) < 1
n0
. Do mesmo modo y0 ∈ Bd(y; 1

n0
), daí d(y0, y) < 1

n0
.

Assim,

d(x, y0) ≤ d(x, y) + d(y, y0)

< d(y0, X − U).

Contradição, pois x ∈ X − U e y0 ∈ U. Dessa forma, Un0
α ⊆ U. Portanto, dado U aberto

e y0 ∈ U existe Un0
α ∈ B tal que y0 ∈ Un0

α ⊆ U, ou seja, B é uma base para (X,T).
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5 i-Distâncias

Neste capítulo vamos apresentar uma generalização do conceito de distância baseada

na modificação do contradomínio, ou seja, o valor da distância entre dois elementos de

um conjunto não é necessariamente um número real. Tal generalização foi proposta em

Santana (2012) e Santana e Santiago (2016). Em geral, a ideia por trás desse tipo de

generalização é a de incorporar mais informações no valor de d(a, b) do que é possível

com um número real. No caso desta generalização, o objetivo é o de capturar de maneira

satisfatória a ideia de métrica (distância) intervalar, como ficará claro no último capítulo.

Este capítulo está organizado em quatro seções: valoração de i-distâncias, i-distâncias

e topologia, outras distâncias e i-distâncias e toda topologia é i-quasi-pseudometrizável.

Abaixo são apresentados alguns conceitos básicos que são fundamentais para o decorrer

deste trabalho.

Considere um conjunto A não vazio. Se uma relação binária “≤” em A é reflexiva,

anti-simétrica e transitiva, então ela é chamada ordem parcial. O par 〈A,≤〉 é chamado

conjunto parcialmente ordenado ou poset. Caso exista um elemento ⊥ ∈ A tal que ⊥ ≤ x,

∀ x ∈ A, a estrutura 〈A,≤〉 é chamada poset com menor elemento e é representada por

〈A,≤,⊥〉. Se para quaisquer a, b ∈ A tivermos a ≤ b ou b ≤ a a relação binária “≤” é

dita uma ordem total. Um subconjunto D ⊆ A não vazio é um conjunto dirigido se todo

par de elementos de D tem cota superior. Dualmente define-se conjunto filtrado. Dado

um subconjunto C ⊆ A, denotamos os conjuntos das cotas superiores e inferiores de C

por UC = {u ∈ A; y ≤ u,∀ y ∈ C} e LC = {l ∈ A; l ≤ y,∀ y ∈ C}, respectivamente. Se

existir um elemento s ∈ UC tal que s ≤ u, para todo u ∈ UC , então s é dito supremo

de C. De maneira dual define-se ínfimo de C. Denotaremos o supremo e o ínfimo de um

subconjunto C ⊆ A por supC e infC.

Um poset 〈A,≤〉 é chamado semireticulado inferior se para cada par a, b ∈ A

existir um ínfimo. Dualmente, é definido semireticulado superior. Se um conjunto

parcialmente ordenado é um semireticulado inferior e superior, então ele é chamado reti-
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culado. Nesse caso, denotamos o ínfimo e o supremo do conjunto {a, b} por a∧ b e a∨ b,
respectivamente. Um reticulado no qual todo subconjunto possui supremo é chamado

completo.

5.1 Valoração de i-Distâncias

Nesta seção são apresentados os conceitos de relação essencialmente abaixo, relação

semi-auxiliar, relação essencialmente abaixo estrita, menor elemento separável e valoração

de i-distâncias.

Definicão 5.1. Seja 〈A,≤〉 um poset. Dizemos que x está essencialmente abaixo de

y, se para todo conjunto dirigido D ⊆ A com um supremo s tem-se y ≤ s e existir d ∈ D
tal que x ≤ d. Essa relação é denotada por x� y.

Exemplo 5.1. Em R (conjunto dos números reais), a relação � (essencialmente abaixo)

associada à relação de ordem usual ≤ coincide com a relação menor estrito (<).

De fato, suponha a < b. Considere um conjunto D ⊆ R com supremo s tal que b ≤ s.

Sabendo que a < b, pela definição de supremo, segue que a não pode ser cota superior de

D, logo existe algum d ∈ D tal que a ≤ d, o que implica a� b.

Por outro lado, suponha a � b. Note que b é o supremo do intervalo I = (−∞, b).
Desse modo, b ≤ supI, então, da definição de �, segue que existe d ∈ I tal que a ≤ d.

Sendo assim, como d ∈ I, então d < b. Portanto, a ≤ d < b.

Teorema 5.1. Considere um poset 〈A,≤〉. Então, a relação � (essencialmente abaixo)

satisfaz as três condições seguintes:

(i) Sejam a, b ∈ A. Se a� b, então a ≤ b;

(ii) Sejam a, b, c, d ∈ A. Se a ≤ b, b� c e c ≤ d, então a� d;

(iii) Se o poset tiver menor elemento ⊥, então ⊥ � a, ∀ a ∈ A.

Demonstração. (i) Considere o conjunto D = {b}. Note que D é dirigido e supD = b,

logo b ≤ supD, assim, como a� b, existe x ∈ {b} tal que a ≤ x, então a ≤ b, pois x = b.

(ii) Suponha a ≤ b, b � c e c ≤ d. Considere D um conjunto dirigido com supremo

tal que d ≤ supD. Sendo assim, c ≤ supD, como b� c, existe s ∈ D, tal que b ≤ s, logo

a ≤ s. Portanto, a� d.

(iii) Se D é um conjunto dirigido qualquer, então ⊥ ≤ d, ∀ d ∈ D.
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Definicão 5.2. Considere ≤ uma ordem parcial em um conjunto A. Diz-se que uma

relação binária R em A é uma relação semi-auxiliar para ≤ quando satisfaz as duas

condições a seguir:

(i) Dados a, b ∈ A, se aRb, então a ≤ b;

(ii) Sejam a, b, c ∈ A, se a ≤ b, bRc e c ≤ d, então aRd.

Proposição 5.1 (Santana e Santiago (2016)). Seja ≤ uma ordem parcial em A, então a

relação menor estrito dada por a < b⇔ a ≤ b e a 6= b, é uma relação semi-auxiliar para

a ordem ≤ .

Demonstração. Com efeito, se a < b, então a ≤ b, o que prova (i). Para demonstrar (ii),

suponha a ≤ b, b < c e c ≤ d. Note que b ≤ c, pois b < c, logo a ≤ d, isto decorre do fato

da relação de ordem ≤ ser transitiva. Agora, se a = d, pela transitividade de ≤ segue que

b = c. Contradição, pois pela hipótese b < c, o que implica a 6= d. Portanto a < d.

Proposição 5.2 (Santana e Santiago (2016)). Seja 〈A,≤〉 um poset. A relação � (es-

sencialmente abaixo) é uma relação semi-auxiliar para a ordem parcial ≤ .

Demonstração. A prova desta proposição segue diretamente do Teorema 5.1.

Observação. Considere um conjunto parcialmente ordenado com menor elemento 〈A,≤
,⊥〉 e � a relação essencialmente abaixo. Já vimos que para todo x ∈ A, tem-se ⊥ � x,

logo ⊥ � ⊥. Como ficará claro mais adiante, isso não é interessante na hora de definir

bolas abertas. Sendo assim, vamos definir a relação essencialmente abaixo estrita (�∗),
por a�∗ b se, e somente se, a� b e b 6= ⊥. Dessa maneira, não é possível ter x�∗ ⊥,
ou seja, se ⊥ �∗ x, segue que x 6= ⊥.

Proposição 5.3 (Santana e Santiago (2016)). Seja 〈A,≤〉 um poset. A relação �∗ (es-
sencialmente abaixo estrita) é uma relação semi-auxiliar para ≤ .

Demonstração. Com efeito, para provar (i), note que se a� b, então a ≤ b, Além disso,

suponha a ≤ b, b �∗ c e c ≤ d. Sabendo que b �∗ c, tem-se c 6= ⊥, logo d 6= ⊥. Sendo
assim, pelo fato de � ser uma relação semi-auxiliar, conclui-se que a� d e como d 6= ⊥,
então a�∗ d.

Proposição 5.4 (Santana e Santiago (2016)). Considere 〈A,≤〉 um conjunto parcial-

mente ordenado, então toda relação semi-auxiliar para a relação de ordem ≤ é transitiva.

Demonstração. Considere uma relação semi-auxiliar R para≤, suponha aRb e bRc. Então,
temos que a ≤ b, bRc e c ≤ c, logo da condição (ii) de relação semi-auxiliar tem-se aRc.
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Definicão 5.3. Seja 〈A,≤, R,⊥〉 um conjunto parcialmente ordenado com uma relação

semi-auxiliar R. Diz-se que 〈A,≤, R,⊥〉 tem menor elemento separável, se A for fil-

trado e para cada par a, b ∈ A, onde ⊥Ra e ⊥Rb, existe c ∈ L{a,b} tal que ⊥Rc.

Observação. Note que nem todo conjunto ordenado 〈A,≤, R,⊥〉 com uma relação semi-

auxiliar possui menor elemento separável.

De fato, considere a ordem parcial a ≤d b ⇔ a|b e a relação <, no conjunto N∗ =

{1, 2, · · · }. Note que 1 é o menor elemento de 〈N∗,≤d〉, além disso, para quaisquer a, b ∈
N∗, temos que mdc(a, b) ∈ L{a,b} e, para todo s ∈ L{a,b} tem-se s ≤ mdc(a, b). Porém,

mdc(2, 3) = 1, ou seja, 1 é a única cota inferior para o conjunto {2, 3}.

Definicão 5.4. Uma Valoração de i-Distância (VID) é uma estrutura 〈A,≤, R,⊥〉,
onde R é uma relação semi-auxiliar para ≤ e 〈A,≤, R,⊥〉 é um conjunto ordenado filtrado

com menor elemento separável.

Exemplo 5.2. Seja 〈A,≤,⊥〉 um conjunto totalmente ordenado com menor elemento.

Note que a estrutura 〈A,≤, <,⊥〉 é uma Valoração de i-Distância, na qual < é a relação

de ordem estrita. A estrutura 〈[0,+∞),≤, <, 0〉, é uma VID.

5.2 i-Distâncias e Topologia

No decorrer desta seção são apresentados os conceitos de i-métrica V-valorada, bola
aberta no espaço i-métrico (M,d, 〈A,≤, R,⊥〉) e a topologia T(M) formada pelos conjun-

tos abertos de M .

Definicão 5.5. Considere um conjunto não vazio M e V = 〈A,≤, R,⊥〉 uma VID. Uma

função d : M ×M −→ A é chamada i-métrica V-valorada quando satisfaz as seguintes

condições:

(1) d(a, b) = ⊥ se, e somente se, a = b;

(2) d(a, b) = d(b, a); ∀ a, b ∈M ;

(3) Se d(a, b)Rε, para algum ε ∈ A, com ⊥Rε, então existe δ ∈ A, com ⊥Rδ, tal que
d(b, c)Rδ ⇒ d(a, c)Rε.

A tripla (M,d,V) é chamada espaço i-métrico.

Exemplo 5.3. Considere um reticulado com menor elemento 〈A,≤,⊥〉, onde V = 〈A,≤
,�∗,⊥〉 é uma Valoração de i-Distância (VID). Seja ds : A×A −→ A uma função dada
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por:

ds(a, b) =

 a ∨ b, se a 6= b

⊥, se a = b

é uma i-métrica V-valorada.

Com efeito, se a = b, então ds(a, b) = ⊥. Por outro lado, suponha ds(a, b) = ⊥. Se
a 6= b, logo, ds(a, b) = a ∨ b 6= ⊥, o que prova (1). A condição (2) é imediata.

Agora, suponha que ds(a, b) �∗ ε, com ⊥ �∗ ε. Se a = b, tome δ = ε e suponha

ds(b, c) �∗ δ = ε, então ds(a, c) = ds(b, c) �∗ ε. Se a 6= b, então a ∨ b �∗ ε, assim tome

δ = ε e assuma ds(b, c) �∗ δ = ε. Note que se b = c, então ds(a, c) = ds(a, b) �∗ ε. Se
b 6= c, logo b ∨ c �∗ ε. Sendo assim, temos que a �∗ ε e c �∗ ε, ou seja, a ∨ c �∗ ε.
Desse modo, se a 6= c tem-se ds(a, c) = a ∨ c�∗ ε. Caso a = c, então ds(a, c) = ⊥ �∗ ε.
Provando a propriedade (3). Portanto, a função ds é uma i-métrica V-valorada.

Um fato curioso sobre a função d do teorema anterior é que a mesma satisfaz a

desigualdade triangular usual com soma de números reais. De fato, dados x, y ∈ M . Se

x = y, então d(x, y) = 0 ≤ d(x, z) + d(z, y), para todo z ∈ M . Caso x 6= y, então para

todo z ∈M , segue que x 6= z ou y 6= z. Portanto, d(x, y) = 1 ≤ d(x, z) + d(z, y).

O teorema a seguir mostra que a classe das i-métricas engloba a classe das métricas

usuais.

Teorema 5.2 (Santana e Santiago (2016)). Considere emM uma métrica usual d. Então,

a função di : M×M −→ [0,+∞), dada por di(a, b) = d(a, b), é uma i-métrica V-valorada,
tal que V = 〈[0,+∞),≤, <, 0〉.

Demonstração. De fato, note que (M,d) é um espaço métrico usual e a estrutura V =

〈[0,+∞),≤, <, 0〉 é uma VID. A função di trivialmente satisfaz as condições (1) e (2) de

i-métricas, já que d é uma métrica usual.

Agora, para provar a condição (3), suponha di(a, b) < ε, com ε > 0. Tomando δ =

ε − d(a, b) > 0, então di(b, c) < δ ⇒ d(b, c) < ε − d(a, b) ⇒ d(a, b) + d(b, c) < ε. Como d

é uma métrica usual, pela desigualdade triangular segue que d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) <

ε⇒ d(a, c) < ε, logo di(a, c) < ε. Portanto, a função di é uma i-métrica V-valorada.

Definicão 5.6. Considere (M,d, 〈A,≤, R,⊥〉) um espaço i-métrico. Dados a ∈M e ε ∈ A
com ⊥Rε, a bola aberta de centro a e raio ε é o conjunto denotado por B(a, ε) = {b ∈
M ; d(a, b)Rε}. Um conjunto X ⊆M é chamado aberto, se para cada a ∈ X existe uma

bola aberta B(a, ε), tal que B(a, ε) ⊆ X.
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Teorema 5.3 (Santana e Santiago (2016)). Seja um espaço i-métrico (M,d, 〈A,≤, R,⊥〉).
A família dos conjuntos abertos de M , denotada por T(M), é uma topologia em M.

Demonstração. Inicialmente, note que ∅,M ∈ T(M). Se {Aλ}λ∈L ⊆ T(M), para todo

λ ∈ L, onde L é um conjunto qualquer de índices. Seja

a ∈
⋃
λ∈L

Aλ ∈ T(M),

então a ∈ Aλ0 , para algum λ0 ∈ L. Assim, como Aλ0 é aberto, segue que existe algum

ε ∈ A, com ⊥Rε, tal que a bola aberta B(a, ε) ⊆ Aλ0 , logo

B(a, ε) ⊆
⋃
λ∈L

Aλ ⇒
⋃
λ∈L

Aλ ∈ T(M).

Agora, suponha A,B ∈ T(M), seja a ∈ A ∩ B. Como A e B são abertos, existem

B1(a, ε1) e B2(a, ε2) bolas abertas tais que B1(a, ε1) ⊆ A e B2(a, ε2) ⊆ B. Pela definição

de bola aberta, temos que ⊥Rε1 e ⊥Rε2, sendo assim, como A é um conjunto filtrado

com menor elemento separável, existe um δ ∈ A, com ⊥Rδ, tal que δ é cota inferior do

conjunto {ε1, ε2}. Desse modo, considere a bola aberta B(a, δ). Seja b ∈ B(a, δ), assim

d(a, b)Rδ. Sendo δ conta inferior de {ε1, ε2}, então δ ≤ ε1 e δ ≤ ε2, logo d(a, b)Rε1 ⇒
b ∈ B1(a, ε1) ⇒ B(a, δ) ⊆ B1(a, ε1) e d(a, b)Rε2 ⇒ b ∈ B2(a, ε2) ⇒ B(a, δ) ⊆ B2(a, ε2).

Assim, B(a, δ) ⊆ B1(a, ε1) ∩ B2(a, ε2) ⊆ A ∩ B, logo A ∩ B ∈ T(M). Portanto, a classe

T(M) é uma topologia em M.

O próximo teorema justifica a ‘desigualdade triangular’ das i-métricas, pois ela é usada

para mostrar que toda bola aberta no espaço i-métrico (M,d, 〈A,≤, R,⊥〉) é um conjunto

aberto. O mesmo ocorre no caso das métricas usuais, onde a desigualdade triangular

também é usada para mostrar que as bolas abertas são conjuntos abertos.

Teorema 5.4 (Santana e Santiago (2016)). Seja (M,d, 〈A,≤, R,⊥〉) um espaço i-métrico.

Então, toda bola aberta nesse espaço é um conjunto aberto.

Demonstração. Considere ε ∈ A, com ⊥Rε, a ∈ M e b ∈ B(a, ε). Sendo assim, temos

que d(a, b)Rε. Pela condição (3) de i-métrica, existe algum δ ∈ A, com ⊥Rδ, tal que
d(b, c)Rδ ⇒ d(a, c)Rε. Seja B(b, δ) uma bola aberta. Tome c ∈ B(b, δ), logo d(b, c)Rδ ⇒
d(a, c)Rε ⇔ c ∈ B(a, ε) ⇒ B(b, δ) ⊆ B(a, ε). Portanto, a bola aberta B(a, ε) é um

conjunto aberto.
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Desse último teorema segue que a classe das bolas abertas é uma base para a topologia

T(M).

5.3 Outras Distâncias e i-Distâncias

Nesta seção são apresentados os conceitos de i-quasi-métrica V-valorada, i-pseudo-
métrica V-valorada e i-quasi-pseudomética V-valorada e faremos algumas considerações

sobre quasi-pseudométricas e suas topologias como preparação para a seção seguinte.

Como mencionado na introdução desta dissertação, uma das maneiras de generalizar

o conceito de métrica é modificando as condições impostas à função d. Nessa linha, as

generalizações mais conhecidas são as seguintes:

Definicão 5.7. Seja M um conjunto não vazio. Uma função d : M ×M → R é uma

quasi-métrica quando:

(1) d(x, y) ≥ 0, quaisquer que sejam x, y ∈M ;

(2) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), quaisquer que sejam x, y, z ∈M ;

(3) Se d(x, y) = d(y, x) = 0, então x = y;

(4) d(x, x) = 0, para todo x ∈M.

Definicão 5.8. Seja M um conjunto não vazio. Uma função d : M ×M → R é uma

pseudo-métrica quando:

(1) d(x, y) ≥ 0, quaisquer que sejam x, y ∈M ;

(2) d(x, y) = d(y, x), quaisquer que sejam x, y ∈M ;

(3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), quaisquer que sejam x, y, z ∈M ;

(4) d(x, x) = 0, para todo x ∈M.

Definicão 5.9. Seja M um conjunto não vazio. Uma função d : M ×M → R é uma

quasi-pseudométrica quando:

(1) d(x, y) ≥ 0, quaisquer que sejam x, y ∈M ;

(2) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), quaisquer que sejam x, y, z ∈M ;

(3) d(x, x) = 0, para todo x ∈M.

Cada um desses tipos de distâncias gera uma topologia, a qual é construída exatamente

como no caso das métricas, partindo-se das bolas abertas. Nesses casos, as topologias

são ditas, pseudometrizáveis, quasi-metrizáveis ou quasi-pseudometrizáveis. Obviamente,

a classe das topologias quasi-pseudometrizáveis engloba as outras duas. Vamos abordar

uma propriedade destas topologias.
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Definicão 5.10. Um espaço topológico (X,T) satisfaz o primeiro axioma de enumerabili-

dade, se para cada x ∈ X existe uma família no máximo enumerável {Un(x); n ∈ Z+} de
vizinhanças de x, com a seguinte propriedade: Para cada aberto G tal que x ∈ G, existe
Un0(x) ⊆ G, com n0 ∈ Z+.

Proposição 5.5. Toda topologia quasi-pseudometrizável satisfaz o primeiro axioma de

enumerabilidade.

Demonstração. Considere (X,T) um espaço quasi-pseudometrizável. Dado x ∈ X, seja

V (x) = {Bn(x)}n∈N, onde Bn(x) = B(x, 1
n
). Seja A um aberto tal que x ∈ A. Assim,

por definição, existe r > 0 tal que B(x, r) ⊆ A. Tomando n0 ∈ N tal que 1
n0
< r, logo

Bn0(x) ⊆ B(x, r) ⊆ A.

Como toda métrica, toda pseudométrica e toda quasi-métrica é uma quasi-pseudomé-

trica, o resultado anterior vale para espaços metrizáveis, pseudometrizáveis, quasi-metrizá-

veis e quasi-pseudometrizáveis.

Proposição 5.6. A topologia cofinita da reta Cf (R) não satisfaz o primeiro axioma de

enumerabilidade.

Demonstração. Tome 0 ∈ R. Seja V(0) = {V1, V2, . . .} uma família enumerável de vizi-

nhanças de 0. Para cada k ∈ N, escolha um aberto Ok tal que 0 ∈ Ok ⊆ Vk. Como cada

Ok é um aberto, então existem Nk = {xk1 , . . . , xkr} ⊆ R tais que Ok = R − Nk. Dessa

forma, temos R−Nk ⊆ Vk. Fazendo

N =
⋃
x∈N

Nx,

temos que N é enumerável, logo N 6= R. Seja a 6= 0 com a /∈ N e tome A = R − {a}.
Assim A é aberto e 0 ∈ A, note que a ∈ Vk, para todo k ∈ N, pois a ∈ Ok, ∀ k ∈ N, já
que Ok = R − Nk e a /∈ Nk. Como a ∈ Vk, então Vk * A = R − {a}, ∀ k ∈ N, portanto,
Cf (R) não satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

Corolário 5.1. Cf (R) não é quasi-pseudometrizável.

Demonstração. O resultado segue da proposição anterior.

Com isso, vemos que mesmo sendo mais abrangente do que a classe das topologias

metrizáveis, a classe das topologias quasi-pseudometrizáveis não engloba todas as topolo-

gias.
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Do mesmo modo que é feita a passagem do conceito de métrica para os de quasi,

pseudo e quasi-pseudométrica, podemos fazer também com as i-métricas.

Definicão 5.11. Considere um conjunto não vazio M e a estrutura 〈A,≤, R,⊥〉 uma

VID. Uma função d : M ×M −→ A é chamada i-quasi-métrica V - valorada quando:

(1) d(x, y) = ⊥ e d(y, x) = ⊥ se, e somente se, x = y;

(2) d(x, y)Rε, para algum ε ∈ A com ⊥Rε, então existe δ ∈ A com ⊥Rδ tal que

d(y, z)Rδ ⇒ d(x, z)Rε.

Nesse caso, a tripla (M,d,V) é chamada espaço i-quasi-métrico.

Observação. Se a função d : M ×M −→ A é uma i-quasi-métrica V - valorada, sendo

V = 〈A,≤, R,⊥〉, então a função d : M ×M −→ A dada por d(x, y) = d(y, x) é uma

i-quasi-métrica. Nesse caso, a função d é chamada i-quasi-métrica conjugada de d.

Definicão 5.12. Considere um conjunto não vazio M e a estrutura 〈A,≤, R,⊥〉 uma

VID. Uma função d : M × M −→ A é chamada i-pseudo-métrica V - valorada

quando:

(1) d(x, y) = ⊥ se, e somente se, x = y;

(2) d(x, y) ≤ d(y, x) e d(y, x) ≤ d(x, y), para quaisquer x, y ∈M ;

(3) d(x, y)Rε, para algum ε ∈ A com ⊥Rε, então existe δ ∈ A com ⊥Rδ tal que

d(y, z)Rδ ⇒ d(x, z)Rε.

Nesse caso, a tripla (M,d,V) é chamada espaço i-pseudo-métrico.

Definicão 5.13. Considere um conjunto não vazio M e a estrutura 〈A,≤, R,⊥〉 uma

VID. Uma função d : M ×M −→ A é chamada i-quasi-pseudométrica V - valorada

quando:

(1) d(x, x) = ⊥ para todo x ∈M ;

(2) d(x, y)Rε, para algum ε ∈ A com ⊥Rε, então existe δ ∈ A com ⊥Rδ tal que

d(y, z)Rδ ⇒ d(x, z)Rε.

Nesse caso, a tripla (M,d,V) é chamada espaço i-quasi-pseudométrico.

Cada uma dessas i-distâncias gera uma topologia como a gerada pelas i-métricas.

5.4 Toda Topologia é i-Quasi-Pseudometrizável

Nesta seção é apresentado um resultado que mostra que toda topologia é gerada por

uma i-quasi-pseudométrica. Com isso fica provado que a ideia de topologia está ligada

com a ideia de distância, mesmo que em um sentido generalizado.
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Considere (X,T) um espaço topológico e o conjunto [0,+∞] dos reais não-negativos

extendidos, no qual a ordem e a soma usuais dos reais são extendidas obtendo-se a ≤ +∞
e a +∞ = +∞, para todo a ∈ [0,+∞]. Denote por V o conjunto das funções f : T −→
[0,+∞] e por V * o subconjunto de V constituído das funções tais que f(O) 6= 0, para

todo O ∈ T. Note que em V a relação ≤V dada por f ≤V g ⇔ f(O) ≤ g(O), para todo

O ∈ T é uma ordem parcial, e a função nula denotada por OV , é o menor elemento da

estrutura 〈V,≤V 〉. Denotaremos por +V a soma usual de funções em V.

Teorema 5.5. A estrutura 〈V,≤V 〉 é um reticulado.

Demonstração. Basta mostrar que cada par de elementos de V tem ínfimo e supremo.

Sejam f, g ∈ V. Note que as funções f∧g e f∨g definidas por f∧g(O) = min(f(O), g(O))

e f ∨ g(O) = max(f(O), g(O)) são o ínfimo e supremo de {f, g}, respectivamente.

Lema 5.1. Considere f, g, h, t ∈ V. Se f ≤V h e g ≤V t, então f +V g ≤V h+V t.

Demonstração. Dado O ∈ T, temos que f(O) ≤ h(O) e g(O) ≤ t(O), sendo assim

f(O) + g(O) ≤ h(O) + t(O). Logo f +V g ≤V h+V t.

Proposição 5.7. Sejam f, g1, · · · , gn, h1, · · · , hn ∈ V. Se f +V g1 ≤V h1, · · · , f +V gn ≤V
hn, então f +V ∧ni=1gi ≤V ∧ni=1hi.

Demonstração. Inicialmente, suponha que exista O ∈ T tal que f(O) +V ∧ni=1gi(O) �
∧ni=1hi(O). Note que a ordem ≤ é total em [0,+∞], logo ∧ni=1gi(O) = gi0(O) para algum

i0 ∈ {1, 2, · · · , n} e ∧ni=1hi(O) = hi1(O) para algum i1 ∈ {1, 2, · · · , n}. Desse modo, segue

que f(O) + gi0(O) � hi1(O). Sendo assim, de gi0(O) ≤ gi1(O) tem-se que f(O) + gi0(O) ≤
f(O) + gi1(O), assim pela transitividade de ≤, temos que f(O) + gi1(O) � hi1(O) o que

implica f +V gi1 �V hi1 o que é uma contradição.

Para os próximos resultados considere o seguinte subconjunto de V :

P = {f ∈ V ∗; f(O) = +∞, exceto para um número finito de elementos de T}.

Definicão 5.14. A relação binária ≺V em V é definida por f ≺V g ⇔ ∃ h ∈ P, tal que
f +V h ≤V g.

Teorema 5.6. A relação binária ≺V é uma relação semi-auxiliar para ≤V .

Demonstração. Suponha f ≺V g, assim existe r ∈ P tal que f +V r ≤V g. Desse modo,

segue que f(O) + r(O) ≤ g(O), para todo O ∈ T. Sendo assim, como r(O) ∈ (0,+∞],
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temos que f(O) ≤ f(O) + r(O), o que implica f(O) ≤ g(O), ∀ O ∈ T, logo f ≤V g. O

que prova a primeira condição.

Agora, suponha que f ≤V g, g ≺V h e h ≤V t. Sendo assim, existe um r ∈ P

tal que g +V r ≤V h, além disso f(O) ≤ g(O) e h(O) ≤ t(O). Dessa forma, tem-se

f +V r ≤V g +V r ≤V h ≤V t ⇒ f +V r ≤V t, logo f ≺V t. Provando a segunda

condição.

Observação. Note que 0V ≺V f , para todo f ∈ P . De fato, tome r = f, logo 0V +V r =

0V +V f = f ≤V f .

Proposição 5.8. Sejam f, g ∈ V. Se f ≺V g, então g ∈ P .

Demonstração. Como f ≺V g, existe r ∈ P tal que f +V r ≤V g. Desse modo, segue que

f(O) + r(O) ≤ g(O), para todo O ∈ T. Sendo r(O) ∈ (0,+∞], tem-se g(O) ∈ (0,+∞],

para todo O ∈ T. Caso r(O) = +∞, então g(O) = +∞, assim o conjunto dos elementos

O de T tais que g(O) 6= +∞ está contido no conjunto dos elementos O de T tais que

r(O) 6= +∞, que é finito. Dessa forma, temos que g ∈ P .

Teorema 5.7. Se f, g ∈ P, então f ∧ g ∈ P .

Demonstração. Note que f ∧ g(O) = min{f(O), g(O)} ∈ (0,+∞], para todo O ∈ T, pois

f(O), g(O) ∈ (0,+∞], para todo O ∈ T. Considere If , Ig ∈ T conjuntos finitos tais que

f(O) = +∞, para todo O /∈ If e g(O) = +∞, para todo O /∈ Ig. Note que f∧g(O) = +∞,

para todo O /∈ If ∪ Ig, pois f(O) = g(O) = +∞, para todo O /∈ If ∪ Ig. Logo f ∧ g ∈ P ,
já que If ∪ Ig é um conjunto finito.

Corolário 5.2. A estrutura 〈V,≤V ,≺V , 0V 〉 é uma VID.

Demonstração. Já foi verificado que≺V é uma relação semi-auxiliar para≤V e que 〈V,≤V 〉
é um conjunto parcialmente ordenado filtrado. Sendo assim, falta mostrar apenas que

dados f, g ∈ V com 0V ≺V f e 0V ≺V g, então 0V ≺V f ∧ g. Note que f, g ∈ P , pois

0V ≺V f e 0V ≺V g. Desse modo, tem-se f ∧ g ∈ P , logo pela Observação acima temos

que 0V ≺ f ∧ g.

Fixado q ∈ (0,+∞]. Para cada elemento O ∈ T defina a seguinte função dO : X ×
X −→ [0,+∞) dada por:

dO(x, y) =

0, se x /∈ O ou y ∈ O

q, se x ∈ O e y /∈ O.
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Note que dO(x, x) = 0, para todo x ∈ X. Além disso, dO(x, z) ≤ dO(x, y) + dO(y, z). De

fato, se dO(x, z) = 0, o resultado é imediato. Se dO(x, z) = q, tem-se x ∈ O e z /∈ O. Caso

y ∈ O, então dO(x, y) = 0 e dO(y, z) = q, ou seja, o resultado segue. Caso y /∈ O, então

dO(x, y) = q e dO(y, z) = 0. Dessa maneira, a desigualdade triangular é verificada.

Com base na função dO, defina a função dT : X ×X −→ V , a qual associa a cada par

(x, y) a função dT(x, y) : T −→ [0,+∞] de V dada por dT(x, y)(O) = dO(x, y). A função

dT possui as propriedades:

i) dT(x, x) = 0V ;

ii) dT(x, z) ≤V dT(x, y) +V dT(y, z).

Com efeito, note que dO(x, x) = 0, para todo O ∈ T, o que implica dT(x, x) = 0V .

Note também que dO(x, z) ≤V dO(x, y)+V dO(y, z). Desse modo, segue que dT(x, z)(O) ≤V
dT(x, y)(O)+V dT(y, z)(O), para todo O ∈ T, sendo assim dT(x, z) ≤V dT(x, y)+V dT(y, z).

Teorema 5.8. A função dT é uma i-quasi-pseudométrica com relação à VID 〈V,≤V ,≺V
, 0V 〉.

Demonstração. De fato, a primeira condição dT(x, x) = 0V , já foi verificada. Agora, su-

ponha dT(x, y) ≺V ε com 0V ≺V ε. Sendo assim, segue que ε ∈ P . Desse modo, existe

r ∈ P tal que dT(x, y) +V r ≤V ε. Com base em r defina a função r/2 ∈ V por:

r/2(O) =

r(O)/2, se r(O) 6= +∞

+∞, se r(O) = +∞.

Note que r/2 ∈ P . De fato, pois r(O)/2 ∈ (0,+∞], para todo O ∈ T e {O ∈ T; r(O) 6=
+∞} = {O ∈ T; r(O)/2 6= +∞}, sendo assim r(O)/2 6= +∞ apenas para um número

finito de elementos de T, o que implica r/2 ∈ P . Além disso, é imediato verificar que

r/2 +V r/2 = r, assim r/2 ≺V r, logo dT(x, y) +V r/2 +V r/2 = dT(x, y) +V r ≤V ε ⇒
dT(x, y) +V r/2 ≺V ε. Dessa forma, tome δ = r/2 e suponha dT(y, z) ≺V r/2. Portanto

dT(x, z) ≤V dT(x, y) +V dT(y, z) ≤V dT(x, y) +V r/2 ≺V ε⇒ dT(x, z) ≺V ε.

No próximo teorema é mostrado que a topologia gerada pela i-quasi-pseudométrica

dT em X é a propria topologia T.

Teorema 5.9. A topologia gerada por dT é T.

Demonstração. Suponha que T′ é a topologia gerada por dT. Vamos mostrar que T′ = T.

Considere O ∈ T. Fixemos um elemento p ∈ (0,+∞), de modo que 2p ≤ q. Defina a
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função r′O : T −→ (0,+∞] dada por:

r′O(A) =

p, se A = O

+∞, se A 6= O.

Sendo assim, r′O(A) ∈ (0,+∞], para todo A ∈ T e r′O(A) 6= +∞ apenas para um ele-

mento de T, que nesse caso é O, assim r′O ∈ P . Tome rO = r′O +V r′O, logo r′O ≺V
rO. Considere B(x, rO) = {y ∈ X; dT(x, y) ≺V rO} uma bola aberta e o conjunto

B = {y ∈ X; dO(x, y) < 2p}. Note que B(x, rO) = B. De fato, dado y ∈ B(x, rO)

tem-se dT(x, y) ≺V rO. Desse modo, existe r ∈ P tal que dT(x, y) +V r ≤V rO, isto é,

dT(x, y)(A) + r(A) ≤ rO(A), para todo A ∈ T, assim dT(x, y)(O) + r(O) ≤ rO(O) ⇔
dO(x, y) + r(O) ≤ 2p. Sendo r(O) ∈ (0,+∞), segue que dO(x, y) < 2p, o que implica

y ∈ B. Por outro lado, caso y ∈ B, de imediato tem-se y ∈ B(x, rO). Desse modo, temos

que B = B(x, rO). Se O = ∅, então O ∈ T′. Supondo O 6= ∅. Dado x ∈ O, é suficiente

mostrar que O = B(x, rO) = B = {y ∈ X; dO(x, y) < 2p}. Com efeito, se z ∈ O, então

dO(x, z) = 0 ⇒ z ∈ {y ∈ X; dO(x, y) < 2p} ⇒ O ⊆ {y ∈ X; dO(x, y) < 2p}. Se z /∈ O,

então dO(x, z) = q � 2p, assim z /∈ B, logo Oc ⊆ Bc, isto é, B ⊆ O. Portanto B = O, o

que implica O ∈ T′, logo T ⊆ T′.

Por outro lado, suponha O ∈ T′. Dado x ∈ O, existe rx ∈ P tal que B(x, rx) ⊆ O.

Note que o conjunto O = {A ∈ T; rx(A) 6= +∞} por definição é finito. Tome O =

{O1, O2, · · · , On} e rx(Oi) = pi ∈ (0,+∞), para cada i ∈ {1, 2, · · · , n}. Desse modo,

rx(A) = +∞, para todo A /∈ O. Defina a função ri : T −→ (0,+∞] dada por:

ri(A) =

pi, se A = Oi

+∞, se A 6= Oi.

Sendo assim, segue da definição dos ris′ que rx = r1∧ r2∧ · · ·∧ rn. Além disso, B(x, rx) =

B(x, r1) ∩B(x, r2) ∩ · · · ∩B(x, rn). De fato, dado y ∈ B(x, rx), segue que dT(x, y) ≺V rx,
isto é, existe s ∈ P tal que:

dT(x, y) +V s ≤V rx ⇒ dT(x, y) +V s ≤V r1 ∧ · · · ∧ rn

⇒ dT(x, y) +V s ≤V ri, ∀ i ∈ {1, · · · , n}

⇒ dT(x, y) ≺V ri, ∀ i ∈ {1, · · · , n}

⇒ y ∈ B(x, ri), ∀ i ∈ {1, · · · , n}.

Logo B(x, rx) ⊆ B(x, r1) ∩ B(x, r2) ∩ · · · ∩ B(x, rn). Por outro lado, dado y ∈ B(x, r1) ∩
B(x, r2)∩· · ·∩B(x, rn) tem-se dT(x, y) ≺V ri, para todo i ∈ {1, 2, · · · , n}. Dessa maneira,
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existem s1, · · · , sn ∈ P tais que dT(x, y) +V si ≤V ri para todo i ∈ {1, 2, · · · , n}. Note que
si∧· · ·∧sn ∈ P pelo Teorema 5.7 e pela Proposição 5.7 segue que dT(x, y)+V ≤V ri = rx,

o que implica dT(x, y) ≺V rx ⇒ y ∈ B(x, rx), sendo assim B(x, r1) ∩ B(x, r2) ∩ · · · ∩
B(x, rn) ⊆ B(x, r.x).

Se x /∈ Oi, então B(x, ri) = X. Com efeito, tome y ∈ X, logo:

dT(x, y)(A) = dA(x, y) =

0, se x /∈ A ou y ∈ A

q, se x ∈ A e y /∈ A.

Pelo fato de que x /∈ Oi, temos que dT(x, y)(Oi) = 0 e como ri(A) = +∞, para todo

A ∈ T− {Oi}, tem-se:

dT(x, y)(A) + ri(A) =


q +∞, se A 6= Oi, x ∈ A e y /∈ A

0 +∞, se A 6= Oi, x /∈ A ou y ∈ A

0 + pi, se A = Oi, (nesse caso, temos que x /∈ A),

logo

dT(x, y)(A) + ri(A) =

+∞, se A 6= Oi

pi, se A = Oi,

ou seja, dT(x, y)(A) + ri(A) = ri(A). Dessa forma, dT(x, y) +V ri ≤V ri, assim dT(x, y) ≺V
ri, logo y ∈ B(x, ri). Portanto B(x, ri) = X.

Se x ∈ Oi e pi ≤ q, então B(x, ri) = Oi. De fato, tome y ∈ Oi, logo:

dT(x, y)(A) =



0, se A = Oi

0, se A 6= Oi e y ∈ A

q, se A 6= Oi, y /∈ A e x ∈ A

0, se A 6= Oi, y /∈ A e x /∈ A.

Desse modo, temos que:

dT(x, y)(A) + ri(A) =



0 + pi, se A = Oi

0 +∞, se A 6= Oi e y ∈ A

q +∞, se A 6= Oi, y /∈ A e x ∈ A

0 +∞, se A 6= Oi, y /∈ A e x /∈ A,
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assim

dT(x, y)(A) + ri(A) =

pi, se A = Oi

+∞, se A 6= Oi,

isto é, dT(x, y)(A)+ri(A) = ri(A). Dessa maneira, dT(x, y)+V ri ≤V ri, assim dT(x, y) ≺V
ri, logo y ∈ B(x, ri). Portanto Oi ⊆ B(x, ri).

Por outro lado, se y /∈ Oi tem-se dT(x, y)(Oi) = q ≥ pi = ri(Oi), assim dT(x, y) ⊀V ri,

logo y /∈ B(x, ri). Desse modo, temos que Oc ⊆ [B(x, ri)]
c ⇔ B(x, ri) ⊆ Oi. Portanto

Oi = B(x, ri).

Por fim, se x ∈ Oi e q < pi, então B(x, ri) = X. De fato, dado y ∈ X, temos que:

dT(x, y)(A) =



0, se A = Oi e y ∈ A

q, se A = Oi e y /∈ A

q, se A 6= Oi, x ∈ A e y /∈ A

0, se A 6= Oi, x /∈ A ou y ∈ A.

Defina a função si : T −→ (0,+∞] dada por:

si(A) =

pi − q, se A = Oi

+∞, se A 6= Oi.

Dessa forma, segue que

dT(x, y)(A) + si(A) =



0 + pi − q, se A = Oi e y ∈ A

q + pi − q, se A = Oi e y /∈ A

q +∞, se A 6= Oi, x ∈ A e y /∈ A

0 +∞, se A 6= Oi, x /∈ A ou y ∈ A,

sendo assim

dT(x, y)(A) + si(A) =


pi − q, se A = Oi e y ∈ A

pi, se A = Oi e y /∈ A

+∞, se A 6= Oi,

logo dT(x, y)(A) + si(A) ≤ ri(A). Pelo fato de que si ∈ P , segue que dT(x, y) ≺V ri, o que

implica y ∈ B(x, ri). Portanto B(x, ri) = X.

Dessa maneira, cada bola aberta B(x, ri) é X ou Oi, logo B(x, ri) ∈ T, para cada

i ∈ {1, · · · , n}. Sendo assim, B(x, rx) é a interseção finita de elementos de T, assim
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B(x, rx) ∈ T. Como

O =
⋃
x∈O

B(x, rx),

tem-se que O ∈ T, logo T′ ⊆ T. Portanto T = T′.
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6 Métrica Intervalar e Topologia

Neste capítulo será apresentada uma breve ideia de métrica intervalar, que é um caso

particular de i-métrica, na qual o valor da distância entre dois intervalos de R é também

um intervalo. A motivação para métrica intervalar vem da matemática intervalar onde

os intervalos são usados para representar incertezas, por exemplo, um intervalo [a, b] é

uma representação com incerteza de algum de seus elementos (ver Moore (1959)). Dessa

forma, é natural pensar que a distância entre dois intervalos, ou seja, duas informações

incertas, também seja um intervalo. A noção de métrica intervalar a ser apresentada foi

introduzida em Santana (2012), Santana e Santiago (2013) e Santana e Santiago (2016).

Essa noção se baseia no conceito de representação intervalar (ver Santiago, Bedregal e

Acióly (2004)). Será mostrado que essa métrica intervalar gera uma topologia a qual é

regular (logo também Hausdorff), porém não é metrizável. Para mostrar que essa topologia

não é metrizável é usada a parte do Teorema de Nagata-Smirnov-Bing visto no Capítulo

4.

O capítulo está organizado em cinco seções: matemática intervalar, VID de Kulisch-

Miranker, representação e métrica intervalar, métrica intervalar dKM e topologia induzida

por dKM .

6.1 Matemática Intervalar

A Matemática Intervalar (MI) é uma teoria que surgiu com o propósito de lidar

com erros numéricos em computação por volta da década de 1950. O resultado de uma

computação comum é um único número, um ponto em R, o qual pode, devido a imprecisões

ou limitações de máquina, não ser correto. Uma computação intervalar produz um par

de números, um limite superior e um inferior, que garantem incluir a resposta exata.

Segundo Hayes (2003): “Não faz diretamente nada para melhorar a precisão dos cálculos,

mas para cada número, fornece uma garantia de precisão ou a falta dela". Essa abordagem

de intervalo também pode ser usada durante o processo de medições, por exemplo, o
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processo de quantização de sinais físicos, em que o resultado de uma digitalização é uma

sequência de intervalos (ver Santana e Santiago (2013)). Um desses processos de medição é

o cálculo da distância entre dois objetos de um conjunto não vazio M. O que é formalmente

representado pela noção de métrica.

Usaremos a notação IR para o conjunto dos intervalos compactos de R e para X ∈ IR,
escreveremos X = [x, x].

Definicão 6.1. Considere os intervalos A = [a, a], B = [b, b] ∈ IR.
(a) A+B = [a+ b, a+ b];

(b) A−B = [a− b, a− b];
(c) A×B = [min{a.b, a.b, a.b, a.b},max{a.b, a.b, a.b, a.b}];
(d) A

B
= [min{a

b
, a
b
, a
b
, a
b
},max{a

b
, a
b
, a
b
, a
b
}], onde 0 /∈ B.

Essas são as operações de adição, multiplicação, subtração e divisão entre intervalos.

Além disso, o conjunto dessas operações entre intervalos é conhecido como aritimética de

Moore. A seguir, listaremos algumas propriedades algébricas dessa aritmética:

(a) A+ (B + C) = (A+B) + C;

(b) A× (B × C) = (A×B)× C;

(c) A+B = B + A;

(d) A×B = B × A;

(e) A× (B + C) ⊆ A×B + A× C.

Teorema 6.1. Considere A,B ∈ IR e o conjunto O = {+,×,−, /} das operações inter-

valares conforme a definição anterior. Denotaremos por ∗′ a operação entre números reais

relativa à operação ∗ ∈ O. Sendo assim, se ∗ ∈ O, então a ∗′ b ∈ A ∗ B, para quaisquer

a ∈ A e b ∈ B.

Esse teorema garante que as operações definidas por Moore para intervalos são corre-

tas em relação as operações usuais entre números, pois, como intervalos são usados para

representar valores com incerteza é esperado com a operação desses intervalos que o inter-

valo resultante contenha todos os possíveis valores da operação usual entre os elementos

dos intervalos de entrada, o que assegura que o valor real da operação esteja no intervalo

resultante.

A seguir é descrita a propriedade de optimalidade.

Teorema 6.2. Considere A,B ∈ IR e o conjunto O = {+,×,−, /} das operações inter-

valares conforme a definição anterior. Denotemos por ∗′ a operação entre números reais

relativa à operação ∗ ∈ O, sendo assim, temos que A ∗B = {a ∗′ b; a ∈ A e b ∈ B}.
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Essa propriedade garante que nas operações intervalares não restam valores, isto é, se

z ∈ A ∗B, então existem x ∈ A e y ∈ B tais que x ∗′ y = z.

Os dois teoremas anteriores seguem diretamente da teoria de funções contínuas de R2

em R, pelo fato de que a imagem de um conjunto conexo e compacto por uma função

contínua ser um conjunto conexo e compacto, além do fato de que os únicos subconjuntos

conexos da reta são os intervalos (ver Lima (1977)).

Um ponto importante sobre intervalos é sobre a maneira de ordená-los. A ordem mais

usada em IR é definida abaixo.

Definicão 6.2 (Ordem Kulisch-Miranker). A ordem de Kulisch-Miranker em IR, ≤KM ,
é definida por X ≤KM Y se x ≤ y e x ≤ y.

Essa ordem nada mais é do que uma adaptação da chamada ordem produto. Olhando

para a definição, vemos que se X ≤KM Y , então X parece estar à esquerda de Y na reta

real.

6.2 VID de Kulisch-Miranker

Nesta seção serão estudadas algumas propriedades da ordem ≤KM com o intuito de

construir uma VID baseada nesta ordem.

Proposição 6.1 (Santana e Santiago (2016)). Seja �∗ a relação essencialmente abaixo

estrita para a ordem ≤KM de Kulish-Miranker em IR. Dessa forma, as condições a seguir

são satisfeitas.

(1) Se a, b > 0, então [0, a]�∗ [0, b] se, e somente se, a < b;

(2) Se a, b, c, d > 0, então [a, b]�∗ [c, d] se, e somente se, a < c e b < d.

Demonstração. Inicialmente, para provar a condição (1), suponha [0, a]�∗ [0, b] e consi-

dere

D = {[0, b− b

n
]; n ∈ N∗}

um conjunto dirigido. Assim, note que supD = [0, b], logo [0, b] ≤KM supD, sendo assim,

existe [e, f ] ∈ D tal que [0, a] ≤KM [e, f ]. Como [e, f ] ∈ D, então [e, f ] = [0, b− b
n0

] para

algum n0 ∈ N∗, o que implica a ≤ b− b
n0
⇒ a < b.

Por outro lado, suponha a < b. Seja D ⊆ IR+ um conjunto com supremo [e, f ], tal
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que [0, b] ≤KM [e, f ]. Considere os conjuntos

A = {a ∈ R; ∃ b ∈ R; [a, b] ∈ D}

e

B = {b ∈ R; ∃ a ∈ R; [a, b] ∈ D}.

Desse modo, esses conjuntos são limitados, pois D tem supremo, logo e = supA e f =

supB. Como b ≤ f, então a < f, dessa maneira, existe s ∈ B tal que a ≤ s. Como s ∈ B,
então existe i ∈ A tal que [i, s] ∈ D, logo [0, a] ≤KM [i, s] o que acarreta [0, a]�∗ [0, b].

Agora, para provar (2), suponha [a, b]�∗ [c, d]. Seja

D = {[c− c

n
, d− d

n
]; n ∈ N∗}

um conjunto dirigido. Note que supD = [c, d], assim [c, d] ≤KM supD, então existe [e, f ] ∈
D tal que [a, b] ≤KM [e, f ]. Como [e, f ] ∈ D, então para algum n0 ∈ N∗, tem-se [e, f ] =

[c− c
n0
, d− d

n0
]. Dessa forma, temos que a ≤ c− c

n0
e b ≤ d− d

n0
. Portanto a < c e b < d.

Por outro lado, suponha a < c e b < d. Dado D ⊆ IR+ um conjunto dirigido com

supremo [e, f ], tal que [c, d] ≤KM [e, f ]. Defina os conjuntos

A = {a ∈ R; ∃ b ∈ R; [a, b] ∈ D}

e

B = {b ∈ R; ∃ a ∈ R; [a, b] ∈ D},

comoD possui supremo segue que A e B são limitados e, além disso e = supA e f = supB.

Note que a < e e b < f, pois c ≤ e e d ≤ f, logo existem i ∈ A e s ∈ B tais que a ≤ i e

b ≤ s. Como i ∈ A e s ∈ B, existem s0 ∈ B e i0 ∈ A tais que [i, s0], [i0, s] ∈ D. Sendo D
um conjunto dirigido, existe [g, h] ∈ D tal que [i0, s] ≤KM [g, h] e [i, s0] ≤KM [g, h], o que

implica [a, b] ≤KM [g, h]. Portanto, [a, b]�∗ [c, d].

Observação. Veja que se [a, b] 6= [0, 0], então [0, 0]�∗ [a, b].

De fato, note que 0 < b. Assim, dado o conjunto D ⊆ IR+ com supremo [e, f ], tal que

[a, b] ≤KM [e, f ], defina

A = {a ∈ R; ∃ b ∈ R; [a, b] ∈ D}

e

B = {b ∈ R; ∃ a ∈ R; [a, b] ∈ D}.

Dessa forma, esses conjuntos devem ser limitados, já que D tem supremo e, além disso,
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e = supA e f = supB. Como b ≤ f, então 0 < f, sendo assim, existe s ∈ B tal que 0 ≤ s.

Como s ∈ B, então existe i ∈ A tal que [i, s] ∈ D, logo [0, 0] ≤KM [i, s] o que implica em

[0, 0]�∗ [a, b].

Teorema 6.3 (Santana e Santiago (2016)). A estrutura 〈IR+,≤KM ,�∗, [0, 0]〉 é um re-

ticulado com menor elemento separável.

Demonstração. Com efeito, suponha [a, b], [c, d] ∈ IR+ − [0, 0], então [0, 0] �∗ [a, b] e

[0, 0] �∗ [c, d]. Sendo b > 0 e d > 0, temos que min{b, d} > 0. Seja [a, b] ∧ [c, d] =

[min{a, c},min{b, d}], assim [a, b] ∧ [c, d] ≤KM [a, b] e [a, b] ∧ [c, d] ≤KM [c, d]. Como

[a, b] ∧ [c, d] 6= [0, 0], segue que [0, 0]�∗ [a, b] ∧ [c, d].

Nesse caso, a estruturaWKM = 〈IR+,≤KM ,�∗, [0, 0]〉 é uma VID, a qual chamaremos

VID de Kulisch-Miranker.

6.3 Representação e Métrica Intervalar

Nesta seção é discutida a relação entre Métrica Intervalar e a noção de Representação

Intervalar desenvolvida em Santiago, Bedregal e Acióly (2006).

Definicão 6.3. Diz-se que uma função F : IRn −→ IR é uma representação inter-

valar de uma função f : Rn −→ R, se f([a1, b1]× · · · × [an, bn]) ⊆ F ([a1, b1], ..., [an, bn]),

para todo [ai, bi] ∈ IR, ou seja, se x ∈ [a1, b1]×· · ·×[an, bn], então f(x) ∈ F ([a1, b1], ..., [an, bn]).

Nesse caso, dizemos que F representa f.

Exemplo 6.1. Seja F : IR −→ IR a função dada por F ([a, b]) = [a−1, b+1]. Perceba que

a função F representa as funções f, g, h : R −→ R, definidas por f(x) = x− 1, g(x) = x

e h(x) = x+ 1.

Exemplo 6.2. Seja f : R −→ R a função definida por f(x) = x+ 1. Note que as funções

F,G : IR −→ IR dadas por F ([a, b]) = [a, b+ 1] e G([a, b]) = [a+ 1, b+ 1] representam f.

Nesse exemplo, notamos que as funções F e G representam a mesma função f(x) =

x+ 1 e que G([a, b]) ⊂ F ([a, b]), para todo [a, b] ∈ IR. Dessa forma, G está mais próxima,

em certo sentido, de f do que F . Essa ideia motiva a seguinte definição.

Definicão 6.4. Considere duas funções intervalares F,G : IRn −→ IR que representam

uma função real f : Rn −→ R. Diz-se que F é uma melhor representação intervalar

de f do que G, sempre que F ([a1, b1], ..., [an, bn]) ⊆ G([a1, b1], ..., [an, bn]), para todo [ai, bi] ∈
IR. Nesse caso, usamos a notação G v F.
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Definicão 6.5. Seja f : Rn −→ R uma função tal que f é limitada em todo retângulo

[a1, b1] × · · · × [an, bn]. A função f̂ : IRn −→ IR dada por f̂([a1, b1] × · · · × [an, bn]) =

[inff([a1, b1]×· · ·× [an, bn]), supf([a1, b1]×· · ·× [an, bn])] é chamada Representação Ca-

nônica Intervalar de f.

A representação canônica intervalar fornece uma maneira eficiente de estender funções

reais para funções intervalares. Ela foi usada em Bedregal e Takahashi (2006), Reiser et

al. (2009), Bedregal (2010) e Bedregal et al. (2010) para estender os chamados conectivos

fuzzy.

O teorema a seguir mostra que não há como obter uma métrica intervalar que repre-

senta a métrica euclidiana usual.

Teorema 6.4 (Santana e Santiago (2013)). Não existe nenhuma métrica intervalar di :

IR× IR −→ 〈IR+,≤KM , R, [0, 0]〉, que representa a métrica euclidiana na reta real.

Demonstração. De fato, pela definição de métrica intervalar, note que di([a, b], [a, b]) =

[0, 0], assim, se a < b, existem x, y ∈ [a, b] tais que d(x, y) = |x−y| > 0. Logo, x, y ∈ [a, b],

mas d(x, y) /∈ di([a, b], [a, b]) = [0, 0].

6.4 Métrica Intervalar dKM

Como nenhuma métrica intervalar no conjunto dos intervalos fechados representa a

métrica euclidiana (usual) na reta, devido ao fato de que d(X,X) = [0, 0], o melhor que

pode ser feito é estabelecer que d(X, Y ) = [0, 0], se X = Y e d(X, Y ) = d̂E(X, Y ) se

X 6= Y .

Teorema 6.5 (Santana e Santiago (2013)). Dados X, Y ∈ IR, considere DXY = {dE(x, y); x ∈
X e y ∈ Y } o conjunto de todas as distâncias euclidianas entre elementos de X e de Y.

A função dKM : IR× IR −→ IR+ dada por:

dKM(X, Y ) =

[0, 0], se X = Y

[minDXY ,maxDXY ], se X 6= Y

é uma i-métrica intervalar WKM−valorada.

Demonstração. Inicialmente, para provar a condição (1) de i-métrica, note que se X = Y,

então dKM(X, Y ) = [0, 0]. Suponha X 6= Y, então existem x ∈ X e y ∈ Y com x 6= y, tais

que dE(x, y) > 0, logo maxDXY > 0, assim dKM(X, Y ) 6= [0, 0].
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A condição (2) é imediata, pois d é uma métrica usual.

Agora, para provar (3), suponha que dKM(X, Y ) �∗ Σ = [ε, ε], onde [0, 0] �∗ Σ. Se

X = Y, então tome 4 = Σ e, suponha dKM(Y, Z) �∗ 4 ⇒ dKM(X,Z) �∗ Σ. Desse

modo, se X 6= Y, então maxDXY < ε. Considere y < y, tome 4 = [0, Y−Y
2

], perceba que

[0, 0]�∗ 4. Se z ∈ R, então dE(z, y) ≥ y−y
2

ou dE(z, y) ≥ y−y
2
, assim maxDY Z ≥

y−y
2
, para

cada intervalo Z. Logo, se Z 6= Y, então dKM(Y, Z) 6�∗ 4, sendo assim dKM(Y, Z)�∗ 4,
implica Y = Z. Portanto dKM(X,Z) = dKM(X, Y )�∗ Σ.

Por fim, considere Y = [y, y]. Tome4 = [0, ε−maxDXY ] e, suponha dKM(Y, Z)�∗ 4.
Caso Y = Z, então

dKM(X,Z) = dKM(X, Y )�∗ Σ.

Se Y 6= Z, segue que minDY Z = 0, assim y ∈ Z, logo minDXZ ≤ minDXY e maxDY Z <

ε − maxDXY ⇒ maxDXY + maxDY Z < ε. Seja D = {dE(x, y) + dE(y, z); x ∈ X, y ∈
Y, z ∈ Z}. Desse modo, note que

D ⊆ DXY +DY Z ⇒

maxD ≤ max(DXY +DY Z) = maxDXY + maxDY Z < ε.

Como dE é uma métrica usual, segue pela desigualdade triangular que maxDXZ ≤
maxD < ε. Sendo assim, se X = Z, tem-se dKM(X,Z) = [0, 0] �∗ Σ. Se X 6= Z,

então dKM(X,Z) = [minDXZ ,maxDXZ ]�∗ Σ. Portanto dKM é uma i-métrica.

6.4.1 Possíveis Aplicações de dKM

A i-métrica dKM pode ser usada no processo de quantização de sinais intervalares

(ver Trindade (2009) e Santana et al. (2011)), no qual um sinal intervalar discreto é

representado por uma função S : Z −→ IR, onde para cada n ∈ Z, a imagem S(n) é

chamada pulso do sinal. Essa representação intervalar geralmente provém da representação

usual que é uma função s : Z −→ R. Como a obtenção dos pulsos do sinal apresentam

incertezas, cada pulso s(n) é substituído por um pulso intervalar S(n), que garanta que o

valor correto do pulso esteja nesse intervalo. No artigo Santana et al. (2011) é realizado um

processo de passagem de sinal real (usual) para um sinal intervalar. Esse processo é feito

utilizando a chamada função aproximação, que leva um número real no menor intervalo

representável no sistema de ponto flutuante escolhido que o contém. Pelo fato do sinal s

assumir qualquer valor na reta, para reduzir o custo computacional do processamento do

sinal, são escolhidos valores entre min s e max s. Por exemplo: cada pulso s(n) é substituído
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por um valor de um conjunto Q que lhe for mais próximo, onde Q = {q1, · · · , qm} (A

escolha não é aleatória e uma forma de fazê-la é encontrada em Schafer e Oppenheim

(1989)). Quando é feita a passagem de s para S, calcula-se dKM(S(n), [qi, qi]) para cada

i ∈ {1, · · · ,m} e verifica-se qual é o menor desses valores, com base em dKM . Isso é

possível, pois esses valores podem ser comparáveis com base em ≤KM , o que é compravado

no teorema a seguir.

Teorema 6.6 (Santana (2012)). Dados a, b ∈ R e X ∈ IR, temos que dKM(X, [a, a]) ≤KM
dKM(X, [b.b]) ou dKM(X, [b, b]) ≤KM dKM(X, [a.a]).

Demonstração. Considere X = [x, x] e suponha a ∈ X e b /∈ X. Tome dKM(X, [a, a]) =

[0, ε] e dKM(X, [b, b]) = [t, z]. Sendo assim, note que |x − x| ≥ ε, t > 0 e z = t + |x − x|.
Logo, 0 ≤ t e ε ≤ z, assim dKM(X, [a, a]) ≤KM dKM(X, [b, b]).

Agora, seja a /∈ X e b /∈ X. Desse modo, dKM(X, [a, a]) = [y, y+|x−x|] e dKM(X, [b, b]) =

[w,w + |x− x|], onde y, w > 0. Se y ≤ w, então dKM(X, [a, a]) ≤KM dKM(X, [b, b]). Caso

contrário, dKM(X, [b, b]) ≤KM dKM(X, [a, a]).

Por fim, supondo a, b ∈ X. Segue que dKM(X, [a, a]) = [0, k] e dKM(X, [b, b]) = [0, h],

onde k, h > 0. Se k ≤ h, tem-se dKM(X, [a, a]) ≤KM dKM(X, [b, b]). Caso contrário,

dKM(X, [b, b]) ≤KM dKM(X, [a, a]).

Além disso, dKM pode ser aplicada em buscas simples, com o objetivo de dar mais

controle sobre os resultados. Por exemplo: uma busca dentro de um banco de dados

intervalares, a qual retorne apenas intervalos X que representem algum número real a,

isto é, tais que a ∈ X, onde os extremos desses intervalos fiquem a uma distância no

máximo r de a, com r > 0. Sendo assim, se D é um banco de dados, o resultado dessa

busca é IR ∩B([a, a], [0, r]).

Um exemplo de aplicação da i-métrica dKM é encontrado em Silva et al. (2015), no qual

é proposta uma plataforma para métodos de agrupamento de dados intervalares, incluindo

medidas de distância, algoritmos de agrupamento e índices de validação. Nesse trabalho,

são propostos dois algoritmos de agrupamento fuzzy; IbcKM e IbFcM, que são adaptações

dos algoritmos ckMeans e FCM para dados intervalares baseados em dKM . A distância foi

usada como medida de similaridade para agrupamentos de dados intervalares obtendo-se

resultados melhores do que os obtidos usando-se métricas usuais como a métrica de moore.
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6.5 Topologia Induzida por dKM

Nesta seção é mostrado que a topologia TKM gerada pela métrica intervalar dKM é

Hausdorff e regular, mas não é metrizável. Para provar que TKM não é uma topologia

metrizável, usaremos a primeira parte do Teorema de Nagata-Smirnov-Bing.

Lema 6.1 (Santana e Santiago (2013)). Se X é um intervalo não-degenerado, então {X}
é um aberto da topologia TKM .

Demonstração. Seja X ∈ IR tal que x < x. Defina 4 = [0, x−x
2

], logo [0, 0] �∗ 4.
Suponha X 6= Y, então maxDXY ≥ x−x

2
, desse modo dKM(X, Y ) 6�∗ 4. Sendo assim,

dKM(X, Y ) �∗ 4, implica X = Y. Portanto, a bola aberta, que já foi provada ser um

aberto de TKM pelo Teorema 5.4, é tal que B(X,4) = {X}.

Observação. Note que o conjunto {[a, a]} não é aberto para qualquer a ∈ R.

Com efeito, seja [0, 0] �∗ [ε, ε]. Note que ε > 0. Tome X = [a, a + ε
2
]. Note que

dKM([a, a], X) = [0, ε
2
] �∗ [ε, ε], logo X ∈ B([a, a], [ε, ε]). Sendo assim, toda bola aberta

com centro [a, a] contém algum outro elemento de IR diferente do seu centro [a, a].

Observação. Para cada [a, a] ∈ IR, existe B1 = B([a, a],4) uma bola aberta tal que [a, a]

é o único intervalo degenerado em B1.

De fato, tome 4 = [0, ε], onde ε > 0. Sendo assim, como

dKM([a, a], [b, b]) = [|a− b|, |a− b|],

se a 6= b, tem-se |a− b| > 0, logo dKM([a, a], [b, b]) 6�∗ 4. Assim

dKM([a, a], [b, b])�∗ 4⇒ [a, a] = [b.b].

Portanto, a topologia TKM quando restrita ao conjunto dos intervalos degenerados é a

topologia discreta.

Proposição 6.2 (Santana e Santiago (2013)). A topologia TKM é Hausdorff.

Demonstração. Dados X, Y ∈ IR, com X 6= Y. Devemos mostrar que existem A e B

abertos disjuntos tais que X ∈ A e Y ∈ B. Suponha que X e Y são intervalos não-

degenerados, então de acordo com o Lema 6.1 {X} e {Y } são abertos.
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Agora, sejam X = [x, x] e Y = [y, y], onde y < y. Considere

0 < r < max
y∈Y
|x− y|

e B = B([x, x], [0, r]). Sendo assim, note que

dKM([x, x], [y, y]) = [min
y∈Y
|x− y|,max

y∈Y
|x− y|],

desse modo [y, y] /∈ B, pois
max
y∈Y
|x− y| > r.

Logo, B e {[y, y]} são abertos disjuntos contendo X e Y, respectivamente.

Por fim, considere X = [x, x] e Y = [y, y] e tome r = |x− y| > 0. Sejam

B1 = B([x, x], [0,
r

2
]) e B2 = B([y, y], [0,

r

2
])

bolas abertas. Note que o único intervalo degenerado em B1 é [x, x] e em B2 é [y, y]. Dado

A = [a, a], com a < a, se A ∈ B1 ∩B2, então

max
a∈A
|x− a| < r

2
e max

a∈A
|y − a| < r

2
.

Sejam a1, a2 ∈ A tais que

|x− a1| = max
a∈A
|x− a| e |y − a2| = max

a∈A
|y − a|.

Sendo assim,

|x− a1| <
r

2
e |y − a2| <

r

2
.

Dessa forma, pela desigualdade triangular temos que

|x− y| ≤ |x− a1|+ |a1 − y|

= |x− a1|+ |y − a1|

≤ |x− a1|+ |y − a2|

<
r

2
+
r

2
= r,

ou seja, |x− y| < r. Contradição. Portanto B1 ∩B2 = ∅.

Observação. As bolas abertas B([a, a], [0, r]), onde r > 0, são conjuntos fechados.

Com efeito, basta mostrar que o complementar de B = B([a, a], [0, r]) é aberto. Su-

ponha [x, x] /∈ B (x < x), então {[x, x]} é um aberto que contém [x, x] e que está contido
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no complementar de B.

Se [x, x] /∈ B, temos |x − a| = r1 > 0. Dessa forma, considere a bola aberta B1 =

B([x, x], [0, r1]). Note que a bola aberta B1 está contida no complementar de B e, o único

intervalo degenerado de B1 é o seu centro [x, x], o qual não está em B. Agora, dado

X = [x, x] ∈ B1, com x < x, temos x < x < x e maxDX[X] < r1, onde [X] = [x, x]. Logo

maxDX[X] = max{x− x, x− x}, desse modo x− x < r1 e x− x < r1. Sendo assim, dado

z ∈ [x, x], tem-se |z − x| < r1, o que implica a /∈ [x, x]. Portanto [x, x] /∈ B.

Teorema 6.7 (Santana e Santiago (2016)). O espaço topológico (IR,TKM) é regular.

Demonstração. Suponha X = [x, x], onde x < x, assim V = {X} é um conjunto aberto

e fechado, então X ∈ V ⊆ V ⊆ U para qualquer aberto U tal que X ∈ U.

Agora, considere o caso X = [x, x] e, seja U um aberto tal que X ∈ U, sendo assim

existe uma bola aberta B = B(X, [0, r]) contida em U. Sendo B fechado, tem-se B = B,

o que implica X ⊆ B ⊆ B ⊆ U. Portanto, pela Proposição 2.5 a topologia TKM é

regular.

Teorema 6.8 (Santana e Santiago (2016)). O espaço topológico (IR,TKM) não é metri-

zável.

Demonstração. Suponha que a topologia TKM seja metrizável. Pelo teorema de metrização

de Nagata-Smirnov-Bing, segue que TKM é regular e tem uma base B que pode ser

decomposta em uma coleção no máximo enumerável de famílias localmente finitas. Como

todo conjunto unitário {[x, x]}, com x < x, é um conjunto aberto de TKM , então qualquer

base de TKM deve conter todos esses conjuntos. Denote a família destes conjuntos por N .

Assim, N ⊆ B. Dessa forma, como B pode ser decomposto em uma coleção no máximo

enumerável de famílias localmente finitas, a classe N também pode.

De fato, suponha

B =
⋃
n∈N

Bn,

então

N =
⋃
n∈N

(N ∩Bn).

Vamos usar a notação Ln = N ∩Bn. Considere o intervalo degenerado [x, x], onde x ∈ R.
Pela hipótese, existe um aberto V ∈ TKM tal que [x, x] ∈ V e, o aberto V intersecta uma

quantidade finita de conjuntos em Ln, para todo n ∈ N. Além disso, como V é aberto,

existe uma bola aberta Bx de centro [x, x] tal que Bx ⊆ V. Agora, suponha sem perda



77

de generalidade, que Bx = B([x, x], [0, r]), onde r > 0. Desse modo, para todo n ∈ N,
a bola aberta Bx intersecta apenas uma quantidade finita de conjuntos em Ln, isto é,

existe uma quantidade finita de intervalos [x, x], onde x < x, pertencentes a Bx tais que

{[x, x]} ∈ Ln. Considere os intervalos Xs = [x, x + s], onde 0 < s < r. Sendo assim,

note que Xs ∈ Bx, para todo s ∈ (0, r), já que dKM([x, x], Xs) = [0, s] �∗ [0, r]. Tome

Nx = {Xs; 0 < s < r}, assim
Nx ⊆ N =

⋃
n∈N

Ln,

logo

Nx =
⋃
n∈N

(Nx ∩ Ln).

Como Nx ∩ Ln é um conjunto finito, para todo n ∈ N, segue que Nx é uma união de

uma quantidade enumerável de conjuntos finitos, ou seja, Nx é um conjunto enumerável.

Contradição, pois a cardinalidade de Nx é igual a de (0, r). Portanto, a topologia TKM

não é metrizável.



78

7 Considerações Finais

Este trabalho se propôs a apresentar o conceito de topologia metrizável e algumas de

suas propriedades. Além disso, foi apresentada uma generalização de distância, chamada

i-distância, na qual o contradomínio da função não é, necessariamente, o conjunto dos

números reais. Por fim, é construída uma topologia a partir de uma métrica intervalar,

que é um caso particular de i-distância, e verificado que essa topologia não é metrizável.

No decorrer desta dissertação, foram expostos alguns exemplos mostrando que algu-

mas das condições para que uma topologia seja metrizável são apenas necessárias. Além

do mais, foi construído um resultado que mostra que toda topologia é gerada por uma i-

quasi-pseudométrica, onde a noção de i-quasi-pseudométrica é obtida a partir da definição

de i-métrica.

Um ponto que pode ser de interesse para trabalhos futuros é a caracterização das

topologias i-quasimetrizáveis, das i-pseudometrizáveis e das metrizáveis, ou seja, buscar

um resultado como o Teorema de Nagata-Smirnov-Bing para essas topologias. Além disso,

pode-se estudar aplicações de i-distâncias particulares a problemas de buscas de similari-

dades e comparar com os resultados obtidos usando-se distâncias usuais.
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APÊNDICE A -- Teorema da Categoria de
Baire na Reta

Aqui apresenta-se um estudo do teorema da categoria de Baire na reta, pois o mesmo

é usado na demonstração de que o plano de Sorgenfrey não é normal. Para mais detalhes

sobre esse teorema, incluindo versões mais gerais veja Kelley (2017).

A referência para este apêndice é Bergman (2009).

Definicão A.1. Dados A,B ⊆ R, dizemos que A é denso em B, se A ⊆ B e para todo

intervalo aberto I tal que I ∩B 6= ∅ tem-se que I ∩ A 6= ∅.

Definicão A.2. Dado um conjunto A ⊆ R, dizemos que A é denso em lugar nenhum, se

todo intervalo aberto I contém um subintervalo J ⊆ I tal que J ∩ A = ∅.

As definições a seguir são concepções fundamentais do Teorema da Categoria de Baire.

Definicão A.3. (1) Um conjunto W ⊆ R é dito ser da primeira categoria, se ele pode

ser escrito como a união enumerável de conjuntos densos em lugar nenhum, isto é,

W =
∞⋃
i=1

Ci,

onde os conjuntos Ci são densos em lugar nenhum.

(2) Um conjunto W ⊆ R é dito ser da segunda categoria, se ele não for da primeira

categoria.

(3) Um conjunto W ⊆ R é dito ser residual, se o seu complemento, W c = R−W, for da

primeira categoria.

Teorema A.1. Sejam A ⊆ R e B = R − A. Então A é um conjunto fechado denso em

lugar nenhum se, e somente se, B for um conjunto aberto denso em R.

Demonstração. Suponha que A é fechado e denso em lugar nenhum. Provemos que B é

aberto e denso em R. Com efeito, note que B é aberto, pois A é fechado. Pela hipótese,
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sabemos que para todo intervalo aberto I existe um subintervalo J ⊆ I tal que A∩J = ∅.
Isto significa que J ⊆ B, logo J ⊆ I ∩B, ou seja, I intersecta B. Desse modo, B é aberto

e denso em R.

Por outro lado, suponha B aberto e denso em R. Dessa forma, A é fechado, já que

B é aberto. Por hipótese todo intervalo aberto I intersecta B. Sendo assim, considere

O = I ∩ B. Dessa maneira, O é um conjunto aberto e não vazio, pois I e B são abertos

e I ∩ B 6= ∅. Além disso, como O ⊆ B, temos que O ∩ A = ∅. Como O 6= ∅, dado x ∈ O
existe um intervalo aberto J tal que x ∈ J ⊆ O, assim J ∩ A = ∅. Portanto, A é fechado

e denso em lugar nenhum.

Teorema A.2 (Teorema da Categoria de Baire). Todo subconjunto residual A de R é

denso.

Demonstração. Seja A residual em R. Devemos mostrar que todo intervalo aberto I ⊆ R
é tal que I∩A 6= ∅, ou seja, I intersecta A. Sendo A residual, seu complementar B = R−A
é da primeira categoria e, pode ser expresso da seguinte forma:

B =
∞⋃
i=1

Ci,

onde os conjuntos Ci são densos em lugar nenhum. Agora, fixado o intervalo I, induti-

vamente defina uma sequência de intervalos {In}n∈N fechados e não degenerados, como

segue:

(i) I1 ⊆ I

(ii) C1 ∩ I1 = ∅
Note que I1 existe, pois C1 é denso em lugar nenhum em R. Suponha já construídos

I1, I2, · · · , In de modo que

In ⊆ In−1 ⊆ · · · I2 ⊆ I1 e Ck ∩ Ik = ∅, ∀ k ∈ {1, · · · , n}.

Como In é um intervalo fechado não degenerado, existe um intervalo aberto Jn ⊆ In.

Desse modo, pelo fato de Cn+1 ser denso em lugar nenhum, existe um intervalo aberto

J ′n ⊆ Jn tal que J ′n∩Cn−1 = ∅. Sendo J ′n um intervalo aberto, existe um intervalo fechado

não degenerado In+1 ⊆ J ′n, logo In+1 ∩ Cn+1 = ∅ e In+1 ⊆ In. Seja

I ′1 =
∞⋂
n=1

In.

Pela construção de I ′ sabemos que I ′ ∩ B = ∅. Disso segue que I ′ ⊆ A, e como I ′ ⊆ I,
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temos que I ∩ A 6= ∅, isto é, I intersecta A. Portanto, A é denso em R.

Teorema A.3. Qualquer interseção de conjuntos abertos densos é denso.

Demonstração. Assumindo que An são conjuntos abertos densos, definamos

A =
∞⋂
n=1

An.

Devemos provar que A é denso. Como o complemento de An é denso em lugar nenhum,

segue que

Ac = (
∞⋂
n=1

An)c

=
∞⋃
n=1

Acn.

Sendo assim, Ac é da primeira categoria, logo A é residual. Portanto, pelo Teorema da

Categoria de Baire A é denso.

Observação. Em alguns livros (ver Kelley (2017)), o resultado anterior é o Teorema da

Categoria de Baire.

Definicão A.4. Seja (X,T) um espaço topológico. Dizemos que A ⊆ X é um Fσ quando

A é a união enumerável de fechados. Enquanto que um Gδ é a interseção enumerável de

abertos.

Corolário A.1. O conjunto I dos números irracionais não é um Fσ.

Demonstração. Suponha que I seja um Fσ, ou seja,

I =
∞⋃
n

Fn,

onde cada Fn é fechado, logo

Q = Ic

= (
∞⋃
n

Fn)c

=
∞⋂
n

F c
n,
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onde cada F c
n é aberto. Desse modo, Q é um Gδ, ou seja,

Q =
⋂
n∈N

On,

onde cada On é aberto. Vamos mostrar que Q não pode ser um Gδ. Suponha que Q é um

Gδ. Note que

∅ = (R−Q) ∩Q

= (
⋂
q∈Q

{q}c) ∩ (
⋂
n∈N

On).

Temos que {q}c é aberto e denso em R, assim como os O′ns, pois eles são abertos por

hipótese e Q ⊆ On. Dessa forma, descrevemos ∅ como sendo uma interseção enumerável de

abertos densos em R, logo pelo Teorema da Categoria de Baire, o ∅ é denso. Contradição.
Portanto, I não é um Fσ.


