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Resumo

Desde a revolução industrial até os dias atuais existe uma grande necessidade do moni-
toramento das características de qualidade produzidas, visando obter boa qualidade do
produto, bom funcionamento na linha de produção e uma produção rentável. Neste con-
texto, os gráficos de controle são as principais ferramentas utilizadas para o monitoramento
de determinada característica de qualidade. Usualmente a característica monitorada é a
média do processo e os gráficos comumente utilizados para tal monitoramento são: X
de Shewhart, CUSUM cumulative sum e EWMA exponentially weighted moving average
chart, que são baseados em duas suposições: independências entre as amostras monito-
radas e que a variável monitorada siga distribuição normal. Porém, a quebra de alguma
dessas suposições implica em um baixo desempenho do gráfico de controle. Visto isto,
o presente trabalho apresenta um gráfico de controle, para o monitoramento da média,
via método bootstrap para dados simétricos que tenham distribuição pertencente à classe
simétrica. Além disso, será proposto um método computacional de monitoramento para
a mediana (que em caso de dados assimétricos é mais informativa que a média) de da-
dos pertencentes à classe log-simétrica, baseado na distribuição empírica de três novos
estimadores para a mediana propostos por Balakrishnan et al. (2017). Adicionalmente,
foram realizados estudos de simulações tanto para as ambas abordagens propostas, com
a finalidade de avaliar o número médio de amostras até detecção de um alarme, seja ele
verdadeiro ou falso, além de avaliar o comportamento dos limites de controle. Os resulta-
dos obtidos nas simulações foram comparados com as abordagens de monitoramento mais
comuns utilizadas para cada situação e indicaram que ambos os métodos propostos, em



detrimento aos métodos usuais para cada cenário, apresentam número médio de amostras
até um alarme falso mais próximo ou igual aos valores nominais definidos. Já com relação
ao poder de detecção, os métodos propostos apresentaram excelente desempenho, sendo
equiparados aos métodos tradicionais, porém com a vantagem de apresentarem menor
taxa de alarmes falsos. Por fim, para ilustrar a aplicabilidade dos métodos propostos, o
trabalho apresenta uma aplicação em dados reais para cada uma das abordagens apre-
sentadas.

Palavras-chave: Classe de distribuições log-simétricas. Classe de distribuições simétricas.
Gráficos de controle. Monitoramento da média. Monitoramento da mediana.
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Abstract

Since the industrial revolution until to the present day it is in the industry’s interest to
monitor the quality of their products, aiming at good quality product, good operation on
the production line and a profitable production. In this context, control charts are the
main tools used for monitoring a particular quality characteristic. Usually the monitored
characteristic is the process mean and the most used control chart for such monitoring
are: X of Shewhart, CUSUM and EWMA, which are based on two assumptions: indepen-
dence between the monitored samples and that the monitored variable follows a normal
distribution. However, breaking any of these assumptions implies in a poor control chart
performance. Considering this, the present work proposes a control chart, for the moni-
toring of the mean, based on the bootstrap method for data that follows a distribution
that belongs to the symmetric class of distributions. In addition, a monitoring method
was proposed for the monitoring of the median (which in case of asymmetric data is
more informative than the mean) for data that belong to the log-symmetric class of dis-
tributions, based on the empirical distribution of three new median estimators proposed
by Balakrishnan et al. (2017). Additionally, simulation studies were performed for both
proposed methods, in order to evaluate the in-control and the out-control average run
length (ARL), to evaluate the behavior of the control limits and to compare the proposed
method with the traditional methods for each situation. As result, the simulation study
indicates that the proposed approaches presents better ARL0 than the usual methods.
Regarding to the power of detection, the proposed methods present good performance,
being comparable to traditional methods, but with the advantage of better ARL0. In



addition, the work presents an application for each of the two proposed methods in order
to illustrate their applicability in a real situation.

Keywords: Control Chart. Log-symmetric class of distribution. Monitoring of the mean.
Monitoring of the median. Symmetric class of distribution.
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1 Introdução

Costa, Epprecht e Carpinetti (2005) comentam que desde a revolução industrial até
os dias atuais existe uma enorme preocupação com a qualidade, funcionamento e produ-
ção de vários itens de consumo. Neste contexto, as técnicas do Controle Estatístico de
Processos (CEP), especialmente os gráficos de controle, e as técnicas do planejamento de
experimentos são essenciais para a melhor produção, funcionamento e qualidade de itens
de consumo como automóveis, roupas e eletrodomésticos, por exemplo.

A principal técnica de monitoramento de processos são os gráficos de controle, desen-
volvidos inicialmente por Shewhart (1931), que se baseiam no monitoramento periódico
de amostras de uma determinada característica de qualidade de interesse. Montgomery
(2007) comenta que o monitoramento dos gráficos de controle é realizado através da plo-
tagem de medidas da característica de qualidade versus o tempo (ou número de amostras)
e verificando se estas medidas se distribuem aleatoriamente em torno de um linha central,
denominada limite médio ou linha média, e dentro de duas faixas de confiança denomina-
das limites de controle, caso isso ocorra o processo é dito sob controle. Se existir alguma
causa de variabilidade de fontes não-usuais, ou não aleatórias, os pontos plotados tendem
a sair dos limites de controle e o processo é dito como fora de controle. Os gráficos de
controle são bastantes utilizados na prática pois apresentam algumas vantagens essenciais
em uma linha de produção, ou de monitoramento, são elas: evitam ajustes desnecessários
no processo e auxiliam na identificação do instante em que o processo foi alterado, per-
mitindo buscar soluções para a causa do desajuste do processo; é um método visual de
monitoramento, ou diagnóstico, facilitando assim a compreensão para indivíduos menos
treinados. Para mais detalhes sobre o contexto de CEP ver Montgomery (2007).

A técnica de monitoramento proposta por Shewhart (1931), comumente chamado
de gráfico de Shewhart ou gráfico X, baseia-se em coletas de amostras independentes,
ao longo do tempo, e que a característica de controle monitorada siga uma distribuição
normal. Este método tem como finalidade a detecção de desvios na média maiores que
1, 5 desvios-padrão. Visto isso, Roberts (1959) propôs o gráfico EWMA (exponentially



16

weighted moving average) e Page (1961) propôs o gráfico CUSUM (cumulative sum) ambos
com a finalidade de detectar, de forma mais rápida, desvios menores que 1, 5 desvios
padrão na média. Porém, os gráficos CUSUM e EWMA ainda baseiam-se na suposição de
independência das amostras e apresentam melhores resultados quando a distribuição dos
dados monitorados são normais; Borror, Montgomery e Runger (1999) comentam que o
gráfico EWMA apresenta desempenho ainda satisfatório em dados não normais quando
comparado ao gráfico de Shewhart.

Chakraborti, Human e Graham (2008) enfatizam a necessidade de averiguar de forma
precisa se os dados monitorados seguem as suposições do gráfico utilizado, especialmente
o gráfico de Shewhart. Porém, em muitos casos na prática, ao averiguar se os dados
seguem as suposições do gráfico, considera-se que os dados seguem distribuição normal
apenas por apresentarem forma simétrica. Schilling e Nelson (1976); Borror, Montgomery
e Runger (1999); Calzada e Scariano (2001); Noorossana, Vaghefi e Dorri (2011) comen-
tam que quando os dados monitorados não seguem distribuição normal o gráfico usual
de Shewhart apresenta baixo desempenho no processo de monitoramento, gerando mais
alarmes falsos ou não detectando desvios na média com a precisão usual, especialmente
se os dados apresentarem caudas mais pesadas (e.g. dados provenientes da distribuição
t-Student) ou dados assimétricos (e.g. dados provenientes da distribuição gama). Neste
contexto de baixo desempenho dos gráficos usuais sob não normalidade e do fato que os
dados monitorados, mesmo simétricos, podem não seguir distribuição normal é que sur-
gem alternativas aos métodos de monitoramento usuais (gráficos de Shewhart, EWMA e
CUSUM), como por exemplo: fatores de correção no método usual (Bai e Choi (1995);
Tadikamalla e Popescu (2007); Tadikamalla, Banciu e Popescu (2008)), gráficos de con-
trole por técnicas não-paramétricas (Willemain e Runger (1996); Chakraborti, Laan e
Bakir (2001)), transformações nos dados para que se tornem normais e assim utilizarem
o método usual (Qiu e Zhang (2015)), gráficos de controle baseados em distribuições
com cauda mais pesada (distribuição t-Student) (Calzada e Scariano (2001); Tsai et al.
(2005); Zhang, Chen e Castagliola (2009)), além de gráficos via métodos computacionais
intensivos (Bajgier (1992); Seppala et al. (1995); Liu e Tang (1996)).

Como já comentado, os gráficos Shewhart, CUSUM e EWMA são utilizados no mo-
nitoramento da média do processo. Porém, em muitas situações, as quais os dados são
assimétricos, utilizar estatísticas mais robustas como por exemplo, a mediana, se torna
mais informativo e preciso. Sendo assim, alternativas para o monitoramento de dados as-
simétricos, pode ser a utilização de gráficos de controle para o monitoramento da mediana
dos dados, conforme comenta Park (2009). Apesar de estudos referentes ao monitoramento
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da média serem mais comuns que os estudos de monitoramento da mediana, diversos tra-
balhos exemplificam, ilustram e propõem novos métodos e melhorias para monitorar tal
característica, como por exemplo: gráficos baseados unicamente na mediana amostral dos
dados (Nelson (1982); Janacek e Meikle (1997); Khoo (2005)), baseado na função quantí-
lica da distribuição assumida (Grimshaw e Alt (1997); Kanji e Arif (2000)) e gráficos via
método bootstrap para monitoramento da mediana (Lio e Park (2008); Park (2009)).

Isto posto, este trabalho tem como principais objetivos: propor um gráfico via mé-
todo bootstrap para o monitoramento da média (para alterações maiores que 1,5 desvios
padrão) de dados que sigam distribuição pertencente à classe de distribuições simétricas
(ou elípticas univariadas); propor, baseado na distribuição empírica dos estimadores pro-
postos por Balakrishnan et al. (2017), um gráfico de controle para o monitoramento da
mediana de dados não normais que sigam distribuição pertencente à classe log-simétrica
de distribuições. Deste modo, os objetivos específicos deste trabalho incluem a verifica-
ção, através de simulações, do número médio de amostras até a detecção de um alarme,
para diferentes combinações de parâmetros, ou seja, avaliar o desempenho de ambos os
métodos propostos, além de ilustrar suas aplicações em conjunto de dados reais.

O presente trabalho se encontra organizado do seguinte modo: o Capítulo 2 é cons-
tituído com uma breve explanação das técnicas usuais do CEP, além da interpretação e
métodos de avaliação dos gráficos de controle; no Capítulo 3 são apresentadas as classes
de distribuições simétricas e log-simétricas, assim como algumas propriedades, métodos
de estimação e exemplos referente a ambas as classes; o Capítulo 4 descreve o estudo de
simulação e a avaliação do método proposto para o monitoramento da média de dados
pertencentes à classe simétrica. O Capítulo 5 apresenta o monitoramento da média de
dados reais, referentes ao ph de vinhos tintos, utilizando o método proposto no Capítulo
4. No Capítulo 6 é apresentada a abordagem proposta e um estudo de simulação para o
monitoramento da mediana de dados pertencentes à classe log-simétrica. Adicionalmente,
o Capítulo 7 consta o monitoramento da mediana do percentual de viscosidade de óleos
para veículos, utilizando a abordagem proposta no capítulo 6. Considerações finais sobre
o trabalho são apresentadas no Capítulo 8.
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2 Controle Estatístico de
Processos

Algumas variáveis, ou características de qualidade, podem ser expressas em termos de
uma medida numérica. Segundo Montgomery (2007) ao lidarmos com uma característica
de qualidade que possa ser mensurada através de medidas numéricas é usualmente neces-
sário o monitoramento tanto do valor médio da característica como de sua variabilidade.
Neste contexto de monitoramento é que são inseridos os gráficos de controle. Visto isto,
o presente capítulo tem como finalidade apresentar conceitos básicos sobre o controle es-
tatístico de processo, além de expor as etapas usuais em um monitoramento utilizando o
gráficos de controle de Shewhart e gráficos simulados via bootstrap.

2.1 Fases de monitoramento

No contexto de CEP, o monitoramento de uma variável de interesse X (também cha-
mada de característica de qualidade ou característica de controle), se dá por meio de duas
etapas, comumente chamadas de, Fase I e Fase II; ver Montgomery (2007). A Fase I é a
etapa de estudos retrospectivos do processo, que tem como principais objetivos: construir
um procedimento adequado para o monitoramento do processo e obter informações es-
senciais sobre a característica de qualidade de interesse. Chakraborti, Human e Graham
(2008) fornece alguns exemplos de informações essenciais e procedimentos necessários na
Fase I, são eles: identificar quais características da variável de interesse serão monitoradas,
verificar se a variável de interesse apresenta autocorrelação, qual(is), gráfico(s) de controle
se adequam melhor a determinada situação, averiguar se atualmente existe alguma causa
especial1 que afeta a variabilidade ou a média do processo e se necessário aplicar corre-
ções na linha de produção para estabilizar o processo. Além disso, deve-se averiguar qual
distribuição de probabilidade se adéqua melhor aos dados que serão monitorados.

1Causas especiais são causas não aleatórias que interferem no processo, em outras palavras, são falhas
não esperadas na sistemática do processo.
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Segundo Chakraborti, Human e Graham (2008), para a obtenção das informações
desejadas e estabilização do processo na Fase I, utilizam-se gráficos de pontos e histogra-
mas para fornecer informações sobre características da variável monitorada, estimam e
realizam testes de hipóteses sobre os parâmetros. Além disso, devesse utilizar de forma
preliminar um gráfico de controle para averiguar a estabilidade do processo (tanto para a
variabilidade quanto para a média) antes do início da Fase II. Para mais detalhes sobre
as técnicas utilizadas na Fase I ver Montgomery (2007).

A Fase II é a etapa prospectiva, ou etapa de monitoramento, nesta fase estamos
interessados em averiguar o comportamento do processo ao longo do tempo, utilizando
as ferramentas adequadas estabelecidas na Fase I. Woodall (2000) e Jensen et al. (2006)
comentam a importância de realizar bons procedimentos na Fase I do monitoramento,
pois do contrário, isto trará prejuízos ao monitoramento que será realizado na Fase II.
Nesta etapa, os gráficos de controle mais utilizados são: gráfico X e R (Shewhart (1931)),
CUSUM (Page (1961)) e EWMA (Roberts (1959)).

2.2 Gráfico de Shewhart

O gráfico de controle X, ou gráfico de Shewhart, foi proposto por Shewhart (1931) e
é comumente utilizado quando a característica monitorada é a média amostral e deseja-
se detectar grandes desvios na média do processo (pelo menos 1, 5 desvios padrão, para
mais ou para menos, na média do processo). Este método baseia-se em duas suposições:
são retiradas m amostras independentes de tamanho n e assume-se normalidade para
a variável monitorada. Porém, a suposição de normalidade é um pouco mais flexível,
pois no caso em que a variável de interesse não segue distribuição normal e o tamanho
dos subgrupos racionais, denotados por n, for suficientemente grande, pode-se aproximar
a distribuição da média amostral pela distribuição normal (teorema central do limite).
Assim como a maior parte dos gráficos de controle, o gráfico X de Shewhart possui três
limites de controle, sendo eles: Limite Médio, ou Linha Média (LM), Limite Superior de
Controle (LSC) e Limite Inferior de Controle (LIC).

SejamX uma característica de qualidade monitorada, µ0 e σ0 a média e desvio padrão,
respectivamente, desta característica quando o processo esta sob controle e n o tamanho
de cada subamostra das m amostras independentes. Os limites de controle para o gráfico
X são dados de forma geral por:
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LSC = µ0 + k
σ0√
n
, LM = µ0 e LIC = µ0 − k

σ0√
n
.

Ainda nos anos 30, Shewhart propôs a utilização de k = 3 baseando-se no lema: “Se
o processo estiver em controle, evite ajustes desnecessários. Com a abertura de 3 desvios-
padrão, enquanto o processo estiver sob controle, raramente um ponto cairá na região de
ação do gráfico (fora dos limites de controle)”. Com base nesse lema, Shewhart afirmava
que isso iria prevenir intervenções desnecessárias na produção, tornando o gráfico útil e
eficiente para as condições de uma indústria de produção. Uma justificativa mais formal
é dada em Costa, Epprecht e Carpinetti (2005) que diz que os intervalos considerando
k = 3 em torno da média sob controle (µ0) engloba cerca de 99, 73% dos valores das
médias amostrais X, desta forma se o processo permanecer isento de causas especiais,
a média amostral X terá uma baixa probabilidade de cair fora dos limites de controle,
e consequentemente é mais verossímil que um valor da média amostral fora dos limites
realmente seja consequência de alguma alteração no processo.

A Figura 1 apresenta a estrutura básica presente em um gráfico X com k = 3 para
m = 30 e n = 5 de um processo de produção de eixos. Este conjunto de dados segue uma
distribuição normal e estão presente em Costa, Epprecht e Carpinetti (2005). A estrutura
é composta por pontos (médias amostrais) plotados seguindo determinados padrões em
torno dos limites de controles. Na Seção 2.3, veremos como interpretar esses padrões
presentes em um gráfico de controle.
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Figura 1: Gráfico de Shewhart de um processo de produção de eixos.

2.3 Interpretações usuais dos gráficos de controle

Como já comentado, os gráficos de controle auxiliam no monitoramento de uma ca-
racterística de qualidade que estamos interessados. Deste modo é essencial compreender
corretamente as informações fornecidas pelo gráfico. Isto posto, considere a seguinte situ-
ação: foram retiradas m amostras independentes e espaçadas, através de algum esquema
apropriado de amostragem, no tempo, de tamanho n e com base no processo sob controle
foram construídos os limites de controle. Em seguida, foram plotadas no gráfico as médias
de cada uma das m amostras independentes. Além disso, considere que iremos monitorar
o processo utilizando alguma medida amostral (média, mediana, quantis, etc.) relacionada
com a variável de interesse. Com base na situação descrita temos que:

1. O processo estará sob controle se os pontos plotados no gráfico de controle estiverem
flutuando aleatoriamente, sem nenhum padrão evidente, em torno da linha média e
dentro dos limites de controle;

2. O processo estará fora de controle caso algumas das situações abaixo ocorram:
2.1- Um ou mais pontos acima do LSC são indícios que houve algum aumento na
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medida observada do processo para aquela variável de interesse;
2.2- Um ou mais pontos abaixo do LIC são indícios que houve alguma diminuição
na medida observada do processo para aquela variável de interesse;
2.3- Uma sequência de oito pontos consecutivos de um mesmo lado (acima ou abaixo)
da linha central, ou seis pontos em uma sequência crescente ou decrescente, podem
representar uma tendência ao aumento ou diminuição da medida monitorada;
2.4- Uma grande sequência de pontos alternadamente para cima e para baixo, ou
um padrão não usual, ou não aleatório, podem ser indícios que a suposição de
independência foi violada, ou que a característica monitorada está sofrendo alguma
tendência cíclica;
2.5- Um ou mais pontos muito próximos dos limites de controle pode ser um alerta
de possível alteração nos padrões usuais do processo.

Vale ressaltar que estas sugestões de interpretações tem como finalidade serem um
referencial para tomadas de decisões, em que os itens 2.1 e 2.2 são os critérios básicos (mais
utilizados) e os demais itens são critérios suplementares. Para alguns processos específicos
os critérios de paradas podem ser alterados, porém sempre devem ser coerentes com a
natureza do processo. Para mais detalhes sobre interpretações gráficas ver Montgomery
(2007).

2.4 Desempenho dos gráficos de controle

Assim como a construção de limites de controle e interpretações, outro ponto de
extrema importância quando tratamos de gráficos de controle é o seu desempenho, ou
seja, o quão rápido, usualmente medido em número de amostras até alguma sinalização,
e preciso o gráfico de controle está sendo para o monitoramento de determinada situação
ou processo.

Para um melhor entendimento e compreensão do comportamento de um gráfico de
controle, podemos enxergá-lo como um teste de hipótese. Para cada uma das m amostras
(contendo subamostras de tamanho n) verificamos as seguintes hipóteses: H0: o processo
está sob controle e H1: o processo está fora de controle. Consideremos Mx a medida
da nossa característica de qualidade baseada em uma amostra e M0 o valor desejado
do parâmetro quando o processo esta sob controle, então podemos definir as hipóteses
anteriores da seguinte forma:

H0 : Mx = M0 vs H1 : Mx 6= M0,
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quando monitoramos, por exemplo, a média do processo, podemos escrever as hipóteses
como:

H0 : µx = µ0 vs H1 : µx 6= µ0.

Para o gráfico X, quando o valor da média amostral está dentro dos limites de controle
é um sinal que existem evidências estatísticas para não rejeitarmos H0, em contra partida
se o valor da média amostral cair fora dos limites de controle é um sinal que existem
evidências estatísticas para rejeitarmos a hipótese H0, o que equivale a “aceitarmos” H1.

Assim como os testes de hipóteses, os gráficos de controle não são infalíveis, ou seja,
é passível que com alguma probabilidade ao rejeitarmos ou não H0 estejamos cometendo
um erro. Desta forma definimos α como a probabilidade de rejeitarmos H0 dado que
H0 é verdadeira, β a probabilidade de não rejeitarmos H0 quando H0 é falsa e 1 − β a
probabilidade de rejeitarmos H0 dado que H0 é falsa, ou seja, detectar a mudança. Com
base nas probabilidades α e β, definidas anteriormente, o desempenho dos gráficos de
controle é dado através das seguintes quantidades:

• Número médio de amostras até a detecção do alarme verdadeiro (NMA): O NMA
representa o número esperado de amostras, após a mudança na média, necessários
para detectar a alteração na média do processo;

• Número médio de amostras até um alarme falso (NMAF): O NMAF representa o
número esperado de amostras para que a sinalização do gráfico (um ponto fora dos
limites de controle) seja um alarme falso, ou seja, o ponto caiu fora dos limites,
porém não houve alteração no processo.

Segundo Montgomery (2007), quando as amostras da característica de qualidade são
independentes, o número de observações necessárias até um ponto exceder os limites de
controle será uma variável aleatória que segue uma distribuição geométrica de parâmetro
π e valor esperado 1/π, com π ∈ (0, 1), sendo assim o NMA e NMAF são dados por:

NMA = 1
1− β e NMAF = 1

α
,

ou seja, o NMA é o valor esperado de uma variável aleatória geométrica cujo parâmetro é
1− β e o NMAF é o valor esperado de uma variável aleatória geométrica cujo parâmetro
é α.

Em muitos contextos, como por exemplo para dados não normais com n > 1 ou grá-
ficos via Bootstrap, os valores α e β não são possíveis de serem calculados analiticamente.
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Assim, utiliza-se recursos computacionais para obter tais medidas, sendo o método de
Monte Carlo o mais utilizados para obtenção das probabilidades α e β.

2.5 Método bootstrap e aplicações no CEP

Como já comentado anteriormente, em muitos contextos as suposições chave dos grá-
ficos de controle usuais (CUSUM, EWMA e X) podem ser violadas, como, por exemplo,
não normalidade dos dados e a presença de autocorrelação ou dependência entre as amos-
tras. Neste contexto de quebra de suposição, os gráficos usuais não apresentam o seu real
desempenho, ou seja, seu poder de detecção e probabilidades de alarme falso não serão
os estabelecidos usualmente. Deste modo, uma das técnicas de "correção" utilizada nos
métodos usuais é baseado no método computacional bootstrap.

O método bootstrap, proposto por Efron (1979), é um conjunto de técnicas computa-
cionais de reamostragem que tem a finalidade de obter informações sobre a distribuição
de determinada estatística. Utiliza-se o bootstrap quando esta distribuição não pode ser
facilmente obtida por métodos analíticos ou que possíveis aproximações para a sua dis-
tribuição não sejam possíveis por quebra de suposições em determinadas situações. Este
método pode ser realizado de duas formas, denominadas de bootstrap paramétrico e bo-
otstrap não-paramétrico. O bootstrap não-paramétrico consiste no seguinte procedimento:

1. Obtenha y = (y1, . . . , ym)> (amostra de tamanho m da população de interesse);

2. Selecione de forma aleatória e com reposição, m elementos pertencentes a y for-
mando uma nova amostra y∗ = (y∗1, . . . , y∗m)>;

3. Obtenha a estatística T (y∗), baseada na amostra obtida no passo 2;

4. Repita os passos 2 e 3 B vezes. Obtendo assim, com base nas B estatísticas T (y∗),
uma distribuição empírica para a sua estatística T ;

O bootstrap paramétrico consiste no seguinte procedimento:

1. Obtenha y = (y1, . . . , ym)> (amostra de tamanho m da sua população de interesse)
e calcule θ̂(y), estimativa dos parâmetros da distribuição;

2. Utilizando θ̂(y) obtido no passo 1, gere uma nova amostra da distribuição dos dados
y∗ = (y∗1, . . . , y∗m)>;
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3. Obtenha a estatística T (y∗), baseada na amostra obtida no passo 2;

4. Repita os passos 2 e 3 B vezes. Obtendo assim, com base nas B estatísticas T (y∗),
uma distribuição empírica para a sua estatística T ;

O bootstrap não-paramétrico é mais "robusto" quando não temos evidências sobre
qual a distribuição geradora da amostra. Porém, quando a suposição sobre a distribuição
da amostra inicial é válida, o método paramétrico é mais eficiente, no sentido de fornecer
informações mais precisas. Para mais detalhes sobre a técnica bootstrap e aplicações, ver
Efron e Tibshirani (1994).

Deste modo, como o método bootstrap fornece informações sobre a distribuição empí-
rica de uma estatística de interesse, é comum a utilização deste procedimento para obter
informações sobre a distribuição da estatística utilizada para o monitoramento do pro-
cesso, e com base nesta distribuição obter os limites de controle. Bajgier (1992) propôs
um gráfico bootstrap, utilizando o método não-paramétrico e considerando subgrupos ra-
cionais, e avaliou a performance do gráfico utilizando as quantidades NMA e NMAF e
comparando com o método usual de Shewhart. Outros dois trabalhos de grande relevân-
cia neste contexto são: Seppala et al. (1995) que propuseram uma melhoria no método
proposto por Bajgier (1992), considerando agora um erro aleatório nas observações das
amostras bootstrap e Liu e Tang (1996) propuseram duas novas formas de monitoramento
pelo método bootstrap considerando o caso de amostras independentes e dependentes. Jo-
nes e Woodall (1998) fornecem uma boa discussão e avaliação dos métodos propostos por
Bajgier (1992), Seppala et al. (1995) e Liu e Tang (1996). Outros estudos que fornecem
boas introduções e metodologia sobre o contexto de gráficos bootstrap são: Nichols e Pad-
gett (2006), Lio e Park (2008) e Park (2009), ambos no contexto do monitoramento de
quantis.
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3 Classe de distribuições
simétricas e log-simétricas

Como já explanado no Capítulo 1, uma alternativa à suposição de normalidade, para as
características de qualidade, é a modelagem destas características através de distribuições
que pertencem à classe simétrica ou de distribuições pertencentes à classe log-simétrica.
Visto isto, o presente capítulo irá apresentar, exemplificar e expor algumas propriedades
probabilísticas das classes de distribuições simétrica e log-simétricas. Por fim, serão apre-
sentados três estimadores, propostos por Balakrishnan et al. (2017), para a mediana de
distribuições que pertençam à classe log-simétrica.

3.1 Classe de distribuições simétricas

Seja Y uma variável aleatória com suporte em R. A distribuição de Y pertence à
classe de distribuições simétricas com parâmetro de posição µ ∈ R e parâmetro de escala
φ > 0, se sua função densidade de probabilidade é da forma:

f(y;µ, φ) = 1√
φ
h

(
(y − µ)2

φ

)
, y ∈ R, (3.1)

para alguma função h, com h(u) > 0, para u > 0, e
∞∫
0
u−

1
2h(u)du = 1. As condições impos-

tas sobre h, garantem que f(y;µ, φ) seja, de fato, uma função densidade de probabilidade.
A função h é denominada função geradora de densidades e pode vir a depender de outros
parâmetros diferentes de µ e φ, como por exemplo a função geradora de densidades das
distribuições t-Student e exponencial potência (ver Tabela 1).

Denotaremos Y ∼ S(µ, φ) se a distribuição de Y pertencer a classe de distribuições
simétricas de parâmetros µ e φ. Alguns exemplos de distribuições que pertencem à classe
de distribuições simétricas são apresentadas na Tabela 1. A classe de distribuições aqui
apresentada comporta distribuições com caudas mais pesadas (e.g. distribuições t-Student
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e logística tipo II) e caudas mais leves (e.g. distribuição exponencial potência com −1 <
κ < 0 e logística tipo I) que as da distribuição normal, além de englobar distribuições
bimodais como a distribuição Kotz generalizada.

Desde que existam, E(Y ) = µ e V ar(Y ) = ξφ, para alguma constante ξ > 0. A
constante ξ esta relacionada com a função característica de Y do seguinte modo:

ξ = −2ϕ′(0) = −2dϕ(u)
du
|u=0,

e não depende dos parâmetros µ e φ (FANG; KOTZ; NG, 1990). Exemplos de ξ para algumas
distribuições são apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Função geradora de densidades e valores de ξ, para algumas distribuições simé-
tricas.

Distribuição h(u), u > 0 ξ

Normal 1√
2π e−u/2 1

t-Student νν/2

B(1/2,ν/2)(ν + u)−
ν+1

2 , ν > 0 ν
ν−2 , ν > 2

Logística tipo I c e−u

(1+e−u)2 , c ≈ 1.4843 0.7957

Logística tipo II e−
√
u

(1+e−
√
u)2

π2

3

Kotz r(2N−1)/2

Γ( 2N−1
2 ) , r > 0, N ≥ 1 2N−1

2r

exp. potência 1 1
c(κ)e

{
−1

2u
1/(1+κ)

}
, −1 < κ ≤ 1 21+κ Γ(1,5(1+κ))

Γ( 1+κ
2 )

A função característica de uma variável aleatória Y é definida como ϕY (t) = E(eitY ).
Se Y ∼ S(µ, φ), então sua função característica pode ser expressa como ϕY (t) = eitµϕ(t2φ),
t ∈ R, para alguma função ϕ, tal que ϕ : (0,∞) → R. Deste modo, se Y ∼ S(µ, φ),
então a + bY ∼ S(a + bµ, b2φ) com a ∈ R e b ∈ R − {0}, ou seja, a distribuição de
qualquer transformação linear de uma variável aleatória, cuja distribuição pertença à
classe simétrica, também pertencerá a classe simétrica. Particularmente, se Z = (Y −
µ)/
√
φ, então Z ∼ S(0, 1) e a função densidade de probabilidade de Z é dada por:

g(z) = g(z, 0, 1) = h(z2), z ∈ R,

em que h(·) é a função geradora de densidade de Y .

Sejam Y1, . . . , Ym uma amostra aleatória de tamanho m da variável aleatória Y ∼
1B(·, ·) e Γ(·) são as funções beta e gama, respectivamente, e c(κ) = Γ(1 + 1+κ

2 )21+(1+κ)/2
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S(µ, φ). A função de verossimilhança de (µ, φ) correspondente à amostra aleatória obser-
vada é dada por:

L(µ, φ|y) = φ−
m
2

m∏
i=1

h(ui), ∀yi ∈ R (3.2)

em que, y = (y1, . . . , ym)>, ui = (yi − µ)2/φ e h(·) é a função geradora de densidade de
Y .

O log (logaritmo natural) da função de verossimilhança, definida em (3.2), é dada por:

`(µ, φ) = log {L(µ, φ|y)} = −m2 log(φ) +
m∑
i=1

log {h(ui)} , ∀yi ∈ R. (3.3)

A estimativa de máxima verossimilhança de θ = (µ, φ)>, denotada por θ̂(y) =
(µ̂(y), φ̂(y))>, é o valor que maximiza a função de log verossimilhança. Deste modo, µ̂(y)
e φ̂(y) podem ser obtidos como soluções simultâneas, que maximizam, o seguinte sistema
de equações não lineares

∂`(θ̂)
∂µ̂

=
m∑
i=1

1
h(ui)

∂ui
∂µ̂

= 0,

∂`(θ̂)
∂φ̂

= −m
2φ̂

+
m∑
i=1

1
h(ui)

∂ui

∂φ̂
= 0.

(3.4)

Deste modo, θ̂ = θ̂(Y ) = (µ̂(Y ), φ̂(Y ))>, é o estimador de máxima verossimilhança
(EMV) de θ = (µ, φ)>.

Em alguns casos, a depender da função h, as soluções do sistema de equações (3.4)
podem ser obtidas de forma analítica (e.g. distribuição normal). Porém, na grande maioria
dos casos, dada a complexidade das funções geradoras de probabilidade, obter soluções
para o sistema de equações (3.4) só se faz possível através de métodos numéricos.

Sejam Y1, . . . , Ym uma amostra aleatória de tamanho m da variável aleatória Y ∼
S(µ, φ), θ = (µ, φ)> e θ̂ EMV de θ. Então, sob condições de regularidade (ver Cox e
Hinkley (1979)), temos que:

√
m
[
θ̂ − θ

]
D−→ N2(0, I−1

F (θ)).

Para um tamanho amostral m, suficientemente grande e fixo, θ̂, EMV de θ, tem
distribuição assintótica normal bivariada com média θ e variância I−1

F (θ), ou seja, θ̂ a∼
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N2(θ, I−1
F (θ)), em que: IF (θ) = −E(H) e

H =


∂2`(µ,φ)
∂µ2

∂2`(µ,φ)
∂µ∂φ

∂2`(µ,φ)
∂φ∂µ

∂2`(µ,φ)
∂φ2

 ,

com, ∂
2`(µ,φ)
∂µ2 =

m∑
i=1
−
(
∂`(µ,φ)
∂µ

)2
+∂2ui

∂µ2
1

h(ui) ,
∂2`(µ,φ)
∂φ2 = m

2φ2 +
m∑
i=1
−
(
∂`(µ,φ)
∂φ

)2
∂2ui
∂φ2

1
h(ui)

e ∂2`(µ,φ)
∂µ∂φ = ∂2`(µ,φ)

∂φ∂µ =
m∑
i=1
− 1
h(ui)2

∂ui
∂µ

∂ui
∂φ + ∂2ui

∂µφ
1

h(ui) .

Para mais detalhes sobre propriedades e resultados teóricos para a classe de distribui-
ção simétrica ver Berkane e Bentler (1986), Fang, Kotz e Ng (1990) e Rao (1990).

3.2 Classe de distribuições log-simétricas

Sejam Y ∼ S(µ, φ) e X = exp(Y ). Então X será uma variável aleatória com a função
densidade de probabilidade dada por:

f(x; η, φ) = 1
x
√
φ
h

({
log

[
(x/η)

1√
φ

]}2)
, x > 0, (3.5)

em que, h é a função geradora de densidade de Y , η = exp(µ) > 0 é o parâmetro de escala
que, nesta classe, representa a mediana da distribuição e φ > 0 é o parâmetro de forma.
Esta classe de distribuições, geradas pela transformação X = exp(Y ) com Y ∼ S(µ, φ),
é denominada classe de distribuições log-simétrica. Esta nomenclatura se dá pelo fato
de que log(X) = Y ∼ S(µ, φ). Denotaremos por X ∼ LS(η, φ), se a distribuição de X
pertencer à classe log-simétrica de distribuições de parâmetros η e φ.

A classe log-simétrica comporta distribuições com caudas mais leves e mais pesadas do
que as caudas da distribuição log-normal, além de englobar alguns modelos que possuem
bimodalidade. Deste modo, a classe definida anteriormente pode ser vista como uma gene-
ralização da distribuições do tipo log-normal. São membros desta classe de distribuições os
modelos: log-normal, log-t-Student, log-Laplace, log-logística, Birnbaum-Saunders, entre
outras.

Recentemente Vanegas e Paula (2016) e Ventura et al. (2019) estudaram esta classe de
distribuições log-simétricas e elencaram algumas propriedades probabilísticas sobre esta
classe, são elas:

P1- Se X ∼ LS(η, φ) e x̃ = log
[
(x/η)

1√
φ

]
, então a função de distribuição acumulada de
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X, FX(x; η, φ), pode ser escrita como FZ(x̃), em que Z = Y−µ√
φ
∼ S(0, 1);

P2- X∗ = (X/η)
1√
φ ∼ LS(1, 1), isto é, X∗ segue uma distribuição log-simétrica padrão;

P3- cX ∼ LS(cη, φ), ∀c > 0;

P4- Xc ∼ LS(ηc, c2φ), ∀c 6= 0;

P5- E
[(

η
X

)r]
= E

[(
X
η

)r]
;

P6- Se E(X) e E(Z) existem, então E(Xr) ≥ ηr.

Considere X1, . . . , Xm uma amostra aleatória de tamanhom da variável aleatória X ∼
LS(η, φ). A função de verossimilhança e a função de log verossimilhança de θ = (η, φ)>

correspondente à amostra aleatória observada são dadas, respectivamente, por:

L(η, φ|x) = φ−
m
2

(
m∏
i=1

xi

)−1 m∏
i=1

h(x̃i2), ∀xi > 0 e (3.6)

`(η, φ) = −m2 log(φ) +
m∑
i=1

logxi
m∑
i=1

log
{
h(x̃2

i )
}
, ∀xi > 0, (3.7)

em que, x = (x1, . . . , xm)>, x̃i = log
[
(xi/η)

1√
φ

]
e h(·) é a função geradora de densidade

de Y = log(X) ∼ S(µ, φ).

A estimativa de máxima verossimilhança de θ = (η, φ)>, denotada por θ̂(x) =
(η̂(x), φ̂(x))>, é o valor que maximiza a função de log verossimilhança. Deste modo,
µ̂(x) e φ̂(x) podem ser obtidos como soluções simultâneas, que maximizam, o seguinte
sistema de equações não lineares,

∂`(θ̂)
∂η̂

=
m∑
i=1

v(x̃i)log
(
xi
η̂

)
= 0

∂`(θ̂)
∂φ̂

= −m
2φ̂

+ 1
2φ̂

m∑
i=1

v(x̃i)x̃2
i = 0,

(3.8)

em que v(x) = −2h′(x2)
h(x2) , x̃i = log

[
(xi/η)

1√
φ

]
e h(·) é a função geradora de densidade de

Y = log(X) ∼ S(µ, φ). Assim, θ̂ = θ̂(X) = (η̂(X), φ̂(X))>, é o EMV de θ = (η, φ)>.

Apesar do método da máxima verossimilhança ser a ferramenta mais utilizada na
literatura para a estimação dos parâmetros da classe de distribuições log-simétricas, os
EMV são tendenciosos em amostras finitas (pequenas). Além disso, Balakrishnan et al.
(2017) comentam que pouco foi feito na prática para produzir estimadores com tendências,
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ou viés, menores que o EMV para esta classe de distribuições. Outro fato que pode
inviabilizar a utilização do EMV é que, para alguns casos especiais para a classe de
distribuições log-simétricas, os EMV não apresentam forma fechada; ver Vanegas e Paula
(2016). Visto isto, Balakrishnan et al. (2017) propuseram três novos estimadores, que
apresentam forma fechada, para esta classe de distribuições. Estes novos três métodos
para obtenção dos estimadores serão aqui chamados de PEI, PEII e PEIII (PE significa
"proposed estimator" conforme a denominação atribuída por Balakrishnan et al. (2017)).

Sejam X1, . . . , Xm uma amostra aleatória de tamanho m da variável aleatória X ∼
LS(η, φ). Considere

S = 1
m

m∑
i=1

Xi, R =
[
m∑
i=1

1
Xi

]−1

, s = 1
m

m∑
i=1

xi e r =
[

1
m

m∑
i=1

1
xi

]−1

.

O método PEI para estimar η e φ é baseado na seguinte relação:

E(X) = E(S) e E(X−1) = E(R−1). (3.9)

Substituindo E(S) e E(R−1) por s e r−1, respectivamente, em (3.9) e utilizando a P5
(propriedades 5 da classe log-simétrica), temos que os estimadores pelo método PEI para
η e φ, serão dados por:

η̂1 = f1(S,R) =
√
SR e φ̂1 = f2(S,R), (3.10)

em que f2 é uma função positiva de S e R e obtida pela relação dada em (3.9).

Os estimadores dados em (3.10) possuem distribuição conjunta assintoticamente nor-
mal bivariada dada por:

√
n

 η̂1 − η
φ̂1 − φ

 a∼ N
(
0,DΣD>

)
,

em que,

Σ =
 V ar(X) 1− E(X)E(X−1)

1− E(X)E(X−1) V ar(X−1)


e

D =


∂f1(x1,x2)

∂x1

∂f1(x1,x2)
∂x2

∂f2(x1,x2)
∂x1

∂f2(x1,x2)
∂x1


∣∣∣∣∣∣
x1=E(X), x2=E(X−1)

.
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Agora defina,
Zij = Xi

Xj

e zij = xi
xj
, para 1 ≤ i 6= j ≤ m.

Note que como existem 2
(
m
2

)
zij, para 1 ≤ i 6= j ≤ m. Assim, podemos definir:

z̄ = 1
2
(
m
2

) ∑
1≤i 6=j≤m

zij.

Fazendo E(Zij) = z̄ e solucionando a equação para φ, temos que os estimadores para η e
φ pelo método PEII são dados por:

η̂2 =
√
SR e φ̂2 = g(Z̄), (3.11)

em que g é uma função positiva de Z̄. Observe que o η̂2 = η̂1, isso se dá pois ambos os
estimadores para η, tanto pelo método PEI como pelo método PEII, foram obtidos de
forma análoga. No que tange a distribuição assintótica dos estimadores pelo método PEII,
o estimador η̂2 possui a mesma distribuição assintótica de η̂1 (definida anteriormente). Por
outro lado, temos que φ̂2 possui distribuição assintótica normal dada por:

φ̂2
a∼ N

(
φ,
{
g′
[
E(Z̄)

]}2
V ar(Z̄)

)
.

Com base na distribuição assintótica de φ̂2, Balakrishnan et al. (2017) obtiveram o viés
aproximado, ou tendência aproximada, para φ̂2 e propuseram um estimador corrigido para
φ. São eles:

B(φ̂2) ≈ 1
2
{
g”
[
E(Z̄)

]}
V ar(Z̄)

φ̂∗2 = φ̂2 − B̂(φ̂2),

em que B(φ̂2) é a tendência do estimador φ̂2, φ̂∗2 é o estimador corrigido, e B̂(φ̂2) a
tendência estimada de φ̂2.

O último método de estimação proposto por Balakrishnan et al. (2017) para o pa-
râmetro η, PEIII, baseia-se no estimador de Hodges-Lehmann (HL) para parâmetros de
locação, proposto por Hodges e Lehmann (1963). Neste contexto, o estimador pelo mé-
todo PEIII nada mais é do que o estimador HL do parâmetro η e é dado pela mediana
de todas as médias dos pares de observações:

η̂HL = η̂3 = med
[
Xi +Xj

2 , 1 ≤ i ≤ j ≤ m
]
. (3.12)
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A distribuição assintótica do estimador apresentado em (3.12) é dada por:

√
m (η̂3 − η) a∼ N

(
0, γ2

)
,

em que,
γ2 = 1

12
(∫
R
f 2(x)dx

)2

e f(x) é a função densidade de probabilidade da distribuição pertencente à classe log-
simétrica, conforme definida em (3.5).

As demonstrações das propriedades assintóticas dos estimadores pelos métodos PEI,
PEII e PEIII podem ser encontradas em Balakrishnan et al. (2017). Para mais detalhes
sobre as características, propriedades e métodos de estimação da classe log-simétrica ver
Vanegas e Paula (2016), Balakrishnan et al. (2017) e Ventura et al. (2019).
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4 Método via bootstrap de
monitoramento para a média de
dados da classe de distribuições
simétricas

Conforme abordado nos capítulos anteriores, os gráficos usuais, em particular o de
Shewhart, apresentam baixo desempenho na detecção de alterações na média quando
os dados monitorados, mesmo simétricos, não apresentam normalidade. Sendo assim, o
presente capítulo tem como objetivo apresentar um método computacional, baseado nos
métodos propostos por Bajgier (1992) e Gandy e Kvaløy (2013), para obtenção de limites
de controle para o monitoramento de processos nos quais as características de controle mo-
nitoradas seguem uma distribuição pertencente à classe de distribuições simétrica. Além
disso, um estudo de simulação será apresentado com a finalidade de avaliar o desempenho
do método proposto.

4.1 Gráfico de Shewhart para distribuições da classe
simétrica via bootstrap

Conforme comentado no Capítulo 2, o desempenho dos gráficos de controle são medi-
dos, usualmente, por duas quantidades denominadas NMA e NMAF que dependem das
probabilidades de alarme falso e do poder de detecção, α e 1−β, respectivamente. Quando
estamos monitorando o processo utilizando a estatística X, as probabilidades α e 1 − β
são expressas usualmente por:

α = P(X > LSC | µ = µ0) + P(X < LIC | µ = µ0)

1− β = P(X > LSC | µ = µ0 + δ
σ0√
n

) + P(X < LIC | µ = µ0 + δ
σ0√
n

),
(4.1)
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em que µ é a média do processo no instante atual, µ0 e σ0 a média e o desvio padrão do
processo sob controle, respectivamente, n é o tamanho de cada subamostra e δ indica em
quantos desvios padrão a média do processo sob controle foi afetada por alguma mudança
não aleatória. LIC e LSC são os limites inferior e superior de controle, respectivamente, e
quando utilizamos o gráfico usual de Shewhart com k = 3, o valor obtido de α é 0, 0027,
desde que as suposições para utilização do gráfico sejam válidas.

Percebe-se pelas expressões dadas em (4.1) que os limites de controle podem ser vistos
como quantis da distribuição da estatística utilizada para monitoramento do processo, em
particular a média, que forneçam uma determinada probabilidade (α ou 1 − β). Deste
modo, fixando esta probabilidade de interesse, podemos obter os limites como sendo os
quantis da distribuição da média que forneçam esta probabilidade, obtendo assim, um
certo controle em relação ao NMA e NMAF já que ambos dependem diretamente das
probabilidades α e 1−β, e que por sua vez são funções do LSC e LIC. Isto posto, baseado
nos gráficos via método bootstrap propostos por Bajgier (1992) e Gandy e Kvaløy (2013),
uma forma de obter os limites de controle para o monitoramento da média quando os
dados seguem uma distribuição da classe simétrica pode ser obtido utilizando o seguinte
algoritmo:

Algoritmo 1

1. Gere n×m observações da distribuição dos dados, em que n é o tamanho de suba-

mostra. Calcule Y i =

in∑
l=(i−1)n+1

Yl

n
, i = 1, . . . ,m ;

2. Com base na distribuição empírica de Y obtida no passo 2, obtenha os quantis
amostrais de ordem α/2 e 1− α/2, denotados, respectivamente, por q̂α

2
e q̂(1−α2 );

3. Repita os passos 2 e 3 B vezes. Utilize como limites de controle as seguintes quan-
tidade:

L̂IC =

B∑
i=1

q̂α
2 ,i

B

e

L̂SC =

B∑
i=1

q̂(1−α2 ),i

B
.

O procedimento de obtenção dos limites de controle, descrito anteriormente e chamado
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de Algoritmo 1, pode ser esquematizado do seguinte modo:

Réplica 1 Réplica 2 . . . Réplica B
y1 y1 . . . y1
... ... ... ...
ym ym . . . ym

q̂α
2 ,1 q̂α

2 ,2 . . . q̂α
2 ,B

→ L̂IC =

B∑
i=1

q̂α
2 ,i

B

q̂(1−α2 ),1 q̂(1−α2 ),2 . . . q̂(1−α2 ),B → L̂SC =

B∑
i=1

q̂(1−α2 ),i

B
.

Tal como o método bootstrap usual, o procedimento de obtenção dos limites de controle
descrito anteriormente, é um método dito como "computacionalmente intensivo" visto que
o algoritmo se utiliza de um grande número de réplicas de dados para obter, neste contexto,
os quantis de uma determinada distribuição de interesse. Deste modo, recomendamos que
para obtenção de resultados mais precisos referentes aos limites de controle, pelo método
proposto, utilizesse tamanhos amostrais m ≥ 2.000 e B ≥ 5.000. Para mais detalhes sobre
procedimentos computacionalmente intensivos e de reamostragem ver Davison e Hinkley
(1997).

Em uma situação prática, em que os parâmetros da distribuição do processo possam
ser desconhecidos, recomendamos o seguinte procedimento para a obtenção dos limites de
controle:

1. Obtenha y = (y1, . . . , ys)> (amostra de tamanho s sob controle da sua população
de interesse) e calcule θ̂(y), estimativa dos parâmetros da distribuição e defina o
tamanho n das subamostras que será utilizado no monitoramento;

2. Utilizando os valores de θ̂(y), siga o procedimento usual do Algoritmo 1.

4.2 Análise de desempenho do método proposto para
monitoramento da média de dados simétricos

A presente seção apresenta um estudo computacional numérico para avaliar a per-
formance do gráfico de controle proposto na Seção 4.1. Neste estudo de simulação serão
consideradas as situações as quais a distribuição geradora dos dados pertença à classe si-
métrica e apresente cauda mais pesada ou cauda mais leve do que a da distribuição normal.
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Visto isso, para exemplificar o desempenho do método proposto utilizaremos as distribui-
ções t-Student (cauda mais pesada) e exponencial potência (apresenta cauda mais leve e
cauda mais pesada a depender do parâmetro κ), além disso, os cenários serão avaliados
considerando tamanho de subamostras n = 1, 2, 3, 10, 100 e 500. Tendo em vista que o
método proposto será comparado ao gráfico usual de Shewhart, consideramos desvios na
média de δ = 0, 0; ∓1, 5; ∓2, 0; ∓3, 0 desvios padrão. As análises apresentadas nas sub-
seções a seguir serão baseadas em avaliações do NMAF e NMA e no comportamento dos
limites de controle. As configurações de parâmetros adotadas têm a finalidade de simular
diversas situações práticas como por exemplo: valores pequenos (1, 2, 3) e grandes (100 e
200) de médias de processos, diferentes peso nas caudas das distribuições (mais pesadas,
mais próximas e mais leves do que a da distribuição normal), além de considerar o índice
de dispersão dos dados, que é dado por: Id = V ar(Y )/E(Y ) e representa a variabilidade
dos dados em relação à média. Para o índice de dispersão consideramos quatro catego-
rias: muito subdisperso (Id ≈ 0, 033), subdisperso moderado (Id ≈ 0, 67), superdisperso
moderado (Id ≈ 1, 67) e muito superdisperso (Id ≈ 3, 33).

As rotinas computacionais foram desenvolvidas utilizando o software R Core Team
(2018) versão 3.5.2 plataforma Windows e para obtenção dos resultados numéricos do
NMAF e NMA foi seguido o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2

1. Gere y = (y1, . . . , yn×5000)>, amostra de tamanho n× 5000 da distribuição de inte-

resse e calcule Y i =

in∑
l=(i−1)n+1

Yl

n
, i = 1, . . . , 5000;

2. Compara-se os limites de controle com as 5000 médias acrescidas de δ × σ0/
√
n,

e armazena-se a posição da primeira amostra a qual o valor da média amostral,
acrescida, foi superior ao LSC ou inferior ao LIC;

3. Repete-se, de forma independente, 10000 vezes os passos 1 e 2, e obtêm-se o NMA
ou NMAF com base na média das posições obtidas no passo 2.

O esquema abaixo ilustra o Algoritmo 2, descrito anteriormente, para obtenção do
NMAF ou NMAF.
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Réplica 1 Réplica 2 . . . Réplica 10000
y1 + δ σ0

n
y1 + δ σ0

n
. . . y1 + δ σ0

n
... ... ... ...

y5000 + δ σ0
n

y5000 + δ σ0
n

. . . y5000 + δ σ0
n

a1 a2 . . . a10000

N̂MA ou N̂MAF =

10000∑
i=1

ai

10000 ,

em que ai, i = 1, . . . , 10000, representa a posição da primeira amostra a qual o valor da
média amostral, acrescida de δ desvios padrão, foi superior ao LSC ou inferior ao LIC.

4.2.1 Estudo de simulação I: distribuição t-Student

A distribuição t-Student é usualmente utilizada como alternativa à distribuição normal
quando o comportamento dos dados sugere um distribuição simétrica, porém com caudas
mais pesadas que a da distribuição normal. Lange, Little e Taylor (1989) comentam que
o modelo t-Student pode ser visto como uma extensão paramétrica robusta do modelo
normal, visto que ela permite reduzir a influência de observações aberrantes e permite o
ajuste da curtose da distribuição dos dados através do parâmetro ν. A Figura 2 ilustra
o comportamento, da distribuição t-Student, em relação à distribuição normal padrão,
para algumas combinações de parâmetros, à medida que seu parâmetro ν aumenta. Como
apresentado na Figura 2, à medida que o parâmetro ν aumenta, a distribuição t-Student
se aproxima da distribuição normal. Isto posto, para fins de avaliação do desempenho do
gráfico proposto, serão considerados no estudo de simulação os valores de ν = 3, 5, 10 e
20. Os valores definidos para µ e φ foram baseados nos critérios descritos anteriormente
na Subseção 4.2.

As Tabelas 2 a 5 apresentam os resultados das simulações para a distribuição t-
Student. Os resultados são expressos em termos das seguintes quantidades: número médio
de amostra até detecção de um alarme verdadeiro (NMA), número médio de amostra até
detecção de um alarme falso (NMAF) e pelos limites de controle, além disso, em parenteses
encontram-se os NMAF e NMA considerando os limites de controle usuais de Shewhart.

Como esperado, os limites de controle se aproximam do valor da média verdadeira
(sob controle) à medida que n aumenta, independentemente do parâmetro ν. Além disso,
quando n e ν aumentam, a distribuição da média amostral se aproxima de uma distribuição
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(c) ν = 10
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(d) ν = 20

Figura 2: Comparação das funções densidades de probabilidade das distribuições t-
Student(0,1,ν) e normal(0,1).

normal, assim, os limites de controle pelo método proposto tendem a se aproximar dos
limites de controle usuais de Shewhart. Este fato é perceptível quando observamos a
proximidade dos valores NMAF considerando os limites de controle pelo método proposto
e pelo método usual de Shewhart. O comportamento observado dos limites de controle
propostos ocorre independentemente do índice de dispersão do processo, mostrando assim
a robustez a variabilidades altas e baixas em relação à média.

No que tange ao quesito do número médio de amostras até um alarme falso, inde-
pendentemente do cenário, o método proposto apresentou NMAF em torno de 340 a 380
amostras e que para tamanho de subamostras n = 1, 2 e 3 apresentou valores mais pró-
ximos de 370,40 do que pelo método usual de Shewhart. Nos cenários de caudas mais
pesadas (ν = 3 e 5; ver Tabelas 2 e 3) o método proposto apresenta NMAF sempre mais
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próximo de 370,40 do que o gráfico usual de Shewhart.

No contexto de poder de detecção do método proposto, independentemente do cená-
rio, observam-se alguns padrões, são eles: fixo um desvios δ, à medida que o n aumenta
o NMA diminui se aproximando de uma amostra; fixo um tamanho de subamostra n, à
medida que δ aumenta o NMA diminui, também se aproximando de uma amostra. Nos
cenários de caudas mais pesadas (ν = 3 e 5; ver Tabelas 2 e 3), devido ao comportamento
da distribuição, utilizar o tamanho de subamostra n = 1 não demonstrou ser o mais
recomendado nestas situações. Porém, quando n = 2 os valores dos NMA reduzem consi-
deravelmente (cerca de 50% ou mais) principalmente para δ = 3. Visto isto, em situações
em que os dados possuam caudas muito pesadas, conforme descrito aqui nos cenários
com ν = 3 e 5, recomendasse a utilização de n ≥ 3, pois estes tamanhos de subamostras
apresentam excelentes valores de NMA e como comentado anteriormente os NMAF’s são
sempre mais próximos do valor alvo 370,40 do que pelo método usual de Shewhart. Os
fatos aqui comentados ilustram a aplicabilidade do método em situações as quais os dados
possuam caudas mais pesadas que as da distribuição normal.

Tabela 2: Limites de controle, NMA e NMAF do método proposto considerando a distri-
buição t-student com ν = 3 (entre parênteses estão os NMAF e NMA considerando os
limites usuais de Shewhart).

δ

Parâmetros n LIC LSC −3, 0 −2, 0 −1, 5 0 1,5 2,0 3,0

µ = 100, 00, φ = 1, 00

1 90,91 109,07 64,95 (4,08) 164,1 (10,72) 228,45 (23,58) 361,92 (72,68) 231,61 (23,52) 163,78 (10,75) 64,99 (4,08)

σ2 = 3, 00, Id = 0, 03

2 94,05 105,95 4,89 (1,56) 49,31 (2,48) 114,55 (7,78) 349,38 (79,85) 110,93 (7,72) 48,71 (2,45) 4,87 (1,07)
3 95,36 104,63 1,31 (1,01) 12,18 (1,48) 49,36 (3,37) 356,23 (85,81) 49,54 (3,30) 11,92 (1,35) 1,31 (1,01)
10 97,78 102,22 1,00 (1,00) 1,02 (1,00) 1,28 (1,00) 360,63 (112,37) 1,28 (1,00) 1,01 (1,00) 1,00 (1,00)
100 99,41 100,58 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,03 (1,00) 375,41 (175,90) 1,03 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 99,75 100,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 372,30 (273,51) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 9, 00, φ = 2, 00

1 −3, 82 21,81 64,37 (2,25) 162,81 (10,67) 226,73 (23,37) 351,00 (75,69) 220,81 (24,18) 158,93 (11,05) 62,39 (2,12)

σ2 = 6, 00, Id = 0, 67

2 0,58 17,40 4,98 (1,06) 49,48 (2,47) 113,92 (7,77) 348,40 (79,97) 112,77 (7,76) 48,99 (2,46) 4,83 (1,07)
3 2,44 15,58 1,32 (1,00) 12,03 (1,48) 49,55 (4,43) 360,44 (85,84) 50,98 (4,43) 12,58 (1,50) 1,32 (1,00)
10 5,85 12,15 1,00 (1,00) 1,01 (1,00) 1,29 (1,00) 351,47 (110,05) 1,28 (1,00) 1,01 (1,00) 1,00 (1,00)
100 8,18 9,82 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 358,47 (188,19) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 8,66 9,34 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 352,07 (228,52) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 2, 00, φ = 1, 00

1 −7, 08 11,04 65,10 (2,02) 161,00 (11,04) 224,12 (23,95) 349,92 (72,56) 226,8 (23,83) 160,31 (10,86) 63,45 (1,98)

σ2 = 3, 00, Id = 1, 50

2 −3, 94 7,95 4,88 (1,04) 49,01 (2,46) 113,9 (7,76) 349,15 (79,81) 113,53 (7,53) 48,74 (2,47) 4,92 (1,00)
3 −2, 64 6,64 1,31 (1,01) 12,18 (1,37) 49,65 (3,32) 354,25 (84,79) 49,65 (3,31) 12,18 (1,37) 1,31 (1,00)
10 −0, 23 4,23 1,00 (1,00) 1,01 (1,00) 1,27 (1,00) 358,13 (110,50) 1,30 (1,00) 1,01 (1,00) 1,00 (1,00)
100 1,42 2,58 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 361,87 (178,28) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 1,76 2,24 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 365,46 (271,31) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 3, 00, φ = 3, 00

1 −12, 72 18,70 64,45 (2,01) 162,61 (10,57) 226,07 (24,34) 354,34 (71,58) 224,67 (23,21) 161,73 (10,74) 63,65 (1,98)

σ2 = 9, 00, Id = 3, 00

2 −7, 28 13,29 4,88 (1,00) 49,05(3,21) 113,15(8,12) 354,46 (79,59) 112,42 (7,98) 48,27 (2,59) 4,93 (1,08)
3 −5, 04 11,04 1,32 (1,00) 12,23 (1,24) 49,34 (4,02) 358,24 (84,78) 49,85 (3,31) 12,54 (1,12) 1,32 (1,02)
10 −0, 86 6,87 1,00 (1,00) 1,01 (1,00) 1,30 (1,00) 352,81 (108,88) 1,30 (1,00) 1,02 (1,00) 1,00 (1,00)
100 2,00 4,00 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 368,31 (191,45) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 2,66 3,44 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 372,63 (262,68) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
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Tabela 3: Limites de controle, NMA e NMAF do método proposto considerando a distri-
buição t-student com ν = 5 (entre parênteses estão os NMAF e NMA considerando os
limites usuais de Shewhart).

δ

Parâmetros n LIC LSC −3, 0 −2, 0 −1, 5 0 1,5 2,0 3,0

µ = 100, 00, φ = 2, 00

1 92,31 107,69 11,22 (2,03) 55,72 (7,13) 112,49 (17,93) 352,56 (87,86) 112,53 (17,71) 54,76 (7,87) 10,98 (1,97)

σ2 = 3, 33, Id = 0, 03

2 95,07 104,93 1,48 (1,00) 7,15 (1,08) 23,83 (5,97) 352,57 (108,37) 23,90 (6,01) 7,13 (2,10) 1,47 (1,00)
3 96,17 103,83 1,06 (1,01) 2,38 (1,44) 7,42 (3,23) 348,02 (125,75) 7,37 (3,44) 2,32 (1,92) 1,05 (1,00)
10 98,12 101,88 1,07 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 349,26 (199,15) 1,07 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 99,45 100,55 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 342,54 (342,54) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 99,75 100,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 364,02 (364,02) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 5, 00, φ = 2, 00

1 −2, 67 12,68 11,05(2,00) 54,23 (7,98) 108,10 (17,77) 339,16 (85,71) 108,00 (17,83) 54,50 (7,93) 10,98 (2,02)

σ2 = 3, 33, Id = 0, 67

2 0,07 9,93 1,46 (1,02) 7,10 (2,35) 23,98 (5,99) 344,71 (126,00) 23,82 (6,02) 7,18 (2,49) 1,44 (1,01)
3 1,69 8,83 1,06 (1,00) 2,31 (1,00) 7,49 (3,18) 352,36 (125,04) 7,39 (3,00) 2,33 (1,00) 1,06 (1,00)
10 3,12 6,88 1,07 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 342,91 (193,58) 1,06 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 4,45 5,55 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 341,06 (341,44) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 4,75 5,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 363,70 (363,70) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 2, 00, φ = 2, 00

1 −5, 69 9,68 11,41 (2,03) 55,49 (7,95) 110,58 (17,58) 350,81 (84,80) 109,42 (17,05) 55,32 (7,76) 11,29 (1,99)

σ2 = 3, 33, Id = 1, 67

2 −2, 93 6,93 1,47 (1,01) 7,18 (2,37) 24,03 (5,98) 342,45 (108,11) 24,07 (5,96) 7,17 (2,34) 1,45 (1,02)
3 −1, 83 5,83 1,07 (1,00) 2,37 (1,44) 7,43 (2,99) 353,08 (125,57) 7,51 (3,04) 2,32 (1,43) 1,06 (1,00)
10 0,12 3,88 1,07 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 344,14 (195,11) 1,07 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 1,45 2,55 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 342,59 (342,65) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 1,75 2,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 364,85 (364,85) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 1, 00, φ = 2, 00

1 −6, 68 8,69 11,21 (2,00) 54,34 (7,98) 111,25 (17,82) 354,89 (86,91) 112,53 (17,86) 55,20 (7,99) 10,98 (2,00)

σ2 = 3, 33, Id = 3, 33

2 −3, 93 5,93 1,21 (1,10) 3,82 (2,35) 11,45 (5,94) 342,45 (108,01) 23,73 (6,05) 7,07 (2,40) 1,47 (1,11)
3 −2, 83 4,83 1,06 (1,00) 2,37 (1,45) 7,52 (3,12) 353,08 (125,33) 7,53 (2,87) 2,42 (2,00) 1,06 (1,00)
10 −0, 87 2,87 1,07 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 350,42 (201,52) 1,07 (1,01) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 0,45 1,55 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 346,90 (346,90) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 0,75 1,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 363,02 (363,02) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
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Tabela 4: Limites de controle, NMA e NMAF do método proposto considerando a distri-
buição t-student com ν = 10 (entre parênteses estão os NMAF e NMA considerando os
limites usuais de Shewhart).

δ

Parâmetros n LIC LSC −3, 0 −2, 0 −1, 5 0 1,5 2,0 3,0

µ = 40, 00, φ = 1, 00

1 36,08 43,91 3,88 (2,03) 16,22 (6,93) 41,07 (16,02) 349,80 (137,94) 40,03 (17,02) 15,69 (6,83) 3,38 (2,00)

σ2 = 1, 25, Id = 0, 03

2 37,41 42,59 1,98 (1,00) 3,13 (2,33) 8,44 (5,56) 344,73 (185,14) 8,51 (5,60) 3,09 (2,33) 1,20 (1,00)
3 37,94 42,06 1,02 (1,00) 1,63 (1,12) 3,65 (2,94) 348,76 (211,11) 3,73 (2,93) 1,65 (1,21) 1,02 (1,00)
10 38,92 41,08 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,05 (1,00) 368,43 (309,80) 1,05 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 39,66 40,33 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 360,57 (360,57) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 39,95 40,15 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 368,60 (368,60) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 2, 00, φ = 1, 00

1 −1, 91 5,92 3,39 (2,01) 16,02 (5,84) 40,76 (16,05) 350,40 (137,34) 40,56 (16,05) 16,05 (5,85) 3,41 (1,98)

σ2 = 1, 25, Id = 0, 63

2 −0, 60 4,59 1,19 (1,02) 3,14 (2,36) 8,67 (5,57) 353,52 (183,05) 8,68 (5,53) 3,13 (2,32) 1,19 (1,00)
3 −0, 06 4,06 1,02 (1,00) 1,66 (1,43) 3,73 (2,94) 347,79 (209,95) 3,74 (2,97) 1,64 (1,49) 1,02 (1,00)
10 0,92 3,08 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,05 (1,00) 362,89 (308,87) 1,05 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 1,66 2,33 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 359,04 (359,04) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 1,85 2,15 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 372,82 (372,82) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 3, 00, φ = 4, 00

1 −4, 68 10,80 3,38 (2,08) 15,69 (6,88) 40,23 (17,23) 350,53 (138,37) 40,46 (16,98) 16,15 (6,22) 3,42 (2,42)

σ2 = 5, 00, Id = 1, 67

2 −2, 19 8,19 1,19 (1,02) 3,16 (1,98) 8,64 (5,45) 353,80 (183,80) 8,58 (5,39) 3,12 (2,43) 1,19 (1,03)
3 −1, 12 7,12 1,02 (1,00) 1,62 (1,00) 3,69 (2,81) 349,12 (215,11) 3,69 (2,90) 1,63 (1,00) 1,02 (1,00)
10 0,84 5,16 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,05 (1,00) 348,58 (302,91) 1,05 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 2,33 3,67 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 379,51 (379,51) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 2,70 3,30 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 362,18 (362,18) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 2, 00, φ = 5, 00

1 −6, 76 10,76 3,46 (2,04) 16,28 (6,11) 41,22 (17,07) 351,44 (135,79) 40,95 (16,97) 16,02 (5,94) 3,49 (1,99)

σ2 = 6, 25, Id = 3, 13

2 −3, 80 7,81 1,19 (1,00) 3,22 (1,98) 8,60 (5,21) 351,04 (185,96) 8,60 (4,99) 3,17 (1,49) 1,18 (1,00)
3 −2, 61 6,60 1,03 (1,00) 1,65 (1,02) 3,71 (2,38) 340,71 (211,32) 3,65 (2,61) 1,63 (1,02) 1,03 (1,01)
10 −0, 41 4,41 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,05 (1,00) 354,67 (303,27) 1,05 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 1,25 2,75 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 379,97 (379,98) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 1,67 2,33 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 345,63 (345,63) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
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Tabela 5: Limites de controle, NMA e NMAF do método proposto considerando a distri-
buição t-student com ν = 20 (entre parênteses estão os NMAF e NMA considerando os
limites usuais de Shewhart).

δ

Parâmetros n LIC LSC −3, 0 −2, 0 −1, 5 0 1,5 2,0 3,0

µ = 100, 00, φ = 3, 00

1 94,12 105,88 2,47 (2,00) 9,35 (6,49) 23,63 (15,54) 370,34 (205,13) 23,33 (15,48) 9,33 (6,54) 2,43 (2,00)

σ2 = 3, 33, Id = 0, 03

2 95,99 104,01 1,15 (1,12) 2,59 (2,30) 6,31 (5,30) 338,44 (255,64) 6,22 (5,39) 2,59 (2,34) 1,14 (1,12)
3 96,77 103,23 1,00 (1,00) 1,10 (1,02) 1,48 (1,13) 350,19 (293,38) 3,13 (1,10) 1,15 (1,01) 1,01 (1,00)
10 98,27 101,73 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 340,78 (336,88) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 99,45 100,55 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 363,70 (363,70) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 99,75 100,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 368,64 (368,64) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 5, 00, φ = 3, 00

1 −0, 87 10,87 2,43 (2,02) 9,21 (6,56) 23,22 (15,63) 345,35 (205,13) 23,60 (15,49) 9,33 (6,60) 2,43 (2,00)

σ2 = 3, 33, Id = 0, 67

2 0,99 10,10 1,15 (1,12) 2,60 (3,25) 6,32 (5,37) 350,44 (260,74) 6,21 (5,44) 2,55 (2,30) 1,15 (1,12)
3 3,27 7,73 1,02 (1,02) 1,48 (1,09) 3,04 (2,95) 352,36 (284,71) 3,39 (2,93) 2,33 (1,46) 1,06 (1,02)
10 3,27 7,73 1,05 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 341,78 (338,52) 1,03 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 4,45 5,55 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 363,48 (368,48) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 4,75 5,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 370,81 (370,81) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 2, 00, φ = 3, 00

1 −3, 87 7,87 2,43 (1,99) 9,30 (6,59) 23,22 (15,41) 349,33 (206,78) 23,35 (15,47) 9,19 (6,61) 2,42 (2,03)

σ2 = 3, 33, Id = 1, 67

2 −2, 00 6,00 1,14 (1,08) 2,55 (2,36) 6,29 (5,41) 342,47 (257,90) 6,25 (5,40) 2,56 (2,33) 1,14 (1,02)
3 −1, 23 5,23 1,02 (1,01) 1,52 (1,46) 3,17 (2,93) 345,04 (285,07) 3,15 (2,95) 1,52 (1,47) 1,01 (1,00)
10 0,27 3,73 1,03 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 347,54 (343,02) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 1,45 2,55 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 347,78 (347,65) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 1,75 2,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 370,84 (370,84) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 1, 00, φ = 3, 00

1 −4, 87 6,87 2,43 (2,00) 9,29 (6,74)) 23,19 (15,76) 344,41 (205,14) 23,23 (15,17) 9,25 (6,58) 2,49 (2,00)

σ2 = 3, 33, Id = 3, 33

2 −3, 00 5,00 1,14 (1,00) 2,58 (2,34) 6,31 (5,32) 342,45 (259,21) 6,33 (5,44) 2,56 (2,38) 1,14 (1,01)
3 −2, 23 4,23 1,02 (1,00) 1,52 (1,34) 3,18 (2,83) 345,04 (285,07) 3,15 (2,90) 1,52 (1,39) 1,01 (1,00)
10 −0, 73 2,73 1,05 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 347,54 (343,02) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 0,45 1,55 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 371,68 (371,68) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 0,75 1,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 370,84 (370,84) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

4.2.2 Estudo de simulação II: distribuição exponencial potência

A distribuição Exponencial Potência (EP) (BOX; TIAO, 1973), possui os parâmetro
µ (localização), φ (escala) e κ (forma ou curtose) e foi estudada por Taylor (1992) no
contexto de modelos de regressão. Porém, além desta distribuição ser simétrica, o seu
parâmetro κ permite que a distribuição EP tenha tanto cauda mais leve, como cauda mais
pesada que a da distribuição normal, como ilustra a Figura 3. Com isso, esta distribuição
se torna uma boa alternativa a dados simétricos não normais. Dado a flexibilidade da
distribuição EP, o presente estudo de simulação irá constar com cenários de cauda mais
leve que a distribuição normal (κ = −0, 45;−0, 25) e cenários com a cauda mais pesada
que a distribuição normal (κ = 0, 3; 0, 4). Ademais, os valores definidos para µ e φ foram
baseados nos critérios descritos anteriormente na Subseção 4.2.

As Tabelas 6 a 9 apresentam os resultados das simulações para a distribuição EP. Os
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Figura 3: Comparação das funções densidades de probabilidade das distribuições
EP(0,1,κ) e normal(0,1).

resultados são expressos em termos das seguintes quantidades: número médio de amostra
até detecção de um alarme verdadeiro (NMA), número médio de amostra até detecção de
um alarme falso (NMAF) e pelos limites de controle, além disso, em parenteses encontram-
se os NMAF e NMA considerando os limites de controle usuais de Shewhart.

Assim como no estudo de simulação I da Subseção 4.2.1, os limites de controle, tanto
para a cauda mais pesada quanto para a cauda mais leve do que a da distribuição normal,
se aproximam do valor da média verdadeira (sob controle) à medida que n aumenta. Além
disso, quando n aumenta a distribuição da média amostral se aproxima de uma distribui-
ção normal, assim, os limites de controle pelo método proposto tendem a se aproximar
dos limites de controle usuais de Shewhart. Este fato pode ser visto tanto para os valores
de κ < 0 como para o valores de κ > 0, visto que à medida que n se aproxima de 100 e 500
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os NMAF pelo método proposto e pelo método usual de Shewhart ficam cada vez mais
próximos, especialmente no cenário de cauda mais pesada. O comportamento observado
dos limites de controle propostos ocorre independentemente do índice de dispersão do
processo, mostrando assim a robustez a variabilidades altas e baixas em relação à média.

No que tange ao desempenho do método proposto, para o contexto de cauda mais
leve (Tabelas 6 e 7), quando comparamos ao método usual de Shewhart vemos algumas
características particulares não apresentadas no método para cauda mais pesada, são eles:

• Apesar dos limites de controle pelo método proposto apresentarem NMAF em torno
de 332 a 370, os NMAF fornecidos pelo método usual de Shewhart apresentam va-
lores maiores (especialmente quando n < 100), sendo em torno de 360 a 2400 amos-
tras. Este fato peculiar de altos NMAF ocorre pelo fato da cauda da distribuição
normal ser mais pesada que a da distribuição EP, pois, quando o processo esta sob
controle, uma amostra (proveniente da distribuição EP) raramente ultrapassará os
limites usuais de Shewhart (projetados para abranger 99,73% das amostras quando
o processo é normal e esta sob controle);

• Por outro lado, apesar destes altos valores de NMAF fornecidos pelo método usual de
Shewhart, o procedimento usual mostrou detectar bem os grandes desvios na média
do processo, demorando no máximo 16, 6 e 4 amostras para detectar desvios de 1,5,
2,0 e 3,0 desvios padrão, respectivamente, sendo estes valores reduzidos à medida
que n aumenta. Esta característica não é usualmente comum nos monitoramentos de
processos quando se é utilizado uma ferramenta com as suposições não sendo válidas
(neste caso a normalidade dos dados), pois é esperado que quanto maior o NMAF
maior será o tempo até detectar um alarme verdadeiro. Porém, como estamos na
situação de grandes desvios (maiores que 1,5 desvios-padrão), estas alterações na
media foram suficientes para que o gráfico usual de Shewhart sinalizasse de forma
satisfatória tais alterações.

• Por sua vez, o método proposto correspondeu às expectativas e forneceu os NMAF
dentro do desejado, visto que o método proposto é baseado na distribuição verda-
deira dos dados (neste caso a EP), além disso no que tange ao poder de detecção
o método proposto sempre apresentou um NMA menor do que ou igual ao NMA
apresentado pelo método usual (quando comparado ao mesmo cenário).

Em geral, apesar do método proposto apresentar excelente desempenho no NMAF e no
NMA, o procedimento usual aparenta ser o mais recomendado em casos com distribuições



46

com cauda mais pesada que a normal, visto que o procedimento usual sinaliza alterações
de forma satisfatória (sendo bem próxima do método proposto quando n ≥ 3) e apresenta
NMAF igual ou superior ao do método proposto.

No que se refere às combinações de parâmetros que possuem cauda mais pesada (Ta-
belas 8 e 9), o método proposto apresentou excelentes valores de NMAF em torno de 340
a 375 amostras, além de excelente poder de detecção, sendo este similar ao gráfico usual
de Shewhart quando utilizado em amostras normais. Ainda sobre o NMA, demorasse, em
média, 30 amostras para detectar um desvio de 1, 5 desvios padrão na média do processo
quando se utiliza n = 1, porém com n = 2, o NMA já reduz para cerca de 8 a 10 amostras.
Este fato só reforça a excelente aplicabilidade do método para dados com caudas pesadas.

Tabela 6: Limites de controle, NMA e NMAF do método proposto considerando a distri-
buição exponencial potência com κ = −0, 45 (entre parênteses estão os NMA e NMAF
considerando os limites usuais de Shewhart).

δ

Parâmetros n LIC LSC −3, 0 −2, 0 −1, 5 0 1,5 2,0 3,0

µ = 50, 00, φ = 3, 00

1 47,03 52,97 1,43 (1,97) 2,69 (5,42) 4,72 (14,95) 331,28 (2453,04) 4,83 (14,94) 2,75 (5,53) 1,47 (2,09)

σ2 = 1, 52, Id = 0, 03

2 47,68 52,32 1,06 (1,13) 1,79 (2,31) 3,32 (4,98) 334,62 (1674,89) 3,30 (5,05) 1,76 (2,29) 1,06 (1,12)
3 48,02 51,98 1,00 (1,01) 1,34 (1,48) 2,35 (2,93) 347,29 (978,20) 2,30 (2,87) 1,34 (1,49) 1,00 (1,01)
10 48,86 51,14 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,03 (1,04) 357,29 (475,48) 1,04 (1,04) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 49,63 50,37 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 362,80 (429,02) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 49,83 50,17 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 371,77 (371,77) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 3, 00, φ = 4, 00

1 −0, 43 6,43 1,43 (1,98) 2,70 (5,44) 4,74 (15,15) 338,91 (2353,73) 4,76 (14,82) 2,69 (5,50) 1,45 (2,01)

σ2 = 2, 03, Id = 0, 67

2 0,32 5,68 1,06 (1,13) 1,77 (2,30) 3,29 (4,96) 342,17 (1629,00) 3,47 (5,09) 1,77 (2,30) 1,06 (1,13)
3 0,72 5,28 1,01 (1,01) 1,34 (1,48) 2,33 (2,84) 342,95 (975,43) 2,27 (2,86) 1,33 (1,50) 1,01 (1,01)
10 1,68 4,32 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,03 (1,05) 366,09 (463,89) 1,04 (1,04) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 2,58 3,43 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 360,78 (360,78) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 2,81 3,19 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 372,59 (372,59) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 1, 00, φ = 3, 00

1 −1, 97 3,97 1,43 (2,00) 2,74 (5,42) 4,71 (14,83) 348,63 (2510,84) 4,84 (14,76) 2,79 (5,55) 1,45 (2,04)

σ2 = 1, 52, Id = 1, 52

2 −1, 32 3,32 1,07 (1,13) 1,80 (2,30) 3,29 (4,97) 353,29 (961,80) 3,28 (5,03) 1,77 (2,27) 1,06 (1,12)
3 −0, 98 2,89 1,00 (1,01) 1,36 (1,50) 2,32 (2,89) 353,29 (961,80) 2,27 (2,86) 1,34 (1,48) 1,00 (1,01)
10 −0, 14 2,14 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,04 (1,03) 358,79 (474,93) 1,03 (1,05) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 0,46 1,54 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 425,74 (425,74) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 0,75 1,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 365,57 (365,57) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 1, 00, φ = 6, 00

1 −3, 20 5,20 1,45 (2,01) 2,75 (5,53) 4,89 (14,85) 357,02 (2453,02) 4,79 (14,76) 2,71 (5,48) 1,46 (2,00)

σ2 = 3, 04, Id = 3, 04

2 −2, 28 4,28 1,07 (1,14) 1,78 (2,31) 3,30 (5,02) 338,52 (1653,62) 3,81 (5,05) 1,79 (2,32) 1,06 (1,13)
3 −1, 79 3,79 1,00 (1,00) 1,33 (1,33) 2,34 (2,33) 342,48 (990,77) 2,31 (2,88) 1,32 (1,48) 1,00 (1,00)
10 −0, 61 2,61 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,04 (1,05) 347,92 (450,07) 1,05 (1,04) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 0,48 1,52 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 393,67 (393,67) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 0,77 1,23 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 365,62 (365,62) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
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Tabela 7: Limites de controle, NMA e NMAF do método proposto considerando a distri-
buição exponencial potência com κ = −0, 25 (entre parênteses estão os NMA e NMAF
considerando os limites usuais de Shewhart).

δ

Parâmetros n LIC LSC −3, 0 −2, 0 −1, 5 0 1,5 2,0 3,0

µ = 20, 00, φ = 1, 00

1 17,82 22,18 1,63 (2,04) 3,73 (5,83) 7,78 (14,85) 353,72 (1475,83) 7,61 (14,66) 3,68 (5,62) 1,61 (1,98)

σ2 = 0, 67, Id = 0, 03

2 18,38 21,62 1,09 (1,13) 1,96 (2,30) 4,01 (5,11) 348,92 (785,06) 3,88 (5,00) 1,96 (2,28) 1,08 (1,12)
3 18,65 21,35 1,00 (1,00) 1,37 (1,05) 2,56 (2,92) 354,29 (583,45) 2,51 (2,86) 1,37 (1,47) 1,00 (1,00)
10 19,24 20,76 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,03 (1,04) 361,93 (414,45) 1,04 (1,04) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 19,76 20,24 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 373,80 (373,80) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 19,89 20,11 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 370,77 (370,77) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 1, 00, φ = 1, 00

1 −1, 18 3,18 1,61 (2,01) 3,73 (5,87) 7,74 (14,62) 356,99 (1468,41) 7,75 (14,84) 3,75 (5,85) 1,60 (1,99)

σ2 = 0, 67, Id = 0, 67

2 −0, 62 2,62 1,08 (1,13) 1,97 (2,30) 3,93 (5,04) 356,25 (783,09) 4,00 (5,11) 1,97 (2,30) 1,09 (1,26)
3 −0, 34 2,35 1,01 (1,01) 1,38 (1,48) 2,52 (2,84) 352,44 (580,43) 2,53 (2,86) 1,39 (1,50) 1,00 (1,01)
10 0,24 0,76 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,03 (1,04) 362,04 (413,75) 1,05 (1,04) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 0,76 0,24 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 377,50 (377,50) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 0,89 1,11 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 373,80 (373,80) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 2, 00, φ = 5, 00

1 −2, 87 6,87 1,62 (2,01) 3,72 (5,89) 7,72 (14,82) 347,26 (1474,67) 7,62 (14,95) 3,68 (5,90) 1,61 (2,03)

σ2 = 3, 34, Id = 1, 67

2 −1, 62 5,62 1,08 (1,12) 1,94 (2,30) 3,85 (5,04) 343,57 (765,80) 3,94 (5,11) 1,98 (2,34) 1,08 (1,29)
3 −1, 02 5,02 1,01 (1,01) 1,39 (1,48) 2,52 (2,52) 352,94 (588,16) 2,54 (2,91) 1,39 (1,49) 1,00 (1,00)
10 0,30 3,70 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,04 (1,05) 346,49 (414,75) 1,04 (1,05) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 0,46 2,54 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 353,19 (353,19) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 1,75 2,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 374,40 (374,40) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 1, 00, φ = 3, 00

1 −3, 87 5,87 1,61 (2,00) 3,64 (5,75) 7,55 (14,84) 344,61 (1447,16) 7,61 (14,76) 3,69 (5,80) 1,60 (2,00)

σ2 = 3, 34, Id = 3, 34

2 −2, 62 4,62 1,08 (1,12) 1,95 (2,34) 3,92 (5,17) 342,42 (774,74) 3,98 (5,08) 1,98 (2,94) 1,09 (1,12)
3 −2, 02 4,02 1,00 (1,00) 1,38 (1,49) 2,50 (2,88) 350,27 (589,64) 2,51 (2,91) 1,38 (1,50) 1,00 (1,00)
10 −0, 70 2,70 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,04 (1,05) 353,87 (422,70) 1,03 (1,04) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 1,46 2,54 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 347,99 (347,99) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 0,75 1,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 365,62 (365,62) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
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Tabela 8: Limites de controle, NMA e NMAF do método proposto considerando a dis-
tribuição exponencial potência com κ = 0, 30 (entre parênteses estão os NMAF e NMA
considerando os limites usuais de Shewhart).

δ

Parâmetros n LIC LSC −3, 0 −2, 0 −1, 5 0 1,5 2,0 3,0

µ = 100, 00, φ = 2, 00

1 93,77 106,23 2,84 (1.99) 11,75 (6,99) 27,49 (15,43) 342,60 (156,80) 27,98 (15,35) 11,64 (6,99) 2,85 (2,00)

σ2 = 3, 48, Id = 0, 03

2 95,80 104,20 1,16 (1,00) 2,79 (2,31) 7,24 (5,57) 339,54 (211,36) 7,26 (5,63) 2,82 (2,33) 1,16 (1,00)
3 96,63 103,37 1,02 (1,00) 1,57 (1,10) 3,37 (1,85) 345,02 (243,33) 2,94 (1,98) 1,46 (1,10) 1,04 (1,00)
10 98,21 101,78 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,05 (1,00) 341,86 (328,73) 1,04 (1,01) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 99,44 100,56 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 379,83 (379,83) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 99,75 100,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 368,01 (368,01) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 5, 00, φ = 2, 00

1 −1, 23 11,23 2,86 (2,00) 11,42 (7,04) 27,82 (15,48) 344,63 (159,19) 27,85 (15,68) 11,73 (7,02) 2,87 (1,98)

σ2 = 3, 48, Id = 0, 69

2 0,80 9,20 1,16 (1,00) 2,81 (2,01) 7,13 (4,88) 345,25 (213,12) 7,33 (4,65) 2,84 (1,66) 1,17 (1,00)
3 1,64 8,36 1,03 (1,00) 1,56 (1,00) 3,41 (2,01) 337,44 (245,43) 3,37 (1,98) 1,56 (1,02) 1,02 (1,00)
10 3,22 6,78 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,05 (1,00) 331,18 (317,76) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 4,43 5,57 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 360,24 (360,24) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 4,75 5,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 373,15 (373,15) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 1, 00, φ = 1, 00

1 −3, 41 5,41 2,85 (2,00) 11,78 (6,21) 28,40 (15,38) 340,78 (154,31) 28,40 (16,98) 11,79 (6,82) 2,90 (1,99)

σ2 = 1, 74, Id = 1, 74

2 −1, 97 3,97 1,16 (1,00) 2,76 (2,33) 7,22 (5,49) 343,14 (210,14) 7,16 (4,44) 2,82 (2,01) 1,16 (1,0 0)
3 −1, 38 3,38 1,02 (1,00) 1,56 (1,12) 3,40 (2,88) 345,69 (245,38) 3,31 (2,53) 1,56 (1,24) 1,02 (1,00)
10 −0, 26 3,38 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,04 (1,00) 336,31 (317,73) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 0,61 1,39 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 365,30 (365,30) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 0,75 1,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 370,69 (370,69) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 1, 00, φ = 2, 00

1 −5, 23 7,23 2,84 (2,01) 11,85 (6,33) 28,50 (16,22) 341,77 (156,24) 27,70 (15,99) 11,64 (7,01) 2,86 (2,12)

σ2 = 3, 48, Id = 3, 48

2 −3, 20 5,20 1,16 (1,00) 2,82 (1,87) 7,23 (3,34) 342,88 (212,48) 7,30 (3,88) 2,81 (1.97) 1,16 (1,00)
3 −2, 36 4,37 1,02 (1,00) 1,57 (1,21) 3,43 (1,87) 346,42 (249,51) 3,43 (2,01) 1,56 (1,21) 1,02 (1,00)
10 −0, 79 2,78 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,04 (1,00) 345,99 (319,95) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 0,61 1,39 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 361,58 (362,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 0,75 1,25 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 363,47 (363,47) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
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Tabela 9: Limites de controle, NMA e NMAF do método proposto considerando a dis-
tribuição exponencial potência com κ = 0, 40 (entre parênteses estão os NMAF e NMA
considerando os limites usuais de Shewhart).

δ

Parâmetros n LIC LSC −3, 0 −2, 0 −1, 5 0 1,5 2,0 3,0

µ = 200, 00, φ = 3, 00

1 192,27 208,74 3,38 (2,09) 14,31 (8,01) 33,75 (15,95) 343,75 (128,71) 34,42 (16,01) 14,33 (7,87) 3,29 (1,99)

σ2 = 6, 38, Id = 0, 03

2 194,19 205,81 1,18 (1,00) 3,06 (2,04) 8,11 (5,98) 339,18 (183,49) 8,24 (5,78) 3,09 (2,09) 1,19 (1,00)
3 195,37 204,65 1,02 (1,00) 1,61 (1,21) 3,62 (2,44) 350,76 (220,57) 3,58 (2,68) 1,60 (1,10) 1,02 (1,00)
10 197,57 202,43 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,05 (1,00) 341,72 (301,71) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 199,25 200,75 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 363,53 (363,53) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 199,66 200,34 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 369,43 (369,43) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 6, 00, φ = 2, 00

1 −1, 13 13,13 3,38 (1,89) 14,49 (7,55) 34,42 (15,92) 352,32 (131,78) 33,83 (15,09) 14,32 (7,82) 3,67 (2,41)

σ2 = 4, 25, Id = 0, 69

2 1,25 10,74 1,18 (1,00) 3,03 (1,89) 8,18 (5,87) 344,72 (186,21) 8,28 (5,91) 3,03 (2,01) 1,18 (1,00)
3 2,22 9,78 1,07 (1,00) 1,63 (1,12) 3,69 (2,56) 344,36 (217,27) 3,61 (2,57) 1,60 (1,10) 1,02 (1,00)
10 4,02 7,98 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,04 (1,00) 338,18 (299,91) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 5,38 6,61 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 365,11 (365,11) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 5,72 6,28 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 369,66 (369,66) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 4, 00, φ = 3, 00

1 −4, 73 12,73 3,40 (2,02) 14,33 (7,20) 33,99 (15,50) 344,13 (128,67) 33,75 (16,01) 14,29 (7,92) 3,39 (2,11)

σ2 = 6, 38, Id = 1, 60

2 −1, 81 9,81 1,17 (1,00) 3,05 (2,15) 8,23 (6,21) 340,18 (184,24) 8,17 (6,64) 3,08 (2,65) 1,18 (1,00)
3 −0, 63 8,63 1,02 (1,00) 1,61 (1,04) 3,61 (2,44) 347,98 (218,82) 3,65 (2,44) 1,62 (1,13) 1,02 (1,00)
10 1, 57 6,43 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,04 (1,00) 340,06 (298,09) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 3,21 4,76 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 359,28 (359,28) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 3,66 4,33 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 371,28(371,28) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

µ = 2, 00, φ = 3, 00

1 −6, 73 10,73 3,31 (2,00) 14,32 (7,11) 34,18 (15,34) 339,57 (126,84) 34,69 (15,42) 14,62 (7,12) 3,36 (2,00)

σ2 = 6, 38, Id = 3, 19

2 −3, 81 7,81 1,18 (1,00) 3,09 (2,31) 8,30 (5,46) 345,06 (193,59) 8,25 (5,45) 3,09 (2,35) 1,18 (1,00)
3 −2, 63 6,62 1,02 (1,00) 1,61 (1,10) 3,64 (2,65) 336,19 (215,73) 3,68 (2,67) 1,62 (1,00) 1,02 (1,00)
10 −0, 43 4,43 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,04 (1,00) 344,24 (304,75) 1,04 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
100 1,24 2,74 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 360,82 (360,82) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)
500 1,66 2,34 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 368,28 (368,28) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00) 1,00 (1,00)

4.3 Considerações sobre o método proposto para mo-
nitoramento da média de dados simétricos

Conforme abordado no Capítulo 1, o procedimento aqui descrito e avaliado tem como
finalidade monitorar a média de processos os quais a distribuições dos dados seja simé-
tricas, porém não seja normal. O método proposto baseia-se em um algoritmo computa-
cionalmente intensivo, porém é de fácil programação, visto a grande difusão do método
bootstrap na literatura e em softwares computacionais. Com relação aos resultados apre-
sentados no estudo de simulação I, temos que:

• No que tange ao desempenho, tanto para dados com caudas mais pesadas quanto
dados com cauda mais leve do que a da distribuição normal, o método proposto
apresentou excelentes valores de NMAF, sempre em torno de 340 a 380 amostras
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(vale ressaltar que o valor referencia é o 370,40 do gráfico usual de Shewhart);

• Apresentou bom poder de detecção, com NMA igual a uma amostra quando n ≥ 10 e
para os valores de nmais usuais em situações práticas (n = 1, 2 e 3) o NMA também
se mostrou satisfatório (tendo como referência ao método usual de Shewhart quando
utilizado em dados normais) como já destacado nas Subseções 4.2.1 e 4.2.2;

• Os limites de controle pelo método proposto do gráfico apresentaram o comporta-
mento dentro do esperado, ou seja, à medida que o n aumenta os valores do limites
de controle se aproximam da média do processo sob controle;

• No estudo realizado, destaca-se a grande vantagem de se utilizar o método proposto,
em detrimento ao método usual de Shewhart, em situações as quais a distribuição
dos dados possua cauda mais pesada que a normal;

• Por fim, no contexto de distribuições com caudas mais leves, apesar do método
proposto apresentar excelentes resultados, o gráfico usual de Shewhart apresentou
melhor desempenho quando se trata do NMAF e demonstrou ter um NMA, para
este contexto, próximo do NMA pelo método proposto.
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5 Aplicação I: Monitoramento do
ph de vinhos tintos

No presente capítulo será ilustrado a aplicabilidade do método proposto no Capítulo
4 quando os dados são simétricos, mas não necessariamente com distribuição normal, em
um conjunto de dados reais. Os dados são referentes ao resultado do ph de 1599 vinhos da
produção de vinhos tintos da companhia portuguesa Vinho Verde, uma das maiores pro-
dutoras de vinhos em Portugal, do período de maio de 2004 até fevereiro de 2007. Cortez et
al. (2009) fornecem mais detalhes sobre a companhia Vinho Verde e sobre as especificações
dos conjuntos de dados, além de comentar sobre a qualidade dos vinhos. Os dados uti-
lizados estão disponíveis em https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine+Quality. Este
capítulo também considera uma comparação do método proposto de obtenção de limites
de controle e o método usual de Shewhart para o monitoramento destes dados.

Com base em Cortez et al. (2009), há fortes indícios de que as 1599 observações provém
de um processo sob controle. Além disso, consideramos para a fase I de monitoramento
as primeiras mil observações. Na fase I, realizamos uma análise visual gráfica (ver Figura
4) e um teste de simetria através da função symmetry.test do pacote lawstat do software
R Core Team (2018), o teste utilizado tem como referência Miao, Gel e Gastwirth (2006).
Além da forte sugestão de simetria observada no histograma e boxplot da Figura 4, o teste
de simetria realizado nos forneceu uma estatística do teste de 0, 39 e o respectivo valor-p
de 0, 74, ou seja, existem fortes evidências estatísticas para não rejeitarmos a hipótese de
simetria dos dados.

Após a suposição de simetria ser confirmada realizamos alguns testes de adequação de
modelo para averiguar qual distribuição simétrica melhor se adequa aos dados. A Tabela
10 apresenta as distribuições consideradas, os parâmetros estimados, assim como o AIC
e o BIC.
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Figura 4: Histograma e boxplot do ph dos primeiros mil vinhos.

Tabela 10: Estimativas dos parâmetros, AIC e BIC para o ph dos vinhos tintos.

Distribuição parâmetros estimados AIC BIC

Normal µ̂ = 3, 299, φ̂ = 0, 025 −850, 104 −840, 288

t-Student µ̂ = 3, 299, φ̂ = 0, 007, ν̂ = 2, 841 −853, 585 −848, 862

Exponencial potência µ̂ = 3, 299, φ̂ = 0, 008, κ̂ = 0, 558 −852, 388 −847, 665

Logística tipo I µ̂ = 3, 299, φ̂ = 0, 031 −849, 183 −839, 367

Com base na Tabela 10, vemos que o modelo mais adequado para os dados é o modelo
t-Student com µ̂ = 3, 299, φ̂ = 0, 007, ν̂ = 2, 841, pois forneceu o menor AIC e BIC
dentre os modelos contemplados. Assim, considerando o modelo t-Student e os parâmetros
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estimados, utilizamos o procedimento descrito na Seção 4.1, n = 1 e uma probabilidade
de alarme falso igual a 0, 0027. Para estas configurações obtivemos, LIC = 2, 50 e LSC =
4, 10 e um NMAF estimado de 373 amostras. Podemos ver na Figura 5 que o método
proposto não detectou nenhuma alteração nos ph dos vinhos monitorados. Em contra
partida, na Figura 6, vemos que, mesmo os dados estando sob controle, o método usual
de Shewhart, baseado na distribuição normal, detectou alterações na média do ph dos
vinhos, gerando assim alarmes falsos.

Como esperado, o método proposto obteve melhor desempenho do que o método usual
de Shewhart, em relação ao número de amostras até um alarme falso quando os dados
possuem cauda mais pesada que a distribuição normal (neste caso, distribuição t-Student
com 2.85 graus de liberdade). Cabe chamar atenção que no caso em que consideramos o
procedimento usual de Shewhart, desde a fase I, foram percebidos alarmes, que de acordo
com as análises prévias baseada no modelo probabilístico mais apropriado, são falsos.
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Figura 5: Gráfico de controle pelo método proposto, considerando a distribuição t-Student,
para o monitoramento da média do ph dos vinhos tintos da companhia Vinho Verde
produzidos no período de maio de 2004 até fevereiro 2007.
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Figura 6: Gráfico de controle pelo método usual de Shewhart, considerando a distribuição
normal, para o monitoramento da média do ph dos vinhos tintos da companhia Vinho
Verde produzidos no período de maio de 2004 até fevereiro 2007.
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6 Método computacional de
monitoramento para a mediana
de dados da classe de
distribuições log-simétricas

Usualmente os gráficos de controle são utilizados para o monitoramento da média e da
variabilidade de processos e, conforme comentado nos capítulos anteriores, utilizando-se
comumente os gráficos de Shewhart, CUSUM ou EWMA. Entretanto, a distribuição de
muitas características de qualidade como, por exemplo, tempo de falha de um determinado
equipamento não apresentam simétria, proporcionando assim, um baixo desempenho nos
métodos de monitoramento usuais. Neste contexto, o presente capítulo apresentará um
método computacional de monitoramento para o parâmetro mediana de distribuições
pertençam à classe log-simétrica, utilizando os estimadores propostos por Balakrishnan et
al. (2017). Além disso, foi realizado um estudo de simulação, considerando as distribuições
log-normal e log-Laplace, com a finalidade de comparar o desempenho do método proposto
com o desempenho de um gráfico de controle para a mediana baseado na distribuição
assíntotica dos estimadores descritos na Seção 3.2.

6.1 Procedimento de obtenção do gráfico de controle
para monitoramento da mediana

Assim como nos gráficos de controle para o monitoramento da média, o NMA e NMAF,
para o monitoramento da mediana, também dependem das probabilidades de alarme falso
e do poder de detecção, α e 1− β, respectivamente. Neste contexto, as probabilidades α
e 1− β são expressas usualmente por:
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α = P [η̂i > LSC|η = η0] + P [η̂i < LIC|η = η0]

1− β = P [η̂i > LSC|η = η0(1 + d)] + P [η̂i < LIC|η = η0(1 + d)] ,
(6.1)

em que η̂i, i = 1, 2 , 3, são os estimadores descritos na Seção 3.2, η é a mediana do
processo no instante atual, η0 a mediana do processo sob controle e d representa o quanto
a mediana do processo sob controle foi afetada por alguma mudança não aleatória. LIC e
LSC são os limites inferior e superior de controle, respectivamente.

Percebe-se pelas expressões dadas em (6.1) que os limites de controle são os quantis
da distribuição de um dos estimadores η̂i, i = 1, 2 , 3, utilizados para monitoramento do
processo, que forneçam uma determinada probabilidade (α ou 1−β). Porém, é difícil obter
analiticamente a distribuição exata dos estimadores η̂i, i = 1, 2 , 3,. Em contra partida,
Balakrishnan et al. (2017) apresentam as distribuições assintóticas dos estimadores, deste
modo, um método "ingênuo" para construir um gráfico de controle para a mediana se dá
seguinte modo:

LIC = η0 − z1−α2

√
V ar(η̂i)

LSC = η0 + z1−α2

√
V ar(η̂i),

(6.2)

em que, z1−α2 é o quantil de ordem 1 − α
2 da distribuição normal padrão e V ar(η̂i) é

a variância assintótica dos estimadores η̂i, i = 1, 2 , 3. Porém, os limites de controle
expressos em (6.2) são baseados na distribuição assíntotica do estimador, o que nos faz
questionar o comportamento destes gráficos quando o tamanho da amostra, utilizada na
obtenção da estimativa da mediana, não for suficientemente grande.

Visto este problema, o método aqui apresentado se dá pela construção da distribuição
empírica do estimador utilizando dez mil réplicas e assim obtendo o quantíl empírico da
distribuição. O procedimento de obtenção dos limites de controle empírico para a mediana
de dados com distribuição pertencente à classe log-simétrica pode ser visto pelo seguinte
algoritmo:

Algoritmo 3

1. Gere n observações da distribuição dos seus dados e calcule η̂i(y) ;

2. Repita dez mil vezes o passo 1 e obtenha os quantis amostrais de ordem α/2 e
1− α/2, denotados, respectivamente, por q̂i α

2
e q̂i(1−α2 );
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Em uma situação prática, em que os parâmetros são usualmente desconhecidos, reco-
mendamos o seguinte procedimento:

1. Obtenha y = (y1, . . . , ym)> (amostra de tamanho m sob controle da sua população
de interesse) e calcule θ̂i(y) = (η̂i(y), φ̂i(y)), estimativa dos parâmetros da distri-
buição e defina o tamanho n das subamostras que será utilizado no monitoramento;

Utilizando θ̂(y) obtido no passo 1, repita o procedimento descrito no Algoritmo 3.

O método apresentado é de fácil implementação e rápida execução computacional,
visto que os estimadores η̂i, i = 1, 2 , 3 possuem forma análitica fechada e não dependem
de funções especiais (por exemplo, função beta, gama etc).

6.2 Análise de desempenho do método proposto para
monitoramento da mediana de dados log-simétricos

Esta seção apresenta um estudo computacional númerico, utilizando as distribuições
log-normal e log-Laplace, para avaliar a performance do gráfico de controle proposto na
Seção 6.1 e do gráfico de controle baseado nas distribuições assíntoticas do estimadores.
Além disso, baseado em estudos computacionais iniciais, verificou-se a presença de uma
tendência no estimador PEIII e para tal foi conduzido estudo de simulação para averiguar
e corrigir esta tendência. Consideramos para averiguar o desempenho e a tendência do
estimador: η0 = 1, 5, 10, 20, η1 = η0(1 ± d) com d = {±0, 10, ±0, 25, ±0, 50, ±0, 75},
φ = 1 e n = 3, 10, 30, 100, 300, 1000. A métrica utilizada para avalição da tendência do
PEIII foi a tendência relativa (ver (6.3)) e para análise dos gráficos de controle utilizamos
como métrica o NMAF, NMA e fixamos 370 como valor alvo para o NMAF (α = 0, 0027).
Além disso, devido à assimétria da distribuição dos NMAF, consideramos como método
avaliativo o número mediano de amostras até um alarme falso, com um valor de referência
igual a 350, o que equivale a um NMAF de aproximadamente 500 (α = 0, 00198), conforme
sugerido por Graham, Chakraborti e Mukherjee (2014).

As análises apresentadas nas subseções a seguir, seguiram o seguinte procedimento
para obtenção do viés relativo:

1. Gere dez mil amostras de tamanho n e obtenha os dez mil estimadores η̂3;
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2. Calcule a tendência relativa (δj) :

δj = η̂3j − η
η

, j = 1, . . . , 10.000. (6.3)

3. Calcule a média das têndencias relativas (δ) e repita os passos 1 e 2, mil vezes.
Considere como estimativa para a tendência relativa do estimador η̂3

V R = 1
1.000

1.000∑
l=1

δl

.

4. O estimador PEIII corrigido será obtido como: η̂∗3 = η̂3/(1 + V R).

E o seguinte procedimento para obtenção NMAF e NMA:

1. Fixos α, n e d = 0 obtenha os limites de controle q̂i α
2
e q̂i(1−α2 ), conforme descrito

na Seção 6.1, para:
Zd,i = (η̂i |η = η0(1 + d))− η0√

V̂ ar(η̂i)
,

i = 1, 2, 3, em que (1, 2 e 3 representa PEI, PEII e PEIII corrigido respectivamente).

2. Gere dez mil amostras de Zd,i e obtenha a função de distribuição acumulada empírica
de Zd,i. Assim, o NMAF (quando d = 0) e NMA (quando d 6= 0) do método de
monitoramento proposto será dado por:

1
P[q̂i α

2
< Zd,i < q̂i(1−α2 )]

e o NMAF e NMA do gráfico baseado na distribuição assintótica dos estimadores
será dado por:

1
P[−Z(1−α2 ) < Zd,i < Z(1−α2 )]

.

6.2.1 Estudo de simulação I: distribuição log-normal

No contexto de distribuições assimétricas e pertencentes à classe log-simétrica, a dis-
tribuição log-normal (Shimizu (1988); Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995)) é uma das
mais utilizadas. Este fato se dá pela sua relação direta com a distribuição normal e pela
sua grande aplicabilidade em situações reais, como na área de ciências econômicas. Outro
fato que motiva o uso da distribuição log-normal neste trabalho é a presença na literatura
de artigos que consideram ou propõem gráficos de controle para a média da distribuição
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log-normal (e.g. Derya e Canan (2012) e Huang, Wang e Yeh (2016)). Entretanto, como
já visto no Capítulo 1, para dados assimétricos a média não é a estatística mais adequada
para fornecer informações sobre a tendência central no processo, motivando assim, o uso
de um gráfico de controle para a mediana desta distribuição.

A Tabela 11 apresenta os vieses relativos (em %) para o estimador PEIII corrigido (ou
estimador de Hogdes e Lehmann), para a distribuição log-normal, que foram utilizados
nas correções das estimativas pontuais e, consequentemente, na obtenção dos NMAF e
NMA.

Tabela 11: Viés relativo (%) do estimador PEIII para a distribuição Log normal.
η n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
1 54,92 28,36 24,25 22,77 22,37 22,11
5 54,96 28,38 24,24 22,77 22,37 22,11
10 54,91 28,33 24,25 22,77 22,37 22,11
20 54,94 28,37 24,25 22,77 22,37 22,11

As Tabelas 12 a 15 apresentam os resultados das simulações para a distribuição log-
normal considerando os três estimadores da mediana propostos por Balakrishnan et al.
(2017). Vale recordar que os estimadores PEI e PEII para mediana são iguais (diferem
apenas quando se monitora o parâmetro de escala φ da distribuição). Assim, as Tabelas 12
e 14 já sumarizam as informações destes dois estimadores. Os resultados estão expressos
em termos do NMA e NMAF, tanto para o método computacional proposto (referenciado
na tabela como "empírico") como para o método baseado na distribuição assintótica (refe-
renciado na tabela como "assintótico"). Além disso, estão expressos os limites de controle
considerados para cada cenário.

No que diz respeito ao número médio de amostras até um alarme falso, o método
proposto apresentou valores fixos sendo eles 357, 14 e 500, para α = 0, 0027, 0, 00198, res-
pectivamente. Adicionalmente, os valores do NMAF apresentados pelo método proposto
são, em sua maioria, mais próximos dos valores nominais do que os valores do NMAF do
método assintótico. Note que para valores menores que n = 1000 (dentre eles os valores
n = 3, 10 são comumente utilizados em situações práticas), o método proposto apresenta
um NMAF mais próximo (α = 0, 0027) ou igual (α = 0, 00198) ao valor nominal do
que o método utilizando a distribuição assintótica dos estimadores. Além disso, o com-
portamento dos limites de controle do método proposto encontra-se dentro do esperado,
ou seja, à medida que n aumenta os limites inferiores de controle se aproximam de −3
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e −3, 09 para α = 0, 0027, 0, 00198, respectivamente e os limites superiores de controle
se aproximam de 3 e 3, 09 para α = 0, 0027, 0, 00198, respectivamente. Note que este
comportamente é esperado devido à distribuição assintótica dos estimadores ser normal,
o que implica que à medida que n aumenta a distribuição dos estimadores se aproxima de
uma distribuição normal, fazendo com que os limites de controle (que podem ser vistos
com quantis) se aproximem dos quantis teóricos na distribuição normal.

No que tange ao poder de deteção, o método baseado na distribuição assintótica de-
tecta mais rápidos acréscimos na mediana do processo, porém este método apresenta um
baixo NMAF fazendo com que em situações práticas uma sinalização de alteração no
processo apresentada por este procedimento não seja tão precisa e confiável. Em contra
partida, quando o desvio na mediana é negativo o método proposto apresentou melhor
poder de detecção em todos os cenários. Vale ressaltar que onde aparece o símbolo ∞
nas tabelas (mais precisamente, aparece em algumas colunas do método assintótico) é
para representar que o gráfico não foi capaz de detectar tal alteração, para configuração
utilizada na simulação. Outro ponto de destaque do método proposto é que a medida que
o n aumenta o NMA diminui, chegando próximo do método assintótico, porém com a van-
tagem de possuir um NMAF bem próximo ou igual ao valor nominal. Ainda sobre poder
de detecção, vale destacar o fato de que, para a maior parte dos cenários, os estimadores
PEI e PEII apresentarem poder de detecção maior que PEIII corrigido. Porém, em outros
casos particulares o poder de deteção do PEIII corrigido apresentou ser um pouco melhor
que o PEI e PEII. Este fato pode ocorre possivelmente pela distribuição e característica
de cada um dos estimadores.

Por fim, nota-se que o método proposto apresentou melhor desempenho do que o
método utiliza a distribuição assintótica, independentemente do estimador utilizado e dos
valores nominais do erro do tipo I (α).
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Tabela 12: Limite de controle, NMA e NMAF do método proposto para os estimadores da
mediana PEI e PEII para a distribuição log-normal considerando α = 0, 0027 (NMAF=
370, 37).

n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
η d (%) Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico
1 -75 3,720 ∞ 1,134 ∞ 1,000 1,006 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

-50 26,882 1666,667 5,531 ∞ 1,353 7,353 1,001 1,003 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 163,934 188,679 62,112 833,333 14,903 2000,000 2,584 6,588 1,064 1,114 1,000 1,000
-10 357,143 94,340 222,222 250,000 135,135 769,231 42,373 357,143 11,669 20,790 2,006 2,244
0 357,143 48,544 357,143 78,740 357,143 125,000 357,143 192,308 357,143 217,391 357,143 416,667
10 333,333 33,670 294,118 36,364 156,250 36,765 61,350 25,189 15,625 9,285 2,051 2,187
25 263,158 20,921 119,048 16,393 32,362 9,699 5,872 3,497 1,416 1,260 1,000 1,000
50 101,010 10,917 27,933 6,192 5,767 2,692 1,290 1,144 1,001 1,000 1,000 1,000
75 62,893 7,435 11,074 3,370 2,246 1,451 1,015 1,005 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,097 -3,000 -1,718 -3,000 -2,278 -3,000 -2,561 -3,000 -2,776 -3,000 -2,839 -3,000
LSC 6,532 3,000 4,802 3,000 3,876 3,000 3,510 3,000 3,500 3,000 3,179 3,000

5 -75 3,724 ∞ 1,148 ∞ 1,000 1,005 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 27,624 909,091 6,046 10000,000 1,354 6,575 1,001 1,003 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 163,934 138,889 65,789 1111,111 14,599 769,231 3,087 6,472 1,068 1,118 1,000 1,000
-10 285,714 70,922 370,370 147,059 120,482 588,235 62,500 303,030 12,739 23,474 1,952 2,224
0 357,143 45,249 357,143 68,493 357,143 129,870 357,143 238,095 357,143 294,115 357,143 370,370
10 227,273 28,902 500,000 37,453 121,951 34,722 65,359 27,322 13,228 9,381 2,494 2,183
25 129,870 17,391 153,846 18,553 24,570 9,497 5,811 3,441 1,380 1,264 1,000 1,000
50 65,789 10,363 30,303 6,207 4,511 2,569 1,291 1,141 1,000 1,000 1,000 1,000
75 33,898 6,378 12,005 3,266 2,000 1,446 1,016 1,006 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,147 -3,000 -1,784 -3,000 -2,216 -3,000 -2,621 -3,000 -2,770 -3,000 -2,869 -3,000
LSC 5,940 3,000 4,884 3,000 3,811 3,000 3,534 3,000 3,242 3,000 3,151 3,000

10 -75 3,764 ∞ 1,105 ∞ 1,000 1,005 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 28,818 1428,571 5,061 ∞ 1,410 6,277 1,000 1,002 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 158,730 178,571 48,077 1666,667 17,182 909,091 2,382 6,090 1,063 1,107 1,000 1,000
-10 277,778 72,464 204,082 185,185 138,889 625,000 38,610 238,095 11,933 20,534 1,852 2,162
0 357,143 43,103 357,143 72,464 357,143 136,986 357,143 222,222 357,143 277,778 357,143 370,370
10 232,558 33,113 303,030 38,168 94,340 32,895 53,191 21,834 14,556 8,834 2,350 2,134
25 188,679 20,450 86,207 15,337 24,272 9,852 5,647 3,355 1,407 1,256 1,000 1,000
50 80,645 11,173 29,240 6,258 4,724 2,590 1,269 1,131 1,000 1,000 1,000 1,000
75 47,619 6,901 11,148 3,300 1,999 1,459 1,013 1,004 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,098 -3,000 -1,742 -3,000 -2,260 -3,000 -2,468 -3,000 -2,782 -3,000 -2,837 -3,000
LSC 6,080 3,000 4,816 3,000 3,803 3,000 3,521 3,000 3,342 3,000 3,126 3,000

20 -75 3,644 ∞ 1,123 ∞ 1,000 1,007 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 26,954 10000,000 5,139 ∞ 1,380 7,331 1,001 1,004 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 181,818 204,082 60,241 1666,667 14,347 1111,111 3,048 6,739 1,062 1,110 1,000 1,000
-10 476,190 80,645 250,000 181,818 138,889 588,235 59,880 208,333 10,672 18,382 1,906 2,131
0 357,143 45,045 357,143 71,429 357,143 119,048 357,143 270,270 357,143 357,143 357,143 357,143
10 370,370 36,630 192,308 35,842 250,000 36,232 56,497 24,038 11,587 8,826 2,351 2,118
25 294,118 21,692 85,470 14,925 45,249 9,872 5,893 3,433 1,333 1,265 1,000 1,000
50 94,340 11,976 23,753 6,024 7,369 2,618 1,293 1,146 1,000 1,000 1,000 1,000
75 49,261 7,457 9,833 3,346 2,585 1,464 1,016 1,007 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,083 -3,000 -1,771 -3,000 -2,205 -3,000 -2,602 -3,000 -2,769 -3,000 -2,872 -3,000
LSC 6,149 3,000 4,634 3,000 4,291 3,000 3,512 3,000 3,181 3,000 3,121 3,000
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Tabela 13: Limite de controle, NMA e NMAF do método proposto para o estimador
da mediana PEIII corrigido para a distribuição log-normal considerando α = 0, 0027
(NMAF= 370, 37).

n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
η d (%) Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico
1 -75 4,221 ∞ 1,204 ∞ 1,000 1,017 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

-50 31,348 833,333 6,394 ∞ 1,457 8,969 1,001 1,006 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 156,250 131,579 62,112 625,000 15,974 3333,333 2,589 7,042 1,103 1,142 1,000 1,000
-10 303,030 83,333 277,778 156,250 111,111 625,000 37,879 454,545 14,451 20,408 1,914 2,321
0 357,143 49,505 357,143 76,923 357,143 131,579 357,143 217,391 357,143 322,581 357,143 344,828
10 434,783 46,083 500,000 47,619 169,492 44,643 61,728 26,525 12,970 10,320 2,491 2,256
25 217,391 26,667 158,730 21,277 38,314 11,641 6,549 3,987 1,406 1,325 1,000 1,000
50 102,041 14,045 45,662 8,224 6,784 3,166 1,362 1,201 1,000 1,000 1,000 1,000
75 57,803 9,443 18,382 4,596 2,582 1,656 1,024 1,010 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,208 -3,000 -1,777 -3,000 -2,223 -3,000 -2,478 -3,000 -2,854 -3,000 -2,782 -3,000
LSC 6,378 3,000 5,112 3,000 3,958 3,000 3,470 3,000 3,153 3,000 3,126 3,000

5 -75 4,234 ∞ 1,270 ∞ 1,000 1,020 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,019
-50 36,364 1111,111 7,949 ∞ 1,490 11,682 1,001 1,005 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 144,928 133,333 94,340 769,231 17,361 2500,000 2,997 6,649 1,071 1,150 1,000 1,000
-10 312,500 87,719 416,667 169,492 144,928 769,231 54,348 222,222 10,417 21,277 2,392 2,495
0 357,143 54,645 357,143 86,957 357,143 120,482 357,143 263,158 357,143 285,714 357,143 333,333
10 416,667 38,462 181,818 40,323 158,730 41,322 54,348 27,778 19,685 10,331 2,396 2,372
25 196,078 24,390 90,090 20,284 43,290 12,151 6,024 3,903 1,573 1,325 1,000 1,000
50 85,470 14,472 27,473 7,547 7,283 3,259 1,360 1,198 1,001 1,000 1,000 1,000
75 56,180 9,099 11,919 4,055 2,807 1,678 1,020 1,007 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,233 -3,000 -1,878 -3,000 -2,210 -3,000 -2,574 -3,000 -2,695 -3,000 -2,293 -3,000
LSC 6,447 3,000 4,624 3,000 4,011 3,000 3,444 3,000 3,408 3,000 3,908 3,000

10 -75 4,274 ∞ 1,224 ∞ 1,000 1,024 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 38,314 1250,000 6,887 ∞ 1,437 10,449 1,001 1,006 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 172,414 208,333 69,930 1111,111 13,889 1000,000 3,133 6,305 1,079 1,138 1,000 1,000
-10 322,581 96,154 192,308 178,571 112,360 454,545 65,359 263,158 10,917 19,380 2,157 2,461
0 357,143 58,140 357,143 84,746 357,143 140,845 357,143 200,000 357,143 370,370 357,143 384,615
10 434,783 41,667 204,082 44,053 208,333 45,249 59,880 26,738 11,962 9,756 2,442 2,341
25 277,778 25,000 117,647 20,704 37,736 11,862 6,627 3,918 1,379 1,319 1,001 1,000
50 135,135 15,748 33,898 8,333 6,570 3,146 1,377 1,191 1,000 1,000 1,000 1,000
75 76,923 9,461 14,620 4,427 2,589 1,664 1,026 1,009 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,205 -3,000 -1,800 -3,000 -2,191 -3,000 -2,636 -3,000 -2,764 -3,000 -2,868 -3,000
LSC 6,956 3,000 4,736 3,000 3,963 3,000 3,521 3,000 3,130 3,000 3,045 3,000

20 -75 4,682 ∞ 1,186 ∞ 1,000 1,019 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 41,322 1250,000 6,064 ∞ 1,412 9,747 1,000 1,004 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 238,095 161,290 61,728 666,667 13,870 2500,000 2,792 6,766 1,096 1,155 1,000 1,000
-10 333,333 101,010 227,273 172,414 105,263 666,667 40,323 238,095 14,124 23,148 1,927 2,442
0 357,143 55,556 357,143 84,746 357,143 133,333 357,143 232,558 357,143 270,270 357,143 416,667
10 500,000 44,843 238,095 43,103 109,890 38,314 75,188 26,110 18,382 10,395 2,665 2,375
25 303,030 29,499 125,000 18,868 26,525 11,710 7,107 3,911 1,592 1,340 1,001 1,000
50 144,928 15,129 41,494 7,424 5,467 3,187 1,401 1,198 1,001 1,000 1,000 1,000
75 90,090 10,288 16,474 4,266 2,312 1,665 1,027 1,010 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,193 -3,000 -1,816 -3,000 -2,190 -3,000 -2,541 -3,000 -2,802 -3,000 -2,754 -3,000
LSC 6,926 3,000 5,020 3,000 3,703 3,000 3,575 3,000 3,379 3,000 3,135 3,000
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Tabela 14: Limite de controle, NMA e NMAF do método proposto para os estimadores da
mediana PEI e PEII para a distribuição log-normal considerando α = 0, 00198 (NMAF=
500).

n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
η d (%) Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico
1 -75 3,385 ∞ 1,112 ∞ 1,000 1,015 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

-50 23,529 2000,000 5,123 ∞ 1,520 11,390 1,001 1,005 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 131,579 185,185 57,803 769,231 20,921 5000,000 2,580 7,782 1,066 1,121 1,000 1,000
-10 227,273 78,125 217,391 208,333 181,818 833,333 44,248 588,235 12,674 23,364 2,107 2,258
0 500,000 49,505 500,000 84,746 500,000 149,254 500,000 285,714 500,000 454,545 500,000 456,667
10 400,000 39,526 434,783 43,478 370,370 41,841 68,027 26,810 14,749 10,341 2,939 2,246
25 270,270 22,321 166,667 17,730 57,471 10,320 6,485 3,722 1,385 1,279 1,001 1,000
50 123,457 12,438 35,714 6,596 8,584 2,832 1,312 1,153 1,001 1,000 1,000 1,000
75 57,143 7,457 13,405 3,493 2,831 1,509 1,017 1,007 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,093 -3,090 -1,738 -3,090 -2,305 -3,090 -2,519 -3,090 -2,827 -3,090 -3,021 -3,090
LSC 6,579 3,090 5,055 3,090 4,449 3,090 3,622 3,090 3,319 3,090 3,406 3,090

5 -75 3,560 ∞ 1,135 ∞ 1,000 1,011 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 25,773 2000,000 5,513 ∞ 1,395 10,235 1,000 1,004 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 128,205 200,000 74,074 769,231 16,155 1250,000 2,462 7,911 1,102 1,148 1,000 1,000
-10 303,030 101,010 270,270 172,414 140,845 1000,000 40,486 526,316 17,422 27,100 1,999 2,258
0 500,000 52,083 500,000 81,967 500,000 166,667 500,000 208,333 500,000 312,500 500,000 454,545
10 555,556 35,088 243,902 39,063 222,222 38,911 85,470 28,818 24,938 11,062 2,399 2,228
25 344,828 20,747 83,333 16,393 35,842 10,225 7,429 3,672 1,562 1,292 1,001 1,000
50 175,439 12,092 27,248 6,720 6,510 2,816 1,384 1,170 1,001 1,000 1,000 1,000
75 84,034 7,402 10,504 3,532 2,403 1,496 1,025 1,007 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,080 -3,090 -1,771 -3,090 -2,238 -3,090 -2,466 -3,090 -2,937 -3,090 -2,968 -3,090
LSC 7,116 3,090 4,709 3,090 4,165 3,090 3,730 3,090 3,559 3,090 3,187 3,090

10 -75 4,314 ∞ 1,146 ∞ 1,000 1,010 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 39,841 1666,667 6,510 ∞ 1,496 9,606 1,001 1,004 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 232,558 142,857 70,922 1000,000 22,624 2500,000 2,623 6,803 1,103 1,134 1,000 1,000
-10 500,000 75,758 476,190 181,818 243,902 666,667 44,248 344,828 18,622 24,814 1,829 2,476
0 500,000 51,020 500,000 80,000 500,000 153,846 500,000 270,270 500,000 384,615 500,000 525,000
10 294,118 31,056 526,316 44,053 322,581 45,872 58,480 24,876 18,868 11,123 2,955 2,382
25 217,391 19,084 192,308 18,018 43,860 10,917 5,959 3,626 1,469 1,300 1,001 1,001
50 94,340 10,428 36,900 6,557 6,579 2,789 1,297 1,153 1,001 1,000 1,000 1,000
75 47,393 7,092 15,625 3,499 2,454 1,480 1,014 1,005 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,158 -3,090 -1,800 -3,090 -2,329 -3,090 -2,558 -3,090 -2,977 -3,090 -2,774 -3,090
LSC 6,471 3,090 5,250 3,090 4,223 3,090 3,595 3,090 3,418 3,090 3,337 3,090

20 -75 4,063 ∞ 1,168 ∞ 1,000 1,014 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 34,602 1250,000 7,042 ∞ 1,584 12,579 1,000 1,005 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 232,558 200,000 102,041 1428,571 27,397 1666,667 2,899 7,564 1,073 1,150 1,000 1,000
-10 416,667 89,286 384,615 217,391 238,095 1111,111 58,824 294,118 13,850 28,011 2,012 2,264
0 500,000 51,546 500,000 80,000 500,000 175,439 500,000 238,095 500,000 370,370 500,000 500,000
10 333,333 31,447 666,667 40,984 204,082 47,619 63,694 26,110 18,519 10,823 2,449 2,235
25 227,273 24,155 232,558 18,116 35,714 11,468 5,391 3,560 1,476 1,300 1,000 1,000
50 120,482 11,919 53,476 6,481 5,528 2,892 1,279 1,159 1,001 1,000 1,000 1,000
75 47,393 7,576 16,611 3,403 2,219 1,528 1,013 1,006 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,101 -3,090 -1,834 -3,090 -2,342 -3,090 -2,607 -3,090 -2,801 -3,090 -2,959 -3,090
LSC 6,286 3,090 5,530 3,090 3,948 3,090 3,523 3,090 3,414 3,090 3,200 3,090
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Tabela 15: Limite de controle, NMA e NMAF do método proposto para os estimadores
da mediana PEIII corrigido para a distribuição log-normal considerando α = 0, 00198
(NMAF= 500).

n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
η d (%) Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico
1 -75 5,330 10000,000 1,247 ∞ 1,000 1,038 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

-50 48,077 1428,571 7,326 ∞ 1,641 17,986 1,001 1,009 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 277,778 192,308 72,464 1250,000 24,155 3333,333 2,865 8,285 1,084 1,167 1,000 1,000
-10 434,783 90,090 303,030 277,778 250,000 1000,000 44,248 322,581 13,158 26,954 2,197 2,684
0 500,000 69,930 500,000 91,743 500,000 151,515 500,000 303,030 500,000 400,000 500,000 370,370
10 625,000 43,668 256,410 45,662 322,581 51,282 83,333 27,778 21,598 11,765 2,894 2,479
25 526,316 29,070 123,457 21,739 62,893 13,774 7,825 4,125 1,633 1,372 1,000 1,000
50 212,766 16,694 32,895 8,439 10,020 3,426 1,457 1,220 1,001 1,000 1,000 1,000
75 114,943 11,351 15,576 4,401 3,396 1,736 1,034 1,013 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,193 -3,090 -1,834 -3,090 -2,311 -3,090 -2,553 -3,090 -2,804 -3,090 -2,908 -3,090
LSC 7,689 3,090 4,857 3,090 4,374 3,090 3,698 3,090 3,481 3,090 3,263 3,090

5 -75 4,399 ∞ 1,240 ∞ 1,000 1,035 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 32,362 1428,571 6,743 ∞ 1,484 14,684 1,001 1,008 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 212,766 243,902 69,930 769,231 15,015 3333,333 3,220 8,071 1,108 1,212 1,000 1,000
-10 500,000 98,039 400,000 256,410 144,928 666,667 68,493 454,545 14,641 33,003 2,050 2,657
0 500,000 59,880 500,000 91,743 500,000 153,846 500,000 277,778 500,000 312,500 500,000 526,316
10 303,030 38,462 285,714 48,309 208,333 47,847 113,636 33,333 24,752 12,484 2,817 2,489
25 204,082 26,042 111,111 22,422 39,370 12,837 8,834 4,082 1,732 1,420 1,001 1,001
50 114,943 14,556 31,949 8,354 6,840 3,358 1,557 1,223 1,001 1,001 1,000 1,000
75 54,645 9,699 13,423 4,335 2,652 1,719 1,040 1,012 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,253 -3,090 -1,817 -3,090 -2,232 -3,090 -2,626 -3,090 -2,787 -3,090 -2,833 -3,090
LSC 6,423 3,090 4,772 3,090 3,989 3,090 3,813 3,090 3,488 3,090 3,230 3,090

10 -75 4,073 ∞ 1,227 ∞ 1,000 1,034 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 33,003 769,231 6,887 ∞ 1,616 16,584 1,001 1,009 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 161,290 285,714 83,333 666,667 20,833 10000,000 2,701 8,333 1,087 1,190 1,000 1,000
-10 384,615 104,167 294,118 192,308 172,414 1250,000 42,017 434,783 12,453 29,851 2,216 2,624
0 500,000 64,516 500,000 89,286 500,000 158,730 500,000 256,410 500,000 333,333 500,000 588,235
10 454,545 46,296 400,000 47,393 172,414 49,751 81,967 31,847 32,362 12,346 2,410 2,419
25 454,545 28,169 138,889 23,419 36,496 12,626 7,924 4,344 1,854 1,404 1,000 1,000
50 192,308 15,408 40,323 8,749 7,236 3,439 1,480 1,238 1,002 1,000 1,000 1,000
75 131,579 10,672 16,181 4,500 2,685 1,712 1,031 1,012 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,214 -3,090 -1,826 -3,000 -2,293 -3,000 -2,512 -3,000 -2,780 -3,000 -2,934 -3,000
LSC 7,831 3,090 4,956 3,090 3,998 3,090 3,650 3,090 3,658 3,090 3,088 3,090

20 -75 4,399 ∞ 1,240 ∞ 1,000 1,035 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 32,362 1428,571 6,743 ∞ 1,484 14,684 1,001 1,008 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 212,766 243,902 69,930 769,231 15,015 3333,333 3,220 8,071 1,108 1,212 1,000 1,000
-10 500,000 98,039 400,000 256,410 144,928 666,667 68,493 454,545 14,641 33,003 2,050 2,657
0 500,000 59,880 500,000 91,743 500,000 153,846 500,000 277,778 500,000 312,500 500,000 526,316
10 303,030 38,462 285,714 48,309 208,333 47,847 113,636 33,333 24,752 12,484 2,817 2,489
25 204,082 26,042 111,111 22,422 39,370 12,837 8,834 4,082 1,732 1,420 1,001 1,001
50 114,943 14,556 31,949 8,354 6,840 3,358 1,557 1,223 1,001 1,001 1,000 1,000
75 54,645 9,699 13,423 4,335 2,652 1,719 1,040 1,012 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -1,253 -3,090 -1,817 -3,090 -2,232 -3,090 -2,626 -3,090 -2,787 -3,090 -2,833 -3,090
LSC 6,423 3,090 4,772 3,090 3,989 3,090 3,813 3,090 3,488 3,090 3,230 3,090

6.2.2 Estudo de simulação II: distribuição log-Laplace

Outra distribuição bem utilizada no contexto de dados assimétricos e pertencente à
classe de distribuições log-simétricas é a distribuição log-Laplace (Johnson, Kotz e Ba-
lakrishnan (1995)). A distribuição log-Laplace é uma das "concorrentes" na modelagem
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estatística da distribuição log-normal e possui diversas aplicações, em especial na área
de ciências econômicas, para mais detalhes de aplicações e propriedades da distribuição
log-Laplace ver Kozubowski e Podgórski (2003). Entretanto, ao contrário da distribuição
log-normal, poucos trabalhos na literatura abragem a distribuição log-Laplace no contexto
de gráficos de controle, em especial quando se tem interesse em monitorar a mediana do
processo, sendo esse um dos motivos de considerar esta distribuição para o estudo de
simulação.

Assim como para a distribuição log-normal, se fez necessário a correção do estimador
PEIII. A Tabela 16 apresenta os vieses relativos (em %) para o estimador PEIII (ou
estimador de Hogdes e Lehmann) corrigido , para a distribuição log-Laplace. Esses valores
foram utilizados nas correções das estimativas pontuais e na obtenção dos NMAF e NMA.

Tabela 16: Viés relativo (%) do estimador PEIII para a distribuição Log-Laplace.
η n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
1 79,00 17,85 13,51 12,00 11,58 11.44
5 78,54 17,82 13,53 12,00 11,58 11.44
10 78,84 17,81 13,51 12,21 11,58 11.44
20 78,77 17,86 13,50 12,01 11,58 11.44

As Tabelas 17 a 20 apresentam os resultados das simulações para a distribuição log-
Laplace. Aqui também foram considerados os três estimadores da mediana propostos
por Balakrishnan et al. (2017). Recorde que os estimadores PEI e PEII para mediana são
iguais (diferem apenas quando se monitora o parâmetro de escala φ da distribuição). Deste
modo, as Tabelas 17 e 19 sumarizam as informações destes dois estimadores. Assim como
na Subseção 6.2.1 os resultados estão expressos em termos do NMA e NMAF, tanto para
o método computacional proposto (referenciado na tabela como "empírico") como para o
método baseado na distribuição assintótica (referenciado na tabela como "assintótico").
Além disso, estão expressos os limites de controle considerados para cada cenário.

No que se refere ao número médio de amostras até um alarme falso, o método proposto
apresentou valores fixos sendo eles 357, 14 e 500, para α = 0, 0027, 0, 00198, respectiva-
mente. Adicionalmente, os valores do NMAF apresentados pelo método proposto são, em
sua maioria, mais próximos dos valores nominais do que os valores do NMAF do método
assintótico. Em especial, observe que para os estimadores PEI e PEII (para ambos valores
de α), Tabelas 17 e 19, o método assintótico apresentou uma performance muito aquém
do esperado, visto que até para n = 1000 o NMAF simulado ficou em torno de 120 e
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160 amostras, para α = 0, 0027, e 90 e 190 amostras, quando α = 0, 00198. Este fato
possivelmente ocorre pelas características particulares da distribuição log-Laplace. Em
contra partida, o método proposto obteve excelente perfomance no quésito de avaliação
dos alarmes falsos, mostrando assim sua eficácia e robustez às diferentes características das
distribuições da classe log-simétrica. Ainda sobre a questão dos alarmes falsos, utilizando
o estimador PEIII corrigido, o método proposto continuou apresentando um excelente
desempenho, independetemente do cenário, para as duas taxas de erro tipo I fixadas. Po-
rém, quando observamos o desempenho do método assintótico, apenas quando n = 1000
o NMAF é próximo ou igual ao valor teórico fixado.

Com base nos valores dos NMAF, podemos observar que o comportamento dos li-
mites de controle do método proposto acompanha o comportamento da distribuição do
estimador, pois para as diferentes configurações consideradas na simulação os limites de
controles obtidos nos forneceram NMAF satisfatórios (próximos ao valor nominal). Além
disso, é possível perceber que quando utilizamos o PEI ou PEII, o método assintótico
apresenta um baixo desempenho (inclusive para n = 1000) em questões relacionadas ao
NMAF, isso se dá pelo fato dos limites de controle (neste caso quantis teóricos da distri-
buição normal) ainda não serem boas aproximações para os limites reais, este problema/
comportamento não ocorre nos limites obtidos pela abordagem proposta.

Em relação ao poder de deteção, o método baseado na distribuição assintótica detecta
mais rápido alterações positivas na mediana do processo, porém este método apresenta
um baixo NMAF fazendo com que em situações práticas uma sinalização de alteração no
processo apresentada por este procedimento não seja tão precisa e confiável. Por outro
lado, quando o desvio na mediana é negativo o método proposto apresentou melhor poder
de detecção em todos os cenários. Similar aos resultados para a distribuição log-normal,
outra característica importante do método proposto é que à medida que o n aumenta
o NMA diminui, chegando próximo do método assintótico, porém com a vantagem de
possuir um NMAF bem próximo ou igual ao valor nominal. Assim como na distribuição
log-normal, os estimadores PEI e PEII apresentaram poder de detecção maior do que
o PEIII corrigido na maior parte dos cenários considerados, embora para alguns poucos
casos específicos o PEIII corrigido tenha se sobresaído em relação ao PEI e PEII. Este fato
pode ocorre possivelmente pela distribuição e característica de cada um dos estimadores.

Por fim, nota-se que o método proposto apresentou melhor desempenho do que o
método baseado na distribuição assintótica, independentemente do estimador utilizado e
dos valores nominais do erro do tipo I (α).
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Tabela 17: Limite de controle, NMA e NMAF do método proposto para os estimadores da
mediana PEI e PEII para a distribuição log-Laplace considerando α = 0, 0027 (NMAF=
370, 37).

n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
η d (%) Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico
1 -75 10,277 10000,000 3,879 10000,000 2,815 ∞ 1,209 ∞ 1,016 1,022 1,006 1,002

-50 69,444 714,286 54,054 833,333 89,286 625,000 59,880 ∞ 23,256 38,023 29,586 1,381
-25 204,082 158,730 204,082 227,273 250,000 204,082 285,714 476,190 285,714 172,414 256,410 63,694
-10 250,000 75,758 333,333 91,743 454,545 106,383 400,000 277,778 263,158 106,383 322,581 79,365
0 357,143 66,225 357,143 71,429 357,143 70,922 357,143 196,078 357,143 86,957 357,143 123,529
10 357,143 55,556 263,158 46,948 285,714 44,248 303,030 125,000 294,118 53,191 277,778 43,478
25 270,270 38,760 277,778 29,851 232,558 21,882 384,615 85,470 256,410 21,692 294,118 16,722
50 188,679 20,576 172,414 14,641 169,492 9,132 175,439 28,818 144,928 4,132 151,515 1,711
75 125,000 14,728 120,482 8,006 88,496 4,107 96,154 10,215 72,464 1,412 64,516 1,057

LIC -0,817 -3,000 -1,392 -3,000 -2,123 -3,000 -1,714 -3,000 -2,898 -3,000 -3,782 -3,000
LSC 7,678 3,000 8,016 3,000 8,207 3,000 5,587 3,000 8,086 3,000 8,850 3,000

5 - 75 12,642 2500,000 3,880 2500,000 2,068 5000,000 1,145 31,847 1,019 1,059 1,006 1,001
-50 93,458 416,667 48,309 1428,571 52,632 1111,111 42,017 384,615 30,864 65,359 26,882 1,253
-25 250,000 136,986 212,766 357,143 232,558 270,270 161,290 196,078 243,902 217,391 285,714 70,922
-10 285,714 77,519 357,143 185,185 270,270 131,579 357,143 131,579 256,410 142,857 357,143 84,746
0 357,143 58,480 357,143 156,250 357,143 105,263 357,143 93,458 357,143 113,636 357,143 116,667
10 277,778 41,322 312,500 99,010 333,333 66,667 357,143 54,054 181,818 68,493 277,778 43,860
25 333,333 33,445 263,158 60,606 322,581 45,249 312,500 26,954 133,333 26,178 163,934 13,812
50 185,185 18,484 238,095 33,784 149,254 17,513 166,667 7,018 54,645 5,297 72,464 1,623
75 135,135 12,690 135,135 15,723 97,087 7,974 80,645 2,502 21,322 1,611 23,041 1,054

LIC -0,918 -3,000 -1,076 -3,000 -1,635 -3,000 -2,480 -3,000 -2,788 -3,000 -3,869 -3,000
LSC 8,010 3,000 6,424 3,000 6,598 3,000 8,068 3,000 5,563 3,000 7,351 3,000

10 -75 10,811 5000,000 4,425 10000,000 2,125 2500,000 1,465 51,546 1,020 2,375 1,006 1,002
-50 75,758 476,190 58,824 666,667 54,945 833,333 95,238 625,000 28,329 185,185 23,697 1,350
-25 256,410 192,308 285,714 243,902 294,118 256,410 322,581 322,581 200,000 263,158 312,500 69,444
-10 263,158 109,890 454,545 175,439 285,714 112,360 500,000 140,845 285,714 188,679 333,333 79,365
0 357,143 65,789 357,143 90,909 357,143 74,627 357,143 81,967 357,143 133,333 357,143 149,444
10 400,000 55,866 500,000 58,480 344,828 54,348 333,333 60,241 555,556 82,645 370,370 46,729
25 270,270 41,152 555,556 42,194 204,082 30,488 384,615 27,397 526,316 39,526 217,391 15,528
50 227,273 23,419 303,030 19,231 169,492 12,063 185,185 7,252 263,158 8,432 84,034 1,690
75 166,667 15,723 263,158 10,504 99,010 4,907 123,457 2,689 169,492 2,033 29,412 1,058

LIC -0,797 -3,000 -1,288 -3,000 -1,915 -3,000 -2,567 -3,000 -2,501 -3,000 -3,743 -3,000
LSC 8,017 3,000 8,702 3,000 7,623 3,000 8,711 3,000 8,738 3,000 7,533 3,000

20 -75 15,674 2000,000 5,692 10000,000 7,491 5000,000 1,353 5000,000 1,023 2,344 1,007 1,002
-50 96,154 294,118 84,746 500,000 147,059 1666,667 69,444 1000,000 38,023 250,000 29,674 1,791
-25 243,902 114,943 400,000 222,222 555,556 285,714 232,558 243,902 222,222 222,222 232,558 68,493
-10 370,370 70,423 434,783 80,645 555,556 217,391 400,000 175,439 277,778 142,857 333,333 102,041
0 357,143 51,282 357,143 61,350 357,143 125,000 357,143 120,482 357,143 103,093 357,143 118,000
10 344,828 34,722 312,500 41,152 344,828 78,125 303,030 74,074 312,500 79,365 303,030 48,544
25 232,558 28,090 333,333 26,178 384,615 56,180 333,333 39,216 285,714 35,714 322,581 18,587
50 185,185 16,556 200,000 11,933 131,579 19,646 181,818 12,077 196,078 7,893 126,582 1,931
75 113,636 10,811 138,889 7,153 125,000 9,285 100,000 4,068 107,527 2,055 56,497 1,065

LIC -0,984 -3,000 -1,558 -3,000 -1,660 -3,000 -2,223 -3,000 -2,547 -3,000 -3,619 -3,000
LSC 8,689 3,000 8,783 3,000 6,317 3,000 7,161 3,000 7,263 3,000 8,283 3,000
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Tabela 18: Limite de controle, NMA e NMAF do método proposto para o estimador
da mediana PEIII corrigido para a distribuição log-Laplace considerando α = 0, 0027
(NMAF= 370, 37).

n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
η d (%) Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico
1 -75 3,230 714,286 1,041 ∞ 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

-50 29,326 344,828 3,255 3333,333 1,073 1,858 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 163,934 147,059 44,053 476,190 5,992 196,078 1,391 2,364 1,004 1,008 1,000 1,000
-10 232,558 140,845 256,410 99,010 66,225 322,581 16,340 123,457 4,717 7,220 1,207 1,313
0 357,143 109,890 357,143 159,880 357,143 114,943 357,143 169,492 357,143 212,766 357,143 333,333
10 555,556 86,207 400,000 42,735 196,078 29,940 59,880 18,382 10,650 5,391 1,659 1,424
25 555,556 68,493 263,158 20,243 46,296 8,591 5,008 2,469 1,139 1,051 1,000 1,000
50 476,190 61,350 68,966 7,987 7,825 2,350 1,105 1,025 1,000 1,000 1,000 1,000
75 333,333 44,444 30,581 4,085 2,411 1,242 1,001 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -0,527 -3,000 -1,767 -3,000 -2,172 -3,000 -2,412 -3,000 -2,750 -3,000 -2,775 -3,000
LSC 13,428 3,000 6,319 3,000 4,579 3,000 3,758 3,000 3,530 3,000 3,291 3,000

5 -75 5,173 1428,571 1,043 ∞ 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 58,824 526,316 3,173 3333,333 1,075 1,828 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 232,558 303,030 49,505 357,143 5,931 188,679 1,437 2,370 1,003 1,009 1,000 1,000
-10 285,714 227,273 243,902 98,039 59,172 357,143 23,148 128,205 4,115 8,857 1,248 1,306
0 357,143 212,766 357,143 67,114 357,143 107,527 357,143 166,667 357,143 250,000 357,143 322,581
10 384,615 163,934 333,333 38,023 294,118 31,250 53,476 18,519 9,542 5,744 1,605 1,410
25 312,500 131,579 208,333 20,790 66,225 8,496 4,429 2,471 1,110 1,058 1,000 1,000
50 243,902 96,154 106,383 7,452 10,121 2,284 1,086 1,024 1,000 1,000 1,000 1,000
75 172,414 87,719 41,841 4,143 2,824 1,241 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -0,324 -3,000 -1,771 -3,000 -2,182 -3,000 -2,491 -3,000 -2,579 -3,000 -2,885 -3,000
LSC 5,777 3,000 6,612 3,000 4,925 3,000 3,684 3,000 3,352 3,000 3,261 3,000

10 -75 3,839 1111,111 1,050 ∞ 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 36,364 2500,000 3,621 1666,667 1,093 1,814 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 188,679 625,000 72,993 333,333 7,794 277,778 1,454 2,380 1,004 1,008 1,000 1,000
-10 370,370 454,545 243,902 109,890 102,041 370,370 20,450 128,205 4,708 7,943 1,197 1,314
0 357,143 400,000 357,143 65,359 357,143 103,093 357,143 161,290 357,143 250,000 357,143 357,143
10 555,556 476,190 666,667 39,216 238,095 32,573 64,103 18,622 14,577 5,659 1,558 1,413
25 434,783 238,095 227,273 20,964 56,818 8,834 5,020 2,462 1,180 1,052 1,000 1,000
50 312,500 212,766 79,365 8,058 7,610 2,264 1,109 1,027 1,000 1,000 1,000 1,000
75 344,828 188,679 32,680 4,202 2,446 1,236 1,001 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -0,212 -3,000 -1,796 -3,000 -2,277 -3,000 -2,491 -3,000 -2,717 -3,000 -2,751 -3,000
LSC 4,864 3,000 6,245 3,000 4,635 3,000 3,798 3,000 3,680 3,000 3,195 3,000

20 -75 4,448 2000,000 1,043 ∞ 1,000 1,001 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 50,251 714,286 3,175 5000,000 1,072 2,003 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 222,222 277,778 49,751 454,545 5,467 322,581 1,342 2,357 1,004 1,010 1,000 1,000
-10 333,333 357,143 161,290 109,890 64,103 370,370 14,493 116,279 4,399 8,403 1,207 1,322
0 357,143 232,558 357,143 59,172 357,143 101,010 357,143 166,667 357,143 217,391 357,143 294,118
10 416,667 270,270 263,158 39,370 153,846 33,445 46,296 19,194 10,288 5,831 1,679 1,426
25 277,778 158,730 208,333 20,080 39,063 9,302 3,971 2,456 1,117 1,053 1,000 1,000
50 416,667 172,414 67,568 7,692 6,640 2,330 1,074 1,025 1,000 1,000 1,000 1,000
75 322,581 109,890 30,120 3,943 2,214 1,253 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -0,268 -3,000 -1,791 -3,000 -2,127 -3,000 -2,362 -3,000 -2,643 -3,000 -2,761 -3,000
LSC 6,168 3,000 6,188 3,000 4,398 3,000 3,568 3,000 3,422 3,000 3,324 3,000
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Tabela 19: Limite de controle, NMA e NMAF do método proposto para os estimadores da
mediana PEI e PEII para a distribuição log-Laplace considerando α = 0, 00198 (NMAF=
500).

n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
η d (%) Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico
1 -75 18,051 5000,000 9,099 10000,000 3,269 5000,000 1,089 10000,000 1,021 1,038 1,008 1,003

-50 172,414 400,000 144,928 476,190 105,263 1111,111 30,675 1666,667 29,070 46,083 39,683 2,613
-25 416,667 114,943 454,545 263,158 476,190 256,410 222,222 476,190 172,414 151,515 256,410 102,041
-10 357,143 63,694 384,615 102,041 666,667 121,951 312,500 172,414 333,333 142,857 476,190 120,482
0 500,000 51,546 500,000 59,880 500,000 86,957 500,000 106,383 500,000 107,527 500,000 196,154
10 312,500 44,843 434,783 46,948 526,316 54,054 370,370 67,568 285,714 59,172 500,000 56,818
25 357,143 29,674 454,545 32,468 370,370 29,499 312,500 34,130 322,581 23,810 555,556 22,222
50 303,030 17,544 243,902 15,823 250,000 10,893 238,095 11,148 151,515 4,733 222,222 2,136
75 125,000 10,941 172,414 7,918 120,482 4,933 149,254 3,789 81,967 1,498 107,527 1,080

LIC -1,000 -3,090 -1,528 -3,090 -2,033 -3,090 -2,158 -3,090 -2,955 -3,090 -3,679 -3,090
LSC 9,102 3,090 9,011 3,090 9,017 3,090 9,299 3,090 8,450 3,090 10,084 3,090

5 -75 12,804 3333,333 5,441 ∞ 2,774 10000,000 1,103 79,365 1,018 1,024 1,007 1,003
-50 86,207 303,030 81,301 1111,111 81,967 769,231 34,722 434,783 26,042 34,602 33,670 3,077
-25 212,766 147,059 263,158 161,290 370,370 277,778 166,667 196,078 185,185 140,845 250,000 90,909
-10 370,370 103,093 384,615 109,890 526,316 142,857 285,714 121,951 263,158 119,048 588,235 187,647
0 500,000 71,942 500,000 71,942 500,000 86,207 500,000 89,286 500,000 91,743 500,000 93,458
10 526,316 56,497 526,316 54,348 833,333 64,103 357,143 55,866 384,615 53,191 526,316 64,103
25 357,143 38,314 384,615 31,056 666,667 34,965 357,143 26,810 227,273 23,585 370,370 21,459
50 232,558 23,529 238,095 13,870 454,545 14,948 192,308 7,800 147,059 4,281 256,410 2,262
75 172,414 14,948 151,515 8,217 243,902 6,050 114,943 2,720 78,125 1,443 121,951 1,082

LIC -0,835 -3,090 -1,480 -3,090 -1,864 -3,090 -2,433 -3,090 -3,005 -3,090 -3,594 -3,090
LSC 8,842 3,090 9,459 3,090 10,328 3,090 8,909 3,090 8,427 3,090 10,773 3,090

10 -75 12,804 3333,333 5,441 ∞ 2,774 10000,000 1,103 79,365 1,018 1,024 1,007 1,003
-50 86,207 303,030 81,301 1111,111 81,967 769,231 34,722 434,783 26,042 34,602 33,670 3,077
-25 212,766 147,059 263,158 161,290 370,370 277,778 166,667 196,078 185,185 140,845 250,000 90,909
-10 370,370 103,093 384,615 109,890 526,316 142,857 285,714 121,951 263,158 119,048 588,235 117,647
0 500,000 71,942 500,000 71,942 500,000 86,207 500,000 89,286 500,000 91,743 500,000 163,458
10 526,316 56,497 526,316 54,348 833,333 64,103 357,143 55,866 384,615 53,191 526,316 64,103
25 357,143 38,314 384,615 31,056 666,667 34,965 357,143 26,810 227,273 23,585 370,370 21,459
50 232,558 23,529 238,095 13,870 454,545 14,948 192,308 7,800 147,059 4,281 256,410 2,262
75 172,414 14,948 151,515 8,217 243,902 6,050 114,943 2,720 78,125 1,443 121,951 1,082

LIC -0,835 -3,090 -1,480 -3,090 -1,864 -3,090 -2,433 -3,090 -3,005 -3,090 -3,594 -3,090
LSC 8,842 3,090 9,459 3,090 10,328 3,090 8,909 3,090 8,427 3,090 10,773 3,090

20 -75 14,970 1666,667 3,951 10000,000 2,730 3333,333 1,121 909,091 1,060 1,019 1,005 1,002
-50 129,870 588,235 53,191 909,091 72,993 1000,000 36,630 1428,571 66,225 25,575 15,175 1,460
-25 263,158 142,857 243,902 212,766 277,778 232,558 217,391 263,158 526,316 147,059 185,185 67,114
-10 400,000 86,957 250,000 121,951 322,581 116,279 285,714 181,818 384,615 96,154 454,545 113,636
0 500,000 51,546 500,000 68,027 500,000 83,333 500,000 90,909 500,000 80,000 500,000 155,188
10 434,783 49,020 384,615 55,556 400,000 63,291 333,333 68,027 400,000 50,761 277,778 44,643
25 416,667 31,250 270,270 31,348 322,581 29,155 277,778 35,211 270,270 23,810 357,143 16,807
50 263,158 21,459 172,414 14,535 175,439 12,642 175,439 10,989 181,818 3,795 285,714 1,767
75 169,492 13,158 128,205 7,893 88,496 5,528 84,746 3,540 108,696 1,391 105,263 1,066

LIC -0,922 -3,090 -1,449 -3,090 -1,940 -3,090 -2,254 -3,090 -3,352 -3,090 -3,690 -3,090
LSC 9,889 3,090 8,183 3,090 7,680 3,090 7,717 3,090 9,860 3,090 10,062 3,090
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Tabela 20: Limite de controle, NMA e NMAF do método proposto para o estimador
da mediana PEIII corrigido para a distribuição log-Laplace considerando α = 0, 00198
(NMAF= 500).

n = 3 n = 10 n = 30 n = 100 n = 300 n = 1000
η d (%) Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico Empírico Assintótico
1 -75 4,831 1428,571 1,057 ∞ 1,000 1,001 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

-50 62,893 500,000 3,948 3333,333 1,092 2,264 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 232,558 263,158 74,074 384,615 7,380 357,143 1,516 2,652 1,003 1,013 1,000 1,000
-10 256,410 196,078 416,667 120,482 117,647 500,000 27,778 178,571 4,371 9,443 1,243 1,400
0 500,000 169,492 500,000 80,645 500,000 111,111 500,000 200,000 500,000 384,615 500,000 500,000
10 666,667 144,928 555,556 44,444 277,778 36,496 85,470 21,505 9,737 6,410 1,621 1,473
25 555,556 123,457 303,030 23,310 60,606 9,709 5,767 2,541 1,116 1,064 1,000 1,000
50 476,190 84,746 123,457 9,653 8,418 2,417 1,158 1,031 1,000 1,000 1,000 1,000
75 370,370 62,112 49,020 4,801 2,666 1,269 1,002 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -0,383 -3,090 -1,748 -3,000 -2,242 -3,000 -2,559 -3,000 -2,674 -3,000 -2,831 -3,000
LSC 9,972 3,090 6,804 3,090 4,738 3,090 4,010 3,090 3,396 3,090 3,263 3,090

5 -75 5,450 1111,111 1,053 ∞ 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 67,568 526,316 3,663 2000,000 1,095 2,330 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 188,679 178,571 63,291 416,667 7,413 476,190 1,441 2,756 1,003 1,010 1,000 1,000
-10 400,000 192,308 384,615 153,846 108,696 357,143 19,342 181,818 4,527 9,597 1,300 1,383
0 500,000 169,492 500,000 170,922 500,000 135,135 500,000 222,222 500,000 416,667 500,000 500,000
10 370,370 104,167 714,286 47,393 196,078 39,841 111,111 23,697 13,514 6,423 1,629 1,479
25 526,316 100,000 416,667 23,364 41,667 9,940 6,631 2,695 1,158 1,061 1,000 1,000
50 344,828 74,074 208,333 9,785 6,892 2,522 1,168 1,033 1,000 1,000 1,000 1,000
75 277,778 46,512 66,667 4,819 2,270 1,291 1,002 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -0,453 -3,090 -1,725 -3,000 -2,229 -3,000 -2,451 -3,000 -2,691 -3,000 -2,950 -3,000
LSC 9,499 3,090 7,389 3,090 4,417 3,090 4,032 3,090 3,630 3,090 3,264 3,090

10 -75 3,959 1666,667 1,046 ∞ 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 36,101 476,190 3,154 3333,333 1,083 2,219 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 185,185 212,766 52,910 400,000 6,974 357,143 1,551 2,516 1,005 1,012 1,000 1,000
-10 256,410 169,492 217,391 135,135 80,000 344,828 28,490 185,185 5,612 11,173 1,285 1,379
0 500,000 169,492 500,000 66,225 500,000 105,263 500,000 238,095 500,000 333,333 500,000 416,667
10 588,235 135,135 357,143 39,841 117,647 34,014 55,866 18,904 16,234 7,042 1,708 1,473
25 370,370 121,951 256,410 22,222 37,879 9,980 4,690 2,520 1,205 1,072 1,000 1,000
50 344,828 82,645 96,154 8,576 6,365 2,475 1,104 1,029 1,000 1,000 1,000 1,000
75 370,370 72,993 41,841 4,376 2,176 1,276 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -0,380 -3,090 -1,769 -3,000 -2,212 -3,000 -2,615 -3,000 -2,750 -3,000 -2,936 -3,000
LSC 9,757 3,090 6,669 3,090 4,366 3,090 3,798 3,090 3,674 3,090 3,362 3,090

20 -75 3,461 1250,000 1,069 ∞ 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-50 35,971 400,000 4,598 5000,000 1,101 2,005 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-25 161,290 185,185 102,041 312,500 8,258 333,333 1,546 2,610 1,006 1,011 1,000 1,000
-10 227,273 144,928 769,231 105,263 101,010 400,000 26,316 196,078 5,546 9,234 1,243 1,360
0 500,000 140,845 500,000 67,114 500,000 106,383 500,000 196,078 500,000 333,333 500,000 384,615
10 217,391 88,496 400,000 37,175 238,095 33,557 90,909 20,000 9,662 6,345 1,644 1,450
25 285,714 90,090 204,082 21,692 58,140 9,276 5,473 2,528 1,109 1,063 1,000 1,000
50 344,828 70,423 94,340 8,953 8,569 2,385 1,122 1,030 1,000 1,000 1,000 1,000
75 357,143 61,350 41,494 4,143 2,623 1,255 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

LIC -0,458 -3,090 -1,880 -3,000 -2,312 -3,000 -2,579 -3,000 -2,825 -3,000 -2,854 -3,000
LSC 9,463 3,090 6,772 3,090 4,810 3,090 3,914 3,090 3,385 3,090 3,322 3,090

6.3 Considerações sobre o método de monitoramento
da mediana para dados log-simétricos

Conforme abordado no Capítulo 1, o procedimento aqui descrito e avaliado tem como
finalidade monitorar a mediana de dados os quais apresentem assimétria e a distribuição
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pertença à classe log-simétrica. O método proposto baseia-se em um algoritmo computa-
cionalmente intensivo, porém de fácil programação, para obter a distribuição empírica de
três estimadores, propostos por Balakrishnan et al. (2017), para a mediana. Em relação
ao estudo de simulação II apresentado anteriormente, destacamos os seguintes resultados:

• No que tange ao desempenho do método, para ambas as distribuições consideradas
no estudo de simulação, o método proposto apresentou excelentes valores de NMAF,
sendo eles 357,14 e 500 amostras, para α = 0, 0027, 0, 00198 (vale ressaltar que o
valores de referência utilizados foram 370,40 e 500 amostra;

• A abordagem proposta apresenta um bom poder de detecção, se aproximando de
uma amostra para detectar alterações à medida que n aumenta;

• O método proposto se mostrou mais robusto no quesito NMAF e NMAF (apresentou
resultados satisfatório independemente do cenário) do que o método baseado na
distribuição assintótica dos estimadores;

• Os limites de controle pelo método proposto do gráfico apresentaram o comporta-
mento dentro do esperado, ou seja, os limites proporcionam um NMAF próximo do
esperado e acompanham as "variações" das características das distribuições perten-
centes à classe log-simétricas;

• Por fim, destaca-se a grande vantagem de se utilizar o método proposto, em detri-
mento ao método mais "ingênuo" (baseado na distribuição assintótica do estimador),
em situações as quais a distribuição dos dados pertença à classe log-simétrica pois
a abordagem descrita no presente capítulo apresentou melhor desempenho quando
se trata do NMAF, melhor detecção de desvios negativos e que quando n cresce
o poder de detecção para desvios positivos se equipara ao do método assintótico,
porém com a vantagem de ter um NMAF próximo do valor nominal.
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7 Aplicação II: Monitoramento do
aumento percentual da
viscosidade de óleos para motor

No presente capítulo será ilustrado a aplicabilidade do método de monitoramento
de medianas, proposto no Capítulo 6, para dados que apresentam assimétria e a sua
distribuição pertença à classe log-simétrica. Os dados utilizados para esta aplicação são
referentes ao aumento percentual da viscosidade (em inglês PVI) de óleos para motor.
Os óleos automotivos, especialmente para novos modelos de veículos, necessitam ser tes-
tados e aprovados pela American Society for Testing and Materials. Adicionalmente, os
engenheiros especialistas responsáveis por este tipo de óleo para veículos, afirmam que o
PVI segue uma distribuição log-normal. O conjunto de dados consta com 25 amostras,
cada uma com três observações, referentes aos PVI de um tipo de óleo que foi submetido
aos testes padrões de qualidade, além disso, os parâmetros estimados da distribuição log-
normal para estes dados são: η̂ = 98.39 e φ̂ = 0.167. Para mais detalhes, informações e
acesso ao conjunto de dados ver Huang, Wang e Yeh (2016).

Como visto no Capítulo 6, o método proposto utilizando o estimador PEI (ou PEII)
apresentou, na grande maioria dos cenários considerados, melhor desempenho do que o
método utilizando o estimador PEIII corrigido. Assim, iremos utilizar o estimador PEI
para a construção dos limites de controle e para o monitoramento do processo. Além
disso, como já comentado anteriormente, consideramos o tamanho do subgrupo racional
(n) igual a três e os parâmetros do processo como sendo η̂ = 98.39 e φ̂ = 0.167. Para fins
ilustrativos e de comparação de métodos, fixamos α = 0.00198 ou NMAF=500, conside-
ramos para a fase I de monitoramento as 25 amostras (cada uma de tamanho n = 3) e
posteriormente simulamos 20 amostras de tamanho n = 3 da distribuição log-normal uti-
lizando os parâmetros estimados do processo como os verdadeiros valores dos parâmetros
do processo.

A Figura 7 apresenta o gráfico de controle, para a situação descrita anteriormente,
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utilizando os limites de controle obtidos pelo método computacional proposto (descrito
no gráfico como método empiríco) e pelo método baseado na distribuição assintótica
do estimador PEI (descrito no gráfico como método assintótico). Os limites de controle
obtidos pela abordagem proposta foram: LIC = 73, 11 e LSC = 132, 13 com NMAF
estimado em 500, e pelo método assintótico foram: LIC = 70.83 e LSC = 126.05, com
NMAF estimado em 369,54.
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Figura 7: Gráfico de controle, considerando o método empírico proposto e o método que
utiliza a distribuição assintótica do estimador, para o monitoramento da mediana do
percentual de viscosidade de óleos para veículos.

Na Figura 7 percebemos que para os dados referentes a fase I do monitoramento os
dois métodos (empírico e assintótico) não detectaram nenhuma causa especial no processo
(corroborando com os resultados e comentários presentes em Huang, Wang e Yeh (2016)).
Em contra partida, a abordagem que utiliza a distribuição assintótica do PEI, detectou
um ponto fora de controle (destacado em vermelho no gráfico) na fase II. Este ponto
fora de controle detectado é um alarme falso, visto que as observações geradas na fase
II são provenientes da distribuição geratriz (considerando os parâmetros estimados como
verdadeiros) do percentual de viscosidade dos óleos (log-normal com parâmetros η = 98.39
e φ = 0.167). Por outro lado, em ambas as fases de monitoramento a abordagem proposta
não apresentou nenhum alarme falso, corroborando assim com os resultados apresentados
nas simulações do Capítulo 6.
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Em resumo, esta aplicação ilustra, em uma situação real, como a abordagem proposta
para o monitoramento da mediana de dados pertencentes à classe log-simétrica apre-
senta resultados melhores, especialmente quando tratamos do número de amostras até
um alarme falso, do que o método mais ingênuo que é baseado nos quantis da distribuição
assintótica do estimadores.
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8 Considerações finais

Neste trabalho foram propostos e avaliados dois métodos de monitoramento no con-
texto do controle estatístico de processos. Mais especificamente, os métodos propostos são
para monitorar a média de dados simétricos cuja distribuição pertença à classe de dis-
tribuições simétrica e para monitorar a mediana de dados assimétricos cuja distribuição
pertença à classe de distribuições log-simétricas. Para este fim, foi realizada uma revi-
são bibliográfica referente aos conceitos iniciais do controle estatístico de processo, com
ênfase nos gráficos de controle. Adicionalmente, apresentamos às classes de distribuições
simétricas e log-simétricas, juntamente com suas respectivas propriedades e alguns mé-
todos de estimação para os parâmetros de cada classe. Ambas as abordagens propostas
neste trabalho foram comparadas com os métodos usuais de monitoramento e aplicadas
a conjuntos de dados reais.

Com relação as abordagens propostas, inicialmente apresentamos o método de mo-
nitoramento da média para dados simétricos. Os estudos de simulação (ilustrados com
a distribuição t-Student e exponencial potência), apresentaram a abordagem proposta,
para α = 0, 0027, fornece um número médio de amostras até um alarme falso entre 340
e 380 amostras, além de apresentar um bom poder de deteção (tendo como referencia o
método usual X de Shewhart), o qual vai se aproximando de uma amostra à medida que
n aumenta. No que se refere ao comportamento dos limites de controle pela abordagem
proposta, eles apresentaram o comportamento esperado para limites de controle para da-
dos simétricos. No contexto de distribuições com caudas mais leves que as da distribuição
normal, o método proposto apresentou bom desempenho (NMAF próximo do desejado e
bom poder de deteção), porém recomendou-se a utilização do gráfico X de Shewhart, pois
além de apresentar um poder de detecção equiparável ao método proposto, possui uma
taxa de alarmes falsos menor que a do método proposto. Por fim, destaca-se a grande van-
tagem de se utilizar o método proposto, em detrimento ao método usual de Shewhart, em
situações as quais a distribuição dos dados possua cauda mais pesada que a normal, pois
o método proposto apresenta uma menor taxa de alarmes falsos (sendo bem próxima do
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valor nominal) e um excelente poder de detecção, conforme visto no estudo de simulação
e ilustrado no monitoramento do ph médio dos vinhos tintos.

A segunda abordagem proposta refere-se ao monitoramento da mediana de dados
assimétricos. Para este método, foi realizado inicialmente um estudo computacional para
averiguar a tendência dos estimadores para a mediana, propostos por Balakrishnan et
al. (2017), e, com base neste estudo, realizou-se as devidas correções para a obtenção
das estimativas pontuais e consequentemente dos limites de controle. No que tange ao
número médio de amostras até um alarme falso, as simulações indicaram que o método
proposto, em detrimento ao método mais "ingênuo", possui NMAF mais próximo ou igual
ao valor nominal definido. Quanto ao poder de detecção, destaca-se a grande vantagem
de se utilizar o método proposto, em relação ao método mais "ingênuo", pois apresenta
menores NMA para a detecção de desvios negativos e à medida queu n cresce o poder
de detecção para desvios positivos se equipara ao do método "ingênuo", porém com a
vantagem de ter um NMAF próximo ou igual ao do valor nominal. Além disso, nos estudos
computacionais observou-se também que, embora o NMAF seja igual para ambos os três
estimadores utilizados para mediana, o estimador PEI apresentou, para a maior parte dos
cenários estudados, um melhor poder de detecção do que o estimador PEIII corrigido,
quando utilizamos o método proposto. Por fim, o método proposto apresentou melhor
desempenho (não apresentando alarmes falsos), do que o método utilizando a distribuição
assintótica do estimador, quando consideramos um conjunto de dados reais referentes ao
percentual de viscosidade de óleos para veículos.

Em suma, as abordagens propostas apresentaram bons desempenhos em relação aos
outros métodos mais simples e utilizados em situações práticas (como o X de Shewhart e
o método baseado na distribuição assintótica dos estimadores). Para sanar algumas lacu-
nas presentes neste trabalho, algumas ideias podem ser desenvolvidos, são elas: analisar
o efeito da estimação dos parâmetros em ambos os métodos propostos, considerar um
monitoramento conjunto da media e do desvio padrão para dados da classe simétrica e
considerar uma abordagem de monitoramento conjunto da mediana e do parâmetro φ

(associado a disperssão) para dados da classe log-simétrica.
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